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Ehrlich gesagt,

wir wissen von keinem Sto
den wir den Kindern ubermitteln sollen,
ob er der rechte sei.

Wir kennen sie aber etwas Kostbares lehren:
wie man den Sto meistert.

Hans Freudenthal, Mathematik als padagogische Aufgabe, Band 1, Stuttgart 1973, S. 61






Vorwort

Vorwort

Diese Dissertation ist im Rahmen des von der Volkswagenstihg ge®rderten und

von Prof. Dr. Martin Gr etschel geleiteten Projekts,Diskrete Mathematik ferr die

Schule\ (ZIB und TU Berlin) entstanden. Das Ziel des Projekés war, Themen der
kombinatorischen Optimierung in die Schule zu bringen.

Um dieses Ziel zu erreichen, wurden zaohst die Inhalte gesichtet und eine Aus-
wahl getro en. Die ersten Ideen zur Umsetzung im Unterrichtvurden im Jahr 2002
bei ersten Unterrichtsversuchen verwirklicht. In den folgnden drei Jahren wurden
die Unterrichtskonzepte weiterentwickelt und weiter erpobt. Parallel dazu fanden
zahlreiche Vortrmge und Lehrerfortbildungen zum Thema statt.

Das Projekt , Diskrete Mathematik fer die Schule\ wurde im Jahr 2004 als asso-
Ziiertes Projekt in das Berliner DFG-ForschungszentrunMatheon Mathematik
fur Schisseltechnologien aufgenommen und bekam dort ein Schwestejekt |, Vi-
sualisierung von Algorithmen\ unter Leitung von Prof. Dr. Urich Kortenkamp, in
dem dynamische Unterrichtssoftware zur kombinatorische®ptimierung entwickelt
wurde und wird.

Das Interesse sowohl an den Themen, die so besonders guenggjch sind und neue

Perspektiven #ir den Mathematikunterricht ere nen, als auch an der methodischen
Herangehensweise war sowohl in wissenschatftlichen Faemen als auch auf Seiten
der Lehrerschaft von Beginn an gro. So konnte man beobachtedass die Popu-

larit at von diskreter Mathematik in Schule und Didaktik { nicht nur durch unsere

Projekte { in den letzten Jahren stark gestiegen ist.

Ausdruck dessen ist, dass in drei neue Lehgple in Deutschland Wahimodule #r
diskrete Mathematik bzw. kombinatorische Optimierung augenommen wurden: Im
neuen Berliner Rahmenplaner die Sekundarstufe | (Inkrafttreten: Sommer 2006)
sind auf Veranlassung von Ulrich Kortenkamp und der AutorinWahimodule zur
kombinatorischen Optimierung in den Doppeljahrgangsstaf 7/8 und 9/10 zu n-
den. In den seit Sommer 2005edfigen Lehrplanen #ir Hamburg sowie im modi zier-
ten Lehrplan fur die Berliner Netzwerkschulendr den Pro Ikurs 11 gibt es ebenfalls
Wabhlbereiche zu diesen Themen.

In Zusammenarbeit mit Prof. Dr. Hu mann (Universitat Dortmund) entstand ein
Lehrbuch (nicht nur) fur Lehrerinnen und Lehrer,, Kombinatorische Optimierung
erleben\ [38], zu dem auch Prof. Dr. Andreas Brieden, Prof. IDPeter Gritzmann,
Prof. Dr. Martin Gr etschel und Prof. Dr. Timo Leuders Beitage geschrieben haben.

Am Ende der Projektlaufzeit schlie lich wurde die vorliegade Dissertation fertigge-
stellt, die die wissenschaftlichen Erkenntnisse zusamnfasst, einiges Material der
Unterrichtsversuche dokumentiert und einen Theorierahnmescha t. Damit ist die
Forschungsarbeit zur kombinatorischen Optimierung als 8ualsto (eine weitere Ar-
beit zum Thema ist z.B. Schuster [74]) jedoch nicht abgesdssen. U.a. an der
TU Berlin und der Universitat Dortmund sind weiterfahrende Studien geplant.
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Einleitung

Einleitung

~Wie macht man aus dem Fachgebiet der kombinatorischen Optierung Unter-
richt?\. Dies war die Frage, die die Entstehung dieser Arbemotivierte. Ein fur den
Schulunterricht geeignetes, aber noch wenig aafaufbereitetes Gebiet der moder-
nen Mathematik stellt eine Seltenheit und einen Gicksfall dar. Kann man doch an
ein noch ,unbelastetes\ Thema, das praktisch keine Unterrichtstraigion hat, bei
der Entwicklung von Unterrichtskonzepten und -methoden g& unvoreingenommen
herangehen, und dabei versuchen, Visionen von Unterrichit die Tat umzusetzen.

Die Theorie des authentischen Mathematikunterrichts, dien Kapitel 1 dargelegt
wird, bildet den Theorie- und Begendungsrahmen. Es wird dort ein Idealbild von
Mathematikunterricht gezeichnet, das sicherlich nicht irmer so verwirklicht wer-
den kann, aber Auswahl der Inhalte, Didaktik und Methodik sark beein usst. Ein

wichtiger Punkt ist dabei, Mathematik als lebendige Wissesthaft zu vermitteln.

Kapitel 2 dokumentiert, inwiefern Graphentheorie und komimatorische Optimie-

rung in der Vergangenheit in der Bundesrepublik Deutschlahals Schulsto disku-

tiert worden sind. Es gab einige Anstze, solche Themen in den Unterricht zu brin-
gen, doch haben diese sich nicht durchsetzemrinen. Die Geinde hierkir kennen

aus den Quellen herausgelesen werden und sprechen nichtegeginen neuerlichen
Versuch. Am Ende des Kapitels wird kurz die aktuelle Entwidking dargestellt, die

eine versarkte Aktivit at in dieser Richtung verzeichnen kann.

.Besser als Mathe\ So lautet die Fragebogenantwort einer I&derin oder eines
Schulers aus der 8. Klasse. Die Frage lauteteWie hat dir das Thema gefallen?
und bezog sich auf eine Unterrichtseinheitiber minimale aufspannende Bume.
Dieser Schlerkommentar wirft zwei Fragen auf: Was ist an der kombinadrischen
Optimierung so anders als bei der hegmmlichen Schulmathematik? Und: Woran
liegt es, dass kombinatorische Optimierung sich so besomlgut unterrichten und
erarbeiten ksst?

Um diesen Fragen nachzugehen, erfolgen in den Kapiteln 3 usdwei unterschied-
lich ausgerichtete Analysen des Sto es. Im dritten Kapite{mehr zu Kapitel 5 s. u.)
wird untersucht, welche Arbeitsweisen typischefr die diskrete Mathematik sind. Der
Blickwinkel fur dieses Kapitel ist eher ungewehnlich, es ist die Analyse mathemati-
scher Methoden und HRtigkeiten aus didaktischer Sicht, jedoch ohne konkredber
Unterricht zu sprechen. Dabei soll herausgearbeitet wendewelche Tatigkeiten ein
Unterricht mber die Thematik anregen soll, bzw. welche aftigkeiten und Methoden
die Besclmftigung mit dem Sto mit sich bringt.

Wenn aus einem bislangefr die Schule kaum aufbereiteten Fachgebiet Unterricht
gemacht werden soll, ist eine Begndung der Auswahl der Themen und eine Fest-
legung der Fachbegri e notwendig. Dies geschieht in Kapitel. Auch hier spielen
didaktische Gesichtspunkte mit hinein, insbesondere beedFormulierung von De-
nitionen. Es gleicht einem Drahtseilakt, unkomplizierte und aus dem handelnden

1



Einleitung

Umgang entstehende De nitionen zu formulieren, die nichtweviele verwirrende Son-
derfalle beinhalten, und gleichzeitig mathematisch exakt zu biben.

Das funfte Kapitel erertert das didaktische Potenzial des Sto es, indem einzedn
Aspekte des Themengebietes analysiert werden. Die Erkenigse aus der,meta-
mathematischen\ Analyse von Kapitel 3 werden hier genutztaber auch weitere
Eigenschaften des Sto es und erste Erfahrungen aus dem Umteht. Hier zeigen
sich die besonderen &tken der Themen @ir den Unterricht, die u.a. Anlass #r die
oben zitierte Schulerau erung gewesen seinénnen.

Aufgrund der Analyse des didaktischen Potenzials und der Werrichtserfahrungen
mit den Themen wurden Unterrichtsmethoden entwickelt, diamit den besonderen
Starken des Sto es arbeiten bzw. typische Schwierigkeiten fgweifen und produktiv
nutzen. Sie werden in Kapitel 6 dargestellt und eslutert.

Kapitel 7 zeigt konkret, wie Unterrichtsmaterialien zur kanbinatorischen Optimie-
rung aussehen &nnen, und dokumentiert Schlerarbeiten aus den Unterrichtsver-
suchen. Diese Dokumente zeigen deutlich, dass die in diegebeit aufgestellten
Thesen sich zumindest in dem durchgelfirten Unterricht bestatigen. Sie sind zum
Teil sehr aussagelaftig und zeigen zudem, auf welchen Niveau sich Unterrichiber
die gewahlten Themenbereich bewegen kann.

Das letzte Kapitel der Arbeit beinhaltet den Vorabdruck dréer Buchkapitel' aus
dem u. a. in dem Berliner Projekt, Diskrete Mathematik fer die Schule\ entstande-
nen Lehrbuch #ir Lehrer/innen ,, Kombinatorische Optimierung erleben\ [38], die zei-
gen, wie ein Lehrbuchtext gestaltet sein kann, der zu einenuthentischen Unterricht
anregen nochte. Der Erarbeitungsweg in den Buchkapiteln zeigt modkhft einen
meglichen Unterrichtsgang. Es sind dabei myliche und typische Erarbeitungswege
von Schulerinnen und Schulern beschrieben. Einige Hinweise zur Unterrichtsmetho-
dik sind in den Text integriert, so dass ein recht umfassengeBild von Unterricht
eiber kombinatorische Optimierung entsteht.

Bislang beziehen sich die Erfahrungen mit kombinatorisch®ptimierung im Unter-
richt auf den Gymnasialbereich. Im neuen Berliner Rahmengh werden die Themen
auch fur die anderen Schulformen der Sekundarstufe | vorgeschdmg Eine hand-
lungsorientierte Herangehensweise ist mit diesen Themesr falle Niveaus neglich.
Da aber aus nicht-gymnasialen Bereichen (noch) keine Erfaimgen vorliegen, be-
zieht sich diese Arbeit vorwiegend auf den gymnasialen Bate.

In den nachsten Jahren wird es aufschlussreich sein zu erheben, ol in welchem
Umfang kombinatorische Optimierung tat&chlich im Unterrichtsalltag Einzug ndet
und inwieweit sich die Thesen dieser Arbeit weiterhin bestigen.

1Das Buchkapitel zum Travelling-Salesman-Problem [30] f wr das Buch ,Kombinatorische Optimierung erleben\
wurde dankenswerterweise von Prof. Dr. Martin Gr  etschel geschrieben und ist daher wie die weiteren Kapitel d es
Buches nicht Teil dieser Dissertation.



1. Authentischer Mathematikunterricht

1 Authentischer Mathematikunterricht {
Mathematik erleben

Auch wenn Hans Freudenthal schon 1973 schreihiZweck und Ziel des Mathema-
tikunterrichts sind schon so lange, sodu g, von so vielen, unter so vielen Gesichts-
punkten diskutiert worden, da schlie lich nichts Vernenftiges mehr wber dieses
Thema zu sagen sein sollte\ ([22], S. 66), so werden in diesersten Kapitel den-

noch einigeWberlegungen zu den Zielen des Mathematikunterrichts daetgegt. Die

Diskussioneber die Ziele des Mathematikunterrichts wurde in den leten Jahren

durch die Einfahrung von Bildungsstandards und der damit verbundenen Kope-

tenzorientierung des Unterrichts neu belebt und erweitertMan kennte sogar von

einer paradigmatischen Wendeer den Mathematikunterricht sprechen.

Der Beitrag des Faches Mathematik zur Bildung wird in den ddgschen, 2003 in Kraft
getretenen ,Bildungsstandards im Fach Mathematik &r den Mittleren Schulab-
schluss\ durch folgende Liste von Grunderfahrungen, die d&nterricht ermeglichen
soll, charakterisiert.

~Mathematikunterricht tr agt zur Bildung der Schiulerinnen und Schuler
bei, indem er ihnen inshesondere folgende Grunderfahrungermeglicht,
die miteinander in engem Zusammenhang stehen:

technische, nasrliche, soziale und kulturelle Erscheinungen und Vor-
gange mit Hilfe der Mathematik wahrnehmen, verstehen und uet
Nutzung mathematischer Gesichtspunkte beurteilen,

Mathematik mit ihrer Sprache, ihren Symbolen, Bildern und Brmeln
in der Bedeutung #ir die Beschreibung und Bearbeitung von Aufgaben
und Problemen inner- und au erhalb der Mathematik kennen ud
begreifen,

in der Bearbeitung von Fragen und Problemen mit mathematisen
Mitteln allgemeine Problembseghigkeit erwerben.\

Weiter wird die , aktive Auseinandersetzung\ mit der Materie gefordert, selbsts&an-
diges Lernen\, das,individuelle Lernwege und Lernergebnisse\ backsichtigt, Ori-
entierung an den Lernprozessen und Lernergebnissen deredetinnen und Schuler
und nicht allein an der Fachsystematik.,Schulerinnen und Schuler sollen auf die-
se Weise Mathematik als anregendes, nutzbringendes und&ees Bemtigungsfeld
erleben [...\ (alles [75], S. 9).

Die veranderte Perspektive auf die Unterrichtsziele hat nicht nurAuswirkungen
auf die Unterrichsmethodik, sondern sie soll idealerweiseich Raum #ir neue The-
men im Mathematikunterricht bieten, wie z.B. die kombinataische Optimierung.
Die verstarkte Konzentration auf die Ferderung von bestimmten Kompetenzen der
Schulerinnen und Schuler hat die inhaltliche Diskussion allerdings etwas in deHin-
tergrund treten lassen. Die in den vergangenen Jahren entkelten standardorien-
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1. Authentischer Mathematikunterricht

tierten Lehrplane der einzelnen Bundeshder beschftigen sich zum Gro teil auf der
Basis des traditionellen Inhaltskanons mit der Umsetzungest Kompetenzbrderung.
Moderne Inhalte oder neue Aspekte traditioneller Inhalteisd rar.

Das mag daran liegen, dass die Standards zwar dadurch, dags die Inhalte des
Unterrichts nicht detailliert festlegen, grundatzlich Raum lassen ér neue und inno-
vative Inhalte, aber wenig Hinweise darauf geben, welche famderungen generell an
Inhalte des Unterrichts zu stellen sind. Es werden in den Stdards lediglich einige
Leitideen formuliert, die sich quer zu den mathematischenashgebieten durch die
Curricula ziehen sollen. Die inhaltliche Ausgestaltung aeCurricula ist Aufgabe der
einzelnen Bundesinder.

Vor diesem Hintergrund soll hier ein Beitrag zur Diskussiomber inhaltliche Unter-
richtsziele geleistet werden. Insbesondere wird dabei eiBetonung auf den Bezug
zur mathematischen Forschung gelegt, der seit dem Zeitaitder , Strukturmathe-
matik\ allzusehr in den Hintergrund getreten ist. Die in diessem Kapitel ausgear-
beiteten Uberlegungen umfassen nicht das ganze Spektrum inhaltlehZielrichtun-
gen, sondern widmen sich einem Aspekt, desrfden Unterricht mber kombinatori-
sche Optimierung eine zentrale Rolle spielt: der Authentimt des Mathematikun-
terrichts. Die Forderung nach Authentizitat liefert einen Begendungsrahmen #ér
die Einfuhrung von kombinatorischer Optimierung in Lehrphne und Unterricht.
Dareberhinaus zieht sie eine Reihe von Konsequenzen nach sidlg sich in der
Auswahl der Inhalte und { das eine ist kaum von dem anderen zudnnen { der
Unterrichtsmethoden niederschlagen.

Was also ist gemeint, wenn von einem authentischen Mathenilainterricht die Rede
ist? Worauf bezieht sich die Forderung nach Authentizét?

Authentischer Mathematikunterricht umfasst:

1. eine authentische (= persenlich ansprechende und herausfordernde, echte
mathematische Erfahrungen ermglichende) Begegnung und Auseinan-
dersetzung der Sch wlerinnen und Sch weler mit dem Sto

2. Authentizit at (= fachliche Angemessenheit)der im Laufe der unter-
richtlichen Erarbeitung verwendeten mathematischen Meth oden
und

3. authentische (= ein zeitgema es Bild von Mathematik vermittelnde)
Inhalte in realen oder realistischen Kontexten

Diese drei Punkte haben insbesondere Ein uss auf zwei Dinsgonen von
Unterricht: die T atigkeiten der Schilerinnen und Schuler und die Inhalte.




1. Authentischer Mathematikunterricht

Ziele eines authentischen Unterrichts sind:

einen Bezug zwischen der peaslichen Erlebniswelt und mathematischem
Denken und Handeln herzustellen,

mathematische Denk- und Arbeitsweisen durch eigenes Tun amtdecken
und kennenzulernen,

das individuelle mathematische Handlungsrepertoire zu\weitern,
Mathematik als lebendige Wissenschatt in ihren Anwendungezu erleben.

einen Einblick in die mathematische Forschung zu bekommen.

Diese Thesen entwickeln die von Alexander Israel Wittenbgr(in [91], 1963) und
Hans-Joachim Vollrath (in [83], 2001) ausgearbeiteten Theen weite?. Vollrath
de niert ([83], S. 26): ,,Ein Unterricht, der zuverlassige Erfahrungen mit Mathe-
matik vermittelt, soll authentisch genannt werden.\ Solch ein Unterricht habe drei
grundlegende Fragen zu beantworten ([83], S.26): Was ist Mamatik? Wie entsteht
Mathematik? Was kann man mit Mathematik anfangen?

Einen ahnlichen Ansatz gibt es in den Niederlanden. Dort wird autuend auf den
Theorien Hans Freudenthals, der Mathematik als eine mendidhe Tatigkeit hervor-
hob (im Gegensatz zur Mathematik als fertiges, zu lernend®sodukt), die ,,Realistic
Mathematics Education\ (RME) seit den 70er Jahren fortentvickelt (vgl. Van den
Heuvel-Panhuizen [80], [81] und Westermann [86]). Dabekst , realistic\ nicht un-
bedingt fur realitatsgetreue Anwendungen, sondern bezieht sich, ebenso wieler
Theorie des authentischen Mathematikunterrichts, vor alm auf die Art der Aus-
einandersetzung der Sallerinnen und Schuler mit den Inhalten. Da die Theorie
der RME an verschiedenen Stellen in die hier entwickelte Thee des authentischen
Mathematikunterrichts ein ie t, wird nicht jedes Mal erne ut darauf verwiesen.

Bereits in den frihen 60er Jahren machte Alexander Israel Wittenberg sichirfeinen
(damals noch nicht so benannten) authentischen Mathematikterricht stark ([91],
S. 50/51):

.Im Unterricht muss sich #ir den Schuler einegultige Begegnungnit der
Mathematik, mit deren Tragweite, mit deren Beziehungsreitum, vollzie-
hen; es mu ihm am Elementaren ein echtes Erlebnis dieser \Wenschaft
erschlossen werden. Der Unterricht mu dem gerecht werdemjas Mathe-
matik wirklich ist. Diese Zielrichtung mu die Auseinandersetzung mit der
konkreten Gestaltung des Unterrichts leiten.\

2Bei einigen anderen Autoren ndet man den Begri Lauthentisch\ ebenfalls: z.B. in: B wchter/Leuders [15],
Habdank-Eichelsbacher/H. N. Jahnke [31], Hu mann/Leuder s [37], Th. Jahnke [40].
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Seine Forderungen beziehen sich also nicht nur auf eine leshte Methodik oder
bestimmte Inhalte, sondern auf beides zugleich, was diesknsatz gegember vielen
anderen auszeichnet, die entweder vorwiegend die Methodkler vorwiegend die
Inhalte bzw. die Sequenzierung der Inhalte im Blick haben.

Auch Freudenthal pladiert fur eine ahnliche Ausrichtung des Unterrichts, wenn er
schreibt ([22], S. 126).,[...] wie die Struktur im Gro en der zu unterrichtenden
Mathematik zu verstehen vare: sie ist nicht starres Gewst, sondern sie entsteht
und vergeht mit der sich im Lehrprozess entwickelnden Mathaatik. [...] Das im
Gro en Strukturierende soll [. . .] erlebte Wirklichkeit sen; nur so konnten wir bezie-
hungsvolle Mathematik unterrichten; nur so konnten wir siser sein, da der Schiler
sich die Mathematik, die er lernt, einverleibt; nur so konrg die Anwendbarkeit der
gelernten Mathematik gevahrleistet werden.\

Wenden wir uns nun einzelnen Aspekten authentischen Untéchts zu. Wir gehen
dabei von den Inhalten und charakteristischen mathematisen Methoden aus und
zeigen dann, welche Methoden authentische Begegnungen enithentischer Mathe-
matik ferdern kennen.

1.1 Bezug zu Forschung und Anwendung {
authentische Inhalte in realen oder realistischen Kontext en

Authentischer Mathematikunterricht bedeutet, authentische Erfahrungen mit ma-
thematischen Fragen, Inhalten und Methoden zu eraglichen, und zwar anhand
von ,authentischer Mathematik\. Damit ist gemeint, far den Unterricht Inhalte
auszuwahlen, die widerspiegeln, was heute die Wissenschaft Mathatik ausmacht.
Aktuelle Forschungsrichtungen und Anwendungen sind ebemsinzubeziehen wie
klassische Inhalte, die dem mathematischen Basiswisserzzordnen sind.

Authentizit at kann also bedeuten, klassische (Schul-)Themen wie etwiaeee Drei-
ecksgeometrie im Unterricht mit realen oder realistischeAnwendungen zu verbin-
den. Ein Beispiel: Der Satz des Pythagoras etwa wird auch heunoch angewandt,
um fer eine vorgegebene Baugrube herauszu nden, welcheeGr die dort zum Ein-
satz kommenden Kane haben naissen. Dies ist eine Aufgabe aus dem Alltag von
Bauingenieuren, die ohne Weiteres bereits in der Mittelsta bearbeitet werden kann.

Zur Vermittlung eines authentischen Mathematikbildes gebrt auch, dass die Ge-
schichte der Mathematik anhand historischer Quellen (vgl[31]) Raum bekommt.
Damit bekommt die Mathematik ein menschliches Gesicht. Inet Schulmathematik
geht es oft angesichts des gebften Trainings von Rechenfertigkeiten allzu leicht un-
ter, dass es Menschen sind, die die Mathematik erfunden undrangebracht haben
und heute er nden und voranbringen.

Insbesondere ist es ein weit verbreiteter Irrtum, dass es dger Mathematik heute
nichts mehr zu forschen gibt. Die Geschichte der Mathemati&ndet nicht mit
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agyptischen Feldvermessern und Pythagoras, sondern hateiReihe von weiteren in-
teressanten Pemsnlichkeiten zu bieten und viele spannende Geschichten zuzehlen.
Kein Musikunterricht kommt ohne sogenannte, Komponistenportraits\ aus. In der
Musik ist es gute Tradition, sich auch mit den Personen, dieiel Werke verfasst
haben, zu besciftigen. In der Mathematik bzw. dem Mathematikunterricht ware
es wnschenswert, eine solche Tradition aufkommen zu lasseaks es sie (noch)
nicht gibt, hangt vielleicht mit der tendenziell zurickhaltenden Persnlichkeit von
Mathematikerinnen und Mathematikern zusammen?)

Was ware ein Biologieunterricht (am Gymnasium) ohne Molekulargnetik? Andere

Schul@cher tun sich weniger schwer, einigerma en den Anschlusa dre Wissen-

schaft zu halten. Die Mathematik mit ihren unumsb lichen und auch weiterhin

fundamental wichtigen elementaren Methoden und Resultatetut sich da schwerer.

Fur einen authentischen Mathematikunterricht ist eine sirkere Wissenschaftsorien-
tierung unumganglich.

Es ist damit nicht gemeint, dass die Sequenzierung des Sts sich nach den Ge-
p ogenheiten der Wissenschaft richten solle. Wolfgang Kfli hat sich mit dieser
Problematik eingehend auseinandergesetzt. Im Rahmen airigiskussion des exem-
plarischen Ansatzes der Didaktik aus den 50er bis 70er Jahrwird auch das Pro-
blem der damals oft fehlgedeuteten Forderung nagiWissenschaftsorientierung\ der
Curricula angesprochen. Er beschreibt das in seinen Augeidaktisch fragweirdige
Verstandnis der, Wissenschaftsorientierung\ der Lehrmne ([44], S. 148/149); Der
Aufbau der Curricula und die Gestaltung des Unterrichts ma ten systematisch auf
jene allgemeinsten Theorieelemente und Grundbegri e undber auf jene Methoden
hin orientiert werden, die den fortgeschrittensten Stand el jeweiligen Bezugswissen-
schaften kennzeichneten, also z.B. die wissenschaftlidAbysik als Bezugsdisziplin
des Physikunterrichts usw.\ Er gibt als Negativbeispieldr die Orientierung an den
.Structures of the discipline\ Curriculumsentwirfe fer den Sachunterricht in der
ersten Klasse an.

Weiter schreibt er ([44], S. 168);, Schul@cher sindkeine Abbilder bestimmter Uni-
versitatswissenschaften [...] Lehrer bzw. Fachlehreremssen sichauch aus diesem
Grunde als Vertreter einer eigensindigen, ramlich didaktischakzentuierten Aufgabe
verstehen: sie sollen nicht Einzelwissenschaften vereidlit in die Schulesbersetzen,
sondern Wissenschatft unter didaktischen Fragestellungeach ihnrem Lesungspotential
fur ,Lebensprobleme’™ und nach ihren Grenzen befragen.\

Klafki formuliert als eine Aufgabe recht verstandenen wissischaftsorientierten Un-
terrichts ([44], S. 169): ,Anhand ausgewhlter Probleme, die entweder aus dem
Erfahrungs- und Interessenkreis der Seler stammen oder deren Bedeutsamkeit
ihnen versendlich gemacht, #r die ihr Interesse also geweckt werden kann, sollten
junge Menschen von den ersten Schuljahren an inegpdlichen, nicht durch Sto elle
belasteten Lernprozessen elementare Grundformen der Amsedersetzung mit Fra-
gen und Problemen erlernen [... |\
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Klafki vertritt in seinen Uberlegungen die These, dass Schulunterricht zur ganzheit
lichen Bildung beitragen solle und zwar in jedem Fach. Authmtischer Mathematik-
unterricht soll eine Meglichkeit aufzeigen, sich diesem Ideal zuahern.

Orientierung an der Fachwissenschaft Mathematik soll alsbedeuten, dass Aus-
schnitte aus der Mathematik gewhlt werden, die zeigen, dass Mathematik eine
lebendige Wissenschatft ist, die Anwendungen inaglichen Leben hat, die Antwor-
ten auf o ene Fragen sucht, die von Menschen gemacht und naciizogen werden
kann. Innerhalb dieser Ausschnitte sollten Sellerinnen und Schuler selbstsandige
Erkundungen anstellen lbnnen und so ihre individuellen Erkenntniswege gehen.

Solche Ausschnitte aus der Mathematik grfen nicht in (Pseudo-)Anwendungen ein-
gekleidet sein, die nur einen Vorwand bilden, mathematisetertigkeiten abzuspulen
(vgl. Freudenthal [22], S. 79).,Wenn ich uber beziehungshaltige Mathematik spre-
che, so lege ich den Nachdruck auf Beziehungen zu erlebterrklchkeit, nicht zu
einer eigens zu diesem Zweck konstruierten toten Scheiriichkeit, wie sie etwa
im Rechenunterricht hau g heraufbeschworen wird.\ Sie lonnen aus wirklich au-
thentischen Problemen abgeleitet sein oder aber eingeklei in dem Sinne, dass
Sachkontexte helfen, die Mathematik zu verstehen bzw. zu eden (vgl. Thomas
Jahnkes®berlegungen zu authentischen Aufgaben [40]). Dabei selltie Komple-
xitat der Sachverhalte nicht zu sehr vereinfacht werden, denranhit verlieren viele
Problem- und Fragestellungen ihren Reiz. Die Formulierunglass Inhalte #r die di-
daktische Verwendung, heruntergebrochen\ werden, spricht in ihrer zersrerischen
Konnotation fer sich.

Dareberhinaus vertihren missverstandene spirafmig aufgebaute Curricula nach
wie vor immer wieder dazu, dass zuwchst die, Grundlagen\ gelegt werden, in dem
Sinne, dass Grundbegri e wig, Winkel in j eingeren Klassen unterrichtet werden, um
dann smter, wenn sie in komplexeren Zusammenhgen bemtigt werden, (schein-
bar) auf sie zurickgreifen zu lennen.

Die Ausschnitte aus der Mathematik, an denen die WissensdhaMathematik er-
fahrbar gemacht wird, sollten hingegen die Mglichkeit bieten, Begri e zu bilden
und dann auch anzuwenden und damit arbeiten zuskinen. Idealerweise sind sie wie
kleine Forschungsprojekte aufgebaut, die die Erlangungneis Resultates ermglichen
und nicht nur die Begrindung , Das braucht ihr spaten als Ergebnis haben. Wit-
tenberg [91] formuliert es so, dass die elementare Mathenkaals ein in sich abge-
schlossener Gegenstand unterrichtet werden solle, so dasesie Begri e und Metho-
den auch gleich zur Anwendung kommen, und grenzt sich damibenso gegen die
traditionell verankerte Anhaufung von, Vorratswissen\ ab, das bei einem Gro teil
der Schulerinnen und Schuler niemals zur Anwendung gelangen wird.
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1.2 Der Grammatik der Mathematik gerecht werden {
Authentizit at der mathematischen Methoden

Wenn nun also Schlerinnen und Schuler sich mit authentischer Mathematik aus-
einandersetzen, so sollen sie nicht nur authentische Anveemgen und Kontexte
kennenlernen, sondern auch spezi sche Arbeitsweisen undettioden. Die zweite
Aufgabe in der Vorbereitung eines authentischen Mathem&tinterrichts ist, her-

auszu nden, was das Arbeiten in dem gemhlten Gebiet ausmacht. Damit sind
nicht die weithin bekannten mathematischen Standardmettaden wie , Di erenzie-

ren\ oder ,Beweis durch Widerspruch\ gemeint, sondern, was typische éthoden
auf dem Weg der Erarbeitung sind, also beispielsweisdurch Experimentieren Ge-
setzma igkeiten erkennen\ bei der Arbeit mit dynamischer Geomeaiesoftware oder
.Berechnen durch Zerlegung in unendlich kleine Teile\ bei ddn nitesimalrech-

nung3

Wir wollen hier von der Grammatik der Mathematik bzw. der mahematischen Me-
thoden sprechen. Jedes Fachgebiet hat seine eigenen Gepmgeiten und Regeln.
Das betri t nicht nur die Forschungsmethoden, sondern auclilie Art, Mathematik
zu kommunizieren. Diese unterschiedlichen Kommunikatigstile haben etwas damit
zu tun, wie die,,Grammatik\ des Fachgebietes bescha en ist.

Wie also nden Lehrer/innen, Didaktiker/innen und Lehrplanmacher/innen etwas
eiber die Grammatik der einzelnen Sto gebiete heraus?

Wittenberg schiagt eine Analyse der Mathematik und ihrer Methoden vor: Wasirsd
die spezi schen Charakteristika der Mathematik? So forderer ([91], S. 56):

+Wir messen uns in eindringlicher Weise damit auseinandersetzevas
fur Mathematik und mathematisches Denken kennzeichnend { dndamit
fur den Unterricht verp ichtend { ist.\

Vollrath geht sogar noch etwas weiter, indem er schreibt (83, S. 26):

.Mit der Forderung, dass Mathematikunterricht authentischsein muss,
ist die Verantwortung der Lehrenden der Mathematik gegerber angespro-
chen.\

Bei Klafki nden wir im Rahmen der Diskussion des exemplarchen Ansatzes (der
einige Uberschneidungen mit dem authentischen Mathematikunteicht hat) eine
Abgrenzung gegember ,den Wissenschaften\ ([44], S. 147),Eine der zentralen
Fragen, die bei der Fortehrung der Diskussion um exemplarisches Lernen wieder
aufgegri en werden mu , lautet: Nach welchen Kriterien sim nun jene ,allgemeinen’
Strukturen, Gesetzna igleiten, Prinzipien, Zusammentange ...zu bestimmen, die
sich die Lernenden auf dem Wegber exemplarisches Lehren und Lernen aneignen

3Bei Aebli nden wir ahnliche Gedanken, er spricht von der ,Bestimmung der zugrundeliegenden Operationen
und ihrer logischen Struktun ([2], S. 228).
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sollen? Schon in der ersten Diskussionsphase um das exengdhe Prinzip ist bis-
weilen die Au assung aufgetaucht, es seien ,die Wissensftea", die diese Frage zu
beantworten hatten.\

Die Grammatik der mathematischen Methoden zu erkennen undideschreiben ist
eine Tatigkeit, die ublicherweise nicht in den Fachwissenschaften auseeft wird.
Dort wird auf dieser Ebene nur selten re ektiert* Es ist also ein didaktischer Blick
auf das mathematische Arbeiten, der die Charakteristika dses Arbeitens ans Licht
holt.

Hans Freudenthal schreibt dazu ([22], S. 110)Die Mathematik ist bis heute fast
nur als Fertigprodukt analysiert worden, und wenn dann auf i@ Analyse eine for-
malisierte Synthese folgt, so wird das Erzeugnis als Fentigpdukt prasentiert\ Er
beschreibt Wissenschaft als selpferisches Tun. Zur Au assung von Mathematik als
einer Tatigkeit im Gegensatz zum Fertigprodukt gebrt, ([22], S. 114),da man das
zu unterrichtende zurachst als eine Rtigkeit analysiert. Zur Analyse der Mathema-
tik als T atigkeit ist wenig geschehen.\ (Das war 1973!)

Auch heute wird der Fokus mathematikdidaktischer Forschum oft anders gewhilt.
Die Diskussioneber Unterrichtsziele beschftigt sich mberwiegend mit Schlertatig-
keiten bzw. in den letzten Jahren mit Kompetenzen, weiter rhigewissen Fertig-
keiten (wie etwa der Konstruktion einer Mittelsenkrechtenmit Zirkel und Lineal)
oder auch mit Bildungs- und Mundigkeitsaspekten. Die Charakteristik mathemati-
scher Denkweisen wird nur selten untersucht, obwohl solcine Analyse wesentliche
Anhaltspunkte fur den Unterricht und dessen Ziele liefern kann. Vorher fegtleg-
te Methoden an neuen Aufgaben abzuarbeiten ist kein mathetsches Handeln
(kennte somit auch in ganz anderen Sachkontexten geschehengdere net somit
auch keine Mpglichkeit zu einer authentischen Begegnung mit Mathemati For-
schendes Handeln, das erfahrbar werdeaskt, wie typische mathematische Denk-
und Arbeitsweisen entstehen und zum Einsatz kommen, eeaglicht authentische Be-
gegnungen. Ohne ein Bewusstseimrfdiese #ir die Mathematik charakteristischen
Tatigkeiten kann aber kein authentischer Unterricht geplainund vorbereitet werden.

Eine Analyse der typischen Methoden eines Fachgebietesoedert eine genaue Kennt-
nis derselben, was wiederum Forderungen an die univeesié Lehrerausbildung nach
sich zieht (vgl. z.B. Hu mann und Leuders [37]). Nur wer selt Erfahrungen im
forschenden Umgang mit der Mathematik gemacht hat, kann di€harakteristik
der Denkweisen erkennen. Welche Herangehensweisen sirgsggh fr das Fachge-
biet? Gibt es Methoden, die immer wiederkehren? An welche Mafahrungen kann
angekrupft werden? Welche Vorstellungen aus dem Alltag helfen, g adaquate
Sichtweise einzunehmen? Welche Stufen der Formalisierusigd erkennbar? Fragen
dieser Art erschlie en die Grammatik eines mathematischeRachgebietes. Sie sind
didaktisch motiviert und werden daher selten von den Fachasenschaftlern gestellt.
Sie sind Teil einer auf Authentizi&t zielenden didaktischen Analyse.

4Eines der raren B ucher zu diesem Thema ist , Erfahrung Mathematik\ von Davis und Hersh [17]. Ganz anders
ausgerichtet, aber dennoch auch ,, metamathematisch\ ist der Klassiker ,Schule des Denkens\ von Polya [65].
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1.3 Das Erlebnis Mathematik {
authentische Auseinandersetzung mit Mathematik

Nach dem Blick auf die Mathematik und auf die didaktische Anigse von Mathe-
matik wenden wir uns nun dem dritten und vielleicht wichtigéen Aspekt authen-
tischen Mathematikunterrichts zu: der authentischen Beggung von Schilerinnen
und Schelern mit Mathematik. Zwei zum Teil ineinander verschankte Gesichts-
punkte spielen dabei eine Rolle: die Sequenzierung des $® und die Unterrichts-
methodik.

Der Titel dieses Abschnitts zeigt schon, dass es darum gelsoil, den Schilerinnen
und Schelern ein echtes Erlebnis von Mathematik zu ermglichen, und zwar durch
eigenes Tun. Erlebnisse sind erst richtige Erlebnisse, wenrie selbst gemacht wer-
den. Stellvertretend gemachte und dann weitergegebene &rfungen werden je nach
Kontext oft nur ober achlich wahrgenommen und verankern sich dann nicht nach-
haltig im aktiven Wissensschatz. Um zu wissen, wie ein Ladeuer riecht, sich
anfuhlt und anhert, muss man tat®chlich daran gesessen haben,eglichst auch
selbst das Holz dair zusammengesucht haben. Die Eahlung davon, wie ein La-
gerfeuer ist, wird das Erlebnis nicht anahernd an Intensiit, Reichhaltigkeit und
Nachhaltigkeit erreichen. Was aber die Kinder oder Jugernidhen dabei nicht selber
leisten meissen, ist die Vorbereitung: die Wahl eines passenden Ortdge Wetterbe-
obachtung, die Bereitstellung von Anande- und Leschmitteln. Uber diese Vorberei-
tungen (im mbertragenen Sinne) haben wir uns in den vorangehenden Absitten
Gedanken gemacht. Sie sind Aufgabe der Lehrpersonen. Untbstverstandlich kann
nicht der gesamte Unterricht aus solchepLagerfeuer-Erlebnissen\ bestehen.

Authentische Begegnungen mit Mathematik im Klassenzimmewerden nur in einem
schulerzentrierten Unterricht meglich, der eine eigensindige Erarbeitung ernoglicht.
Dabei darf es nicht nur um die Erarbeitung von Bsungen oder Rechenwegen gehen,
sondern es muss bereits das Finden von Fragestellungen Tk Erarbeitungspro-
zesses sein. Auch hierzu nden wir bei Wittenberg einen eest Ansatz ([91], S. 59):

.Von ,geltiger Erfahrung” der Mathematik kann denn auch nur in dem
Ma e die Rede sein, wie der Unterricht nicht nur die Ergebnise, son-
dern das ganze Vorgehen imberzeugender Weise innerhalb des geistigen
Erfahrungsbereichs des Selters zustandekommenel t. Dieser Grundsatz
diktiert einen genetischenUnterricht; einen Unterricht, der darin besteht,
die Schuler gleichsam die Mathematik von Anfang an wieder entdedkezu
lassen.\

Wie geschieht nun diese,geltige Begegnung\ mit der Mathematik? Wie ist sie
eiberhaupt meglich? Das, was immer wieder als Nachteil der Mathematik gereilber
den Naturwissenschaften angesehen wird, zeigt Wittenbegjs Vorteil auf ([91],
S. 57):

11
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.unter allen Wissenschaften ist die Mathematik dadurch auggeich-
net, da sie sich vollum@nglich in unserem eigenen Denken erschliet {
soweit sie sich unaiberhaupt erschlie t. [...] die Mathematik ist par excel-
lence das Reich der Selbsndigkeit und Eigengesetzlichkeit der Vernunft.\

Begegnungen mit der Mathematik beetigen keine Geate und Substanzen, sieén-
nen uberall und jederzeit passieren undberall hin mitgenommen werden. Der Be-
ginn der Begegnung bestigt aus diesem Grund besondere Aufmerksamkeit, denn es
meissen ohne plakativeau ere Anlasse Ansb e zum selbstndigen Denken gegeben
werden. Ist dieser Beginn erst einmal geschat, so versetsdigen sich die Gedan-
ken hau g und fallt es nicht mehr schwer, eigene Fragen und Ideen zu entwédk.
Daher ist die Wahl der Problemstellungensfr den Anfang des Unterrichts von gro er
Bedeutung. Mit der Struktur von fer einen konstruktivistisch orientierten Lernpro-
zess geeigneten sogenannten Intentionalen Problemen hahsStephan Hu mann in
seiner Dissertation [36] ausihrlich auseinandergesetzt.

Wenn hier von Aufgaben- und Problemstellungen in einem augimtischen Mathe-
matikunterricht die Rede ist, so ist eine klare Abgrenzungegen einesbertriebene
Betonung der Echtheit der Daten und Aufgaben notwendig. Umetr Bezugnahme auf
die PISA-Studie, in deren Erauterungen der Begri der authentischen Aufgaben ver-
wendet wird, und zwar in der Bedeutung, dass reale Daten undale Fragestellungen
darin vorkommen, bemerkt Thomas Jahnke ([40], S. 8)Die Crux der authentischen
Aufgaben ist ihr Mangel. Es gibt keine oder { wenn Sie es vetsnlicher ausdeicken
wollen, fast keine. [...] Es grenzte auch an ein Wunder, wersich dieses Konzen-
trat ,Curriculum' im Nachhinein wieder au osen lie e in authentische Aufgaben. Ich
will nicht die Existenz authentischer Kontexte[s] bezwedfin. Das ,Leben’' oder die
Wirklichkeit mag in diesen auch Fragen aufwerfen, manchmaidelleicht sogar ma-
thematikhaltige Fragen, aber Aufgaben sind von Aufgabensliern konstruiert und
sind Trager deren Intentionen, jedenfalls sind sie das in dem Ma wje der Aufga-
bensteller dazu in der Lage war, seine Intentionen in seindufgaben umzusetzen.\

Bechter/Leuders ([15], S. 73{88) phdieren #ir eine Authentizitat der Aufgaben,
die sich nicht auf die Kontexte, sondern auf die Settertatigkeiten beziehen:, Ma-
thematikaufgaben sind authentisch, wenn sie Seterinnen und Schuler zu mathe-
matischen Tatigkeiten anregen, die typischdr die Entstehung und Anwendung von
Mathematik sind.\ (S. 86) Die Forderung nach Authentizitat ,[...] fehren zur Forde-
rung eines konsequent genetischen, problemorientiertencuschulerzentrierten Un-
terrichts.\ (S. 87)

Sowohl Wittenberg als auch Bichter und Leuders erwhnen den genetischen Unter-
richt. Bei Freudenthal nden wir diesen sclonen Satz, der die genetische Methode
auf hechstem Niveau einordnet ([22], S. 124)Die Nacher ndung, die didaktisches
Prinzip auf Forschungsniveau ist, soll Prinzip des ganzenathematischen Unter-
richts sein [...]\ Die Forderung nach genetischem Unterriit ist schon sehr alt (vgl.
Winter [88], S. 74) und wird immer wieder aufs Neue erhobenirter der Hauptver-
treter ist Martin Wagenschein [84].
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Die Frage, warum sie sich noch immer nicht atker durchgesetzt hat, vere Thema

einer eigenen Forschungsarbeit. Hier kann nur vermutet wen, dass es damit zu-
sammenhangt, dass die Ausbildung von zulinftigen Lehrerinnen und Lehrern nach
wie vor sehr stark axiomatisch ausgerichtet ist und die so agebildeten Lehrkafte

in der Praxis des Unterrichtens dann einerseits auf ihre wersitare Ausbildung

zureickgreifen und andererseits auf ihre Erfahrungen aus demgenen Schulzeit. So
tradiert sich nach wie vor der belehrende und stark fachsysnatisch ausgerichtete
Unterricht.

Weiter wurde der genetische Unterricht zuachst mit einer fragend-entwickelnden
Methode in Verbindung gebracht (vgl. Lenres Kritik an Wittenberg und Wagen-
schein [48], S. 54{68): Wagenschein stellte dem genetisthirinzip das sokratische
und das exemplarische zur Seite (vgl. [84]). Heute wird dasmgtische Prinzip me-
thodisch in anderen Zusammerdmgen gesehen, wie weiter unten adtert wird, so
dass sich ein neuer Blick darauf ernet.

Wittmann schreibt zur Wahl der Inhalte fer einen genetischen Unterricht ([92],
S. 148):,Das genetische Prinzipdt sich am leichtesten an Inhalten verwirkli-
chen, die in sich, zu anderen Inhalten und zur Wirklichkeit welfaltige und kraftige
Bezige aufweisen.\ Auch Freudenthal betont den hohen Stelleent der Beziehungs-
haltigkeit ([22], S. 75 .). Damit fuhren die von der authentischen Begegnung der
Schulerinnen und Schuler ausgehender®berlegungen wieder zu den authentischen
Inhalten. Hier wird deutlich, wie sehr die verschiedenen Eatten der Theorie des
authentischen Mathematikunterrichts miteinander verkmpft sind.

Den Unterricht genetisch aufzubauen bedeutet, die Sequésrzing des Sto es so
vorzunehmen, dass die Setterinnen und Schuler sich die Inhalte und Begri e durch
eigenes Forschen und (Nach-)Er nden erarbeitenekinen. Die Betonung liegt auf
der Erfahrung der Genese eines Sto es. Nicht das fertige Gatkengelmude wird
prasentiert, angefangen bei den wichtigsten De nitionen unéndend bei Beweisen
der wichtigsten Stze, sondern es wird dieses Gedankengeble Seick fer Steick
selbst errichtet.

Und damit sind wir wieder bei der Authentizitat angelangt: In der Forschung stehen
De nitionen nie am Anfang, sondern ergeben sich aus den Améterungen an das
Objekt im Forschungsgang. Beweise entstehen oft vor demt3en und werden dr
die saubere und knappe Niederschrift selten in der Vorgelsweise der Entstehung
prasentiert, sondern meist, reckwarts\ aufgeschrieben. Kleinere Hilfsstze, die gerne
als Folgerung aus den mchtigen Sitzen ausgegeben werden, waren oft zuerst da und
wurden dann noch weiter, zugespitzt\, um den wirkungsvolleren Satz oder aber
einen leichter durchéihrbaren Beweis zu erhalten.

Diese Entstehung (oder Genese) von Mathematik sollen Sdlrinnen und Schuler
in einem genetischen Mathematikunterricht erlebendnnen, um ein Versandnis fer
mathematische Werkzeuge, Methoden und Theoriegelde entwickeln zu lennen.
Sie sollen das neu Erlernte in Beziehung zu ihrem bereits andenen Wissen set-
zen konnen bzw. darauf aufbauen énnen. Freudenthal schreibt sehr eindrucksvoll
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eiber die Folgen des Fehlens von Begen zum Wissen und der Erfahrungswelt der
Schulerinnen und Schuler ([22], S. 78):,Beziehungslos Gelerntes ist schnell verges-
sen. Wie oft merkt der Lehrer nicht zu seiner gro en Entuschung, da vor wenigen
Wochen Gelerntes, wie es scheint, spurlos verschwunden, isenn es inzwischen
nicht geeibt wurde. Da ein logischer Weg vom Damaligen zum Heutigerelhrte,
hilft da nichts, denn es war nicht der Schler, sondern der Lehrbuchverfasser, der
diesen Zusammenhang konstruiert hatte, in der Meinung, dasolche Konstruktio-
nen geheimnisvoll im Geist des Selters wirken. Die Brocken Mathematik, die der
Scheler in diesen Wochen betrieben hat, waren Fremeékper in der von ihm erlebten
Wirklichkeit; sie werden so schnell wie mglich eliminiert.\

In Wittenbergs Beschreibung des Lern- und Erkenntniswegesusgehend von Frage-
stellungen, die die Schlerinnen und Schiler wirklich bewegen, zeigt sich zugleich,
dass damit auch Problendsekompetenzen gefdert werden ([91], S. 60);,Die Echt-
heit des mathematischen Unterrichts am Gymnasium beginntlso genau dort, wo
wirkliche Mathematik ihren Ursprung hat: bei den Fragestélingen. Sind diese dem
Schuler einmal zum Erlebnis geworden, so mu er sich mit ihnen iwahrhaft mathe-
matischer Weise auseinandersetzen. [...] Es mu sich an émdasjenige vollziehen,
was ®r die Mathematik, wie fer jedes wissenschaftliche Tun, charakteristisch ist,
aber fur die Mathematik in der Schulstube vollumanglich erfahren werden kann:
das allmahlich zielsicher und zweckm ig werdende Ringen des Geistes mit seinem
Gegenstand { die anéngliche Hil osigkeit, die allmahliche Einsicht, das pétzliche
Verstehen, das Ahnen verborgener Zusammesnige, der verngliche Irrtum, der
scheinbar vielversprechende, aber irngdfirende Versuch, die vesfhrerische Verallge-
meinerung, das Erlebnis des z@thst Unbegrei ichen, das umberwindlich Schwieri-
ge, das Selbstversindliche, die Entlarvung des nur scheinbar Selbstvesstdlichen;
das Schmieden zweckeniger geistiger Werkzeuge, das RBrgen adquater Begri e,
das sclopferisch-kritische Neudenken des bereits Erreichten; slallmahliche Zu-
standekommen dedUberblicks, die Scha ung einer folgerichtigen, systemadchen,
in sich verhaltnisma ig geschlossenen Theorie; das alkhlich erstarkende Erleben
des Besitzes geistiger Macht, derehigkeit zu eigener Einsicht im eigenen Denken.\

Wittenberg betont hier noch einmal, dass mathematisches Fschen oder doch zu-
mindest mathematiktypisches Forschen tagchlich ganz (vollumfanglich\) im Klas-
senzimmer erfahrbar gemacht werden kann, eben weil es imezign Denken ge-
schieht. Die ,Realistic Mathematics Education\ in den Niederlanden beeht sich
ebenso auf diese Tatsache: Der Begrjrealistic\ bezieht sich nicht auf, real world\,
sondern auf das niedeeindische ,sich realizeren\, was,sich vorstellen\ bedeutet
(vgl. Van den Heuvel-Panhuizen [80]).

Nun bleibt noch ein Blick auf die Unterrichtsmethodik zu wefen. Ein schulerzen-
trierter, problemorientierter und genetischer Unterricth kann nur statt nden, wenn
gereigend Freimume #ir entdeckendes Forschéngescha en werden.

SWinter erk art ([88], S. 2): . ,Entdeckendes Lernen" ist weniger die Beschreibung einer S orte von beobachtbaren
Lernvorg angen (wenn so etwas eberhaupt m eglich ist), sondern ein theoretisches Konstrukt, die Idee namlich, da
Wissenserwerb, Erkenntnisfortschritt und die Ert  mchtigung in Probleml ese@higkeiten nicht schon durch Information
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Peter Gallin und Urs Ruf nehmen eine radikale Position einndem sie die authen-
tische Begegnung mit dem Sto durch go tm egliche Freiheit in der Auseinander-
setzung einfordern ([23], S. 24),Der Schhkissel zu einer authentischen Begegnung
mit einem Schulsto liegt im vollstandigen Verzicht auf fachbezogene Erwartungen
an den Lernenden. Er soll dem Gegenstand vorerst so o en unchworeingenom-
men wie nmoglich gegembertreten konnen, und der Fluss seiner Assoziationen darf
durch keinerlei Vorstellungen vonRichtig und Falsch oder Brauchbar und
Unbrauchbar gehemmt und gelenkt werden. Es geht vorerst einmal nur um die
Sicherung der eigenen Position und die Mobilisierung alleerfagbaren Krafte der
Psyche.\

Die authentische Auseinandersetzung spielt sich also sdwauf inhaltlicher als auch
auf a ektiver Ebene ab. Die Autoren heben hervor, dass autikische Begegnungen
mit dem Sto nur geschehen lonnen, wenn eine innere Anteilnahme der Selerinnen
und Schuler hervorgerufen werden kann. Der Gegensatz dazu ist Sthissen, das aus
angelernten Techniken besteht. Die Anwendung dieses Wissespielt sich au erhalb
der Person ab, das angelernte Wissen wird schnell vergeséegi. Gallin/Ruf [23],
S. 19).

Die von Gallin und Ruf entwickelte Methode des dialogischehernens ernoglicht
authentisches Lernen in Reinform. Der Dialog zwischen Leznden und Lehrern
spielt sich dabei zu einem gro en Teil in sogenannten Reiseder Lerntageluchern
ab, in denen die Schler ihre samtlichen Gedanken im Rahmen der Auseinander-
setzung mit dem Sto niederschreiben. Dabei sind Fragen,rivege und wiederholte
Lesungsversuche ausecklich erweinscht. Die Reckkopplung durch den Lehrer oder
die Lehrerin erfolgt ebenfalls im Lerntagebuch. Aufich-Phasen\ des selb#tndigen
Erforschens folgen Du-Phasen\, in denen die eigenen Ideen mit denen von anderen
Schulerinnen oder Schilern ausgetauscht werden. In depWir-Phasen\ wird eine ge-
meinsame (Fach-)Sprache und Sichtweise entwickelt, die esneglicht, problemlos
mit den anderen zu kommunizieren.

Die Arbeit mit Lerntagebeichern erfordert einen sehr hohen Zeitaufwaneif die Lehr-
personen nach dem Unterricht, der in einem Fach, das nicht zien anerkannten soge-
nannten ,,Korrekturf achern\ gehort, nur selten wahrgenommen und honoriert wird.
Daher ist es im Unterrichtsalltag nicht immer neglich, dialogisches Lernen in Rein-
form zu verwirklichen. Immer wieder aber knnen einzelne Lernabschnitte auf diese
Art und Weise gestaltet werden. Die Verschriftichung matematischer Gedanken
in nicht-formalisierter Sprache sollte in jedem Fall eineder Ziele von Mathematik-
unterricht sein. Durch die schriftliche Niederlegung der g@machten Erfahrungen in
der Begegnung mit dem Sto werden Problenglsestrategien und bsungsmethoden
bewusst gemacht, die sonst auf einer intuitiven Ebene vediben wirden (vgl. Hu -
mann/Leuders [37]).

von au en geschieht, sondern durch eigenes aktives Handeln unter Rekurs auf die schon vorhandene kognitive
Struktur, allerdings in der Regel angeregt und somit erst er meglicht durch &au ere Impulse.\

15



1. Authentischer Mathematikunterricht

Es sind aber auch Mischformen wyglich, in denen im Kleinen dialogisches Ler-
nen statt ndet. Stets sollte das selbsandige Erforschen im Mittelpunkt stehen, es
muss aber nicht den ganzen Unterricht dominieren. &hter und Leuders schreiben
den reichtern-sachlichen Kommentar zu ihrer eigenen Forderungach einem kon-
sequent genetischen, problemorientierten und sderzentrierten Unterricht ([15], S.
87): ,Aus lernekonomischen (und auch aus lernpsychologischen)#Bden sind die-
sem Vorgehen Grenzen gesetzt. Sdbr kennen nicht alle Mathematik nacher n-
den.\

Im (deutschen) Unterrichtsalltag scheint es realistischausgehend von den vorhan-
denen Unterrichtsstilen und -gewohnheiten an einer behasien Vemnderung zu
arbeiten. Ideal da#r sind neue Themen, dr die es noch keine unterrichtliche Tra-
dition gibt. Eine Mischung aus gefihrtem und freiem Arbeiten gibt gerugend Halt
fur die Lehrkrafte und e net den Unterricht dennoch fur authentische Begegnun-
gen mit Mathematik (vgl. hierzu die Auskhrungen von Andreas Schuster [74] im
Rahmen der Diskussion geeigneter Unterrichtsformen zur Meittlung von Inhal-
ten der kombinatorischen Optimierung: Er bezeichnet die zmmenwirkende oder
aufgebend-ausfhrende Unterrichtsform als ideal éir die Thematik und bemerkt,
dass der von ihm erarbeitete Unterrichtssti|,die als besonders e zient geltende Ba-
lance zwischen Eigemttigkeit und vorsichtig gelenkter Instruktion, zwischen ach-
systematischem und situiertem Lernen in nairlicher Weise zu realisieren vermag\
(S. 97)).

Wie dabei das Verhltnis von eher gefihrten Phasen zu freien Arbeitsphasen ge-
staltet wird, hangt von etlichen Rahmenbedingungen ab. Der 45-Minuten-Kaim
deutschen Schulwesen verhindert meigihgere Phasen selbahdigen Arbeitens, und
auch nicht jede Klasse ist dafr gleich gut geeignet bzw. muss oft erst in ausdauern-
der Ubung an einen selbstverantwortlichen Lernstil herangelirt werden. Dennoch
kennen in kleineren Dosen authentische Begegnungsgtichkeiten mit Mathematik
gescha en werden, indem die Problemstellungen verkleinewerden oder auch in-
nerhalb von enger gestellten Aufgaben kleinere Forschuagétrage gegeben werden.

Das Erlebnis Mathematik, das ein authentischer Mathematiknterricht ermeglichen
soll, kann auf vielen unterschiedlichen Wegen verwirklithverden, solange sich dabei
Mathematik nicht als Fertigprodukt, sondern als von den Sahlerinnen und Sclulern
selbst nachvollziehbarer und sogar selbst zu gestaltenderozess darstellt. Dazu
noch einmal Freudenthal ([22], S. 76),;Ich mechte, da der Schuler nicht angewandte
Mathematik lernt, sondern lernt, wie man Mathematik anweneét.\
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1.4 Kombinatorische Optimierung als Thema
fur einen authentischen Mathematikunterricht

+~Wenn unser Unterricht heute darin besteht, da wir Kindern Dinge
eintrichtern, die in einem oder zwei Jahrzehnten besser v&echenmaschi-
nen erledigt werden, bescheren wir Katastrophen herauf. Ehrlich gesagt,
wir wissen von keinem Sto , den wir den Kindernubermitteln sollen, ob
er der rechte sei. Wir lennen sie aber etwas Kostbares lehren: wie man
den Sto meistert\ (Freudenthal [22], S. 61)

Die zweite Halfte dieses Zitats steht auch als Leitworeiber der gesamten vorliegen-
den Arbeit. Es soll daran erinnern, dass kein Sto , derefr die Schule gewhlt wird,
eiber jeden Zweifel erhaben ist und sich neue Inhalber langere Zeitaume hin-
weg bevehren meissen. Dennoch wird hier der Versuch unternommen, zu begden,
warum die kombinatorische Optimierung einen festen Platzniden Lehrplanen n-
den sollte. Die nachfolgenden hier sehr knapp zusammengstan Thesen werden in
den weiteren Kapiteln dieser Arbeit genauer untersucht.

Das Themengebiet der kombinatorischen Optimierung eignet sich ganz
besonders zur Verwirklichung eines authentischen Mathema tikunterrichts.

Es nden sich darin leicht zugangliche Problemstellungen aus der Lebenswelt
der Schulerinnen und Schuler, die eine authentische Begegnung mit Mathematik
direkt ermeglichen.

Die spezi schen mathematischen Methoden kipfen an ein im Alltag erwor-
benes Handlungsrepertoire an und bleiben durch ihre oftnsahlgorithmische
Struktur auch bei wachsender Komplex#t fer Schellerinnen und Schuler er-
fassbar.

Die algorithmischen Methoden sind handlungsorientiert wh kennen von den
Schulerinnen und Sclulern handelnd entdeckt werden.

Es lassen sich in sich abgeschlossene Themenkomplexe nake nicht hierar-
chisch aufgebaut sind, so dass ein freies Entdecken durck &ichulerinnen und
Scheler ohne vorgegebene Reihenfolgesglich ist. Die Leitlinie des Optimierens
bildet aber dennoch einen roten Faderuf die Erarbeitung.

Die grundlegenden Begri e lennen von den Schlerinnen und Schilern wahrend
ihrer Auseinandersetzung mit der Problemstellung ersctdsen werden.

Die Objekte, mit denen vorwiegend hantiert wird, Graphen,iad in ihrer Dar-
stellung sowohl handlich (durch ihre einfache De nition) & auchau erst exi-
bel. Dadurch kann ohne Einschankungen experimentiert werden. Vermutungen
und Beweisideen &nnen so selbstndig erarbeitet werden.

Die Themen haben sowohl einen starken Anwendungsbezug alglaeine di-
rekte Ankneipfung an aktuelle Forschungsthemen. Sie haben Verbindueig zur
theoretischen Informatik und verlerpern gleichzeitig ein mathematisches Fach-
gebiet von wachsender Bedeutung.
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2 Graphentheorie und kombinatorische Optimierung
als Schulsto in der Bundesrepublik Deutschland

Die Idee, diskrete Mathematik besser im Schulunterricht zatablieren, ist nicht neu.

In diesem Kapitel soll untersucht werden, welche Am$ze es in der Bundesrepublik
Deutschland gab, Graphentheorie und kombinatorische Optierung in die Schule
zu bringen. Insbesondere wird anhand der Quellen nach éden geforscht, warum
sich diese Themen bisher nicht fest im Unterricht etablierhaben, sondern fast ganz
wieder aus dem Blickfeld verschwunden sind.

Es gibt international einige interessante Angtze (z. B. in den USA, in den Niederlan-
den, inOsterreich, im Iran), doch haben diese so gut wie keinen Eiass auf deutsche
Curricula gehabt. Zwar haben die US-amerikanischeNCTM-Standards von 1989

und die Principles and Standardsvon 2000 die Curriculumdiskussion in Deutsch-
land stark beein usst, nicht aber in Bezug auf den von uns gehlten Themenkreis.

Eine Ubersicht mber die historische Entwicklung von unterschiedlichen Témen der

diskreten Mathematik im Unterricht ndet sich in der Dissertation von Silke Thies

([78], S. 24{35).

Dass Themen aus Graphentheorie und kombinatorischer Optienung als Unter-
richtssto , aber auch das Fachgebiet der diskreten Mathentik tats achlich im Allge-
meinen nicht (mehr) im Bewusstsein von Lehrerinnen und Le&rn vorhanden sind,
zeigt das Editorial des Heftes,Diskrete Mathematik\ der Zeitschrift Mathematik
lehren vom April 2005 (Bruder/Weigand [14], S. 3):

.Liebe Leserin, lieber Leser,

Diskrete Mathematik in der Schule? Schon wieder ein zazliches neues
Gebiet, neue Inhalte? Es geht weder um mehr Sto, noch um etwaganz
Neues: Fragen nach demekzesten Weg bei U-Bahn-Fahrten [...] &nnen
Beispiele #r Diskrete Mathematik liefern. Derartige alltagsnahe Anwn-
dungsfelder vermitteln Sinn und Bedeutungefr mathematisches Wissen im
Unterricht. Zudem bieten diese leicht zugnglichen Fragestellungen auch
eine Vorstellung davon, womit sich moderne Mathematik belaftigt.\

Etwas weiter hinten wird ermutigend von, moderner aber deshalb nicht schwieri-
ger Mathematik\ ([14], S. 3) gesprochen. O enbar muss man delLehrerinnen und
Lehrern von heute aufs Neue Mut machen, sich mit diesem ihnembekannten,
neuen und modernen Gebiet zu besaftigen. Dass es tatachlich so ist, besatigen
unsere im Rahmen von Lehrerfortbildungen gemachten Erfalmgen. (Nach einmal
eiberwundener Scheu ist dann aber fast durckggig eine gro e Begeisterungeir
diese Inhalte und Bereitschaft zur Umsetzung im Unterrichzu beobachten!) Dass
die Wurzeln der didaktischen Aufarbeitung diskreter Theme bis in den Anfang der
1970er Jahre zuickreichen, Graphentheorie und kombinatorische Optimieng also
gar nicht neu fr die Schule sind, ist daherdr viele eine®berraschung.
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2.1 Die 1970er Jahre

In den 1970er-Jahren engagierten sich eine Reihe von Mattedikdidaktikern fer
diskrete Themen. Die zunehmende fachwissenschaftlichedBatung von Graphen-
theorie und Kombinatorik mit inren Anwendungen regte die Mghematikdidaktiker
dazu an, diesen noch recht jungen Zweig der Mathematik nadir fdie Schule brauch-
baren Themen zu durchforsten. Davon zeugen z. B. die drei d8raphentheorie ge-
widmeten Hefte von,Der Mathematikunterricht\ [68], [69], [70], sowie die Bicher
von Ore [64] und Wippermann [89], aber auch zahlreiche Einagikel (s.u.)

Interessant ist, dass die Graphentheorie sowohl als Fautfrung der (Schul-)Mengen-
lehre gesehen wurde als auch als Gegengewicht eben dazu. Z2&gen Ausschnitte
aus den Eintthrungen zu den ThemenhefteryGraphentheorie\ und , Graphentheo-
rie I\ der Zeitschrift Der Mathematikunterricht von 1973 und 1974:

Georg Schmitz schreibt 1973:

.Graphentheorie ist ein Zweig der kombinatorischen Topoldg|...]. Als
Bereicherung @ir einen modernen Mathematikunterricht bieten sich Gra-
phentheorie und graphentheoretische Methoden einmal weggrer star-
ken Beziehungen zur Mengenlehre an. Strukturen auf Mengedes Abbil-
dungen lassen sich du g in einfacher Weise durch Graphen zeichnerisch
darstellen. Es bietet sich hier die Mglichkeit, anschauliche und formale
Arbeitsweisen miteinander zu verbinden.\ ([70], S. 3)

Hans-Gunther Bigalke schreibt 1974:
.Die Modernisierung des Mathematikunterrichts wird heutedider fast aus-
schlie lich { leider auch vellig mi verst andlich { unter dem Schlagwort
,Mengenlehre™ gesehen.eif den Kenner der Materie zeigt sich die Neu-
orientierung des Mathematikunterrichts jedoch sehr wes#ich auch noch
auf anderen Gebieten. Eines dieser Gebiete ist die Graphleabrie.\ ([68],
S.3)

Ebenfalls 1974 schreibt Bigalke:
.In entsprechenden Vortagen und Vep entlichungen werden immer wie-
der zwei Dinge genannt, die die besondere Attraktivétt der Graphentheo-
rie fur die Schule zeigen sollen: die gro e Anschaulichkeit undedimmen-
se Anwendungsfreudigkeit. Durch sie soll dem vorherrsctdan Trend zu
Strukturen und zur Axiomatik ein Gegengewicht geliefert walen.\ ([9], S.
189)

Bereits 1970 erschien ein Artikel von Rolf Nu baum und Rolath Stowasser [63]
eiber Farbungen in dem Heft,Elementare Topologie und Unterricht\ von Der Ma-
thematikunterricht. Der Zugang zum Thema Rkrbungsprobleme\ erfolgt von der
Topologie heruber die De nitionen von Nachbargebieten und Karten. Es welen
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einige Sitze mber Karten erarbeitet, bis hin zum Kartensatz éir p-henkelige Ku-
geln. Dann werden diese Kenntnisseuif die Farbeproblematik verwendet und der
Fen arbensatz, der Siebenfarbensatz auf dem Torus und der @esfarbensatz dir das
Mebiusband bewiesen. Das Vierfarbenproblem war damals naghgebst. Insgesamt
sind die Auskihrungen sehr theoretisch und operieremberwiegend mit, topologi-
scher Arithmetik\, so dass sich die Frage stellt, wie die Bandlung dieses Sto es
im Unterricht konkret aussehen lonnte. Dareber gibt der Artikel keine Auskunft
(o enbar den Gep ogenheiten seiner Zeit folgend). Das diddische Potential von
Farbungsproblemen ist den Autoren bewusst, wie das folgendéat zeigt, es wird
allerdings in dem Artikel nicht sehr deutlich herausgearbiet. Die Autoren betonen
aber eines der Charakteristika von graphentheoretischenrédblemen, ramlich die
leichte Versmndlichkeit der Problematik und { dem entgegengesetzt { demohen
Schwierigkeitsgrad mancher BeweisgDie Untersuchung der Farbenprobleme bietet
den Schulern ein besonders reizvolles Betigungsfeld. Der Lehrer sollte hier deutlich
herausarbeiten lassen, da zwischen scheinbar evidentengsagen und dem exakten
Beweis derselben u. U. eine kaumberwindbare Diskrepanz bestehen kann, wie etwa
beim Vierfarbenproblem\ ([63], S. 52)

Ingo Weidig [85] erkennt 1972 eine sicke zwischen der Behandlung topologischer
Fragen in der geometrischen Praaeutik in der Grundschule und topologischen In-
halten der Oberstufe. Er schdgt in seinem Artikel ,Das Studium von Netzen\ im
Themenheft , Topologie IN von Der Mathematikunterricht die Untersuchung von
aus der geometrischen Prageutik bekannten Netzen (heute wrde man dazu, Gra-
phen\ sagen) #rr die Klassen 7{10 vor.,,Im Folgenden werden einige Mglichkeiten
eines Studiums von Netzen dargestellt, wobei an die Dardtelg von Relationen
durch Pfeildiagramme (Graphen) angekmpft wird. Nach Klarung der Grundbe-
grie werden vorwiegend Anzahlfragen in Netzen und Optimiingsprobleme im
Vordergrund stehen. Die Anzahlfragen bilden einen guten ktergrund fer kombina-
torische Uberlegungen und bereiten entsprechendeegpr mit vollstandiger Indukti-
on zu lesende Probleme vor, die Optimierungsprobleme stellen ansmen mit dem
linearen Optimieren die dringend notwendige Verbindung z®roblemen der ,ange-
wandten Mathematik™ her. Das Studium von Netzen verbindetabei in idealer Weise
eine leicht zu handhabende Veranschaulichung mit dem Zwanigesungsstrategien
zu entwickeln\ ([85], S. 42)

Graphen werden als Hilfsmittel aus der Geometrie gesehene(dArtikel steht in

einem Heftuber Topologie):, Zur Veranschaulichung und l&u g auch zur Beschrei-
bung von Relationen bedienen wir uns eines geometrischerifsinittels: Des (Rela-
tions-)Graphen.\ ([85], S. 43). Als inhaltliche Beispielegibt Weidig elementare Ei-
genschaften von Graphen und dieekzeste-Wege-Problematik an. Weiter beselftigt

er sich mit Baumen und ihren Eigenschaften und gibt als Anwendungsbeispdas
Telefonproblem, also die Planung eineseigstigen Telefonnetzes, an. Zur é&sung
schiagt er den Algorithmus von Kruskal vor.

Weidig stellt fest, dass die Themenelr die weiterfahrende Schule geeignet sind, auch
fur die Hauptschule., Sicher sind den vorgestellten Problemen zwei Eigenschaiftau-
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zusprechen: lhre Praxisahe wird nur von wenigen anderen Unterrichtsgegemsiden
des Mathematikunterrichtes anmhernd erreicht (vergleichbar sind vielleicht noch
Flu diagramme als Voreabung zum Programmieren oder Probleme zur Wahrschein-
lichkeitsrechnung), zum anderen gibt es viel Raunuf fruchtbare Eigentatigkeit der
Schuler. [...] Sicher wird jedoch ein Beweisbenifnis geweckt, was sich sgter im
Geometrieunterricht als sehr fruchtbar erweisen kann. Sk lich sei noch der Zu-
sammenhang zur Kombinatorik vermerkt, ein Bereich der Magmatik, der immer
starker in der Schule vordringt.\ ([85], S. 54{55)

In diesem Artikel erscheint die kombinatorische Optimierng also als ein Teilbereich
der Topologie, der mit geometrischen Hilfsmitteln arbeiteund damit auch dem
Geometrieunterricht zuarbeitet. Die Themen werden lediglh im Zusammenhang
mit der Kombinatorik gesehen. Diese Einordnung ndet man inden 70er Jahren
hau g, sie war unter Umstanden ein Hindernis éir die breitere Umsetzung der The-
men im Unterricht (s. u.).

Eine sehr ausdihrliche Auseinandersetzung mit dem methodisch-didaktken Poten-
zial der Graphentheorie erfolgte 1974 in den beiden sichltegiseuberschneidenden
Artikeln Graphentheorie im Mathematikunterricht?[8] und Uber die negliche Be-
deutung der Graphentheorie beim Lernen von Mathemat{®] von Hans-Gunther

Bigalke. Bigalke gibt drei mathematisch-inhaltliche Gende zur Rechtfertigung der
Aufnahme graphentheoretischer Elemente, Methoden und Fgastellungen in den
Unterricht:

die immenseAnwendungsfreudigkeijt
die gro e Anschaulichkeitund
die weitgestreuteProblemfreudigkeitauf jedem beliebigen Niveau.

Er erlautert diese drei Punkte so:,Die beiden erstgenannten Gamnde sind in der
Tat die wesentlichen Aspekte, die die Graphentheorieuff viele Wissenschaften so
interessant machen. [...] Will man endlich auch in der ScheillErnst machen mit
der Forderung nach Anwendungen der Mathematik in anderen \W§ensbereichen,
S0 bietet sich die Graphentheorie dazu besonders an. Danebst aber der drittge-
nannte Grund der eigentlich relevante ¥ir das Lernen von Mathematik. Aufgrund
der Problemfreudigkeit auf jedem beliebigen Niveauekinen Themenstellungen aus
dem Bereich der Graphentheorie besonders die Aktigiten beim Schiler ferdern,
durch die kreatives, kombinatorisches und argumentiereed Denken geschult wird.\
(18], S. 5{6)

Quer zu den drei Inhaltsaspekten liegen laut Bigalke vier Beiche, die die didakti-
sche Bedeutung der Graphentheorieif den Mathematikunterricht hervorheben:

1. Modelle #r Probleme, die eine algorithmische é&sung erfordern,
2. Lesung von Problemen mit Hilfe graphentheoretischerafze,
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3. Veranschaulichung von (eventuell komplizierten) Zusamenhangen,
4. leichtvers®ndliche Probleme mit beliebig hohem Schwierigkeitsgrad.

Er gibt Beispiele #ir die 4 Bereiche an: 1. Projektplanung (Berechnung eingsritical
path\), 2. Biegen von Kantenmodellen von platonischen Krpern aus Draht (was
auf ein chinesisches Postbotenproblem hinaasift), 3. Veranschaulichung einiger
Fakten aus dem Umkreis des Cantorschen Diskontinuums, 4.gddlierfarbenproblem,
und bekraftigt noch einmal: ,In der Tat liegt das gewaltige mathematikdidaktische
Potential der Graphentheorie wohl in erster Linie in ihrer Poblemfulle auf jedem
beliebigen Niveau begindet.\ ([9], S. 191)

Die Frage,Graphentheorie im UnterrichtA wird mit einem klaren Ja beantwor-
tet. Allerdings warnt Bigalke davor, im Zusammenhang mit den Schulunterricht
von Graphentheorie zu sprechen, um keine Proteste gegeneeiu starke Verwissen-
schaftlichung und Theoretisierung des Unterricht&hnlich wie bei der Mengenlehre
zu provozieren. Er betont nochmals, dass die Graphentheemicht als Fortsetzung
der Strukturmathematik unterrichtet werden soll, sonderndurch ihre Anschaulich-
keit und Anwendungsfreudigkeit (auch und gerade au erhallder Mathematik) eine
Alternative dazu bietet (vgl. [9], S. 189), und appelliert shlie lich ([8], S. 9): ,Man
sollte nicht so viel darber sprechen, sondern mehr tun.\

Dieser Begeisterung kann man sich kaum entziehen. Mit hegén Augen betrachtet,
fallt das Fehlen von unterrichtsmethodischen Hilfen und Hiweisen auf, was aber
o ensichtlich damals im Rahmen solcher Zeitschriftenarkel nicht uneblich war.
Dennoch lennte es ein Grund érr die zegerliche Umsetzung in die Praxis sein.

In den darau olgenden Jahren erschienen mehrere Artikelber far den Unterricht
geeignete graphentheoretische Themen. Es ist deutlich zehgn, dass die Auswabhl
der Inhalte bezogen auf die Machbarkeit im Unterricht readitischer wird. Die mathe-
matische Darstellung zeigt sich zunehmend weniger der Tdpgie oder Mengenlehre
verp ichtet und wird dadurch wesentlich besser handhabbarAnwendungen werden
deutlicher hervorgehoben. Die kombinatorische Optimieng wird fer den Unterricht
entdeckt und es werden auch konkrete Algorithmen angegeben

1975 erschien eine Abhandlung von Willi Maurer [61] iDidaktik der Mathematik
eiber Turniergraphen und ihre Anwendungen. Auch dies ist wiker eine rein inhalt-
liche Darstellung, die mit den metigen De nitionen beginnt und die Anwendungen
erst nachreicht. Die Anwendungen sind interessant und sdigeeignet, eine ist das
Katzenfutterexperiment, bei dem mit Hilfe von Graphen, diadie Fre vorlieben von
einzelnen Katzen darstellen, herausgefunden wurde, wedshFutter das, Beste\ sei.

Ein Artikel von 1976 mber den Beweis des Satzes von Cayleyer die Anzahl der
aufspannenden Bume in vollsendigen Graphen von Jany Cajetan Binz [10] in
Praxis der Mathematik stellt den Satz an den Anfang, zeigt dann den Weg zum
Beweis, aufbereitet in Form von Aufgaben und @sungen, so dass eine Umsetzung
in Unterricht relativ einfach meglich ist. Als motivierendes Beispiel gibt er den Bau
von Verbindungsstollen als Rettungswege in einem Bergwerk

23



2. Historisches

Der Beweis des Satzes von Cayley wird als Ausnahme hervorgleén, die die Chance
bietet, einen graphentheoretischen Beweis komplett mit Belern durchzuarbeiten,
denn: ,In den meisten #ir den Unterricht geeigneten Fragestellungen dienen Gra-
phen vor allem der Kkhrung von Zusammenkngen und den Modelldarstellungen
realer Beziehungen [...]; nur selten wird man zur Behandlgrtieferliegender &tze
vordringen kennen, da deren Beweise zu schwierig sind.\ ([10], S. 149)

Das Pladoyer #r die Berucksichtigung der Graphentheorie im Unterricht &lit eher
zureickhaltend aus. O enbar wird die Gefahr einer zu theorieldgen Behandlung
erkannt. Vielleicht ist die vorsichtige Formulierung und de Abgrenzung gegen einen
axiomatisch orientierten Unterricht aber auch eine Reaktin auf bereits von Bigalke
befurchtete Proteste (s.0. und vgl. [9], S. 189) gegen noch einsatzliches Gebiet
damals eher ungeliebte,moderner Mathematik\:

.Der starmische Fortschritt der kombinatorischen Mathematik in eén
letzten zwanzig Jahren und die wachsenden Bednisse nichtmathema-
tischer Disziplinen rechtfertigen es, eine behutsame Basdtigung mit
Graphen im Unterricht zu propagieren. Graphen sollten danmllerdings
nicht als abstrakte Inzidenzgebilde, sondern als konkret@mbinatorisch-
geometrische Figuren aufgefat werden.\ ([10], S. 149)

Eine pragmatische und dadurch im Vergleich zu manchemeifineren Artikel starker
praxisrelevante Darstellung von Inhalten ndet man in dem Atikel von 1977 aus
Der Mathematikunterricht von Walter Vogel [82]eber Optimierung von Netzwer-
ken. Es werden drei klassische Themen der kombinatorisch@ptimierung vorge-
stellt: Minimale aufspannende Bume (anhand der Planung eines Leitungsnetzes
zwischen Sadten), kerzeste Wege (erst graphentheoretisch, dann Anwendungen,
u. a. Projektplanung), maximale Fhkisse (nur Andeutungen von Anwendungen). &
alle Problemstellung werden Algorithmen angegeben.

Die wenig formalisierte Darstellung begindet er so:, Das tiefere Versandnis fur
einen Algorithmus (fr ein Rechenverfahren) setzt sehr gute Kenntnisse in der &b-
rie voraus. Man mu also zur Vorbereitung des eigentlichenarfahrens einen gro en
Aufwand mit formalen De nitionen und Satzen treiben. Auch bei graphentheore-
tischen Verfahren gilt, wie mberall in der Mathematik: @ber formale De nitionen
und rein theoretische &tze handelt etwa 99% der Literatur; praktisch anwendbare
Verfahren ndet man in hechstens 1% der Arbeiten. Um dieses Zahlenveiinis
genstiger zu gestalten, schlagen wir den folgenden Weg eininNerzichten auf auf-
wendige De nitionen und Beweise, behandeln aber nur Graphewelche noch eine
eibersichtliche Zeichnung erlauben. Daran eriten wir die auftretenden Begri e und
die Beweisideen. Die mit einem solchen Verfahren verbungenGefahren wollen wir
bewu t in Kauf nehmen.\ ([82], S. 5)

Einen sehr reichhaltigen Text ndet man in Praxis der Mathematik aus dem Jahr
1977 von drgen Floer [19]. Wie aus der Einleitung deutlich wird, gehes nun um
einen wiederum,neuen\ Mathematikunterricht, der Denk- und Handlungsneglich-
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keiten in den Vordergrund stellt und o ensichtlich eine (imGegensatz zu noch 1974,
vgl. das Bigalke-Zitat weiter oben) nun schon nicht mehr zuerteidigende Gegen-
bewegung zur Strukturmathematik ist.

.Der folgende Beitrag soll einige Beispiele und Anregungeur fFra-
gestellungen eines ,neuen’ Mathematikunterrichts gebempbei nicht die
neuen Inhalte das Entscheidende sind, sondern die neuemdlichkeiten,
sich mit ihnen auseinanderzusetzenl\ ([19], S. 1)

Floer beschreibt die gro e Anzahl und Variationsbreite deAnwendungen und dann
weiter: ,, Solche Vielfalt la t (richtig) vermuten, da Graphen von der Didaktik nicht
unentdeckt bleiben konnten. Entscheidend ist aber, da dicmit ihrer Hilfe theore-
tische Uberlegungen in Aussagember Ecken, Kanten, Wegebersetzen lassen und
damit ikonisch (z.T. sogar enaktiv) fa bar werden.\ ([19],S. 1) Er wird also sehr
konkret in der Beschreibung der didaktischen Vorteile von aphen. In wenigen
Satzen skizziert er die Charakteristik von Unterrichteber kombinatorische Opti-
mierung: ,,Im folgenden stehen jedoch nicht mathematischea&e im Mittelpunkt,
sondern die Mpglichkeiten, von einfachen Fragen und Erfahrungen zu Magimati-
sierungen zu gelangen { und dies Schrittif Schritt und in leicht durchschaubarer
Weise. Dabei ee nen sich im Unterricht zahlreiche Wege zu anwendungs- ungro-
blemorientierter Arbeit, zum Denken in Zusammen@ngen, zu argumentierendem
und kreativem Verhalten. Dazu sind solche Optimierungspeesse nicht nur prak-
tisch relevant, sondern kennzeichnen eine Form intellekeller Auseinandersetzung
mit der Umwelt\ ([19], S. 2)

Nicht nur formalisierbares mathematisches Lernen ist in dsem Themenkreis og-
lich, sondern Erfahrungen im Rahmen des Modellierungspesses,, Schon die Tat-
sache, da verschiedene Umweltsituationen zum gleichen thamatischen Problem
fuhren, bzw. sich hinter ihm verbergen &nnen, dazu die Diskussion, da krzeste
Wege nicht immer die schnellsten, schnellste nicht immer alibilligsten usw. sind,
ist didaktisch von Bedeutung.\ ([19], S. 2) Er macht auch denvorschlag der en-
aktiven Problemlesung mittels eines Fadenmodells. Er betont, dass die Prebie
intuitiv angegangen werden knnen und sich dabei fast zwangsli g eine Felle von
Fragen ergibt. Er hebt zustzlich die Vielfalt der Lesungswege hervor. Dann gibt er
Verfahren bzw. Algorithmen an, betont aber, dass sie nichtuzfreh im Unterricht
angeboten werden sollen,Die im folgenden geschilderten Verfahren zum sicheren
Au nden des kerzesten Weges sollten nicht zu #ih angeboten werden. Von be-
sonderer didaktischer Bedeutung ist, da mareiber weite Strecken auch ohne sie
auskommt. Zum einen mmlich lassen sich viele der relevanten Lernziele auch anf i
tuitivem, noch wenig formalisiertem Niveau erreichen (darhauch von den Schulern,
die mber dieses nicht oder nur schwer hinauskommen). Zum andensird durch diese
Aktivit aten die Algorithmisierung vorbereitet. Nicht nur das Endesultat ist wichtig,
entscheidend ist vielmehr der Proze , der zu seiner Gewinng fuhrt\ ([19], S. 3)

Er vergleicht zwei Verfahren zur Konstruktion lkeirzester Wege an und stellt fest, dass
beide das gleiche Ergebnis liefern, abeber verschiedene Zwischenschritte ablaufen,
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und gibt auch methodische Hilfen;,Dies wird sehr deutlich, wenn der bsungsweg
in einer farbigen Bildfolge festgehalten wird\ ([19], S. BNeben krzesten Wegen
werden maximale Fusse behandelt und dabei vor allem das Max-Flow-Min-Cut-
Theorem hervorgehoben.

+Nur eins soll noch betont werden, da nadrlich nicht an eine kompakte Unter-
richtseinheit Graphen und Netze gedacht ist, sondern an dfeuchtbare Verbindung
mit meglichst vielen anderen Fragen. Dies kanmif einfache Weg- und Transportnet-
ze beginnen belJbungen zur Addition und Subtraktion in den ersten Schuljaken
([Fu note:] Dabei kann man ein Wegenetz sogar als Spielplamenutzen, auf dem
statt L angen eine entsprechende Anzahl von Stationen auf den Kamtangegeben
sind. Es wird gewurfelt, jeder darf so viele Stationen weitemcken, wie Augen gewor-
fen sind. Wer kommt als erster ins Ziel?), fortgesetzt werdemit starkerer Betonung
der algorithmischen Aspekte in den folgenden Klassen uncisierstrecken bis hin
zur Erarbeitung der Beweise und zur Verbindung mit lineare©ptimierung [...] in
einem Kurs der Sekundarstufe I\ ([19], S. 44) Hier sieht nmadeutlich, dass es zu
diesem Zeitpunkt nicht in Frage kam, diesen Themen eigene tdrrichtseinheiten zu
widmen. Dennoch spannt Floer das ganze Spektrum derelglichkeiten unterrichtli-
cher Umsetzung auf.

Er beschreibt die &ichembergreifenden Mglichkeiten und betont dann nochmals:
+An allen diesen Stellen geht es natlich nicht darum, da der Scheler einige $itze
der angewandten Mathematik lernt, sondern da er eghrt, wie Mathematik bei der
Lesung von Problemen eingesetzt werden kann.\ ([19], S. 44)iéses Zitat erinnert
stark an Freudenthal ([22], S. 76);Ich mechte, da der Schuler nicht angewandte
Mathematik lernt, sondern lernt, wie man Mathematik anwenet.\)

Das dritte Heft von Der Mathematikunterricht zur Graphentheorie [69] erschien
1978. In der Einkhrung zu diesem Heft von Karl-Dieter Klose lesen wir:

.Graphentheoretische Fragestellungen haben seit einigeahien Ein-
gang in die neuere Schulbuchliteratur gefunden. Im Zuge défoderni-
sierung des Mathematikunterrichts konnte die Mathematikatlaktik nicht
achtlos an einer Reihe von Themenkreisen widvergehen, die sich durch
Anwendungsbezogenheit einerseits, durch die Verbindungteressanter
Problemstellungen und anschaulicher Arbeitsweisen an@gseits auszeich-
nen. Insbesondere Grundschullcher wiesen eine #le von Aufgaben aus
der sogenannten Unterhaltungsmathematik auf { zum Unbehag einiger
Lehrer, zur Freude vieler Schler; die Lehrplane gaben ihren Segen dazu.

Die letzten zwei, drei Jahre vergirkten diese Tendenz nicht. Lehr- und
Bildungsplane #ir den Bereich der Grundschule reduzieren zwar erfreuli-
cherweise den Umfang des zu lernenden mathematischen Begppara-
tes, geben nichtklassichen Unterrichtsinhalten aber gtdizeitig nur noch
wenig Raum.\ ([69], S. 3)
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Als einen Grund #ir diesen Sachverhalt sieht Klose das Fehlen von Konzeptearz
Weiterfuhrung der Themen in die Sekundarstufe I. Mehr als dieselb&nagestellun-
gen mit komplizierteren Graphen sei in den meisten Schulbhern nicht zu nden.
Das MU-Heft soll Anregungen #r den Unterricht eber Graphentheorie in den Se-
kundarstufen geben. Die Themen des Hefts sind: Hamiltongchinien; Graphen und
Ordnungen; Netze und Landkarten; Planare Graphen.

In seinem inhaltsreichen Artikel uber Netze und Landkarten betont Karl-Dieter
Klose [46]ahnlich wie Floer (s.0.), dass es nicht nur auf den Sto ankome, sondern
insbesondere auf die bei den Sglern ausgebsten Aktivit aten.

.Eine Grundtendenz der gegemmrtigen Diskussion didaktischer Fra-
gestellungen im Zusammenhang mit einer Reform des Matheriainter-
richts in der Sekundarstufe | scheint es zu sein, keine aligeinen Konzepte
anzubieten. Vielmehr wird versucht, bereits bekannte Untechtsinhalte
in neuer Form didaktisch aufzubereiten oder Mglichkeiten aufzuzeigen,
neue Themenkreise sinnvoll in den seitherigen Sto kanonrzubauen. Es
wird infolgedessen darauf zu achten sein, nicht grunaizlich all das zu
elbernehmen, was prinzipiell lehrbar ist. Mathematikuntericht erhalt seine
Begrundung nicht allein aus den Sto nhalten, die er bewmhrt; ausgebste
Eigenaktivitaten der Schuler stellen sicher ein brauchbares Auswahlkri-
terium dar. Unter diesem Aspekt sollen die Vorschbe dieses Aufsatzes
angesehen werden: als egliche, dem Alter der Schiler angemessene Fra-
gestellungen, nicht aber als Empfehlungeruf einen verbindlichen Sto -
kanon.\ ([46], S. 53)

Zudem nimmt er nochmals Bezug darauf, dass Graphentheorialhg mit Unter-
haltungsmathematik gleichgesetzt wird. Er verweist ganzragmatisch auf den mo-
tivatorischen Vorteil und zeigt auf, dass ausgehend von sben Aufgabenstellungen
mathematisch in die Tiefe gegangen werden kanpDabei wird sich zeigen, da
bekannte Probleme der sogenannten ,Unterhaltungsmathetiia in einem allgemei-
neren Rahmen behandelt werdeneinen. Fragestellungen dieser Art als zu ,unwis-
senschaftlich™ abzulehnen, scheint wenig veestdlich: lieber ein Lehrer, der seine
Schuler unterhalt, als einer, der sie langweilt, wozu der Mathematikunteicht ja
hinreichend Gelegenheit bietet\ ([46], S. 53)

Ein kleiner, der Thematik der optimalen Wege gewidmeter Arkel von Peter Bap-
tist [6] in Praxis der Mathematikvon 1979 zeigt ein Bsungsverfahren, das zwethst
direkt am Graphen erklrt wird, und das dann, mit dem Hinweis auf die Anwen-
dungspraxis, so modi ziert wird, dass es direkt auf die zuggerige Entfernungsma-
trix angewandt werden kann. Der Artikel beschreibt bewusshur die Inhalte, soll
als Anregung zur Behandlung im Unterricht (Empfehlung ab Kdsse 9) verstanden
werden. Interessant ist der folgende Kommentar, der zweler zeigt. Zum einen das
Bewusstsein, dass Anwendungen im Mathematikunterricht b¥iel zu schnell hinter
zu schwieriger Mathematik verschwinden, und zum anderenedidem Sto inne-
wohnende Mglichkeit, die Begri e handelnd zu erschlie en.,Um das vorhandene
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Interesse vieler Sahler an der Angewandten Mathematik zu erhalten, aber auchnu
die Schuler nicht mit Theorie zu uberfordern, emp ehlt es sich, von konkreten Bei-
spielen auszugehen und daran schrittweise die zuwdung des Problems notwendigen
Begri e und Sachverhalte zu emutern\ ([6], S. 99) Dieser kleine, fast unscheinba-
re Artikel markiert innerhalb der hier untersuchten Thematk einen Wendepunkt
hin zur Verbindung von mathematischen Themen mit informaschem Denken (und
damit auch naturgena einem eher prozessorientierten Denken).

Es ist den Quellen deutlich anzumerken, dass die 70er Jahieeegrundlegende Neu-
orientierung der Mathematikdidaktik mit sich brachten. Wahrend in den frhen Ar-
tikeln zum Teil noch der bourbakistische Geist zu spren ist, lasst die logizistische
Betrachtungsweise immer mehr nach und macht Platzif Unterrichtsvorschiage,
die sich starker an entdeckende, problemorientierte oder genetiscKenzepte anleh-
nen. Bereits 1978 konnte festgestellt werden, dass unter Mamatikdidaktikern eine
deutliche Einigkeit dareber bestehe, da der stark logizistisch orientierte Ansatz,
der in den Rahmenrichtlinien von 1968 zum Ausdruck kommt, e Fehlentwicklung
warl\ ([11], S. 250)

Bevor wir unseren Blick auf die 80er und 90er Jahre werfen,ndiim nachsten Absatz
ein Artikel von Heinrich Winter vorgestellt, der aus versciedenen Geinden ,au er
Konkurrenz\ in dieser Studie bercksichtigt wird.

2.2 Der Ansatz von Heinrich Winter (1971)

An eher unvermutetem Ort ndet man bereits 1971 einen Reichim von Ideen und
konkreten Vorschigen #ir die Schule. Der Artikel,, Geometrisches Vorspiel im Ma-
thematikunterricht der Grundschule\ von Heinrich Winter [87] schagt Graphen-
theorie und kombinatorische Optimierung ér den neu zu etablierenden Geometrie-
unterricht in der Grundschule vor.

Zur Begreandung far Geometrieunterricht in der Grundschule betont er den eren

Zusammenhang von Raum und Geist ([87], S. 49)Ver denkt, dergehtgeistigeWe-

ge handeltim Raum, wirklich oder in der Vorstellung.\ Weiter betont er die Aufgabe
des Geometrieunterrichts, die Umwelt erschlie en zu helfie das Erfassen von For-
men und deren aumlichen Beziehungen und Gesetarigkeiten. Weitere Aufgaben

sind die Entfaltung der Gre enbereiche und die P ege und Weiterentwicklung der
Kreativit at.

.Die Bemelhungen zur Erhaltung und Steigerung der Kreativiat, zu denen es sicher
keinen Erfolgsalgorithmus geben kann, sind an sich an kemmbestimmten Sto ge-
bunden. Jede Gelegenheit sollte wahrgenommen werden, dibefer zum Entdecken,
Finden und Er nden zu veranlassen. Geometrische Fragedteigen scheinen sich je-
doch in besonderer Weise zu eignen, weil sich einmal Probtellungen geradezu
von selbst aufdangen, zweitens bsungen sich letztlich experimentell verfolgen las-
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sen und schlie lich in der Regel nur geringes Vorwissen varsgesetzt werden mu .\
([87], S. 49) Dawmber hinaus fordert er von diesem Unterricht eine Problem-nd
Handlungsorientierung.

Unter dem Stichwort ,Spiele und konkretes Material zeigt er die Bedeutung ent-
deckenden und selber handelnden Lernens apDie Schuler sollten die Chance er-
halten, raumliche Kon gurationen nach mehr oder weniger engen Spieyeln herzu-
stellen, zu variieren, weiterzuspielen. Sie sollten ermgt werden, neue Spielregeln
zu er nden, neue Regeln abzuleiten usf. Dazu betigt man Material, und zwar fer
die Hand jedes einzelnen Kindes [...]. Warum gegen nicht die wirklichen Dinge
der Umwelt, die man doch auch sieht? Das strukturierbare Matial in der Hand der
Schuler vereinfacht die umweltlichen Situationen, erlaubt dder unbegrenzte Varia-
tionen, die praktisch durchgedihrt werden kennen, und erleichtert damit auch das
Hinausschreiteneber das Praktische. Nicht Betrachten, sondern Handeln exert
Denken. Eine betrachtete Figur ist nur &ir denjenigen ausbeutungshig, der vorher
passende Handlungen selbst durchgespielt hat\ ([87], SL)5

Als letzten didaktischen Gesichtspunkt nennt er da&Jberschreiten der praktischen
Erfahrung. ,Handlungen bleiben stumm, wenn sie nicht strukturiertpberheht, ins
Innere” fortgesetzt werden.\ (S. 51) Dies@®berschreitung der praktischen Erfah-
rung geschieht durch das Nachdenkember Fragen wie,Ist das immer so?\ ,Was
wird geschehen, wenn wir...?\,,Die Notwendigkeit zu Festsetzungen (Axiomen)
ergibt sich erst dann, wenn die Empirie am Ende ist. Das hei &ber, da man das
empirisch-experimentelle Stadium erst durchlaufen mu . Bs heit aber nicht, da
man jahrelang nur empirisch arbeitet, dann sozusagen ein&chlu strich zieht und
axiomatisch neu beginnt\ ([87], S. 52)

Mit diesen Voreberlegungen, die umfassende Zielerfden Mathematikunterricht im
Allgemeinen aufspannen, bereitet er eine Sammlung von Aaftgenbeispielen vor.

Die Beispiele &ir geometrisches Arbeiten in der Grundschule sind dann eitiberra-
schung: Gebiete (u.a. Gebiete aus geschlossenen Linien dwekifarbbarkeit, P a-
sterungen, Farben), Netze (u. a. Wege, Isomorphie, Eulergraphen und -9& Anzahl
der ungeraden Knoten, Hamiltonkreise, Bume, gerichtete Graphen). Alles mit zum
Entdecken anregenden Fragen.

Der Artikel von Heinrich Winter ist in verschiedener Hinsitit interessant. Im Gegen-
satz zu allen anderen Artikeln aus den 70er Jahren nimmt Wiat Graphentheorie
und kombinatorische Optimierung ganz ungeniert als Themésld zur kreativen Aus-
einandersetzung mit Mathematik. Er verzichtet in diesem Afsatz auf strenge ma-
thematische De nitionen und Satze und formuliert stattdessen kleine Aufgabenstel-
lungen, die spielerisch und handelnd an die zentralen Fraggellungen heranéihren,
wie etwa diese;, Versuche ein Netz zu zeichnen, dasne (und nicht mehr) ungerade
Ecke hat\ ([87], S. 61). Er arbeitet in seinen Aufgabenstiingen auch algorithmi-
sche Aspekte heraus, breitet auf wenigen Seiten kondens@en ganzen Themenka-
non aus.
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Weiter unterscheidet sich seine Herangehensweise von der dnderen Autoren die-
ser Zeit dadurch, dass er sowohl konkret unterrichtspralgche Hilfen gibt, als auch
sich klar zu Methodik au ert, die diesem Sto eigentlich schon innewohnt: problen-

orientiertes, entdeckendes, kreativ-forschendes Arbeit. Vermutlich liegt dieser Un-
terschied darin begendet, dass Winteruber Unterricht in der Grundschule schreibt.
In diesem Bereich begann man schon vieletner als in der Gymnasialdidaktik we-
niger wissenschaftsorientiert und dair verstarkt methodenorientiert zu arbeiten.

Der Artikel weist weit eber die 70er Jahre hinaus. Es gibt durchaus einige Auto-
ren, die auf diesen Artikel verweisen (z.B. [8]). Es wurde dech anscheinend nie
ernsthaft in Erwagung gezogen, dieses Konzept in dietreren Schulstufen zu trans-
ferieren. Vermutlich passte die spielerisch-experimetige Herangehensweise nicht in
die damals aktuelle Gymnasialdidaktik. Htte Winter eber Gymnasialunterricht zu
denselben Themen geschrieben,ave die heutige Ausgangslage unter Uneshden
eine andere.

2.3 Die 1980er und 1990er Jahre

Die Einordnung von Graphentheorie und kombinatorischer Gpmierung verschiebt
sich in den folgenden Jahrzehnten noch weiter. Man ndet dientsprechenden Arti-
kel nicht mehr unter , Topologie\ oder,Graphentheorie\, sondern in Themenheften
mit den Titeln ,Extremwertprobleme\, ,Optimieren\, ,,Kombinatorik\ oder , Fol-
gen\. Das zeigt, dass die Thematik nun viel strker an ihren Anwendungsaspekt
angebunden wird und damit nochmals deutlich attraktiver éir Unterricht sein kann.

Nachdem schon Ende der 70er Jahre erste Vorspé zur Behandlung von Gra-
phenalgorithmen aufgetaucht sind, werden sie nun zum fest®estandteil der mei-
sten Unterrichtsvorschiige. Auch Laufzeitbetrachtungen kommen ins Spiel, so dass
sich die technische und fachliche Entwicklung auch in der Werrichtsentwicklung
niederschagt.

Schon der Titel des Artikels,,Das Problem der verschneiten Stra en { minimale
Geruste\ von Kie wetter und Rosenkranz [43] in Der Mathematikunterricht von

1982 zeigt in aller Deutlichkeit, dass von der Anwendung agshend Mathematik

erarbeitet werden soll. Der Artikel enthalt die Beschreibung einer Unterrichtsein-
heit, die auf verschiedenen Schulstufen und Niveaus dur@fghrt wurde. Zu Beginn

machen die Autoren die Feststellung, dass graphentheosthe Probleme sich in der
Schule zunehmender Beliebtheit erfreuen. Als @&nde werden angegeben:

1. Mathematisierbarkeit
(.Durch die Anwendungen auf neuartige Praxisfelder kann diegistungsthigkeit
der Mathematik im Erfahrungsbereich der Sdhler in einem Umfang gezeigt
werden, der sonst im Mathematikunterricht kaum neglich ist\ ([43], S. 5)),

2. Algorithmisierbarkeit,
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3. leichte Zuganglichkeit
(wenig Vorkenntnisse, eingngige Darstellungen, digim Vollzuge des Seh-Aktes
bereits strukturiert werden\ ([43], S. 6)),

4. Initiieren problemlosenden Verhaltens
(Anregung der Kreativitat durch die Meglichkeit ,gleichzeitig auf ,quasienak-
tiven’, ikonischen und symbolischen Ebenen arbeiten zetnen\ ([43], S. 6)).

Der letzte Punkt, bei Bigalke z.B. unter ,Anschaulichkeitt zu nden, wird hier
zum ersten Mal so pagnant formuliert. Dies zeigt, dass der Fokus sich seit der
Uberbetonung der Axiomatik in den vorhergehenden Jahren mahmend mehr auf
Schelertatigkeiten und Lern- und Erkenntnisprozesse richtet. Es wd dafer pladiert,
keine Fachbegri e vorzugeben, da sie den Anschauungszusaemhang verfremden
kennen und das Problendseverhalten abschachen. Vom Lehrer festgelegte Begri e
kennen suggerieren, dass nicht eigene Kreatigtterwartet wird, sondern das Nach-
vollziehen eines vom Lehrer von vornherein festgelegtenefin-)Weges.

Viele Erfahrungen aus dem durchgehrten Unterricht ie en in den Artikel ein. Die
Autoren schlagen zur Vertiefung des Versindnisses #ér Konstruktionsalgorithmen
fur minimale Genuste (das sind minimale aufspannendeeiBime) ein Spiel vor, in dem
die eine Gruppe versucht, einen solchen Baum zu bauen und dielere versucht, dies
zu verhindern. Dadurch wird die Konstruktionsstrategie va zwei Seiten beleuchtet
und klarer sichtbar.

Computereinsatz wird als selbstversindlich vorausgesetzt (zu diesem Zeitpunkt gab
es ja bereits Computer an den Schulen) und die Vorstellung dzn als methodisches
Hilfsmittel eingesetzt., Oft sind bereits Ansatze zu e ektiven Algorithmen vorhan-
den, die allerdings nur auf der Handlungsebene vegbar sind. In diesem Fall bringt
{ neben der Diskussion unter den Seallern { der Auftrag eine wesentliche Hilfe,
die Verfahren so genau zu beschreiben, da sie vom Computearrdngekihrt werden
kennenl\ ([43], S. 3),Es geht darum, die Verfahren so eindeutig zu formulieren,
da ohne gre eren Aufwand ein Programm geschrieben werden kann\ ([43S. 14)
Die Autoren geben Basic-Programmeef die von ihnen vorgeschlagenen Algorith-
men an. Die Verbindung von Mathematik und Informatik erschiat hier als ganz
selbstversandlich (obwohl sie es bis heute in der Unterrichtspraxis cint ist). Ein
fur Scheler verstandlicher Korrektheitsbeweis, den die Autoren eigensif den Un-
terricht erarbeitet haben, rundet den Artikel ab.

Auch noch 1983 wird konstatiert, dass es an Unterrichtseiiaungeneber Kombina-

torik (der man die kombinatorische Optimierung auch zureamen kann) fehle. Liegt
es evtl. daran, dass die Graphentheorie in den 70er Jahrenganz anderen mathe-
matischen Fachgebieten angesiedelt wurde und daher die zid®il sehr reichhaltigen
Vorschlage hier nicht wahrgenommen wurden?
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.Im Gegensatz zu etablierten Unterrichtsthemen der Sekundsufe I,
wie etwa der Analysis, aber auch der Stochastik, gibt es in dé&om-
binatorik als eigensaindigem Unterrichtsgegenstand keine Lehrtradition.
Daher erscheinen uns Versuche, deber erste Vorschige wesentlich hin-
ausgehen oder gar bis zu einer didaktischen Analyse reicherrfreht.\
(Danckwerts/Deuber/Vogel [16], S. 14{15)

Diese &tze stehen in der Einhrung zu einem Themenheft,Kombinatorik\ der
Zeitschrift Der Mathematikunterricht von 1983. In diesem Heft werden verschie-
dene Aspekte der Kombinatorik ausfhrlich beleuchtet und insbesondere auch der
algorithmische Aspekt hervorgehoben (Bovermann/Danckwis/Vogel [12]). Dort
werden auch einige Beispiele aus der kombinatorischen Qpierung vorgestellt,
inklusive Algorithmen, Korrektheitsbeweisen und Laufzéabschatzungen. Die Her-
ausgeber verbinden mit dem Erscheinen des Hefts gro e Ho ngen bezglich der
Durchschlags- undtberzeugungskraft der Themen undiben dabei eine leise Kritik
an traditionsverhafteten Curricula: , Wir weinschen uns, da dieses Heft giber Anre-
gungen hinaus { manches allzu Selbstveestdliche im Sto kanon des Gymnasiums
in Bedrangnis bringt\ (Danckwerts/Deuber/Vogel [16], S. 15)

Nach den uns zugnglichen Quellen zu schlie en wurde es in den darau olgerd
Jahren sehr ruhig um die diskrete Mathematik in der Schule.

Ein kleiner Artikel von Nigel Green [26] zur Graphentheorieerschien 1997 invia-
thematik lehren der allerdings die konkrete Anbindung an Anwendungssittia-
nen vermissen dsst und nur einen kleinen Ausblick in das britische Curridum
geben soll. Diskrete Mathematik ist in der Oberstufe festeBestandteil der briti-
schen Lehrpane. Dabei wird auch die kombinatorische Optimierung backsichtigt.
Green gibt Beispiele aus der Unterrichtspraxis, sogar mitiheitsmaterialien, bleibt
aber (vermutlich auch aus Platzmangel) ganz auf der grapheéreoretischen Ebene.
Die ,Anwendungsbeispiele\ sind sehr stark veskzt und didaktisch zurechtgestutzt.
Kerzeste Wege, Minimale aufspannendesiBme, das Problem des Handelsreisenden
und das chinesische Postbotenproblem werden an ein und dethen Graphen er-
forscht. Dadurch wird nicht genug deutlich, wie sehr das Fagebiet aus der Anwen-
dung sclepft und somit bleibt das didaktische Potenzial eher verbgen.

Ebenfalls 1997 inMathematik lehrenim Themenheft, Optimieren\ erschien ein Ar-
tikel von Jager und Schupp [41¥ber das Problem des Handlungsreisenden. Die Pro-
blemstellung entfaltet sich anhand der Geschichte eines Xidvertreters, der zuneh-
mend mehr Sadte besuchen muss. Seine Tochter hilft ihm dabei, gute Rurgisen zu
nden. Sie bemerken, dass der Computer schon bei nicht allzelen Swdten recht
lange braucht, und entwickeln verschiedene Heuristikenalfzeitbetrachtungen wer-
den mit einbezogen, Mchster-Nachbar und verschiedene Verbesserungsheukesti
vorgestellt. Die Praxisrelevanz wird in ein paar Beispieteerwahnt, der Unterrichts-
vorschlag bleibt aber bei dem Beispiel des Handlungsreisiem aus der Geschichte.

32



2. Historisches

In einem ganz anderen Kontext ndet sich 1999 noch ein Artikezu minimalen
aufspannenden Bumen von Gunter Malle [59]. Gesucht wird ein neglichst kurzes
Wegenetz zwischen sechs Forschungsstationen. Bedt erst mit kleinen Graphen
experimentieren und spricht dann das Zeitproblem bei enumragiven Verfahren an.
Dann erklart er den Algorithmus von Kruskal und beweist dessen Korréheit mit
einem Widerspruchsbeweis. Er interpretiert den Algorithms als Konstruktionsvor-
schrift fer eine Folge von Objekten, die dem gesuchten Ergebnis immaaher kom-
men.

2.4 Jungste Entwicklung und Ausblick

Seit Beginn des neuen Jahrtausends hat sich das Blatt gewehdSchon nach der
TIMS-Studie und spatestens nach dem Bekanntwerden der Ergebnisse der ersten
PISA-Studie wurde (wieder einmal) in Deutschland der Ruf nzh einer Neuorientie-
rung des Mathematikunterrichts lauter. Die Zielsetzung de Mathematikunterrichts
veranderte sich (siehe auch Kapitel 1) und das Interesse an naughemen, die zur
Verwirklichung dieser Ziele beitragen &nnen, wuchs. Die von den neugrBildungs-
standards im Fach Mathematik &ir den Mittleren Schulabschluss\ ([75]) geforderte
Kompetenzorientierung des Mathematikunterrichts ey net den Weg ferr neue, eben
diese Kompetenzenerdernde Themen. Die kombinatorische Optimierung zeichhe
sich durch eine ideale Kombination von didaktischen Eigedsaften aus (siehe Ka-
pitel 5) und reickt dadurch erneut und nachdecklicher als zuvor in den Blickwinkel
der Schulmathematik.

Fur den neuen,Boom\ der diskreten Mathematik und speziell der kombinataschen
Optimierung war nicht nur die politische Entwicklung verarnwortlich, sondern auch
die rasante Weiterentwicklung des Fachgebietes und sein®nwendungen. Der heu-
tige riesige Fundus an interessanten und alltagsrelevant&nwendungen stand beim
ersten Aufkommen der Graphentheoriestr den Unterricht noch nicht zur Verfagung.
Er verhilft den heutigen Bestrebungen, kombinatorische Qpnierung in die Schule
zu bringen, zu vermehrter Beachtung.

In den USA ist die diskrete Mathematik schon viel sirker als in Deutschland in

den Curricula verankert. Ursache dafr ist, dass in den NCTM-Standards von 1989
diskrete Mathematik als eigener Standard vertreten ist. Irden NCTM-Standards

von 2000 gibt es diesen eigenen Standard nicht mehr, aber deoh ein klares Votum

fur diskrete Schulmathematik (NCTM 2000, S. 31, zit. nach [14S. 7):

JAls ein lebendiger Zweig gegeraatiger Mathematik, der vielfach in
Wirtschaft und Industrie benutzt wird, sollte diskrete Mathematik ein
zentraler Teil der Schulmathematik sein.\

Diese Haltung gegember der diskreten Mathematik schagt sich in vielen US-ameri-

kanischen Curricula nieder und hat auch in Deutschland Auferksamkeit geweckt
(z.B. durch die Beicher ,Discrete Mathematics in the schools\ [67] und,Discrete
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Mathematics across the Curriculum\ [42]). Eine mit unserenAnsatz vergleichbare
Herangehensweise, kombinatorische Optimierung problerand anwendungsorien-
tiert und unter Betonung der algorithmischen Seite in den Uterricht zu bringen,
ndet sich dort allerdings unter den uns zu@nglichen Materialien derzeit nicht.
Insgesamt ist der konkrete Ein uss der US-amerikanischendfzepte auf deutsche
Curricula trotz der Einfuhrung von nach amerikanischem Vorbild entwickelten bun-
desdeutschen Bildungsstandards sehr gering.

Der in den letzten Jahren durch dasMatheon © -Projekt , Diskrete Mathematik fur
die Schule\ (gebrdert von der Volkswagenstiftung, Prof. Dr. Martin Gmetschel, Bri-
gitte Lutz-Westphal) bundesweit propagierte Vorschlag, &mbinatorische Optimie-
rung in der Schule zu unterrichten, s t auf breites Interesse in der Lehrerschaft. Al-
lerdings ist die Verankerung in den Lehrgnen eine wichtige Voraussetzungf eine
dauerhafte Umsetzung im Unterrichtsalltag. Momentan wereh an vielen Orten Klei-
ne Unterrichtsprojekte zur kombinatorischen Optimierungdurchgetihrt, was jedoch
immer vom eberdurchschnittichen Engagement einzelner Lehr&fte abhangt und
somit noch keine langfristige Etablierung der Themen im Usetrricht gewahrleistet.

In Berlin und Hamburg ist die Aufnahme in Wahl- bzw. sogar Walp ichtbereiche
der Lehrplane gelungen (Sekundarstufe | Berlin [76], gym. Oberstufeabhburg [21],
8-jahriges Gymnasium Hamburg [20]), so dass die kommenden Jalzeigen werden,
wie gro die Akzeptanz und das Umsetzungsveragen seitens der Lehrerschaft sind.
Die Neugestaltung der Lehrgne aller Bundeghnder nach dem Inkrafttreten der
bundesweit verbindlichen Bildungsstandards [75] ist nochicht abgeschlossen, so
dass eine endgltige bundesweite Bestandsaufnahme zum jetzigen Zeitpkin(Mai
2006) noch nicht gemacht werden kann.

Da diskrete Mathematik in der Ausbildung von Mathematik-Léramtsstudierenden
nach wie vor eine untergeordnete Rolle spielt, bedarf es &um Zukunft noch ei-
nes gme eren Einsatzes, um die Themen unter Lehrern bekannt zu mhaen und
Hilfen bei der Unterrichtsvorbereitung und -planung zu geén. Die beiden Projek-
te des Berliner DFG-ForschungszentrumMatheon |, Diskrete Mathematik fer die
Schule\ und \Visualisierung von Algorithmen\ (Prof. Dr. Ul rich Kortenkamp, An-
ne Geschke, Brigitte Lutz-Westphal, Dirk Materlik) arbeiten in Berlin, aber auch
im Bundesgebiet intensiv an dieser Aufgabe. Im Rahmen des aten Projektes
wurde auf der Basis einer dynamischen Geometriesoftware temichtssoftware zur
kombinatorischen Optimierung entwickelt. Verschiedene i@jekte im Rahmen der
Lehrerausbildung gab und gibt es u.a. an dene&@lagogischen Hochschulen in Frei-
burg und Karlsruhe und an der Universiat Dortmund (Prof. Dr. Stephan Hu mann
und Prof. Dr. Timo Leuders).

Ein Vorurteil von einigen Lehrern gegember kombinatorischer Optimierung, dem
man immer wieder begegnet, ist der Glaube, dass es sich dalmai Informatik han-
delt. Viele der Lehrer, die Graphentheorie und ihre Anwendwgen unterrichten, sind
auch Informatiklehrer. Sie kennen und satzen die algorithmische Seite der diskre-

6DFG-Forschungszentrum Matheon ,Mathematik f wr Schlusseltechnologien\, Berlin
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ten Mathematik und fethlen sich im Umgang mit einfachen Graphenalgorithmen wie
Breitensuche, Tiefensuche oder Algorithmus von Dijkstraicher. Genau aus dem-
selben Grund aber lehnen einige von ihnen die Behandlung ske Themen im Ma-
thematikunterricht ab, weil sie dabei vor allem an Algorithmen und den Gebrauch
von Programmiersprachen denken und die Thematik nicht dem &thematikunter-
richt zuordnen. Hier werden die neuen Unterrichtsmateriggn helfen lennen, die
aufzeigen, wieviel Mathematik mit den Themen betrieben wden kann.

Zur Unterstutzung der unterrichtlichen Umsetzung gibt es einige Verentlichungen
aus den letzten Jahren. Im Jahr 2001 erschieias Geheimnis des#rzesten Weges\,
ein Sachbuch é@r Jugendliche von Peter Gritzmann und Rere Brandenberg [3.
Es richtet sich an Jugendliche ab etwa 15 Jahren und behantelinen ahnlichen
Themenkanon wie unser Projekt. Mit dem Erscheinen des Buch&urde ein Popu-
larit atsschub #ir die kombinatorische Optimierung ausgelst, auch unter Lehrern,
da das Buch dem Vernehmen nach haupishlich von Erwachsenen gelesen wird. Es
werden die Inhalte in versandlicher Form dargelegt und Anwendungen gezeigt, aber
{ entsprechend der Zielgruppe { keine Hinweise zum Unterhit uber die Themen
gegeben. Dennoch eignet es sich gut als Inhalts- und Matdse@mmlung #ir die Un-
terrichtsvorbereitung. Unter der Leitung von Prof. Dr. Peer Gritzmann fehrt die
TU Menchen Lehrerfortbildungen zur kombinatorischen Optimieing durch.

Das u.a. aus dem Projekt,Diskrete Mathematik fur die Schule\ hervorgegange-
ne Buch, Kombinatorische Optimierung erleben\ [38], das 2006 erseimt, versucht
diese leicke zu tllen. Es versteht sich in erster Linie als Lehrbuchef Lehrerin-
nen und Lehrer und nimmt eine auf aktiver Mitarbeit der Leseschaft beruhende
unterrichtspraktische Perspektive ein. Mehr dazu in Kapgl 8.

Aus dem Bonner Forschungsinstitut éir Diskrete Mathematik gibt es eine &r den
Unterricht sehr gut geeignete CD-ROM, Arithmeum\ [1], die zu den klassischen
Themen der kombinatorischen Optimierung allgemeinvemshdliche Einfehrungen
und Anwendungsbeispiele gibt.

Bereits vor dem Start unseres Projektes bearbeitete Andre&chuster (irzburg)
Themen der kombinatorischen Optimierung sfr den Unterricht. Er fehrte Unter-
richtsversuche mit Projektarbeit zu verschiedenen Wegepblemen durch und wer-
tete die Videoaufzeichnungen im Rahmen seiner Habilitatio(2004) [74] aus. Die
Doktorarbeit von Hilde Kletzl (2002) [45] gibt einentberblick eber esterreichische
Curricula und das Vorkommen von (eher informatisch oriengirten) Unterrichtsein-
heiten zu Daten- und Beziehungsstrukturen.

Einige Berliner Wissenschaftler sprachen sich 2003 in deBerliner Thesen zum
Mathematikunterricht\ [4] u. a. f ur die Einfuhrung von Kombinatorik und kombina-
torischer Optimierung in die Lehrpkne aus. Es folgten weitere Artikel der Autorin
eiber Konzepte und Erfahrungen mit kombinatorischer Optingrung in der Schule
([50], [51], [52], [54], mit Geschke, Kortenkamp, Materlilf24]).
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Im April 2005 erschien ein Heft vonMathematik lehreneber Diskrete Mathematik
mit Artikeln wuber minimale aufspannende Bume (Gritzmann/Brandenberg [13])
und wber das lerzeste-Wege-Problem (Lutz-Westphal [53]). Regina Brudeund
Hans-Georg Weigand zeigen im Basisartikel auf, dass diekdieste Mathematik unter
verschiedenen Gesichtspunkten modernen Anforderungen @en Mathematikunter-
richt gerecht werden kann ([14], S. 6),In neuerer Zeit wird nun im Zusammenhang
mit dem Einsatz neuer Technologien gefordert, den ,algohninischen Strang’, sowie
die Leitlinien ,Optimieren” und ,Algorithmisieren” sowohim Mathematik- als auch
im Informatikunterricht st arker herauszustellen. Hier bieten sich viele Beispielesau
der diskreten Mathematik an.\

Weitere Unterrichtsmaterialien wurden bereits bei Lehrdortbildungen eingesetzt
und sind zum Teil im Internet verfugbar (Webseiten derMatheon -Projekte G5
und G6). Die Vemw entlichung in Printmedien ist in Planung.

2.5 Resumee

Die von uns gewhlten Themen sind nicht wirklich neu #r die Schule. Bereits
in den frehen 1970er Jahren wurde von einigen Mathematikdidaktikerdas hohe
methodisch-didaktische Potenzial des Sto es erkannt. Imrppadeutischen Geome-
trieunterricht der Grundschule wurden einige Aspekte der aphentheorie behan-
delt, aber o ensichtlich wurde der Brickenschlag zur Oberschule nie richtig getigt.
Das geht aus den Quellen hervor. In den 1980er und 1990er Jahwar das Interesse
an den Themen nicht sehr gro und erst im neuen Jahrtausendeaghst das Interesse
wieder.

Warum ist dieser Themenkomplex trotz seiner #th erkannten Eignung #r das Ma-
thematiklernen nicht schon eher sirker beachtet worden? Aus heutiger Sicht kann
man vermuten, dass zwei wesentliche Aspekte dazu giaft haben. Die 1970er Jahre
waren von der Diskussioruber die sogenannte Strukturmathematik gemgt. O en-
bar haben die Reformen, die durch die Rahmenrichtlinien val®68 angeregt wurden,
das Interesse an der Graphentheorie sogar befert, da topologische Themen in das
Blickfeld gerieten und in diesem Rahmen auch die Graphenthiee behandelt wer-
den konnte. Genau dieser Kontext aber énnte ein Hindernis #r die Einfehrung
graphentheoretischer Unterrichtseinheiten in der Schulgewesen sein. Der Graphen-
theorie wurde zumchst vielfach mit Misstrauen begegnet, wie insbesonderasaso
manchen einéihrenden Worten zu Artikeln oder Themenheften herauszules ist,
weil sie ebenso wie die Mengenlehre alshoderne Mathematik\ galt und trotz ih-
rer hohen Anschaulichkeit auch rein abstrakt behandelt wden kann (wovon einige
weitere, hier nicht mher analysierte Artikel zeugen).

Der zweite Aspekt ist der, dass die Graphentheorie und diedchals in der Schulma-

thematik noch nicht so benannte) kombinatorische Optimiamg wechselnden mathe-
matischen Gebieten zugeordnet wurden. Zeachst erschienen sie unter dem Stich-
wort Topologie und in der Grundschule sogar im Rahmen der Geetrie. Spater
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wurden sie unter Kombinatorik eingereiht und nagéirlich auch unter Informatik. So
konnten die Themen, so stellt es sich jedenfalls aus heutiggicht dar, keinen festen
Platz im Schulcurriculum nden.

Eine weitere Vermutung ist, dass die Anbindung an klassisehThemen des Ma-
thematikunterrichts fehlte (was auch heute gelegentlichrikisiert wird). Topologie
und Kombinatorik waren ja ebenfalls @ér die Schule neue, moderne Themengebiete.
Andererseits gab es wohl auch keinen Platz im Lehrplamif einen eigensindigen
Themenbereich. Des weiteren waren Wegeprobleme auf Graphmder z. B. kombi-
natorische Fragestellungen aus der sogenannten Unterhaigsmathematik bekannt,
so dass die mathematische Tiefe und die didaktische Tragteeder Graphentheo-
rie von vielen nicht erkannt wurde. So scheint es, als ob dieh&@men buchsablich
.Zwischen die Sihle\ gerutscht seien.

In den vergangenen Jahren gab es intensive Behungen, die kombinatorische Opti-
mierung im Schulunterricht besser zu verankern. Unterritckmaterialien, Beicher und
Lehrerfortbildungen zeugen von der versrkten Aktivit at, die insbesondere von den
zwei Berliner Matheon -Projekten ausging. Das Inkrafttreten der Bildungsstan-
dards in Deutschland im Jahr 2003 vermehrte das Interesse bimterrichtsinhalten,
die besonders geeignet sind, prozessbezogene und mathecia Kompetenzen zu
fordern. Die kombinatorische Optimierung bietet hier viel&Chancen. Hinzu kommt,
dass die Fortentwicklung des immer noch jungen Fachgebisténsbesondere neue
schulgeeignete Anwendungen hervorgebracht hat. In Berlumd Hamburg wurden
bereits entsprechende Themen in die Wahl(p icht)bereichder neuen Lehrphne auf-
genommen. Die weitere Entwicklung bleibt abzuwarten.
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3 Typisch diskret - Was macht diskretes Arbeiten aus?
Beispiele aus Kombinatorik und kombinatorischer
Optimierung

Was zeichnet das Arbeiten mit diskreten Objekten aus? In diem Kapitel werden
elementare diskrete Methoden analysiert, um herauszuaiten, welche Tatigkeiten

charakteristisch #ir diskretes Arbeiten sind. Dabei dienen schulrelevante Bpie-

le aus der Kombinatorik, kombinatorischen Optimierung undGraphentheorie als
Grundlage. Im Rahmen der didaktischer®berlegungen zur kombinatorischen Opti-
mierung in Kapitel 5 werden die Ergebnisse dieser Analyseasler aufgegri en um

daraus Konsequenzereif den Unterricht zu ziehen.

Zunachst einmal die Frage: Was bedeutetdiskret\? Der Fremdwerterduden ([90],
S. 190) hat zu, diskret\ folgenden Eintrag:

.1.a) so unau allig behandelt, ausgefhrt 0. &. da es von den anderen
kaum od. gar nicht bemerkt wird; vertraulich; b) taktvoll, recksichtsvoll;
Ggs. ! indiskret. 2.a) (von sprachlichen Einheiten) abgegrenztabge-
trennt, abgrenzbar, z.B. durch Substitution (Sprachw.); b in einzelne
Punkte zerfallend, vereinzelt, abghlbar (bezogen auf eine Folge von Er-
eignissen od. Symbolen; Techn.);\

Die De nition 2b) trit am ehesten die Bedeutung des Adjektives in der Mathe-
matik. Diskrete Objekte sind klar voneinander getrennt. Ggenstand der diskreten
Mathematik sind endliche (gelegentlich auch alshlbar unendliche) Mengen und ihre
Strukturen. Das Gegenteil von,diskret\ ist , kontinuierlich\. Der Gro teil der Schul-
mathematik ist kontinuierlich, sie beinhaltet beispielswise die klassische Geometrie
mit Strecken und Geraden, auf denen sich unendlich viele Pkte be nden, und
Funktionen, die meist auf kontinuierlichen Mengen de niefr sind. Diskrete Objekte
und Methoden werden jedoch auch an verschiedenen Stellemwendet, z. B. in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, aber meist nur als Hilfsntgl und nie eigensandig.

Matowsek und Nesetil schreiben im ersten Kapitel ihres Buches ([60], S. 7); Was
ist denn nun diskrete Mathematik? So fragt der Leser vielleichticht ganz zu Un-
recht. Das Adjektiv ,diskret” ist hier als Gegensatz zu ,kdimuierlich® gemeint. Die
Objekte der diskreten Mathematik (z.B. die na#irlichen Zahlen) sind klar vonein-
ander getrennt, und [...] [ein jedes] ist von den anderen wohterscheidbar; wir
kennen sie als einzelne ,Individuen” wahrnehmen (so wie dieuBne in einem na-
hen Wald). Im Gegensatz dazu gehen bei einem typischen ,kimutierlichen™ Objekt
(z.B. den reellen Zahlen) die einzelnen Punkte ineinandeber (wie Baume in ei-
nem Wald, von einem hoch iegenden Flugzeug aus gesehen).r\Wennen unsere
Aufmerksamkeit auf einen bestimmten Punkt richten, doch egibt immer ganz nahe
dabei noch viele weitere Punkte, die wir nicht alle zugleichls Individuen wahrneh-
men konnen.\
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Abbildung 1: Die ersten funf Dreieckszahlen

Dieses Voneinander-Getrennt-Sein der einzelnen Elemengrlangt die Verwendung
von speziellen Techniken. Einige solcher Techniken, diaung gebraucht werden und
die sehr elementar sind, wir nennen sigdiskrete Grundtechniken\, werden wir im
nachsten Abschnitt diskutieren. Ziel dabei ist, bewusst zu athen, welche Denk-
und Arbeitsweisen beim Anwenden dieser Grundtechniken zuEinsatz kommen.

3.1 Analyse diskreter Grundtechniken

3.1.1 Zabhlen: klein anfangen und verschiedene Blickwinkel einneh men

Die nachstliegende Grundatigkeit bei der Arbeit mit diskreten Objekten ist das
Zahlen. Objekte, die nicht ineinanderibergehen, sondern voneinander getrennt sind,
kann man abahlen. Selten sind sie einfach in eine Reihenfolge zu bringso dass
man sie dann nur noch der Reihenfolge nach aldden muss. Hwu g werden erst
einmal Muster oder Abahlformeln gebraucht. Eine einfache Alehlfrage ist z. B. wie
gro die n-te Dreieckszahl (siehe Abb. 1) ist. Eine andere Alhlfrage ist die Frage
nach der Anzahl der aufspannendenéiime in vollsendigen Graphen. Eine typische
Vorgehensweise ist, in sehr kleinen Beispielen (hier: diesten Dreieckszahlen bzw.
die Anzahl der aufspannenden @&ume der vollsandigen GraphenK 1, K,, K3, Ky4)
konkret abzumhlen und daraus eine Ab&hlformel zu erschlie en. Die Richtigkeit der
Formel muss dann bewiesen werden, oft durch voléstdige Induktion (mehr dazu
s.u.).

Kleine konkrete Beispiele anzusehen und dabei Muster odelldBingsgesetze zu er-
kennen, kann wie in den Beispielen direkt zu einer Vermutunfgir die Abzahlformel
fuhren.” Ist die Formel nicht so direkt erkennbar oder aber sind die Bspiele zu gro
oder unhandlich, so kann man ein Methode suchen, wie man voimem beliebigen
Beispiel zum rachstgm® eren kommt. Die Anzahl der verschiedenen Rundreisemrf
das asymmetrische TSP (ATSP) auK, kann so ermittelt werden, dass zuechst
der K 3 betrachtet wird. Dort gibt es zwei verschiedene ATSP-Toure Will man nun
die Anzahl der ATSP-Touren auf denK 4 bestimmen, lennen die vorher konstruier-
ten Touren verwendet werden und der neu hinzukommende Knatalort eingekigt
werden. Far diesen vierten Knoten gibt es drei verschiedene édlichkeiten, ihn in
eine Rundreise durch drei Knoten einzefgyen, von denen es zwei gibt. Es ist also
3 2 zurechnen. Ein @infter Knoten kann in jeder dieser 3 2 Rundreisen an jeweils

7Goldin ([25], S.59) spricht in diesem Zusammenhang von der h euristischen Strategie ,modeling the general on
the particulan.
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vier Stellen eingedigt werden, also 4 3 2. Die Konstruktionsvorschrift liefert hier
gleich die Formel: @ 1)! und die Beweisidee (vgl. [30]).

Andere Abzahlprobleme sind nicht so direkt ésbar wie die obigen Beispiele. Manch-
mal hilft es, auf verschiedene Arten abzwhlen und diese Abehlergebnisse zueinan-
der in Beziehung zu setzen. Das ist die Methode des doppelt&inzehlens. Doppeltes
Abzahlen heit, dasselbe Problem aus zwei verschiedenen Pexkfiven zu betrach-
ten.

Ein sehr einfaches Beispiel ist das Handshaking-Lemma, dassagt, dass die Sum-
me aller Knotengrade in einem Graphen gleich der doppeltenn2ahl aller Kanten
dieses Graphen ist. Die Vermutung kann durch das einfach@len der Kanten und
das Ermitteln und Aufsummieren der Knotengrade gefunden waen. Um diese Ver-
mutung zu beweisen, werden die Kantenenden aus zwei versdanen Perspektiven
heraus betrachtet. Einmal werden die Kantenenden vom Knateaus betrachtet: bei
der Ermittlung des Knotengrades eines jeden Knoten. Dann wien die Kantenen-
den von der Kante aus gehlt: jede Kante hat zwei Enden. Diese zwei Ergebnisse
werden nun in Beziehung gesetzt und ergeben hier bereits diebeweisende Aussage.

Tatigkeiten beim Abzahlen diskreter Objekte:

Muster bilden oder erkennen,
ausprobieren und vermuten von Abahlformeln an kleinen Beispielen,
von einem Beispiel aus achstgm® ere Beispiele konstruieren,

aus zwei verschiedenen Richtungen auf das Objekt schauen:
doppelt abahlen.

3.1.2 Beweisen durch Weiterz  ahlen: vollst endige Induktion

Das Voneinander-Getrennt-Sein der Objekte in der diskrateMathematik hat den
Vorteil, dass man sie sich einzeln vornehmen und ansehen kaiuf der anderen
Seite bedeutet das Voneinander-Getrennt-Sein, dass niambedingt von einer loka-
len Beobachtung auf das Ganze (die ganze Menge oder den gan2eaphen z.B.)
geschlossen werden kann.

Hier ndet sich ein deutlicher Gegensatz zur kontinuierliben Mathematik. Im kon-
tinuierlichen Fall betrachtet man eine Stelle und kann damas mindestens auf die
Umgebung schlie en, wenn nicht sogar globale Aussagen manh Beispielsweise
zeigen die Ableitungen in einem Punkt einer di erenzierb@n Funktion, wie der
Verlauf in der Umgebung des Punktes aussieht. Auf dieser Eigschaft beruht die
Taylor-Approximation. Mit Hilfe von Di erentialgleichun gen lassen sich Semungen
modellieren und die Auswirkungen auf das ganze System bédmeen, wenn etwa in
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einem Punkt einzelne Parameter gedert werden. Eine Gerade, die durch zwei
Punkte beschrieben ist, ist in ihrer Gesamtheit dadurch baknt und festgelegt. Der
Schnittpunkt mit einer anderen Geraden oder Ebene (die bate durch Angabe von
drei Punkten vollstandig charakterisiert ist) kann leicht berechnet werden.

In diskreten Objekten hilft das Wisseneber Eigenschaften eines einzelnen Objektes
zunechst nicht, Aussagereber die ganze Menge zu machen. Dj&igenschaft", dass
die vierte Dreieckszahl sich durch 1+2+3+4 = 10 berechnerakst, vererbt sich nicht
automatisch auf die folgenden Zahlen, um auf das Aallbeispiel zurickzukommen.
Wir messten diese Abehlformel eigentlich #r jede einzelne Dreieckszahl neu ve-
ri zieren. An dieser Stelle kommt ein sehr mchtiges Werkzeug zum Tragen: die
vollstandige Induktion.

Die genaue Analyse des Weiteshlschrittes ist der Hauptbestandteil der vollsan-
digen Induktion: Der Schritt von einem Element zu seinem N&folger muss einmal
detailliert vollzogen sein, dann kann die Kettenreaktionrn Gang gesetzt werden und
auf diskrete Weise, amlich Schritt fer Schritt, aber dennoch automatisiert, etwas
lokal Beobachtetes global bewiesen werden.

Eine passende Analogie ist die Vorstellung, dass in einem [i&ede der zu gehen-
de Weg #Ir einen Unkundigen markiert werden soll. Im kontinuierliben Fall rollt

man eine Schnur entlang des Weges aus. Im diskreten Fall musan Dominostei-
ne als Kette aufstellen und dann einen Stein ansto en, der al@st, dass ein Stein
nach dem anderen un#llt und so eben in vielen kleinen Einzelschritten die Di-
stanz uberwunden wird. Dabei kann es durchaus sein, dass der Dowstein, der die
Kettenreaktion in Gang setzt, nicht das kleinste Element debetrachteten Menge ist.

Tatigkeiten bei der vollsendigen Induktion sind:
nden eines (ersten) Elementes mit der gemnschten Eigenschatft,
analysieren des Weitemhlschrittes,

global folgern.

3.1.3 Zuordnen: das Schubfachprinzip

Fur das Finden und Beweisen von Aussagerber Eigenschaften von Objekten wie
etwa, dass in jedem einfachen Graphen stets mindestens zWeabten den gleichen
Knotengrad haben, steht als einfaches und docheohtiges Werkzeug das Schub-
fachprinzip zur Verfagung. Die Idee ist einfach und handlungsorientiert. Die Ben-
schaften (hier die Knotengrade) stellt man sich als Schudther oder einfach Krbe
oder Kasten vor. Die zuzuordnenden Objekte (hier die Knoten) alselle, die in die
Kerbe gelegt werden mssen.
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Zunachst muss man sich damer klarwerden, wieviele rbe esuberhaupt gibt. Das
ist in diesem Beispiel schon der wesentliche Teil dieses frens. Da nur einfache
Graphen betrachtet werden, kann ben Knoten kein Knotengrad teher alsn 1
vorkommen. Kommt der Knotengradn 1 tatsechlich vor, so kann wiederum kein
Knoten vom Grad 0 dabeisein. Gibt es umgekehrt einen Knoteromn Grad 0, so
kann der hechste vorkommende Grad nur nocim 2 sein. Also gibt es bchstens
n 1Kerbe. Aufdiesen 1 Kerbe messen aben Balle (die Knoten) verteilt werden.
Nicht in jeden Korb muss etwas gelegt werden. Wie die Verteihg konkret aussieht,
kann man nun gar nicht sagen, aber man kann den extremen Faktbachten, dass
zunachst in jeden Korb genau ein Ball gelegt wird. Es bleibt ein &l wbrig, der nun
wohl oder embel in einen bereits belegten Korb gelegt werden muss. Undrdit ist
unsere Aussage bewiesen: Man wird in einem einfachen Graplramer mindestens
zwei Knoten gleichen Grades nden. Dagmindestens\ kommt daher, dass, sobald
ein Korb ganz leer bleibt, ein weiterer Ball irgendwo dazud¢ggt werden muss.

Solch ein Beweis ist ein Existenzbeweis, der nur sicher#teflass man die fraglichen
Objekte nden kann. Er gibt keine Anleitung, wie sie gefunde werden lennen.

Ein sehr einpmgsames Beispiel ndet sich bei Lowasz/Pelikan/Vesztegombi ([49],

S. 46). Dort wird bewiesen, dass es mindestens zwei New Yorgibt, die die gleiche

Anzahl von Haaren auf dem Kopf haben. Niemand wird jemals die zwei Personen
aus ndig machen lonnen, aber wir wissen dennoch sicher, dass es sie gibt!

Tatigkeiten beim Schubfachprinzip:
identi zieren von zwei diskreten Mengen,
entscheiden: Wer wird wem zugeordnet (wer ist Korb und wertigall)?

zuordnen.

3.1.4 Sortieren durch paarweises Vergleichen

Eine weitere diskrete Ttigkeit ist das Sortieren von endlichen Mengen. Vorausset
zung datrr ist, dass den Elementen der Menge sogenannt8chkissel zugeordnet
sind, die eine Ordnung besitzen. Diese Seiskel lonnen sehr unterschiedlich aus-
sehen, je nach dem, was das Ziel des Sortiervorgangs ist. Bcher im privaten
Becherregal lonnen etwa nach Autorenalphabet, nach Kaufdatum, nach éhe oder
Dicke oder nach der Farbe des Buchckens sortiert werden. kir die Tatigkeit des
Sortierens spielt es keine Rolle, nach welchem Kriterium gelnet werden soll.

Beim Algorithmus von Kruskal wird von den verkigbaren Kanten jeweils eine mit
dem geringsten Gewicht gewahlt. Dafer messen die Kanten nach Gewicht sortiert
werden, und zwar in nicht absteigender Reihenfolge. Wie abgeht das Sortieren
vor sich? Es gibt verschiedene Sortieralgorithmen, die ader gleichen Grundope-
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Abbildung 2: Sortieren durch Vergleichen: Bubblesort.

ration beruhen. Wieder geht es darum, dass die diskreten,sal isolierten Objekte
nicht global bearbeitet werden lnnen, was hie e, dass man sie sozusagen wie bei
einer Meinzsortiermaschine in einen Trichter salittet und sie dann unten sortiert
herauskommen. Was mechanisch eglich ist, geht leider mathematisch nicht. Das
Grundprinzip ist das Folgende: Die gegebenen Elemente werdin eine beliebige
Reihenfolge gebracht (diese ist meist durch eine Datensktur vorgegeben). Dann
wird ein Element herausgenommen und dessgB8chkissel mit dem eines bestimm-
ten anderen Elements verglichen.

Entweder bleibt das Element an seinem Platz oder es wird mitetn anderen ver-
tauscht. Dieses Vorgehen wird mit einemachsten Paar von Elementen wiederholt,
so lange, bis die gemnsche Ordnung erreicht ist. Das heit, dass Sortieren foge-

setztes Vergleichen und Vertauschen bedeutet.

In der MethodeBubblesortwird dieses Prinzip besonders Kklar sichtbar (siehe Abb. 2).
Die Menge der zu ordnenden Zahlen ist hier senkrecht angeoed. Die gro en Zahlen
werden wie Luftblasen in einem Wasserglas nach oben trangjpert. Jeder einzelne
Schritt ist leicht nachvollziehbar und durchzusihren. Ubereinanderliegende Zahlen
werden verglichen und entweder vertauscht oder, falls sieh®n in der gewinschten
Reihenfolge sind, stehen gelassen.

Gute Sortieralgorithmen sind in der Wahl der Elemente, die iteinander verglichen
werden sollen, besonders geschickt. aber sie kommen im Afigginen um diesen
paarweisen Vergleich nicht herum. Es geht hier also um die tAund Weise, wie die
sehr einfache Grundoperation in den Ablauf eingebunden \ir
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Typische Tatigkeiten beim Sortieren diskreter Mengen:
paarweise vergleichen,
vertauschen,

wiederholen dieser @tigkeiten.

3.1.5 Kombinieren und in Beziehung setzen: Codes und Graphe n

Durch die Kombination von diskreten Elementen &nnen neue Objekte gescha en
werden. Aus den Ziern 0 und 1 lennen Bimarcodes, aus den Knotennummern ei-
nes Baumes der Rafercode erzeugt werden. Ausgelilte Kanten eines Graphen
kennen zu Wegen oder Kreisen kombiniert werden.elF die Erzeugung sinnvoller
Kombinationen meissen Konstruktionsvorschriften beachtet werden. Solch&nten-
kombinationen kwnnen mithilfe der Knotennamen wiederum codiert werden.

Arbeitet man mit der Grundoperation ,Kombinieren\, so interessiert es hu g,
wie viele Meglichkeiten es geben kann (z.B. Permutationen), so dassehiwieder
Abzahlfragen ins Spiel kommen.

Neben der Moglichkeit, durch Kombination neue Objekte zu scha en, kan durch
Zuordnen bzw. in Beziehung setzen eine aigliche Struktur gescha en werden.
Werden die Elemente einer diskreten Menge einander paarseizugeordnet, also in
Beziehung gesetzt, so entsteht die Struktur eines Graphen.

Mit algorithmischen Vorgehensweiseneénnen ebenfalls neue diskrete Strukturen ge-
scha en werden: Folgen von Objekten (vgl. den Artikel von @nter Malle [59]).
Bei Algorithmen, die in jeder Iteration eine neue Kante hinafeigen bzw. eine Kan-
te wegnehmen, wie beim Algorithmus von Prim, e#lt man sogar nach Inklusion
auf- bzw. absteigende geordnete Mengen als Folgengliedie: einzelnen Stadien der
Konstruktion.

Neue diskrete Objekte entstehen durch
kombinieren diskreter Objekte,

in Beziehung setzen diskreter Objekte.
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3.2 Arbeiten mit Graphen

Dieser Abschnitt ist der speziellen Charakteristik von Grghen gewidmet. Graphen
spielen in der diskreten Mathematik eine besondere RollejenvAigner betont ([3],
S. 88):,,Graphen bilden die fundamentale Datenstruktur der diskretn Mathematik
{ und der Grund ist einleuchtend. Man kann in praktisch jederSituation eine sinn-
volle binare Relation erkkren, sie also als Graphen modellieren. [...] Die wichtigst
Anwendung von Graphen [...] [ergibt] sich in der Optimierug von vorgegebenen
Situationen. Wir wollen ja zum Beispiel ein Verkehrssystemicht nur beschreiben,
sondern einen optimalen Verkehrs u ermitteln.\

3.2.1 Flexibilit at der Darstellung

Graphen sind besonders einfache Beispiele radikaler mathagischer Abstraktion®
Graphen sind birare Relationen auf endlichen Mengen, (gelegentlich auchfabzahlbar
unendlichen Mengen). Die Lage und Form der Knoten und Kantesind dabei nicht
festgelegt. Die Zeichnung eines Graphen ist eine Darstelgsform des Graphen, die
mehr beinhaltet als der Graph selbst: geometrisch festggte Orte fer Knoten und
Kanten. Matowsek und Nesetil ([60], S. 5) formulieren das Phanomen der Anschau-
lichkeit ohne Geometrie so;,Die meisten Gebiete der Graphentheorie behandeln
Probleme, die man zwar geometrisch veranschaulichen kann,denen die Geome-
trie aber nicht wirklich eine Rolle spielt\ Aus dieser Grafpeneigenschaft ergibt sich
direkt, dass ein und derselbe Graph verschiedene Zeichnandgesitzen kann. Je nach
dem, mit welchem Ziel ein Graph gezeichnet wird, kann die &finung unterschied-
lich aussehenpberkreuzungsfrei (falls mglich) oder mit symmetrisch angeordneten
Knoten beispielsweise.

Graphen k®nnen als Mengensystem, als Zeichnung oder durch Datengtiwren dar-
gestellt werden. Adjazenz- und Inzidenzmatrizen, sowie Blabarschaftslisten sind die
am hau gsten verwendeten Datenstrukturen. Dadurch, dass diet&ktur ,, Graph\

so wenig Festlegungen beinhaltet, kann débergang zwischen verschiedenen Dar-
stellungsformen ohne kompliziert&berlegungen oder Umformungen geschehen. Ein
schneller Wechsel ist jederzeit mglich. Die einzige Besclankung liegt in der G e
des Graphen (Anzahl der Knoten und/oder Anzahl der Kanten)die eine Zeichnung
in tolerierbarem Zeitaufwand unneglich machen kann.

8Unter dem Stichwort ,, Abstraktion als Extrakti w  &hlen Davis und Hersh Darstellungsformen von Graphen als
Beispiel ([17] S. 132{135).
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Graphendarstellungen
lassen sich leicht ineinandewuberfuhren,
ermeglichen einen exiblen Wechsel,

berotigen keine Geometrie.

3.2.2 Schritt f wr Schritt: algorithmisches Arbeiten

Dadurch, dass die Lage der Knoten und Kanten eines Graphenogeetrisch im All-
gemeinen nicht festgelegt ist, mssen &r Konstruktionen und Beweise auf Graphen
besondere Vorgehensweisen gefunden werden, die auch olewengtrische Hinweise
auskommen. Beispielsweise gibt es keingkleinsten Knoten\ oder ,am weitesten
unten liegenden Knoten\, auch wenn die Zeichnung des Graphalies manchmal
suggeriert. Es muss dennoch festgelegt werden, welcher Kmobzw. welche Kante
fur einen Operationsschritt ausgewhlt werden soll. Sofern die Knoten nummeriert
sind, kann von dem, Knoten mit der kleinsten Nummen gesprochen werden, wie
etwa bei der Erstellung des Pufer-Codes #éir einen Baum. Anderenfalls ndet man
in der den Graphen repasentierenden Datenstruktur eine Reihenfolge der Knoten
und Kanten vor, die gegebenenfalls verwendet werden kanniegt der Graph als
Tupel aus KnotenmengeV und KantenmengeE vor, muss die Wahl eines Knotens
im Rahmen eines Verfahrens noch allgemeiner formuliert vaem.

Wie kann also mit Graphen gearbeitet werden? Wie schon berkergibt es einer-
seits keine geometrische Orientierung, so dass Arbeitsgen wie z.B.,von links

nach rechts\ nicht meglich sind, und andererseits gibt es auch keine in nitesiate
Annaherung an einzelne Stellen (auch hierawe eine gewisseaumliche Orientierung
notwendig, aber auch dass die einzelnen Elemente des Grapldeirch kontinuierli-

che Elemente miteinander in Verbindung stehen wvden). Hier kommt wieder das
Voneinander-Getrenntsein diskreter Objekte zum Tragen.

Dennoch ist es mglich, Konstruktionen wie das Finden eines aufspannend&au-
mes auf Graphen allgemein zu formulieren. Solche Konstrudhen werden schritt-
weise, also algorithmisch formuliert. Die einzelnen Konstktionsschritte bleiben da-
durch sichtbar. Zusammenfassende Schreibweisen gibt esrkaso dass die diskreten
Grundtatigkeiten wie ausvahlen oder markieren oder in eine Liste schreiben auch
in der endgiltigen Formulierung sichtbar bleiben.

Es gibt keine geschlossenen Formeln, die solche Konstrakten beschreibenénnen.

Soll etwa ein minimaler aufspannender Baum in einem Graphayefunden werden,
so kennte man eine untere Schranke des Gesamtgewichtes leicktrdchnen durch
Addition der n 1 kleinsten Kantengewichte ben Knoten. Doch sagt diese Zahl noch
nicht sehr viel aus, denn gesucht ist nicht nur eine Zahl, sdarn ganz konkret der
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Baum. Dafur kennte man noch zuatzlich, nachdem die Kanten in nicht-absteigender
Reihenfolge geordnet wurden, die erstan 1 Kanten dieser Liste konkret benennen.
Doch leider hat man mit diesem Verfahren im Allgemeinen keikreisfreies Resultat.
Wie also kann Kreisfreiheit erzeugt werden? Auchuf das Aufspiren von Kreisen
gibt es kein Verfahren, das global wirksam ist, das alsmit einem Blick\ erkennt, ob
ein Graph Kreise besitzt oder nicht. Es muss schrittweise gebeitet werden: Kante
fur Kante wird der Baum konstruiert und dabei messen @ir jede neu hinzugewhite
Kante bestimmte Kriterien mberpreft werden.

Die Suche nach dem Optimum liefert also gleichzeitig auchedKonstruktionsvor-
schrift fur die Optimallesung. Die Konstruktionsvorschrift bleibt im Falle elemen
tarer Algorithmen (hier geht es nicht um konkrete Implemerierungen in Program-
miersprachen, sondern um die { z. B. in Pseudocode bzw. im Wnticht umgangs-
sprachlich formulierten { Grundideen der Algorithmen), mést einfach nachvollzieh-
bar, da keine mathematischen Vereinfachungen im Sinne vonsammenfassenden
Schreibweisen (wie z. B. das Summen- oder das Integralzeighgemacht werden. Es
gibt dann keine Formel-Kurzschreibweiseef z. B. ,Nimm stets von den noch nicht
betrachteten Kanten die mit dem geringsten Gewicht, aber mywenn sie im bereits
konstruierten Teilbaum keinen Kreis schlie . Verkerzt wird z. B nur im Sinne der
Formulierung von Schleifen.

Ebenso wie es algorithmische Konstruktionen gibt, so gibseuch algorithmische Be-
weise: Bewiesen wird nicht durch logische Argumentationstten, sondern durch die
Angabe einer Konstruktionsvorschrift, die das gemnschte Ergebnis liefert. Die Kor-
rektheit des Verfahrens muss dann ihrerseits bewiesen weingdwobei lau g die Tech-
nik des, kleinsten Verbrechers\ zum Einsatz kommt. Dabei wird ein ldinstes Gegen-
beispiel betrachtet und dessen Existenz mit Hilfe dieser g@nschaft, das kleinste zu
sein, zum Widerspruch gefhrt. Der , kleinste Verbrechen wird bei der Betrachtung
von Graphenalgorithmen in dem Sinne interpretiert, dass da(Zwischen-)Ergebnis
der Konstruktion zu dem Zeitpunkt betrachtet wird, in dem zun ersten Mal eine
falsche Kante oder ein falscher Knoten gehlt wird. Die zeitliche Abfolge eines
algorithmischen Vorgehens liefert hier die Orientierungdie in der kontinuierlichen
Mathematik durch geometrische Lage oder in nitesimale Anamherungsneglichkeiten
geboten wird.

Ein Beispiel fr einen algorithmischen Beweis ist das schrittweise Abpcken von
Blattern eines Baumes, um zu zeigen, dass die Anzahl der Kanteimes Baumes
mit n Knoten n 1 ist. Die Vermutung, dass dieser Zusammenhang bestehasst
sich schnell durch einige Beispiele nden. Von dem vorhanden Baum aufn Knoten

werden nun sukzessive einzelnedter abgeptickt (hier darf der Beweis nicht fehlen,
dass nach Abpecken eines Blattes ein Baum zuwickbleibt), solange bis ein Baum
eibrigbleibt, von dem man sicher wei, dass die Vermutung stimt: der Baum auf
zwei Knoten. Dieser Beweis gibt eine konkrete Handlungsaeisung, die schrittweise
ausgetihrt werden muss.
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Fur den Beweis der Aussage, dass in jedem Eulergraphen eindeBour existiert,
kann ein Algorithmus angegeben werden, der solch eine Townistruiert. Naterlich
muss dann auch die Korrektheit des Algorithmus gezeigt weed.

Algorithmisches Arbeiten
kombiniert diskrete Grundtatigkeiten,
lasst die einzelnen Grunditigkeiten erkennbar,

liefert durch zeitliche Abfolge einen Ersatzefr die fehlende geometrische
Orientierung bzw. in nitesimale Annaherungsneglichkeiten,

produziert Konstruktionsvorschriften,

ermeglicht handlungsorientierte Beweise.

3.2.3 Wegeprobleme modellieren heit Entscheidungsstell en aus ndig machen

Fur die Modellierung von Problemen der kombinatorischen Ophierung bieten sich
hau g ganz naterlich Graphen an. Ist das der Fall, sodllt eine Tatigkeit des Model-
lierens weg: die Wahl des geeigneten mathematischen Dalistegsmittels. Dennoch
ist der Modellierungsprozess alles andere als trivial. Wadber passiert dann beim
Modellieren? Es muss, was typischef den Vorgang des Modellierens ist, die gege-
bene Problemsituation auf dasefr die Problemiesung Wesentliche reduziert werden.

Ist das Problem anhand von Kartenmaterial gegeben, wie etwaeim Kerzeste-

Wege-Problem oder beim Chinesischen Postboten-Probleng Begt damit bereits

ein Modell vor, das nun weiter vereinfacht werden muss. Wig¢ask kann bei solchen
Wegeproblemen vereinfacht werden? Und als zweite Frage: ¥iee Daten haben wir
im Klassenzimmereberhaupt zur Verfugung? Zwar ist die Situation im Klassenzim-
mer nicht sehr realimtsnah, die Frage nach der Veefgbarkeit von Daten ist aber ein
wichtiges Problem, das die Problemslsung in der Praxis stark beein usst.

Beim Modellieren von Wegeproblemen mit Graphen ist eine wetliche Frage, wo
und wieviele Knoten gesetzt werden mssen, das heit, an welchen Stellen Ent-
scheidungen getro en werden énnen. Hier ist die Verwandtschaft zu Entschei-
dungskaumen und Wahrscheinlichkeitsaumen direkt sichtbar. Das Setzen eines
Knotens bedeutet, dass an dieser Stelle eine lokale Entsclumg zu tre en ist. Bei
Stra ennetzen, wie sie beim krzeste-Wege-Problem oder beim chinesischen Postbo-
tenproblem vorkommen, mag diese Denkweise aghst ungewohnt sein, man kann
es sich jedoch an drei Beispielen gut klarmachen: an der Mdlgdgung eines La-
byrinths, von Umsteigeneglichkeiten mit der U-Bahn und einer Stra enkreuzung.
Beim Labyrinth sieht ein erster Versuch von Sahlerinnen und Schulern oft so aus,
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Abbildung 4: Versuche, eine Kreuzung zu modellieren.

dass an jeder Ecke des Weges ein Knoten gesetzt wird. Intesa# fer die Loesung ist
es aber nicht, wieviele Knicke der Weg hat, sondern an welch&tellen eine Wege-
kreuzung ist, also eine Entscheidunguf das Weitergehen gelt werden muss (siehe
Abb. 3).

Ein U-Bahn-Netzplan ist an sich schon ein Graph, das heit, e beispielsweise
kerzeste-Wege-Probleme in Bezug auf U-Bahn-Fahrten musghhicht weiter model-
liert werden. Geht es aber darum, das Umsteigen zu betrachtaverden die Bahnlefe
(also die Knoten) zwischen den Umsteigebahefen uninteressant und knnen weg-
gelassen werden. Die Umsteigebahoile meissen dadir etwas aufwandiger modelliert
werden, um die beiden Optionen Umsteigen bzw. Nicht-Umsggn deutlich zu ma-
chen. Der Graph zeigt dann nur noch, wo eine Entscheidung aghen Umsteigen
und nicht Umsteigen getro en werden kann.

Fur die Stra enkreuzung sind eine Reihe von Modellierungsesicheidungen zu tref-
fen. Soll jede Fahrspur einzeln dargestellt werden? Werd&purwechselmglichkeiten
bereicksichtigt? Kann man auch von der linken Spur auf die linkef&ir links abbiegen
oder nur auf die rechte? Werden Wartezeiten an der Ampel moltlert? Bekommen
die Kanten Richtungen? Eine typische erste Seiterlosung #ir diese Modellierungs-
aufgabe hat keinen einzigen Knoten (siehe Abb. 4), ist alsarmchst gar kein Graph,
aber nur so lange, bis man auf dieser Zeichnung (die an jedeaifenkreuzung einen
potentiellen Knoten enthalt) alle Fahrmeglichkeiten ausprobiert und feststellt, dass

gewisse Entscheidungseglichkeiten ausgeschlossen werden (indem man dort, wo es

sie gibt, Knoten setzt).
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Abbildung 5: Modellierung des Postbotenweges durch einen aphen mit einem Knoten und einer
Kante: Es bleiben keine Entscheidungsmglichkeiten, der Weg ist eindeutig!

Mit Graphen Wegeprobleme zu modellieren hei t also, die Sten aus ndig zu ma-

chen, an denen Entscheidungen getro en werdenerssen. Diese Interpretation setzt
einen dynamischen Umgang mit dem so erzeugten Graphen vosadas Ablaufen

von Kanten. Ein extremes Beispiel ist die Modellierung desddtbotenweges einer
Schulerin aus der 13. Klasse (siehe Abb. 5). Sie hat bereits im ¢zess der Model-
lierung eine optimale Tour konstruiert, daher hat ihr Graphnur einen Knoten und

eine (lange) Kante.

Anders stellt es sich dar, wenn Zusinde als Graphen modelliert werden sollen, et-
wa die Freundschaftsverh