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Fiahrt man aber die imaginare Einheit i := J-1 als
.neue Zahl“ und Lésung der quadratischen Glei-
chung X ein, erhalt man zwei verschie-
dene komplexe Losungen fiur die quadratische Glei-

chung:
« :__b+i\/4ac—b2 « :__b_iV4ac—b2
17 2a 2a * 727 2a 2a '

Insbesondere gilt: X, ,X, eC mit x, =X ,d.h.
beide Lésungen sind konjugiert komplex.

Probe fur die beiden Losungen Ist ax’+bx+c= a-(x—xy)-(x-x,) ,so folgt:
X1 und X2 (Satz von Vieta):

() xa+x ==2 und (i) x x, =

Dies gilt sowohl im reellen als auch im komplexen Fall,

wobei maniin (i) i?=-1 verwendet.

Bemerkungen:

Es gibt eine Reihe anderer Gleichungen, die sich auf die quadratische Gleichung zuriick-
fuhren lassen. Ein Beispiel ist die biquadratische Gleichung (4. Grades), die da lautet:

ax*+bx?+c=0 . Substituiert man in dieser Gleichung | Y = x? , SO erhalt man die

guadratische Gleichung ay2+ by+c=0 .lIst yo eine Losung dieser quadratischen

Gleichung, so erhélt man mit | Xy =./Yo |, | X2 = =/ Yo | zwei Losungen der Ausgangs-
gleichung.

Beachte: Im Fall yo <0 sind beide Losungen x; rein imaginar und damit konjugiert
komplex.

Neben der quadratischen bzw. biquadratischen Gleichung méchte man gerne allgemeine
algebraische Gleichungen mit reellen Koeffizienten der Form

() | amXx™ +an X"+ +a X+ =0 | mit axeR, am #0 (k=1,...m)

I6sen. Die Mathematiker im 16./17. Jh. haben allgemeine Lésungsformeln fir die Félle
m = 3 (kubische Gleichung) und m =4 entdeckt bzw. entwickelt. Doch konnte man im
19. Jh. beweisen, dass es fir m > 5 keine allgemeinen Losungsformeln mehr zur Be-
rechnung der Wurzeln xeC der Gleichung (*) gibt. Man nennt die Lésungen xeC von

(*) auch die Nullstellen des Polynoms  p( x ) =ap,x™ +ay,_ X" +...+a;X +ag

Allerdings hat der deutsche Mathematiker C.F. Gaul} als erster den sogenannten Funda-
mentalsatz der Algebra bewiesen. Dieser Satz besagt, dass jede Gleichung (*) mit reel-
len Koeffizienten ax eR - ja sogar mit komplexen Koeffizienten a, €C - genau m L6-
sungen besitzt. Dabei kénnen Wurzeln auch mehrfach auftreten, missen also nicht not-
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wendig paarweise verschieden sein. Diese Wurzeln oder Nullstellen sind aber i.a. soge-
nannte komplexe Zahlen der Form z = x +iy mit x,yeR und i? =-1 .

Will man ein gegebenes Polynom (x) p(x) =a,x™ +a,4-x" 7 +...+a-X +a, an einer
konkreten Stelle x,eR bzw. x,eC auswerten, dann bedient man sich des schon be-
kannten Hornerschemas, welches man zur Umrechnung b-adischer Zahldarstellungen
der Form x = (amam,l ...alao)b in das Dezimalsystem benutzt hat (siehe Anfang des

'bm—l

Skripts). Dabei gilt: x= a,,-b™ +a,4 +..+a;-b+ag =p(b) mitdem Polynom

p(y)=an-y™+an,,-y™t +.+a;-y+ag .

Die Polynomdivision eines Polynoms p(x) durch einen linearen Term der Form X — X
ist im Hornerschema zur Berechnung des Funktionswertes p(x,) an der Stelle X, €R
guasi automatisch mit enthalten.

Die Zahlen c,, bis co in der letzten Zeile im Hornerschema (siehe Skript S. 4 oben) lie-
fern namlich fir die Polynome q(x) und r(x) mit p(x) =(Xx—-X,)-q(x)+r(x) gerade
die Koeffizienten. Insbesondere gilt: q(x) =cy,,x™* + cm_l-xm‘2 +...+Cy:X +C; sowie

r(x)=c,=p(x,) - Im Falle einer Nullstelle x, von p(x) folgt speziell r(x)=0

Um algebraische Gleichungen (*) p(x)=a,-x™ + am,l-xm‘1 +...+a;X+ag =0 kon-

kret zu 16sen, geht man mit Hilfe der Polynomdivison unter ,Mitwirkung“ des
Hornerschemas in folgenden Schritten vor:

() Finde zunachst durch ,intelligentes Raten” (siehe unten) eine rationale Nullstelle X,
(i) Eine anschlieBende Polynomdivision von a,,-x™ +an, ;-x™* +...+a,-x+a, durch
den Term X — X, liefert dann eine algebraische Gleichung vom Grad m -1 . Man

beachte: Die Polynomdivision geht auf.

(iif) Man setze die Schritte (i) und (i) fort, bis man schlieZlich auf eine quadratische Glei-
chung stof3t, die mit der angegebenen Formel explizit geldst werden kann.

Istinsbesondere x; = a +if €C\R eine komplexe Losung der reellen Gleichung (*) ,
dann kann man zeigen, dass X, = X; = a —if eC\R eine weitere komplexe Lésung von

(*) ist. D.h.: Nichtreelle Wurzeln von reellen algebraischen Gleichungen tauchen stets als
Parchen von konjugiert komplexen Zahlen auf.

Das ,Intelligente Raten” einer Nullstelle basiert auf folgender Tatsache:

Besitzt das reelle Polynom (*) speziell nur ganzzahlige Koeffizienten ax €Z (k=0,....m),
so sind die Mdglichkeiten fir eine rationale Nullstelle X, €Q und damit Losung von (*)
stark eingeschrankt. Man kann namlich zeigen, dass flr solche Lésungen gelten muss:

b .
Xo=— mit bla,, c|a,
C

Dabei bedeutet fur zwei ganze Zahlen a,beZ:

alb = ,a istein Teilervon b* < b=a-d mit deZ geeignet.
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