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Trigonometrische Satze im allgemeinen Dreieck

Es sei A ABC ein beliebiges Dreieck mit Seitenlangen a,b,c und Winkeln ¢,f,7. Dann gel-
ten die folgenden allgemeinen Satze (siehe dazu die Skizze):

Satz Formel

sina _sing siny
a b c

Sinussatz

Kosinussatz a’=b%+ c?-2-bc-cos a

Skizze:

Bemerkungen:

e Der Sinussatz lasst sich vorteilhaft anwenden, wenn im Dreieck A ABC gegeben sind
- zwei Seiten sowie ein Winkel, welcher einer der Seiten gegeniberliegt (SSW) oder
- eine Seite und zwei Winkel (WSW bzw. SWW) .

o Der Kosinussatz kann vorteilhaft angewendet werden, wenn im Dreieck A ABC gegeben
sind
- alle drei Seiten (SSS) oder
- zwei Seiten und der von den beiden Seiten eingeschlossene Winkel (SWS) .

Lineare Gleichungssysteme

e Ein System von m Gleichungen mit n Unbekannten x; , X, , ..., X, der Form
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a; Xy +a5,X, ..+ 8, X, =b;

(*) A, Xy +ay,unX, +...+ay, X, =b,

A Xy +apX, +...+a, X, =b,

heil3t ein lineares Gleichungssystem (LGS). Die m-n Zahlen ax (1<i<m,1<k<n)
in (x) heilBen die Koeffizienten des Gleichungssystems, die m Zahlen b; (1<i<m)
die Koeffizienten der rechten Seite.

e Fasst man die Koeffizienten ax (1<i<m,1<k<n) zueinem Rechteckschema

a1 Qdp Qg
dy; a8y - Agp ) ) ) )
A= . . zusammen - A hei3t dann eine mxn - Matrix - und die Un-
Am1 Qm2 0 Qnpp
bekannten xx (1 <k <n) sowie die Koeffizienten b; (1 <i<m) derrechten Seite je-
X1 by
weils zu einem Spaltenvektor X =| : |eR" bzw. b=| : | eR™ ,erhalt man fiir das
X n bm
LGS die kompakte Darstellung: A-X=b

(Zur Bedeutung des Multiplikationszeichen zwischen A und X als sogenanntes Matri-
zenprodukt siehe spéater!)

e ImFall by =b, =...=b, =0 heiRt das LGS (*) homogen, anderenfalls inhomogen.

e Jeder konkrete Zahlenvektor X , der das LGS (*) lost, heiRt ein Losungsvektor, und die
Menge aller Losungsvektoren X bezeichnet man als den Lésungsraum L des LGS.
e Zur Ermittlung des Losungsraumes L von (*) kann man anstelle der Gleichungen die

sogenannte erweiterte Systemmatrix (A | 6) betrachten und sie folgendem Algorithmus
von sogenannten elementaren Zeilenoperationen (EZOs) unterziehen:

Gaul3scher Algorithmus

Vertauschung zweier () oK : (@i az ...an I b)) & (@ ae ... an | b)
Zeilen:

Multiplikation einer Zei- (i) — A-() : (@1 ap ...an | b)) > (hag Aap ... han | Aby)
lemit A=0:

Addition des Vielfachen | (i) — () +1-(k): (as @ ...an | b)) —
einer zu einer anderen (@1 + Aa ap+ Aag ... &pn + Adk | b; + A-by)
Zeile:

Ziel der EZOs ist es, durch schrittweises Umformen der Systemmatrix (A | 5) diese auf
die sogenannte Zeilen-Stufen-Form (ZSF), d.h. auf obere Dreiecksgestalt, zu bringen. Die

entsprechend umgeformte Matrix (A’ 5’) hat dann die folgende Gestalt:
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dokokkokkk |k bl

0...0 #xx_ x| b)
!

(A’ | 5’) = , d.h. die ersten r Zeilen sind von der Form

0ol 0%...+ b}

0 /r +1
0 b

(0..0a &)jj.1...a% |by) mit ay; =0, (1<i<r,i<j).
Dabei kann man zusatzlich sogar fur den ,fihrenden Koeffizienten a’j; =1 erzwingen.

e Das System (A’ | b’) bzw. das zugehérige LGS und das Ausgangssystem (A | b) besit-
zen dann wegen der Umkehrbarkeit der vorgenommenen Zeilenoperationen (EZOs) die-
selbe Losungsmenge L .

e Ausgehend von den fiilhrenden Kopf-Einsen in der ZSF des LGS kann man durch ent-
sprechende Manipulationen der jeweils Uber einer Zeile stehenden Zeilen mittels der
EZOs erreichen, dass auch oberhalb der filhrenden Einsen in den Zeilen Nullen auftau-
chen. Wir nennen das die normierte Zeilenstufenform (NZSF) eines LGS und sprechen
dann vom erweiterten GaufRalgorithmus oder Gaul3-Jordan-Algorithmus.

e Die Zahl r der auf der linken Seite von (A’ 6') verbleibenden nichttrivialen Zeilen nennt
man auch den Rang — genauer: Zeilenrang r=rg (A') — der Matrix A‘', die Anzahl s>r
der verbleibenden nichttrivialen Zeilen in (A’ | 6’) —in Zeichen: s =rg (A‘ | 6') — der
Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix bzw. des LGS. Beide Zahlen stellen eine Invari-
ante unter den EZOs dar.

e Beziiglich der Losbarkeit des LGS (x) kénnen wir anhand der Gestalt von (A’ | 5') -
bzw. anhand der beiden Rangzahlen r und s — folgendes ablesen:

Mogliche Falle fiir die Lésungsmenge L von (%)

L= r<m und b’ #0 fir mindestensein i mit r+1<i<m,
dh: r=rg(A’)<s=rg (A’ | b")

L eindeutig: b1 =b:2=...=b"n=0 bzw. r=m und s=r=n:

Dann haben alle Stufen die Breite 1, und die letzte Gleichung
lautet: ayhnX, =by mit a’h, #0 , woraus man x, erhalt.

Einsetzen von x, in die vorletzte Gleichung
a.,n-]_’n.]_ Xn.l AF a,n’n Xn = b’n.l mit a.,n-]_’n.]_ e O Ilefert Xn.]_ .

Sukzessive Fortsetzung des Einsetzungsverfahrens liefert dann
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L mehrdeutig:

X1
eine(n) eindeutig bestimmte(n) Losung(svektor) x=| : | eR" .
Xn
b i1=b,20=...=b", =0 bzw. r=s<m und r<n :

Dann gibtes n—r Variablen —nennen wir sie X, bis x; -,

welche sich frei wahlen lassen, z.B. in der Form:
Xt1=S,Xt2 =t,...,Xt =u.

Mit diesen n —r Parametern s, t,u,... bestimmt man dann - wie
im eindeutigen Fall - sukzessive die restlichen, nicht frei wahlba-
ren X, und erhalt so unendlich viele Lésung(svektor)en XeR".

Man gewinnt so die Lésungsmenge L in der sogenannten para-
metrisierten Darstellung.

Uber die Losungen einer reellen quadratischen Gleichung

Allgemeine Form der reel
quadratischen Gleichung:

len ax?+bx+c=0 mit a,b,c eR (xeR bzw. xeC)

faktorisierte Form der Gleichung ax?+bx +c= a(x-X)(x-%x,) mit aeR (xeC)
(= Zerlegung in Linearfaktoren):

Lésungen der Gleichung

ax’+bx+c=0

X1 €C und X2 eC heifRen auch die reellen bzw.
komplexen Nullstellen des quadratischen Polynoms

p(x)=ax?+bx+c

Bezeichne A:=b?-4ac die sogenannte Diskriminan-

te der Gleichung ax’+bx+c=0 .Dann gilt:

(i) Fall A>0: Die reelle quadratische Gleichung hat
zwei verschiedene relle Lésungen, namlich

_ -b++vb® —4ac —b-+b? —4ac
2a 2a

(i) Fall A =0: Die reelle quadratische Gleichung hat
eine doppelte reelle Lésung, namlich

Xq und X, =

_=b

X1:X2—2a

(iii) Fall A< 0 : Die reelle quadratische Gleichung hat
keine reelle Losung.
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