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Die b-adische Darstellung rationaler Zahlen

Wir beginnen zunéachst mit der Darstellung von ganzen Zahlen xeZ beziglich einer beliebi-
gen Zahlenbasis beN, b >2 . Wir nennen dies die Darstellung im b-adischen System.

Die Darstellung ganzer Zahlen bezlgl. verschiedener Basen

beN, b>2 seiBasis, Z=1{0,...,b-1} die Menge der zugehori-
_ : gen Ziffern, z.B.: Z=1{0,...,9} fur b=10 (Dezimalsystem),
Definition der b-adischen | 7 — (0 1 fur b=2 (Binarsystem), Z = {0,...,9,A,....F} fiir

Darr]TteIIung einer ganzen p, _ 16 (Hexadezimalsystem).
Zahl:

Fur die b-adische Darstellung von xeZ gilt dann:

X = i(amam,l...aO )b =+(a,bM+a, bM 4. +ab?)

mit a,#0, axeZ fur k=0,....m.

Gewinnung der b- Fortgesetzte (ganzzahlige) Division von xeZ durch b mit Rest

adischen Darstellung liefert:

einer Zahl xeN : X=cib+ay ;ci=Crb+a; ;...;cn=0b+a, mit 0<ay<b
Dannist x = (amam_1 .48, )b die b-adische Darstellung von x .

Das kleine Eins-plus- Im Fall des Rechnens im System mit Basis b =2 gilt:

Eins und Ein-mal-Eins im

Binarsystem: 0+0=0, 0+1=1+40=1, 1+1=(10),

0-0=0-1=1-0=0, 1-1=1.

Umwand|ung einer Bi- Sei x= (amam_l...alao )2 Binarzahl mit Ak 6{0,1} , k= 0,....m

narzahl in die Darstel-
lung mit Zweierpotenz-  und an=1 sowie b= 2" (neN) eine neu gewdhlte Basis.

basis: Dann erhélt man die Darstellung von x beziigl. b durch

(i) rechtsbindiges Zusammenfassen der Binarziffern von x in
Blocke der Lange n bei evt. Auffillen des letzten (linken)
Blockes mit Nullen und

(i) Umwandlung der einzelnen Blocke in b —Ziffern.
Also erhdlt man x = (brbr,1 ...b,by )b , wobei fir k=0,...,r gilt:

n-1 i 0
bkza(k+1)_n_l-2 +...+ak,n+1‘2 +ak.n‘2
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Wir wollen im folgenden die allgemeine b-adische Darstellung fur reelle Zahlen einfiihren und
uns dann speziell der b-adischen Darstellung rationaler Zahlen xeQ zuwenden:

Die Darstellung rationaler Zahlen bezigl. verschiedener Basen

beN, b>2 seiBasis, Z={0,...,b-1} die Menge der zugehori-
gen Ziffern.
Definition der b-adischen
Darstellung einer belie-
bigen reellen Zahl xeR:

Fir die b-adische Darstellung von xeR ,|x|<1 gilt dann:

X = J_r(O,alazag...)b:=J_r(a1-b‘1+a2-b‘2+a3-b‘3+...)
mit axeZ fir keN .

Gibt es ein ueN sowie ein 2eN (u, A minimal gewahlt), so dal’
schen b-adischen Dar- fur alle keN gilt a,+,+k=3a,+k, SO Nennt man die b-adische
stellung einer rationalen Darstellung von x (gemischt) periodisch mit Vorperiodenlange u
Zahl xeQ : und Periodenléange A . Man schreibt in diesem Fall:

Definition der periodi-

X = (O,alaZ...a# alwlalwz...awﬂ)b

Umwandlung des Bru- | 'St P=ma+r mit m,reZ und 0<r<|ql, dann gilt:

ches x= 2 <Q indie Xx=m+x mit = <Q, 0<x'<1.
q
b-adische Darstellung Die b-adische Darstellung fir meZ erhalt man, wie bekannt.

X :(bm,,,bo ,2,8,3a, )b Die b-adische Darstellung fur x’ = é gewinnt man durch fort-

gesetzte Division mit Rest durch g bei wiederholter Multiplikation
des Restes mit b :

rb=a;-q+r ; n-b=aq+rn; ..; kb=aw q+rau;...
mit 0<r.<|ql, keN.Dannist x = (0,a1a2a3... )b die ge-
suchte b-adische Darstellung von X’ .
Bei der b-adischen Entwicklung von x' gibt es zwei Félle:

(i) rh+1 =0 fir ein neN:
Dann gilt ax =0 firalle k>n +1, und die b-adische Entwick-
lung X' = (O,a1a2 az...a, )b ist endlich.

(i) ryss =t fur ueNgo, AeN fest (u«, 4 ,minimal“ gewahit):
Danngilta,:,+k=a,+k flir keN, k=1, und die b-adische
Entwicklung x' = (O,alaz...ayawlayﬂ...ayM )b ist unend-

lich periodisch und besitzt die Vorperiodenlange x>0 und
die Periodenlange 4> 1.
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Wir unterscheiden fir 0 < x <1 die beiden Falle:

Umwandlung der endli- . . .
chen bzw. unendlichen () X= (0,";11";12‘313 s.ay )b ist endlich. Dann folgt durch Komma-

periodischen b-adischen verschiebung um n Stellen nach rechts:

Darstellung N x—(a e ) 7 Also qilt:
x= (0,aaa;..), in T \FfeBerEn =5 -

einen Bruch x = E EQ ng mit q:bneN und p= (a1a2a3...an)bez.
q

a )b ist unendlich periodisch:

i)x=(0,a,a,...a,a,.a,,..a,,

Dann erhalten wir durch entsprechende Kommaverschiebung
nach rechts:

B

b -x_(alaz...aﬂay+1aﬂ+2...aﬂM,aﬂﬂaMz...aﬂM)b
H —
b -x_(alaz...aﬂ,awlamz...a/M)b.

Die Differenz beider Ausdriicke fliihrt zum Verschwinden der
Periode, und wir haben (beachte, dass x>0 und A>1 ist):

+4
(b” —b”)-x=(ala2...ayay+1...a#M )b—(alaz...aﬂ )beZ,

also x= 2 mit g=b** —p* :b”-(bﬂ—l)eN sowie
q

p= (alaz...auaml...aﬂm )b—(alaz...aﬂ )beZ.

Bemerkungen:

e Zur Umrechnung einer gegebenen Dezimalzahl xeZ in die b-adische Darstellung zu ei-
ner gegebenen Basis b > 1 mittels fortgesetzten Teilens mit Rest kann man die Operato-
ren ,DIV* fur den ganzzahligen Anteil der Zahl b in x sowie ,MOD* fur den Rest beim
Teilen von x durch b verwenden. Zum Beispiel gilt:

23 DIV7 =3, 23 MOD 7 = 2;denn: 23=37+2,
23 DIV 7 =-4,-23 MOD 7 = 5;denn: -23=(-4)7+5.

e Zur Umrechnung einer b-adischen Zahldarstellung der Form x = (amam_l ...1Qg )b ins

Dezimalsystem hilft das folgende Hornerschema, welches auf einer geschickten Um-
klammerung des b-adischen Ausdrucks x =a,,-b™ +a, ,-b™" +..+a,-b+a, beruht.

e Man beachte, dass rationale Zahlen der Form x = 5 €Q bezuglich jeder Basis entwe-

der eine endliche oder eine unendliche (gemischt) periodische Darstellung besitzen. Ob
die Darstellung dabei endlich oder unendlich periodisch ist, hdngt von der Wahl der Basis

b und ihrem Bezug zum Nenner g des Quotienten x = 5 ab.

© aktueller Stand: 17.10.2012




Formelsammlung zur Mathematik | fir die Beruflichen Seite 4
Fachrichtungen EL und LG

Das Hornerschema

Umklammerung des Aus- Fir gegebene Zahlen a, eR, xeR gilt:

drucks: anX™+a, X"+ +ax+a, =

(...(apx+amy) X+am_2) X...+ &) X+ag

Algorithmische Form: Setze: Cny =am | Cka =Ck X+axy fur k=m,...,1

(k also ruckwarts laufend !'). Dannist ¢, das Ergebnis.

Schema: am  Amg Aqm_o ... ag

Produkte: 0 cCc,:X Cpg:X ...Co-X Ci-X

Summen: ¢, Cn4q1 Cmpo ... C Co

Bemerkungen:

e Man fillt im Hornerschema sukzessive die beiden unteren Zeilen spaltenweise von links
nach rechts aus. Das Ergebnis ¢, steht dann in der rechten unteren Ecke.

e Das Hornerschema zur Berechnung der b-adischen Darstellung einer Zahl xeZ kommt
mit maximal 2m Rechenoperationen aus, namlich m Multiplikationen und m Additio-

nen. Damit ist dieser Algorithmus auf3erst geeignet fur die Implementierung auf einem
Computer.

Ubersicht Giber die verschiedenen Zahlbereiche

Fur die Zahlbereiche gelten folgende Teilmengenbeziehungen: | NcZcQcecRcC |,

Dabei ist jede Zahlbereichserweiterung mit folgendem ,Gewinn“ bzw. “Verlust” verbunden:

Lésbarkeit Lésbarkeit Lésbarkeit
von von o g von
Volistandigkeit
Man gewinnt: atx=>b ax=b onstandigrer x?+ax+b=0

(a#0)
7 ™ 7~ ™ 7 n o T
IN Z Q R C

Man verliert: Wohlordnungs- "Vorgdnger"- Abzéhlbarkeit Méoglichkeit der
prinzip und Anordnung

"Nachfolger"-Beziehung

Im Zusammenhang mit vorstehender ,Gewinn-Verlust-Rechnung” - veranschaulicht im vor-
stehenden Graphen - bei den einzelnen Zahlbereichserweiterungen bedeutet:
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