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Die Operationen Potenzieren, Radizieren und Logarithmieren

A. Wir behandeln in Erinnerung an die Schulmathematik im Folgenden die Potenzrech-
nung, und zwar zunéchst fir reelle Basen acR, a= 0 mit Exponenten neN bzw. neZ:

Fir acR und neN ist die Potenz a" definiert durch:

Definition der Potenz als a"za.a....a mit a°:=1
Produkt: ——
Fir a=0 und neN definiert man zusatzlich: a™":= Ln
a

Damitist a" nun auch fiir beliebige ganzzahlige Exponenten
neZ definiert

rekursive Definition der Po- a%:=1 , a":=a-a" (acR,neN)
tenz:
Rechenregeln der Potenz 1) ahaM=a™m | %:an.a—m:an—m ,
(Potenzgesetze): a
n n
2) a"b"=(ab)" , a—nz(ﬂj fir b#0 |,
b b
@ (@)"=(@m)"=a""

Bemerkungen:
e ImAusdruck [a"=b | heilt acR die Basis, neZ der Exponent und beR der Po-
tenzwert. (Man beachte: Fur negative Exponenten n<0 wird a = 0 gefordert.)

e Das Potenzieren mit nattirichem Exponenten ist quasi eine ,,Abkurzung® fur die n-malige
Multiplikation ein- und desselben Faktors a, der Basis der Potenz. Analog ist ja auch die
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Multiplikation x = n-a einer reellen Zahl acR mit der natirlichen Zahl neN nichts ande-

res als eine ,Abklrzung* fir

die n-malige Addition dieser Zahl.

¢ In der Verallgemeinerung der Potenzen werden wir als ndchstes auch rationale und irrati-

onale Exponenten zulassen.

Exponenten die n-te Wurzel

Dazu bendtigen wir zumindest fir den Fall eines rationalen
aus einer positiven reellen Zahl. Allerdings durfen fur die ver-

allgemeinerte Potenz nur noch Basen acR mit a >0 zugelassen werden.

B. Mit dem Wurzelziehen — oder, wie man sagt: Radizieren — lernen wir die erste Umkehr-

operation zum Potenzieren

bei gegebenem natirlichen Exponenten kennen.

Definition der reellen n-ten
Wurzel:

Definition von Potenzen mit
rationalen Exponenten fir
reelle Basen:

Fir acR,a>0 und neN definiert man die n-te Wurzel
'1/5 als die eindeutige Zahl xeR, x>0 mit x"=a .

Speziell definiert man: ’1/6 =0 und schreibt geman

Konvention fir n=2 (Quadratwurzel) nur: \/E = 2\/5

Fir acR,a>0 und neN, meNgy definiert man:

a:‘::r{/a bzw. ar::z(”\/E)m =”\/a7m

Fir acR,a>0 und neN, meZ, m<0 definiert man:
m
an = 1

i}
a n

Rechenregeln der reellen
Wurzel (Wurzelgesetze):

fur b>0,

ﬁ

2) Q/g.m\/gznm/amm,
@ YRR ="

i
b

Bemerkungen:

e Fir die n-te Wurzel x aus einer positiven reellen Zahl aeR gilt also:

x=1Ya o x"=a

Damit ist das Radizieren — oder auf gut Deutsch: das Wurzelziehen — eine Umkehropera-
tion zum Potenzieren und verhalt sich zum Potenzieren wie die Subtraktion zur Addition
bzw. wie die Division zur Multiplikation.

e Im Ausdruck n\/a=b heiRt aeR, a >0 der Radikand, neN der Wurzelexponent und
beR der Wurzelwert bzw. die Wurzel.
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m
N , y - m
o Fir die soeben eingeflhrten Potenzen a " mit rationalen Exponenten oo =— €Q und
n

positiver Basis acR, a> 0 gelten uneingeschrénkt die bekannten Potenzgesetze. Aus
dieser Sicht stellen die Wurzelgesetze (1) bis (3) nur spezielle Anwendungen der Potenz-
gesetze dar bzw. lassen sich durch Anwendung derselben beweisen.

e In Bruchen, deren Nenner die Form N = \/§+ \/E bzw. N = \/5— \/B mit a>0,b >0,
a = b hat, macht man sinnvoll von der 3. Binomischen Formel Gebrauch, d.h. man erwei-
tert den Nenner entsprechend mit dem Ausdruck \/5— \/B bzw. \/§+\/B . Auf diese
Weise ,verschwinden” die Quadratwurzeln aus dem Nenner.

e Man kann die Potenz a“ mit positiver Basis aeR, a > 0 auch fur beliebige irrationale
Exponenten aeR\ Q definieren. Dazu betrachtet man die rationale ,Folge* der endlichen
. . b, b, b,
Dezimalbriche x,=c,b;b,...b,=Cc+—+—+. . .+ —
10 100 10
ren, und definiert a® als Grenzwert von a*" . Die bekannten Potenzgesetze lUibertra-

gen sich dann auf beliebige reelle Exponenten ao,peR .

€Q , welche a approximie-

e Es gibt einen engen Zusammenhang zwischen der Quadratwurzel und dem Betrag |a|
einer reellen Zahl aeR , der definiert ist als die vorzeichenlose Zahl - also mittels

|a| = a.fals az0 Der Zusammenhang ist gegeben durch: |<’:1|=\/<’:12 wo-
-a , falls a<0 |~ ' '

durch unmittelbar klar ist, dass gilt: |al>0 und lal=0 < a=0 .

C. Mitdem Logarithmieren erhalten wir eine weitere Umkehroperation zum Potenzieren.

Seien a,beR mit a>0,b>0 und b=1.Dann istder Lo-

Definition des Logarithmus: garithmus log,a von a zur Basis b als die eindeutige

Zahl xeR definiert mit:
b*=a

Speziell gilt:  log,x=u < b" =x

Spezielle Fur abeR,a>0,b>0 und b=1 gilt stets:

Logarithmenwerte: (i b'ogsa _ 4 (i)

logp,l =0 sowie (iii) logyb=1 .

Sei im folgenden b >0, b # 1. Dann gilt fir beliebige Zahlen

Rechenregeln fiir den Loga- . .
9 9 a,x,yeR mit x>0,y >0 sowie fir neN :

rithmus:

() log,(xy)=logyx+logyy

X
2) |09b(y) =logyx —logpy
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(3) logy,x?=a-log,x , speziell: Iogb’ﬁzﬁ'logbx .

Umrechnung zwischen Loga- Fur a,b,ceR mit a>0,b>0 und c >0 gilt stets:
rithmen verschiedener Ba- _logpa

sen: log.a

= bzw. log.a=Ilog.b-log,a .
Iogbc gc gc gb

Bemerkungen:

e Im Ausdruck |c=log,a| heiRt beR die Basis und acR der Numerus des Logarithmus

¢ . Man beachte, dass stets a und b positiv gewahlt werden missen mit b= 1.

e Wahlt man als Basis b =10, so erhalt man den dekadischen Logarithmus. In Zeichen:
lg a:=logjga| fir acR,a>0.

e Wahlt man als Basis b =e mit der Eulerschen Zahl e =2,71828...eR , so erhalt man
den natiirlichen Logarithmus. In Zeichen: |Ina:=log.a| fir acR,a>0.

e Die Umrechnungsformeln zwischen dekadischem und nattrlichem Logarithmus fur aeR ,
a >0 beliebig lauten:

()|lga=lge-Ina~0,43429-Ina| bzw. (i)|Ina=In10-lga~230259-Iga |.
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