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Geometrische Interpretation der Lésungen z, (siehe Skizze):

Die n verschiedenenen Lésungen zx €C (k=0,...,n—-1) von z"=a liegen alle auf
dem Kreis mit Radius p= " |a| um z =0 und bilden die Ecken eines regelmafiigen n-

Ecks (Polygons) mit Anfangswinkel «, =Argz, = ? und Differenzwinkel Qn = 2z .
n n

Nachtrag: Die trigonometrischen Funktionen als Kreisfunktionen

Zur Erweiterung des Anwendungsbereiches betrachten wir die trigpnometrischen Funktionen
jetzt in Zusammenhang mit dem Einheitskreis k . Aufgrund der an diesem Kreis vollzogenen
Erweiterung werden die trigonometrischen Funktionen zuweilen selbst auch als Kreisfunktio-
nen bezeichnet. Wir gehen, wie folgt vor:

e Betrachtet wird der Kreis um den Ursprung O des ebenen kartesischen Koordinatensys-
tems mit Radius r= 1 sowie das Winkelfeld, das durch die positive reelle x-Halbachse
und eine vom Koordinatenursprung O ausgehende Halbgerade g; gebildet wird.

Skizze:

A y g1
_____________ 7 R(x"1)
-- A<-Q(1y)

V><

><-._.____
~
><--_.____

-1

X=cosa,y=sSino, y'=tan o, x" = cota

o Dabei arbeiten wir ab jetzt mit sogenannten orientierten Winkeln, d.h. negative Winkel
sind nun maoglich. Dabei gilt:

(i) >0 (GradmaR) bzw. ¢> 0 (Bogenmal3), wenn g, aus der positiven x-Halbachse
durch Drehung links herum, d.h. durch
Drehung im mathematisch positiven
Drehsinn hervorgeht;

(i) o< 0 (Gradmal) bzw. ¢ < 0 (Bogenmald), wenn g, aus der positiven x-Halbachse
durch Drehung rechts herum, d.h.durch
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Drehung im mathematisch negativen
Drehsinn hervorgeht.

¢ Die trigonometrischen Werte cos o bzw. cos ¢ und sin « bzw. sin ¢ fir einen gege-
benen (positiven oder negativen) Winkel « (im Gradmal) bzw. ¢ (im Bogenmalf3) erhal-
ten wir als die x,y-Koordinaten des Kreispunktes Pek m g;, der auf g, liegt.

¢ Die trigonometrischen Werte fan « bzw. tan ¢ sowie cot a bzw. cot ¢ findet man ei-
nerseits als y-Koordinate des Punktes Q (7,y’)egs mit x= 1 bzw. andererseits als x-
Koordinate des Punktes R (x“7)eg; mit y=1.

Unter Ruckgriff auf orientierte Winkel im Bogenmald ¢ erhalt man als Definitionsbereich Dy
und Wertebereich W; fir die trigonometrischen Funktionen folgende zugeordnete Bereiche:

f(x) D Wi

sin ¢ peR sin ¢ € [-1,1]

COS @ peR cos ¢ € [-1,1]

tan ¢ ¢€R\{%+k-ﬂ'|k€2} tan ¢ € (—o0,+x)
cot ¢ peR\{k 7| keZ} cot ¢ € (—o0,+00)

Weiterhin ergeben sich aus der geometrischen Betrachtung am Einheitskreis folgende Ei-
genschaften fur die erweiterten trigonometrischen Funktionen:

Eigenschaft

2-Periodizitat

Nullstellen

Komplementaritét

Ltrigonometrischer Pytha-
goras”

Symmetrieeigenschaften:

Kriterium

VpeR VkeZ :sin(p+2kr) = sing, cos(p+2Kkrx) = coSe

VpeR: sinp=0stanp=0=p=k-7 (ke Z)

V@eR :cosgp = 0<cotp = 0= ¢=%+k-7r (ke Z)

VpeR: cos(%— Q) = sin(p,sin(%— @) =Ccos@

VoeR : sin’p+cos?p =1

V@eR : sin(—¢p) =—sin ¢, cos(—¢) =cos @
(d.h. sin ist ,ungerade®, cos ,gerade” Funktion)

VpeR : tan(-p) = —tang, cot(—¢)=-cote
(d.h. tan und cot sind ,ungerade“ Funktionen)
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Vo,yeR : sin(p + ) =Sing - COSy + COS¢ - Siny
Additionstheoreme fiir v €R: COS(¢p+ ) = COS(- COSY—Sing- Sin
sin , cos und tan pyEr. p+y)=C0oSp v @-siny

tang + tany

Vo,weR (tan(p + ) =
1—tane-tany

T T . .
Monotonieverhalten: Vo,,@,€ {—E,E}: @, <@, =Ssinp, <sing,
T |,
Vo,.0,€ }_E'E[ 0, <@, = tang, < tang,

VA
(d.h. sin, tan istin }E’E{ streng monoton wachsend)

Vo,,@,€ [O,ﬂ]: @, <@, = COS@, >COSQP,

Vo€ [0,77] ! @9, <@, = cCot g, >cotp,

(d.h. cos, cot istin [0, #] streng monoton fallend)

Eine geometrische Herleitung der Additionstheoreme an rechtwinkligen Dreiecken ergibt sich

aus folgender Skizze, wobei wir unter « und g jetzt Winkel im Grad- oder im Bogenmal3
verstehen.

Skizze:

Folgerungen aus den Additionstheoremen:

Aus den Additionstheoremen fir sin und cos lassen sich speziell weitere Formeln herlei-
ten:

(i) VoeR:|sin2¢=2sing-cosg,cos2¢p =cos’p-sin’y
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(i) VoeR: 1+COS¢J:2-0032(%) , 1—cos(p=2.s,-nz(%)

Mit ¢ =258 ,2°F ng ,B:aJrﬂ—a_ﬂ folgt:

2 2 2 2
(iii) Va,feR: sina—sinﬁ=2-sinaéﬂ-cosa;ﬂ ,
(iv) Va,feR: COSa—COS,B=—2-Sina;B~Sina;’8

Folgerungen aus der Monotonieeigenschaft:

Aus der Monotonie von sin, cos, tan und cot (und Stetigkeit der Funktionen) in dem je-
weils angegebenen Intervall folgt:

o Zu jeder beliebigen Zahl x aus dem entsprechenden Wertebereich der jeweiligen trigo-
nometrischen Funktion x =f (@) gehért ein eindeutiger Winkel ¢ im Monotonieintervall,
der durch die trigonometrische Funktion f auf x abgebildet wird.

D.h.: Die trigonometrischen Funktionen lassen sich umkehren, und die entsprechenden Um-
kehrfunktionen lauten:

(i) arcsinx =sin'(x) = ¢ < x=sing fir x [-1,1] beliebig mit (pe{—g,g} . arcsin
heil’t der Arcus Sinus ,

(i) arccosx =cos”(x) = ¢ < x=cos ¢ fir x [-1,1] beliebig mit ¢ [0, n] . arccos
heil3t der Arcus Kosinus ,

(iii) arctanx =tan ' (x) = ¢ < x=tan ¢ fir xeR beliebig mit goe:l —gg[ . arctan

heil3t der Arcus Tangens ,

(iv) arccotx =cot ' (x) = ¢ < x=cote fiur xeR beliebig mit ¢ €]0,x[ . arccot heidt
der Arcus Kotangens .

Wahlt man nun als Variablennamen x statt ¢ und trdgt man die Funktionswerte sin x je-
weils Uber dem entsprechenden Funktionsargument x - das ist nun der zugehérige Winkel
im Bogenmald — ab, so erhalt man den sogenannten Graphen der Sinusfunktion:

I, ={(x,y)| y =sinx; xeR} c R?

Die zugehorige Skizze als Teilmenge der Ebene siehe auf der nachsten Seite!

Wir kommen auf die trigonometrischen Funktionen und ihre Umkehrfunktionen noch einmal
im Rahmen der Theorie der elementaren Funktionen zuriick.
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