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Skizze:
imza w ilmz
az (a>0)
24
z, 1
: . : Re z 9 L)\ Re z
-1 0 1 -1 /0 1 a
Jr-i T -
bz (b<0)
(a) w=z,+z, (b) w=az, areell

Dem Produkt | W=i-Z=-y+ix | von i und zeC entspricht der Vektor mit Lange

lwl| = lil-|z| = [z| und Richtung Argw = Arg z+90° (2x) . Damit entsteht w aus
dem ,Vektor* z durch Drehung um 90° entgegen dem Uhrzeigersinn (d.h. im math. posi-
tiven Drehsinn). (Siehe dazu Skizze (c).)

Dem Produkt der beiden komplexen Zahlen c=a+ib eC und zeC ent-

spricht der Vektor, der durch Vektoraddition der beiden ,Vektoren* a-z und b-(i-z) ent-
steht (siehe dazu Skizze (d)).

Damit folgt fur Lange und Richtung des Vektors w :
() lwl =lcl-|z]

und (i) Argw=Argz+ ¢ (27) mit Argc=¢ .

Skizze:

Re(z)

(c) w=iz (d) w=cz

Also ist die Multiplikation von zeC mit einer anderen (festen) komplexen Zahl ceC
interpretierbar als Drehstreckung mit Streckfaktor |c| und Drehwinkel p=Argc.

1 1 z z
W=z"==—=—-=—
zZ z-Z |z|

Dem Kehrwert einer beliebigen komplexen Zahl zeC \{0}

entspricht der Vektor, welcher aus dem ,Vektor* z durch Hintereinanderausfihrung der
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Spiegelung am Einheitskreis - also dem Kreis um zg =0 mit Radius r=1 - mit Bild

z* = % und der anschlieRenden Spiegelung an der reellen Achse mit Bild w =Zz"

2
]

entsteht. Insbesondere gilt daftir (siehe dazu Skizze (e)):
1

| | , Argw=-Argz"=-Argz=—-¢ (27).
z

|wl =

z 1
¢ Die Division | W = o Z-E der komplexen Zahlen zeC durch die komplexe Zahl

ceC\{0} ist eigentlich die Multiplikation von z mit c* :% . Somit wird die Division ei-

ner komplexen Zahl zeC durch eine andere komplexe Zahl ceC mit ¢ =0 als Dreh-

= ﬁ der Streckfaktor und ¢*=Argc”=-Argc

= —¢ (27) der Drehwinkel (siehe dazu Skizze (f)).

streckung interpretierbar. Dabei ist lc*

Skizze:

i

(e) w=1/z (z#0) () w=z/c (c#0)

Die Polardarstellung komplexer Zahlen

Fir komplexe Zahlen z=x+iy,w=u+iVv € C gelten beziglich der Polarkoordinaten im
Ruckgriff auf trigonometrische Beziehungen die folgenden Gesetze:

Form einer komplexen Zahl

Umrechnung Z=Xx+iy —> z=re'"?=r(cos ¢+isin ) mit

arccos (5) , falls y >0
r=|z|=yx?+y? und ¢= r

—arccos (%) , falls y <0

Kartesisch — Polardarst.

Umrechnung z=re"’=r(cos p+isin p) —> z=x+iy mit

Polardarst. — Kartesisch X=r-cosg und Yy=r-sing
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Formeln von De Moivre und (cosg+i-sing)(cosy+i-siny)=cos(p+y) + i-sin(p+y)

Folgerungen bzw. e'?.elV —gilety)
(cosg +i-sing)" = cos(n-g)+i-sin(np) (neNy)
bzw. (ei'(ﬁ)n:ei‘”"’ (neNy)

1

————=coS(-¢@)+i-sin(-p)=cosp+i-sing
cos@+i-sing

1 —flo m
bzw. ——=e'"?=¢'?
e'?

MUltlpIIkatlon / Division kom- Fir z=r-e 9 = | Z |‘(COS @+ i-sin ¢) eC und

plexer Zahlen in Polardarstel- W= pe"" = | w|-(cos w+i-sin y) eC qilt speziell:

lung: _ -

(i) z-w=|z||w|-(cos(p+y)+i-sin(p+y))
bzw. Z.W:r.p.ei‘(¢+l//)

(i) z"=|z|"(cos(np)+i-sin(ng)) (neNy)

bzw. z"=r".e'"?

(iii) %=m-(005(¢—w)+i-sin(¢>—l//))

|wi

Bemerkungen:

 Die Polardarstellung bzw. Eulersche Form der komplexen Zahlen macht noch einmal
deutlich: Die Multiplikation von zeC beliebig mit einer (festen) komplexen Zahl c=r-e'?
=|cl(cos y+isin ), ceC\{0} sich geometrisch deuten lasst als Drehstreckung der
komplexen Ebene C um den Streckfaktor r=|c| und den Drehwinkel Argc= i .

¢ De Moivre's Formeln stellen die komplexe Form der Additionstheoreme der trigonometri-
schen Funktionen sin und cos dar. Inshesondere gelangt man zu den bekannten Addi-
tionsformeln fir sin und cos, wenn man den Real- und Imaginarteil des Produktes

e"”.e" mitdem Real- und Imaginarteil von e'{**¥)  vergleicht.

« Durch die Schreibweise |e'? =cosg+i-sing (auch Eulersche Formel genannt) wird

der enge Zusammenhang zwischen Additionstheoremen und Potenzgesetzen offenbar.
Dass Euler hier e verwendet, hat seinen tieferen Bezug zur Exponentialfunktion e*,
die wir spater noch betrachten werden. Hier kbnnen wir die Eulersche Formel auch als
Definition fiir den komplexen Term e'? betrachten.

e Setzt man in die Eulersche Formel x = rn ein, erhalt man die wunderschéne mathemati-

sche ,Weltformel*: |e'” =cos 7 +i-sinz =-1| pzw. [€'" +1=0].
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Die n-ten Wurzeln einer komplexen Zahl aeC

Die n-ten Einheitswurzeln: | Die Gleichung z "_1=0 (neN) hatin C genau n verschie-
dene Loésungen (o, C1,..., Cn-1 , gegeben durch

2z-k, . . ,27m-k
)+i-sin (
n n

& = cos ( ) (k=0,...,n-1)

.21k

bzw. ¢ = eI n  (k=0,...,n-1)

Co,C1,..., Ch-1 heilBen die n-ten Einheitswurzeln.

Die n-ten Wurzelnder " © TEBCIEE S BT

Zahl aeC: z"-a=0 (neN) mit a=re'” =r-(cos p+isin ¢) eC

N (24257
bzw. zk:ﬁ-e n n (k=0,...,n-1)

Bemerkung:
(i) Fr die n-ten Einheitswurzeln Cx (k=0,...,n-1) gilt |<k=¢1° (k=0,..,n-1)

(ii) Fir die n komplexen Wurzeln zx (k=0,...,n=1) von a=r-(cos ¢+isin ¢)eC qilt:

.2

zkzzo-g’l" (k=0,...,n-1) mit zozn\/T-(cos%H-sin %) bzw. zozn\/T-e n

(ii)AuRerdem erfilllen die n Losungen zx (k=0,...,n-1) der Gleichung z"-a=0 mit

n-1
aeC die Gleichung: sz =Zg+2+..+2y 1 =0
k=0
Skizze: (fur den Fall n = 6)
iIm
Z
23
%o
oy
5 > Re
On
Zn-1
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