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Probe fir die beiden Losungen Ist ax2+bx+c=a-(x—x1)-(x—x2) ,
X1 und X2 (Satz von Vieta):

so folgt: (i) X;+X, =—§ und (i) X; Xy :%

Dies gilt sowohl im reellen als auch im komplexen Fall,

wobei manin (i) i2=-1 verwendet.

Bemerkungen:

Historisch ist die Forderung nach der Existenz einer Wurzel aus einer negativen Zahl die

Geburtsstunde der imaginaren Einheit ,i* als Lésung der Gleichung x?+1=0

Es gibt eine Reihe anderer Gleichungen, die sich auf die quadratische Gleichung zurtick-
fuhren lassen. Ein Beispiel ist die biquadratische Gleichung (4. Grades), die da lautet:

ax*+bx?>+c=0 . Substituiert man in dieser Gleichung | Y = x? , SO erhalt man die

guadratische Gleichung ay2+ by+c=0 .Ist yo eine Losung dieser quadratischen

Gleichung, so erhalt man mit | Xy =./Yo |, | X2 = =/ Yo | zwei Lésungen der Ausgangs-
gleichung.

Beachte: Im Fall yo <0 sind beide Lésungen x; rein imaginér und damit konjugiert
komplex.

Neben der quadratischen bzw. biquadratischen Gleichung mdchte man gerne allgemeine
algebraische Gleichungen mit reellen Koeffizienten der Form

() | amXx™ +ap X"t +ax+ay =0 | mit axeR,am #0 (k=1,...m)

|I6sen. Die Mathematiker im 16./17. Jh. haben allgemeine Losungsformeln fir die Falle
m = 3 (kubische Gleichung) und m =4 entdeckt bzw. entwickelt. Doch konnte man im
19. Jh. beweisen, dass es fir m >5 keine allgemeinen Lésungsformeln mehr zur Be-
rechnung der Wurzeln xeC der Gleichung (*) gibt. Man nennt die Lésungen xeC von

() auch die Nullstellen des Polynoms p(x)=a,, -x™ +a,, -x™* +..+a, -x+a,

Als erster hat der deutsche Mathematiker C.F. Gaul3 den sogenannten Fundamentalsatz
der Algebra bewiesen. Dieser Satz besagt, dass jede Gleichung (*) mit reellen Koeffi-
zienten a, eR - ja sogar mit komplexen Koeffizienten axeC - genau m Ld&sungen be-
sitzt, wenn man den Zahlbereich R der reellen Zahlen erweitert. Dabei konnen Wurzeln
auch mehrfach auftreten, missen also nicht notwendig paarweise verschieden sein. Die-
se Wurzeln oder Nullstellen gehéren aber i.a. dem gréReren Zahlbereich C der komple-
xen Zahlen an, den wir weiter unten einfihren und néher betrachten werden.

Ist insbesondere Xxo €C eine komplexe Losung der reellen Gleichung (*) , dann folgt, wie
man mathematisch zeigen kann, dass auch die konjugiert komplexe Zahl x, €C eine

weitere Losung von (*) ist. Das heil3t:

Nichtreelle Wurzeln von reellen algebraischen Gleichungen tauchen stets als konjugiert
komplexe Parchen auf. (Zu komplexen Zahlen siehe spéater.)
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Uber die Losungen einer reellen Gleichung hoheren Grades
und Uber den Nachweis der Irrationalitat reeller Zahlen

. . -1
Sucht man die Nullstellen eines Polynoms p(x) =a, X"+a,,; X" +.+a,-X+3,| vom

Grad m >3 und mit Koeffizienten axeR,an #0 (k=1,...m), so std3t man flr den Fall m
> 3 entweder auf relativ komplizierte Lésungsformeln — so fir m=3 und m =4 —, oder es
gibt — so fir m > 5 — tUberhaupt keine allgemeine Losungsformel mehr. Dennoch kann man
in bestimmten Fallen bei der Suche nach Nullstellen eine Erfolg versprechende Taktik an-
wenden, und zwar gerade in den Féllen, wo man es mit einem ganzzahligen Polynom
p(xX)eZ[x] — das ist ein reelles Polynom p(x) mit ganzzahligen Koeffizienten a,eZ — zu tun
hat, welches u.a. rationale Nullstellen besitzt.

Die Taktik, um eine Gleichung () | P(X)=an, X" +ay, X" +.+a, - X+a, =0 | kon-
kret Idsen, besteht aus der Hintereinanderausfihrung der folgenden Schritte:

(i) Finde zunachst durch ,intelligentes Raten“ (siehe unten) eine rationale Nullstelle X
aus dem zu (*) gehorigen rationalen Nullstellen-Pool unter Verwendung des
Hornerschemas.

(i) Fuhre zu jeder gefundenen Nullstelle x, dann die Polynomdivision des betrachteten
Polynoms p(x)=a,, -x™+a, X" ' +.+a,-x+a, durchden Linearterm X - X,
durch. Diese Polynomdivision geht auf und liefert nun ein ganzzahliges Polynom
a(x)=by, X" +b, , -x™2 +.+b, -x+b, € Z[x] vom Grad m -1 . Auch hierbei
ist Horner das Mittel der Wahl.

(iii) Setze nun die Schritte (i) und (i) mit dem neuen Polynom q(x) fort (sogenannter
kaskadierter Horner), bis man schlie3lich — hoffentlich — auf eine quadratische Glei-

chung stoRt. Dessen (evtl. komplexe) Losungen kann man dann explizit mit der ange-
gebenen abc- oder der pg-Formel berechnen.

Das intelligente Raten ist eigentlich ein gezieltes Durchprobieren aller méglichen rationalen
Nullstellen x,€Q von p(x)=a, -x™ +a,, -x" ' +.+a, -X+ ay €Z[x] und ful3t auf dem

folgenden notwendigen Kriterium flr rationale Nullstellen:

(%) | P(Xq) =0 flr xozgeQ = rlapund s|a,

Dabei steht ,, | “ fur teilt ganzzahlig“; also:

alb fur abeZ < ,a istein Teilervon b* < b=ad mitdez geeignet.

r|a0/\s|am}

: _ r
Fur den rationalen Nullstellen-Pool N, gilt dann also: |N, = {Xo =5 € Q

Man beachte bei der Erstellung aller méglichen Kombinationen auch, dass beide méglichen
Vorzeichen ,+/-* auftreten kdnnen.

Das notwendige Nullstellenkriterium (*x) fir rationale Nullstellen I&sst sich auch sehr vor-
teilhaft anwenden, um die Irrationalitdt bestimmter algebraischer Zahlen aeR nachzuwei-
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sen. Das sind Zahlen, die mittels Wurzeln aus rationalen Zahlen gebildet werden, wie z.B.
o= i/E — /5 . Hierzu geht man, wie folgt, vor:

(i) Konstruiere zunachst durch entsprechende Umformung der Gleichung, durch welche
o definiert ist, ein ganzzahliges Polynom p(x)eZ[x], so dass gilt: p(a) = 0 . Damit ist
dann o eine reelle Nullstelle von p(x) .

(i) Bilde anschlie3end unter Berticksichtigung des notwendigen Kriteriums (**) den rati-
onalen Nullstellen-Pool N, zu diesem Polynom.

(iii) Teste dann mittels Hornerschema alle moglichen Werte aus N, durch und zeige: Es
befindet sich keine(!) Nullstelle darunter. Dann muss fir o wegen p(a) =0 gelten:
aeR\Q, d.h. « istirrational.

Hier ein Beispiel:
a= ”\/T mit einer Primzahl reP und neN, n> 2 ist Nullstelle von p(x)=x"-r e Z[x] ;
das hei3t: p(a)=0.Da r als Primzahl nur die trivialen Teiler £1 und #r besitzt, erhalt
man fir den moglichen rationalen Nullstellen-Pool: N, ={1, -1, r, =4} . Direktes Einsetzen
dieser Werte in das Polynom liefert als Funktionswerte (ohne Horner), da r Primzahl ist:
() p(x1)=(+1)"-r =0 ,da rz+1;
(i) pr)=(xr)" -r=r -[(irl)” o —1];&0 , da r=0,r"=+1wegen n>2.

Also kdnnen wir schlieRen: o = “\/? eR\Q st eine irrationale Zahl.

EinfUhrung in die komplexen Zahlen

In der Geschichte der Mathematik stie3 man im 16. Jh. im Zusammenhang mit der Suche
nach Formeln zur Berechnung von Nullstellen von Polynomen héheren Grades auf Quadrat-
wurzeln von negativen Zahlen. Ausschlaggebend war ein Lésungsverfahren fir die kubische

Gleichung x° = p-x +£q mit naturlichen Zahlen p,qeN , welches vom Rechenmeister

Tartaglia aus Italien stammte und vom italienischen Mathematiker Cardano 1545 veréffent-
licht wurde. In dieser sogenannten Cardanischen Lésungsformel kann es passieren, dass
Quadratwurzeln mit einem negativen Radikanden beriicksichtigt werden missen, um am
Ende (mindestens) eine reelle Losung als Ergebnis der Rechnung zu erhalten.

1777 trieb Leonhard Euler die komplexen Zahlen durch Einfiihrung des Symbols i voran,
indem er definierte: i:= ,/—1 . Euler nannte diese Quadratwurzel — im Gegensatz zu den
reellen Zahlen — imaginéare Einheit. Die charakteristische Eigenschaft der neuen Zahl i ist

also: i2=-1]. Mittels dieser Zahl definieren wir weiter:

Definition:

Die Menge | C = {Z =X+iy | xy eR } mit der imaginaren Einheit i heilt der Zahlbereich

der komplexen Zahlen. Er bildet hinsichtlich der (liblichen) Addition und Multiplikation unter

Beriicksichtigung von i? = -1 einen Kérper. In ihm ist der ,alte“ Zahlbereich R ,einge-

bettet* in der Form: | R = {z =x+iy | xy eR,y=0}cC
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Einen alternativen Zugang zu C hat der irische Mathematiker Hamilton im Jahre 1837 ge-
funden, indem er in der Menge R? =R xR = {(a,b) | a,be R} der geordneten reellen Paare

(a,b)eR? die beiden Rechenoperationen ,Addition“ und ,Multiplikation“ einfiihrte mittels:

()| (ab)+(c,d)=(a+c,b+d) | bzw. (ii)|(@b)-(c,d)==(a-c-b-d,a-d+b-c)

Hamilton konnte damit zeigen, dass in R? aufgrund dieser Definitionen dieselben Rechen-
gesetze - also Assoziativ-, Kommutativ-, Distributivgesetz usw. - gelten wie in R .

Setzt man jetzt |i=(01) | und bettet mittels der Identifikation die ,alten” reellen
Zahlen acR in C=(R?+,) ein, so gilt speziell:

() i%=(0,1)-(0,1)=(-1,0)=-1 sowie
(i) z=(xy)=(x0)+(0,y)=(x0)+(0,1)-(y,0) = x +iy

Also erhalten wir fir C die ,altbekannte* Darstellung (s.0.): |C = {Z =X +iy | X,y €R }
Wir definieren weiter:

Definition:

e Ist z=x+1iy €C, so heildst xeR der Realteil von z (in Zeichen: ) und yeR
der Imaginarteil von z (in Zeichen: ).

e Die Zahl nennt man die zu z konjugiert komplexe Zahl.

e Die (positive reelle) Zahl | I = | z | =4 x2+y? | heirt der Betrag (oder Modul) von z .

arccos (5) ,fury>0
r

e DieMenge |argz:={p+2kz|keZ} | mit |p=Argz:=

—arccos (%) ,fur y <0

heil3t das Argument (oder Phase) von z und ¢ = Arg z € (-180°180] im Gradmal3 bzw.
¢ € (—m,z] im Bogenmalf3 der Hauptwert von arg z . Wir schreiben auch: argz=¢ (27)
und sagen: ,arg z ist kongruent ¢ modulo 27".

Zur Beziehung zwischen Gradmaf? und Bogenmal siehe den folgenden Abschnitt im
Skript.

¢ Man beachte, dass z =0 kein Argument besitzt. Dafir gilt ja: |Z | =0 < z=0].Wei-

terhin bezeichnet arccos in der Definition des Hauptwerts ¢ = Arg z die Umkehrfunktion
des Cosinus — das ist der Arcus Cosinus —, der (z.B. auf dem Taschenrechner) auch mit
cos * bezeichnet wird. In manchen Biichern wird zur Darstellung des Hauptwertes ¢ =
Arg z anstelle von arccos auch arctan bzw. tan ™ — das ist der Arcus Tangens — ver-

wendet (siehe dazu spater den Abschnitt Gber die trigopnometrische Funktionen).

Geometrische Interpretation der komplexen Zahlen als Punkte der Gau3schen Ebene:

Die komplexen Zahlen z=x +iy eC kénnen mit den Punkten der (zweidimensionalen)
komplexen - oder wie man sagt: Gaul3schen - Zahlenebene identifiziert werden (s. dazu die
Skizze auf der folgenden Seite).
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