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Auf der Grundlage dieser Projektion beruht die folgende Aufgabe:

Gegeben seien zwei Vektoren 5,5 eR™\ { 0 } mit 41b sowie ein weiterer Vektor

ceR™\ { 0 } . Man finde eine Zerlegung von ¢ der Form ()| C=A.-a+ p¢-b | mit

Komponenten 1,-a und u,-b von ¢ inRichtungvon & und b .

Bildet man auf beiden Seiten der Gleichung (*) jeweils einmal das SP mit a , das ande-
re Mal das SP mit b und berlcksichtigt, dass alb —unddamit deb=0 —ist, so
ergibt sich fir die gesuchten Koeffizienten:

_GeG _aec _ _beG beGd
_||§||2_a2 sowie |He =——F =

c

Verzichtet man auf die Voraussetzung dLb undfordertnur,dass @ und b linear
unabhangig (/.u.) sind, so erhalt man fur die Koeffizienten in der Linearkombinationdar-
stellung (*) fur ¢ das folgende zu lésende LGS:

- 2 zeb) - (2 el
AJ=v mt A=| @ _ a°2b A= 7| und v=|2°€
aeb b Hc °
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Das Vektor- oder Kreuzprodukt

T aq b1
Definition: Seien a=|a, |,b=|b, |e R® zwei Vektoren. Dann heilt
as bs

€, a; by asbsz—azb,
5Xb.': é2 32 b2 = a3b1_a1b3

das Vektor- oder Kreuzprodukt (abgekirzt: VP )von a und b .
Offensichtlichist axbeR?3 .

Aufgrund des Ruckgriffs auf die Rechenregeln fur die Determinan-
Rechenregeln: te gelten fur das VP viele Rechenregeln. Insbesondere:

() éx(/1-5+y-5)=/1-(§x5)+/1-(éx5) fur alle A,ueR
(Linearitét in der 2. Komponente) und 3,b,¢ eR®

(ii) §><5=—(5><§) furalle a,b eR3 ,
(Schiefsymmetrie)

(i) axb=0 ,falls b=4-a mit leR geeignet.
(Charakterisierung der linearen Abhéangigkeit)
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_ (i) Sind &,b e R® beliebig, so gilt zunachst:
Geometrische Deutung

des VP: axbla und axb L b ,denn man rechnet schnell nach:

a0(5x5):0 sowie 50(5x5):0 ;
(i) Fur die kanonische Basis (é1,é2,é3) des R® erhalt man,

wie man ebenfalls durch Nachrechnen zeigt:

é1Xé2:é3 SOWie é2Xé3:é1 Und é3>(é1:é2 o
Allgemeiner bilden die 3 Vektoren a,b,a x b (in dieser Rei-
henfolge) ein Rechtssystem. Das bedeutet anschaulich:

Zeigt der Daumen der rechten Hand in Richtung von a und
der Zeigefinger in Richtung von b , so zeigt der Mittelfinger in
Richtung von axb .

(iii)Fur die Norm Ha“XBH von é=axb gil:
C=HéxE“:||§||-“5“-|singo|=ab.|sin(p| mit (/):72(5,5).

Damit entspricht die Lange von ¢ =4axb dem 2-dim. Fl&-

cheninhalt des von & und b aufgespannten Parallelo-
gramms.

Bemerkungen:

e Anstelle Uber die (nicht ganz korrekt benutzte) Determinante kann man das Vektorprodukt
- analog zum Skalarprodukt - auch ber eine Matrizenmultiplikation einflihren. Sind ndm-

a; by
lich a=|a, |,b=|b, |eR® gegeben und definiert man die durch a eindeutig
as bs

Q|
X
oy
Il
>
o

bestimmte (3x3)-Matrix | A=| az 0 -a; ||, sogilt:

Die Matrix A erflllt insbesondere die Gleichung: AT =-Al. Aufgrund dieser Eigen-
schaft nennt man A auch eine schiefsymmetrische Matrix.

e Daneben gibt es eine kleine Hilfskonstruktion - analog zur Sarrusschen oder Jagerzaun-
regel fUr eine (3x3)-Determinante -, mit der man das Vektorprodukt schneller findet:

© aktueller Stand: 16.04.2013




Formelsammlung zur Mathematik 1/ Il fiir die Beruflichen Fachrich- Seite 31
tungen Bautechnik, Metalltechnik und Elektrotechnik

a, by
as bs
ay b, azbz—azb,
_ - a, b,
a><b= a2 \X’ b2 = = a3b1—a1b3
e b az bs b b
as) 3 a b a10p —ay 0y
ol | |ay b,
32 b2 32 b2

Zum Beweis der Formel fiir die Norm c¢= [ ax b “ rechnet man zunachst aus, dass gilt:

6" +(aeb) =a b7

Unter Verwendung der geometrischen Formel fir das SP mithilfe von cos folgt daraus
die gewlnschte Formel.

Das SP und das VP lassen sich noch zu einem weiteren Produkt im R® kombinieren:

Sind drei Vektoren &,b,¢ € R® gegeben, dann heifdt [ abc ] =a 0(5 x 5) das

Spatprodukt der drei Vektoren und ¢ . Rechnet man dieses Produkt einmal aus,

a,b
so erkennt man, dass gilt: [ abc ] := det (

Q)

b 5) . Insbesondere folgt daraus:

det(éBE)z Ge (5 x 6): a|- HB x 6” -cosy = abc -[sing] - cosy

mit (/):#(5,5) und y/:%(é,ExE).

Das ist aber die Berechnungsformel firr das Volumen des von den drei Vektoren a , b
und ¢ aufgespannten Spates (daher der Name ,Spatprodukt®).

Somit lasst sich  det ( ab 6) geometrisch interpretieren als das (orientierte) Volumen

des von den drei Spaltenvektoren 5,5,6 eR?® aufgespannten Spates.

Ein wenig Analytische Geometrie

Die Vektorrechung findet insbesondere Anwendung in der Geometrie der Ebene und des
Raumes. Dies gilt speziell fir die Darstellung von Geraden und Ebenen sowie fiir die Mes-
sung des Abstandes eines Punktes von einer Ebene oder einer Geraden bzw. fir den Ab-
stand zweier windschiefer Geraden im Raum.

Die Einfiihrung von Koordinaten in die Geometrie geht auf René Descartes (/at. Cartesius)
im 17. Jh. zuriick, und man nennt die auf der Vektorrechnung beruhende Geometrie auch
JLAnalytische Geometrie*”. Speziell die héherdimensionale Analysis - d.h. die Analysis der
Funktionen/Abbildungen mehrerer Veranderlicher - greift immer wieder auf die Ergebnisse
dieses Zweigs der Geometrie zurtick.

Wir behandeln zunéchst die Darstellung einer Geraden im (dreidimensionalen) Raum.
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Parameterdarstellung
der Geraden:

Die Zweipunkteglei-
chung der Geraden:

Die parameterfreie
Pliickersche
Geradendarstellung:

Die Gerade im Raum

Sei A(as ,a ,83)€R3 ein Punkt im Raum mit Ortsvektor

ay Vi
a=|a,| sowie V=|v, eR? \{O} ein weiterer Vektor.
az V3

Dann lasst sich die Menge aller Punkte X auf der Geraden g
durch A mit Richtungvektor v # 0 beschreiben mittels

(*) |[g: X=X (t)=a+t-v, teR]|.

Man nennt dies die Parameterdarstellung der Geraden g mit zu-
gehorigem Parameter t . Insbesondere bezeichnet man R auch
als den Parameterbereich fir t. Die Darstellung (*) heif3t zuwei-
len auch die Punkt-Richtungs-Form der Geraden g .

Seien A,B eR® mit A =B zwei Punkte im Raum mit zugehori-

aq b4
gen Ortsvektoren a=| a, | und b=| b,
as bs

Dann lasst sich die Menge aller Punkte X auf der Geraden g
durch A und B beschreiben mittels

(+) |[g: X =%(t)=a+t-(b-a)=(1-t)-d+t-b, teR|.

Sei A(aq ,a ,a3)eR3 ein Punkt einer Geraden g mit zugeho-
as V1

rigem Ortsvektor a=| a, | sowie Vv=| v, |eR® mit V=0
as V3

ein Richtungsvektor von g .

Dann erhalt man fur jeden Punkt Xeg mit Ortsvektor X unter
Verwendung des VPs die folgende parameterfreie Darstellung
der Geraden, welche auch Pliickersche Form genannt wird:

(***) g: ()?—é)x? =0

Bemerkungen:

e Die Gleichung (*) einer Geraden zeigt: g =a+U ist ein affiner Teilraum mit Unterraum

U=Lin(V),wobei (V) wegen v =0 eine Basisvon U ist.

e Wahlt man in der Darstellung (**) einer Geraden speziell fir t den eingeschrankten
Parameterbereich 1=[0,1], so erhalt man die parametrisierte Strecke AB mit An-

fangspunkt X(0)=a und Endpunkt x(1)=b .
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