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Bemerkungen:

e Bezeichnet man die Seite a - wie Ublich - als Gegenkathete und die Seite b als Anka-
thete zu o , so ergeben sich folgende Merkformeln fiir die trigonometrischen Funktionen:

. . Gegenkathete . Ankathete
sing =—=———7-—"~ cosa =————
Hypotenuse |’ Hypotenuse |’
. Gegenkathete ] Ankathete
tanog :=————— | |cota = —————
Ankathete Gegenkathete
N N . sin o cos a 1
e Weiterhin erhalt man durch Einsetzen: | tan a := , | cota i=— =
COoS sina tan «a

e Beziiglich des Wertebereichs der trigonometrischen Funktionen folgt fiir a<[0, 90 °] :
sin a, cos a € [0,1] sowie tan «, cot a € [0, x) .

e Verwendet man anstelle des Winkelgradmales «[°] das Bogenmald x, so gilt:

acl0, 90°] < XE[O,%} .

Mittels elementargeometrischer Betrachtungen erhalt man dann unter Verwendung des
Symbols o« fir ,Unendlich® folgende Werte fiir sin, cos, tan und cot zu den folgenden
speziellen im Bogenmal angegebenen Winkeln x :

Winkel x 0 7/6 /4 7/3 2
sin x ﬂ:o ﬁzl EZL ﬁ £:1
2 2 2 2 |2 2 2
cos x V4 _, NE] NERE R Yo _,
2 2 2 2 2 2 2
1
tan x 0 73 1 J3 oo
1
cot x oo V3 1 7 0

Trigonometrische Satze im allgemeinen Dreieck

Es sei A ABC ein beliebiges Dreieck mit Seitenldngen a,b,c und Winkeln ¢,f,y. Dann gel-
ten die folgenden allgemeinen Séatze (siehe dazu die Skizze):

' Wir verwenden dabei die Intervallschreibweise [a,b] = { xeR|a<x<b} fiir gegebene reelle Zahlen a,hcR
sowie [a,0)= {xeR|a<x} im Fall der nach oben unbeschrinkten Menge.

© aktueller Stand: 30.01.2013



Formelsammlung zur Mathematik 1/ Il fiir die Beruflichen Fachrich- Seite 26
tungen Bautechnik, Metalltechnik und Elektrotechnik

Satz Formel
: sina sinf siny
Sinussatz = =
a b c
, 2 .2 2
Kosinussatz a‘=b“+ c“-2-bc-cosa
Skizze:

Bemerkungen:
o Der Sinussatz lasst sich vorteilhaft anwenden, wenn im Dreieck A ABC gegeben sind

- zwei Seiten sowie ein Winkel, welcher einer der Seiten gegeniiberliegt (SSW) oder
- eine Seite und zwei Winkel (WSW bzw. SWW) .
o Der Kosinussatz kann vorteilhaft angewendet werden, wenn im Dreieck A ABC gegeben
sind
- alle drei Seiten (SSS) oder
- zwei Seiten und der von den beiden Seiten eingeschlossene Winkel (SWS) .

Produkte mit Vektoren

Im Bereich der Produktbildung mit Vektoren hat man im Wesentlichen drei Mdglichkeiten.
Wahrend wir das skalare Vielfache im Zusammenhang mit der Einfliihrung des Begriffes des
Vektorraumes bereits kennengelernt haben, sind die beiden anderen Produkte neu. Es han-
delt sich um das Skalar- und um das Vektorprodukt. Man beachte hierbei, welche Objekte
man ,reinsteckt® und welche man ,herausbekommt®.
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Produkte
Skalares Vielfaches Skalarprodukt Vektorprodukt (nur R?)
Skalar x Vektor Vektor x Vektor Vektor x Vektor
= Vektor = Skalar = Vektor

Hier nun die Definitionen der beiden ,Neuen*:

Das Skalarprodukt
Definition: ay by
elinition: Seien a=| : |,b=| : |eR" zweiVektoren, dann heilt
an bn
_ _ n
é.b =§Tb=Za,~b,~=a1b1+a2b2+...+anbn

\
Il
-

das Skalarprodukt (abgekiirzt: SP)von a und b .

Aufgrund des Riickgriffs auf die Matrizenmultiplikation gelten ftir
Rechenregeln: das SP viele Rechenregeln. Insbesondere:

() éo(ﬂfwy-é):A-(éoB)er-(éoé) fur alle 4,ueR

(Linearitét in der 2. Komponente) und a, 5, ceR"
(i) deb=bed firalle a,bcR",
(Symmetrie)

(i) daea>0 furalle acR"” und dea=0 < a=0
(positive Definitheit)

Mit Hilfe des SP lasst sich auch (s. Satz des Pythagoras) die Lan-
ge |a| eines Vektors a<R" - genannt die Norm - messen.
Dazu setzt man

|@]|:=Jaea=,a’+..+a}

Dann hat der Betrag bzw. die Norm |a| von aeR" folgende
Eigenschaften:

Einfiihrung einer Norm:

(i) ||5||20 firalle aeR” und ||é||=0 o a=0
(eindeutige Charakterisierung des Nullvektors) ,

i) || 2-@|=|2]-]|a|| furalle 2eR, @ eR" (Homogenitst)
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iy ||a+b|<|a|+|b|| farate &5er"

(Dreiecksungleichung) .

Beachte also, dass fir aeR" gilt: |aea= || a ||2

, Seien a,b eR"™\ { 0 } und ¢ =% (5,5) der von beiden Vekto-
Geometrische Deutung
des SP: ren eingeschlossene Winkel mit ¢ €[0, 7] . Dann gilt fiir das SP :

505:||é||-“5“-003¢

Auf diese Weise gelangt man zur Beschreibung der Orthogonalitét
zweier Vektoren mittels des SP . Es gilt:

dlb < @=0v b=0 v ¢=

z
2

Bemerkungen:

e Zur Bezeichung der Lange (Norm) eines Vektors @ €R"” werden haufig auch kleine la-
teinische Buchstaben, entsprechend der Bezeichung des zugehdrigen Vektors, verwendet

—alsoz.B. a fir |a| oder b fir HBH usw. Dann gilt beispielsweise:

5.5:”5"2282 mit |a=0<a=0]| sowie |aeb=a-b-cosp

 Die geometrische Formel fur das SP lasst sich — zumindest in den Fallen R? und R?® -
aus dem Kosinussatz der Trigonometrie (siehe dazu den ,Anhang: Trigonometrische
Funktionen® im Skript, S. lll / IV) und den Rechenregeln fiir das SP herleiten. Dazu be-

trachte man den Differenzvektor ¢ =a—b in dem durch die Vektoren 5,5 eR™\ { 0 }
aufgespannten Dreieck.

¢ Offensichtlich dient das SP neben der Ldngenmessung von Vektoren (im Sinne einer
Norm) auch der Winkelmessung zwischen zwei Vektoren a,beR"\ { 0 } . Dies sieht
man, wenn man die geometrische Formel &eb =& ||H b H .cos ¢ entsprechend um-

stellt zu:

@ =¥ (5,b)= arccos ﬁ = arccos [%gj

e Aus der geometrischen Formel des SP folgt die sogenannte Cauchy-Schwarzsche Un-

gleichung : ‘505‘ S||5||-“5H=a-b mit ,=* genau in den Fallen =0 und ¢=r.

e Sind a,b eR" \{ 5} mit a=|a|=1 - a istalso ein sogenannter Einheitvektor -,

dann beschreibt die Zahl | aeb = HEH'COSCDZ b-cosg | die Projektion von b auf a .
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