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Differentialquotient und Ableitung

Die sogenannte ,Differentialrechnung” wurde fast zeitgleich vom englischen Mathematiker
und Physiker Isaac Newton (1642 - 1727) sowie dem deutschen Mathematiker und Philoso-
phen Gottfried Wilhelm von Leibnitz (1646 - 1716) entwickelt. Noch im 17. und 18. Jh. gab es
unter den Newtonianern - wichtige Vertreter waren Taylor, Stirling und McLaurin - und den
Leibnitzianern - darunter sind die Brider Bernoulli sowie vor allem Euler zu nennen - einen
erbitterten Streit um die eigentliche Urheberschaft der Differentialrechnung. Heute kann man
sagen, dass mit gréRter Wahrscheinlichkeit Newton als erster das Differentialkalkil entwi-
ckelt hat und dass Leibnitz von Newtons Arbeit auf diesem Feld wusste. Andererseits ver-
danken wir Leibnitz die heute gebréuchliche Notation und geniale Methoden der Berech-
nung, wie z.B. die Produkt-, Quotienten- und Kettenregel.

Wir fihren nun zunéchst den Begriff der Ableitung und der Diffenzierbarkeit ein, wobei wir
Bezug auf den geometrischen Zugang nehmen.

Definition der Differenzierbarkeit

f:]a,b[ > R sei eine reelle Funktion und x, € Ja,b[ . Man
sagt

,f istan der Stelle x, differenzierbar”,

wenn der Grenzwert

Ableitung bzw. Differential-
quotient £(x,):= lim F(x)=f(x) _ e f(xo +h)—f(xo)

X—Xg X — XO h—0

existiert.

Fur den Differentialquotienten bzw. die Ableitung f'(x,) der
Funktion y =f(x) an der Stelle x, schreibt man auch

{d_yj ~ -oi(x)

dx

df

f’(xo)zd_x

X=X

und sagt dazu
Jf-Strichvon x,“, ,df nach dx fur x=x,",,d nach dx von
f an der Stelle x=x,", ,Derivierte von f in X"

Fasst man y =f(t) als Funktion der Zeit t auf, so schreibt
man auch wie Newton die Ableitung mit einem Punkt:

f(t,):= lim F(t)-f(t,) _ (i f(to +h)—f(t) .

X—>Xg t—t,  h-0 h

Ist f:]a,b[ >R injedem xela,b[ differenzierbar, so sagt

man:
Ableitungsfunktion L . .
g ,f istim Intervall Ja,b[ differenzierbar

und nennt die Funktion f':]a,b[ > R die (erste) Ableitungs-
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funktion oder kurz die Ableitung von f.

Sei f:]a,b[ >R einein x, e]a,b[ differenzierbare Funkti-
on. Dann ist die Tangente an den Graphen von f im Punkt
P(X,,Y,) mit y, =f(x,) gegeben durch:

Lineare Approximation / t:y =g(x)="f(xy)+f(x0) (x=%o)
Gleichung der Tangente B
Setzt man X =X, +h, so erhélt man:
f(xo +h)=g(x, +h)=F(x,)+F'(x,)-h .
Genauer:
f(xo +h)=g(xo +h)+¢(h)-h mit limp(h)=0 .
Man nennt y = g(x) auch die lineare Approximation von f in
X, . Insbesondere gilt:

f istin x, genau dann differenzierbar, wenn eine Zahl acR
und eine Funktion ¢(h) existiert, so dass fiir alle h=0 gilt:

f(x, +h)=f(x,)+a-h+ge(h)-h mit rl]irrg(p(h)zo.

Ist f:]a,b[—> R differenzierbar und die Ableitungsfunktion
f' ebenfalls, dann sagen wir: .f ist zweimal differenzierbar”
Hohere Ableitungen und schreiben:
2 !
o O — () d (df] _

“dx(dx

Setzt man diesen Prozess fort, so erhalt man eine n-mal diffe-
renzierbare Funktion. Wir schreiben fiir die n-te Ableitung:

d"f ©od [ d"Y
Fn) _ —(f)) - 22
d n ( ) dX dxn—l

GemaR Konvention ist dann f% =f' sowie f© =f fir die
Funktion selbst.

Bemerkungen:

f(x)=f(xo)
X =X,

schreibt die Steigung der Geraden (Sekante), welche durch die beiden auf dem Graphen

I, von f gelegenen Punkte P(x,,y,) mit y, =f(x,) und Q(x,y) mit y=f(x) geht.

Af . .
Den Ausdruck ™ = nennt man auch den Differenzenquotienten. Er be-
X

dx Ax—0 AX '

Dabei wird aus der Sekante — geometrisch betrachtet (siehe Skizze auf der ndchsten Sei-
te) — die Tangente an den Graphen I; von f im Punkt P . Somit erhalten wir als eine

geometrische Interpretation fir die Ableitung:
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f’(xo)z tan o gibt die Steigung der Tangente an den Graphen von f an der Stelle x,
an.

Skizze:

f(x,)
f(x)

e Den Prozess der Berechnung der Ableitung f’(xo) bzw. der Ableitungsfunktion f’ einer

Funktion f nennt man auch Differenzieren, den Operator D =di nach Cauchy auch
X

Differentialoperator.

» Der Differentialquotient findet vor allem in der Physik und Technik vielfaltige Anwendun-
gen und Deutungen. Insbesondere beschreibt er die relative momentane Anderung einer
GrofRe. Beispiele sind daflr:

— die Momentangeschwindigkeit v(t)= 3— =$(t),

— die Momentanbeschleunigung a(t)= (Zl_t =v(t)= Frea s(t) ,
— die elektrische Stromstarke i(t)= g—? =4(t)

. . , . dm
— die variable Dichte eines Stabes p, = v

dQ

— die spezifische Warme ¢(T)= g Usw.

Wir kommen nun zu einigen wichtigen Ableitungsregeln.

Ableitungsregeln

Sind f und g in X, eR differenzierbar und o, <R, dann ist

Linearkombination von auch h(x)=a-f(x)+A-g(x) in Xx, differenzierbar, und es

Funktionen (Summenregel): | gilt: h'(xo)=a-t'(X)+5-9'(%) -
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(Leibnitzsche) Produktregel:

Quotientenregel:

Kettenregel:

Ableitung der
Umkehrfunktion f = :

Seite 44

Sind f und g in X, R differenzierbar, dann ist auch
h(x)=f(x)-g(x) in x, differenzierbar, und es gilt:

h'(x0) =1"(%0) -9 (%) +1 (%) 9'(X%)

Sind f und g in x,eR differenzierbar und g(x,)#0, dann

f
istauch h(x)= (x) in X, differenzierbar, und es gilt:

9(x)
(%) 9 (%)= (%) 9'(%)

[g(xo)]z

Sei g:Dy > R in Xx,eR differenzierbarund f:Df - R

h'(%,) =

mit g(Dy)<D; in y,=g(%,) differenzierbar, dann ist auch

die Verkettung h(x)=(fog)(x)=f(g(x)) in x, differen-
zierbar, und es gilt:
h'(xo)zf’(g(xo))-g'(xo)
Verwendet man die Schreibweise y =y (u) und u=u(x), so
dy _ dy ‘ du

erhélt man in Leibnitzscher Schreibweise: ——=—"2.— .
dx du dx

Sei f: Df > R eine umkehrbare und in x, differenzierbare
Funktion mit f'(x,)#0 undsei f™*:D_, —»R dieinverse

Funktion von f.Dannist f™ in y,=f(x,) differenzierbar,
und es gilt:

(fﬁl)r(yo): : = :

F(F(¥o))  (Fof™)(vo)

Verwendet man die Schreibweise y =y (x) und x=x(y), so

erhélt man in Leibnitzscher Schreibweise: d_x = i- .
dy dy
dx

Bemerkungen:

Die Regel Uber die Ableitung einer Linearkombination lasst sich in folgender Weise verall-
gemeinern:

Sind f.f,,....f, differenzierbarund o ,c,,...,a, € R Dbeliebige Konstanten, so ist die
Funktion f(x)=a -f,(X)+a, -f,(X)+...+a, -f,(x) differenzierbar, und es gilt:

f'(X)=cq -H(X)+ ey B3 (X)+...+ e, £ (X)
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