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§4 Sitze der Elementargeometrie und das Streckungsaxiom

Viele Sitze der Elementargeometrie haben Aussagen iiber Drei-
ecke zum Inhalt.

Definition 4.1:

Jede Menge von drei nicht kollinearen Punkten, {P,Q,R} ,
heiBt ein DREIECK. Die Punkte P,Q,R heiBen ECKEN, die Strek-
ken PQ, OR, RP heiBen SEITEN, die Winkelfelder $PQR, JQRP,
¥PRQ heiBSen INNENWINKELFELDER des Dreiecks.

c

Definition 4.2:

Jedes Dreieck heift GLEICHSCHENKLIG,
wenn zweli seiner Seiten gleich lang
sind; es heift GLEICHSEITIG, wenn
alle drei Seiten gleich lang sind. A 8 B

gleichschenkli- gleichseiti-
ges Dreieck ges Dreieck
Satz 4.1:
In jedem gleichschenkligen Dreieck ist die Mittelsenkrechte
der dritten Seite eine Winkelhalbierende. '

iR
Beweis: Aufgabe L O((QR)‘A(QIR)

Anleitung: Man betrachte die Achsenspie- 1
gelung Yy an der Mittel- i
senkrechten h und verwende !\
das Ergebnis aus Aufgabe 3.9 P Si. Q
(Seite 3.9), um zu zeigen: REh ;}V

Satz 4.2:
In jedem Dreieck liegen gleich langen Seiten die Scheitel
von gleich groBen Innenwinkelfeldern gegeniiber.

Beweis:

Die Spiegelung Yy, an der Halbieren-
den h des dritten Innenwinkelfeldes
¥ PRQ bildet die Scheitel P und Q
der zu vergleichenden Winkelfelder
aufeinander ab und - da S und R Fix-
punkte sind - auch die entsprechen-
den Schenkel. Wegen der Winkelmag- -
treue von Y, ist w(¢RPS) = w(3¥RQS) .
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Satz 4.3:
Zu jeder Geraden g und zu jedem Punkt P £g gibt es min-
destens eine Parallele h zu g, die P enthédlt.

Beweis:

Von P aus fdllen wir das P

Lot 1 auf g: 1ng= {Q}. -

In P errichten wir eine J & ~\\
Senkrechte h zu 1. Dann e \\x/
ist h eine Parallele zu g: 7SN\
Wire nimlich hng = {S} #0, D) -~

so gdbe es von S aus zwei ver- Q 3

schiedene Lote g und h auf PQ,

was der eindeutigen Bestimmtheit des Lotes widerspricht (siehe
dazu Satz 3.2 auf Seite 3.4).

Satz 4.4:
In jedem gleichschenkligen Dreieck ist das Maf der beiden
gleich groBen Winkelfelder kleiner als 90.

Beweis:

Es sei gemdB nebenstehender

Skizze w(¥ RPS) = w(¥RQS).

Durch P legen wir eine Senk-
rechte g zu PS; diese ist nach
obigem Beweis zu Satz 4.3 paral-
lel zur Mittelsenkrechten h der
Strecke PQ. In der Halbebene Hg

zu g, in der h liegt, liegen

S und R. PS zerlegt das gestreckte
Winkelfeld H Ug in zwei Recht-
winkelfelder, und 'BR zerlegt eines dieser Rechtwinkel-
felder nichttrivial. Daher ist (¢ RPS) < 90 .

Satz 4.5:

Haben in einem Dreieck zwei Winkelfelder das gleiche MaB,
so sind die entsprechenden ("gegeniiberliegenden") Seiten
gleich lang.
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Beweis zu Satz 4.5:

3

Es sei gemdB nebenstehender
Skizze (¥ QPR) = w(¥PQR) (*) @r
und m die Mittelsenkrechte von
PQ. PQ geht beim Spiegeln an m

oh P EB e EW @B ane = amn

%
®

)
)

in sich iliber, wobei P und Q
vertauscht werden und der Mittel-
punkt S festbleibt. Die Halbe-
bene H 2u PQ, welche R enthidlt,

(7]
-—-9———--

wird durch Yo auf sich abgebil- P
det (siehe Satz 3.4 auf Seite 3.6).
Wegen der WinkelmaStreue von Yo gilt:

©(¥BQY, R) = w(§7 QY PY R) = w(JQPR) (**).

Aus (*) und (**) folgt: w(4PQR) = w(#PQYmR) .

Die Winkelfelder <4PQR und gPQYmR sind also beide an
55 in H abgetragen und besitzen das gleiche WinkelmaR.
Damit folgt aus dem WinkelmaBaxiom: <$PQR = éPQYmR

und damit YmR €BR . Nach dem gleichen Verfahren findet
man Y REPR , d.h. Y REPRNOR = (R}

Die L&ngentreue von Y liefert nun:

d(QIR) = d(YmP'YmR) = d(P,R) .

Satz 4.6:
Von allen Entfernungen eines Punktes P 2zu den Punkten
einer Geraden g ist die zum LotfuBpunkt F die kiirzeste.

Beweis: P
Zu zeigen ist:
d(p,F) < 4(P,E)
E€g\ {F}
Angenommen: Es gibt einen Punkt
E € g\ {F} mit
d(p,F) 24(P,E).

Dann existiert ein
Punkt Q€ 'PE mit
da(p,F) = d(P,Q) .

PR
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Dann ist 'F_E enthalten im Winkelfeld <4PFQ ,
d.h. 'FE c3pFQ ,
und dieses wird durch FE zerlegt in <4 PFE und 9EFQ:
dJPFQ = 49PFE U 4EFQ .
Folglich gilt: w( ¥PFQ) = w( XPFE) = 90 . (*)

Wegen d(P,F) = d(P,Q) sind die Innenwinkelfelder
bei F und Q gleich grof (Satz 4.2).
Als gleich groBe Winkelfelder in einem Dreieck ist
nach Satz 4.4 das WinkelmaB fiir jedes der beiden
Winkelfelder kleiner als 90 :

w( XPQF) = o( ¥PFQ) < 90 .
Dies steht jedoch im Widerspruch zu (*).

Satz 4.7:
Fir beliebige Punkte P,Q,RE€E gilt:
d(p,Q) < d(p,R) + d(R,0).
Das Gleichheitszeichen steht nur im Falle R €PQ.

Beweis: Aufgabe
Anleit.: Man unterscheide R€PQ und R¢PQ . Fiir R¢ZPQ
ergeben sich folgende drei Falle:

R
(a) R (b) R

Q) (2)

(A
P e} L Q P Mg
Mit Hilfe von Satz 4.6 zeige man, daB jeweils

Strecke (1) kiirzer ist als Strecke (2) und beweise
damit die Gliltigkeit der Dreiecksungleichung.

Satz 4.8:
In jedem Dreieck liegt dem Scheitel des gr&Beren von zwei
Innenwinkelfeldern die ldngere Seite gegeniiber.
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Beweis:

Sei w( ¥PRQ) <w( ¥xPQR).

Das kleinere WinkelmaB tragen

wir an QR in die Halbebene H

hinein ab, in der P liegt.

So finden wir S €PR .

Dann haben im Dreieck {S,Q,R}

die Winkelfelder mit den Scheiteln

Q und R das gleiche MaB, und es

gilt mit Satz 4.5: L

d(Q,s) = d(Rr,S).

Mit S ¢PQ , aber S €PR ergibt sich sofort:

d(p,Q) <d(p,s)+d(s,Q) = 4(P,S)+d(S,R) = 4(P,R)

Satz 4.9:
In jedem Dreieck liegt der ldngeren von zwei Seiten der
Scheitel des grdBeren Innenwinkelfeldes gegeniiber.

Beweis: Aufgabe
Anl: Man fiihre den Beweis indirekt und konstruiere einen
Widerspruch zu Satz 4.5 bzw. Satz 4.8.

Aufgabe 4.1: In jedem (echten) Dreieck ist jede Seite

ldnger als der Betrag der Differenz der Ldngen der bei-
den anderen Seiten.

Unser bisher entwickeltes Axiomensystem mit den daraus
abgeleiteten Sdtzen - kurz, die bis hierher entwickelte
Geometrie - besitzt (mindestens) zwei Modelle. Das eine
haben wir stets zur Illustration der zu beweisenden Aus-
sagen herangezogen, das andere am Ende des 3.Kapitels
vorgestellt.

Zun Vergleich demonstrieren wir in beiden Modellen das
Auffinden einer Parallelen h 2zu einer gegebenen Gera-
den g durch einen nicht auf g befindlichen Punkt ‘P
(man vergleiche hierzu Satz 4.3 auf Seite 4.2) .
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E. - Modell:

(1) Konstruktion des Spiegelpunktes von P an g: P’
(2) Lot auf g durch P und P': 1
(3) Senkrechte zum Lot 1 in P: h

hil g

E - Modell:

=/

T?

Das Lot 1 durch P und den Spiegelpunkt P' steht senk-
recht auf g; die Senkrechte h auf 1 in P ist Parallele

zu g.
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Im E—Mddell vermuten wir sofort:

h ist die einzige Parallele zu g durch P.

Diese Tatsache - so plausibel sie erscheint - ist jedoch
aus den bisher gegebenen Axiomen I -VIII nicht ableit-
bar. Schon EUKLID (um 300 v.Chr.) hatte dies erkannt und
deshalb in seinem 5.Postulat gefordert:

"Wenn eine Gerade zwei Geraden trifft und mit ihnen auf
derselben Seite innere Winkel bildet, deren Summe klei-
ner als zwei Rechte ist, dann treffen sich diese beiden
Geraden, wenn man sie auf dieser Seite verléngert."

Rund zweitausend Jahre haben die Mathematiker an den Po-
stulatcharakter dieser Aussage nicht geglaubt und ver-
sucht, sie als Satz zu beweisen. Dank der Forschungen
von LOBATSCHEWSKI (1826) und Johann BOLYAI(1831) wissen
wir heute, daB diese Bemiihungen ergebnislos bleiben muB-

ten. Den Grund dafiir knnen wir leicht durch eine ein-
fache Betrachtung in dem von Henri POINCARE (1854-1912)
entwickelten EN— Modell der Geometrie erkennen:

Im EN- Modell gelten alle 8 Axiome, die unsere Geometrie
beschreiben, also auch alle Sitze, die sich aus diesen
Axiomen ableiten lassen. Wire der Satz ableitbar, daB es
durch einen gegebenen Punkt P auBerhalb einer gegebenen
Geraden g hdchstens eine Parallele h zu dieser Geraden
g gibt, so miiBte das auch in dem EN- Modell zutreffen.
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Unschwer entnimmt man aber der Abbildung auf der Seite 4.7
unten, daB es neben der iiber das Lot von P auf g kon-
struierbaren Parallelen durch P eine (und damit beliebig
viele) weitere Parallele h' zu g gibt. Euklids Postulat 5
kann daher nicht ableitbar sein.

Ob wir nun beim weiteren Ausbau unserer Geometrie davon aus-
gehen miissen, daB es zu jeder Geraden durch jeden Punkt aus-
serhalb dieser Geraden mehrere Parallelen gibt oder ob wir
die Tatsache zugrunde legen diirfen, daf es je genau eine
solche Parallele gibt, hdngt davon ab, was wir axiomatisch
fordern, d.h. festlegen.

Die bisher eingefiihrten Axiome beschreiben die sogenannte
ABSOLUTE GEOMETRIE. Ergénzen wir sie durch die Forderung
von mindestens zwei Parallelen zu jeder Geraden g durch

jeden Punkt P f¢g , so gelangen wir zu einer NICHTEUKLI-
DISCHEN GEOMETRIE; verbieten wir auf irgendeine Weise die
Existenz von mehr als einer solchen Parallelen, so defi-
nieren wir die sogenannte EUKLIDISCHE GEOMETRIE. Wir ent-
scheiden uns fiir den zuletzt genannten Weg.

In dem durchgefilhrten Aufbau der Geometrie kommt Abbil-
dungen eine groBfe Bedeutung zu. Zuletzt haben wir die

STRECKUNGEN
o:E-—~E

mit dem Zentrum 2% €E und dem Streckfaktor k#0 durch

(1) /A\ d(2,cP) = 1kl-d(Z,P)
PEE

(2) [k>o-»ope’2‘15/\k<o-»opezp\‘z_p]

pPe E\ {2}

eingefiihrt.
Jetzt wird zusdtzlich verlangt:

AXIOM IX (STRECKUNGSAXIOM) :
Jede Streckung ist eine Ahnlichkeitsabbildung.

Das Streckungsaxiom setzt uns in die Lage, grundlegende Aus-
sagen {iber die Parallelit#t von Geraden zu begriinden.
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Satz 4.10:
Jede Streckung o¢:E --= E bildet jede Gerade g auf eine
zu g parallele Gerade og ab.

Beweis:
Als zu g &hnliches Bild ist o¢g eine Gerade (Folgerung aus
Axiom IX).
1.Fall: o sei die Identitdt. Dann ist og = g und damit
og Ilg .
2.Fall: o sei nicht die Identit&t. Dann hat o genau den
Fixpunkt 2.
a) 2 €g: Dann gilt fiir alle P€g: oP€g ; die Bild-
gerade geht durch mindestens zwei Punkte von
g und f&llt infolge dessen mit ¢ 2zusammen.
b) Z¢g: 1Im Falle ogNg =@ ist nichts zu beweisen.
Sei {T}c oggNg. Dann ist T * 2.
T ist das Bild eines
Punktes S €Eg: -
T=¢gS AS#2. z
Infolge dessen liegt T
auf der Geraden durch S
und Z. Es ist also:
SZ2 = ST = g und damit im

Widerspruch zur Vorausset-

zung: 2 €qg .

Satz 4.11:
Ist ¢ eine Streckung mit Streckfaktor k, so gilt:

Beweis:
Da ¢ eine Ahnlichkeitsabbildung ist, gibt es nach Defini-
tion 3.2(2) eine reelle Zahl c¢>0 , so daB gilt:

d(z,0Q) = d(c2,0Q) = ¢-4(2,Q) fir Q#2 .
Da ¢ eine Streckung ist, gilt auch d(z,cQ) =1lk|-d(Z,Q)
Ein Vergleich ergibt: c = |kli
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Satz 4.12: (EUKLIDS PARALLELENAUSSAGE)

Zu jeder Geraden g und zu jedem Punkt P¢€ g gibt es
héchstens eine Parallele h zu g durch P.

Beweis:

Sei h die mittels des Lotes 1 konstruierte Parallele zu
g durch P. h' sei eine zweite Parallele durch P . Man wdh-
le Q€h' mit Q€ h. Dann fdlle man das Lot h" von Q auf 1
(FuBpunkt sei E).

Skizze: ,

E ‘-‘§~
S
\‘N\ ’,,
¢ /)(
P G\
- \
(-'F ___,/",

Es ist E+P , denn andernfalls wdre h"=h wegen der Ein-
deutigkeit der Senkrechten, und es wdre Q €h im Wider-
spruch zur Voraussetzung.
Man widhle nun P zum Zentrum einer Streckung ¢ , welche
E in F {iberfiihrt (der Streckfaktor k ergibt sich aus
der Bedingung:

d(p,0E)= d4(P,F) = |k|-4(P,E)
unter Berlicksichtigung, ob E und F auf derselben oder
auf verschiedenen Halbgeraden von 1 zu P liegen).
Da o das Lot 1 auf sich abbildet (und E auf F) und
da o winkeltreu ist, ergibt sich aus der Eindeutigkeit
der Senkrechten zu 1 in F:

ch"= g und o¢Q€g .
Andererseits ist nach Definition der Streckung: oQ €h'.
Damit ist aber oQ €h' Ng . Dies steht im Widerspruch
zur Parallelitdt von h' und g, d.h. zu h'ng= ¢ .
(Denn der Fall h' =g scheidet wegen P gg aus).
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Satz 4.13 (1.STRAHLENSAT3Z):

Werden zwei Strahlen mit ge-
meinsamem Scheitel S von Pa-
rallelen auBerhalb von S ge-
schnitten, so verhalten sich
die MaBe der vom Scheitel aus
gemessenen Strecken auf dem

einen Strahl wie die MaBe der
entsprechenden Strecken auf

dem anderen Strahl.

Beweis:

Voraussetzung: GqH4 || G2Hz und S¢G,H, (i=1,2).
S wird zum Zentrum einer Streckung ¢ mit k >0 gewdhlt,
die G4 auf Gz abbildet: d(s,Gz2) = k-d(s,Gq) .

Dazu ist oH4 = Hz nachzuweisen:

d(G4H4) 1ist eine Parallele zu G4H; durch G- und f&llt
infolge dessen mit GzH. zusammen (Satz 4.12). Speziell
gilt oH4 €EG2H>. Wegen k >0 ist ferner oH, €h,.

Daraus folgt: oH4 €h4 NG2H2= {H2} . Also: oH, = Has.

7 :
usammenfassung k= 4(S,H2) _ d4(S,G2) .

d(S,H4) da(s,Gq)

Bemerkung: Der 1.Strahlensatz gilt auch, wenn die 4 Schnitt-
punkte mit den beiden Parallelen auf 4 verschiedenen Strah-
len von zwei sich schneidenden Geraden liegen (s.Abb.unten).
In diesem Fall ist der Streckfaktor von ¢ negativ: k<O .
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Satz 4.14 (Umkehrung des 1.Strahlensatzes):

Werden zwei Strahlen mit gemeinsamem Scheitel S von zwei
Geraden nicht in S geschnitten und verhalten sich die
MaBe der vom Scheitel aus gemessenen Strecken auf dem ei-
nen Strahl wie die MaBe der entsprechenden Strecken auf
dem anderen Strahl, dann sind die beiden Geraden zueinan-
dexr parallel.

Beweis: Aufgabe

d(s,Gz) _ 4d(s,Hz)

3(5.G.) - a(S,Hy) K -

Ansatz:

Satz 4.15: (2.STRAHLENSATZ)

Werden zwei Strahlen g, und h, mit gemeinsamem Scheitel S
von zwei Parallelen auBerhalb S geschnitten, so verhalten
sich die Lingen der vom Scheitel aus gemessenen Strecken
auf einem Strahl wie die Lingen der entsprechenden Strek-
ken auf den Parallelen.

Beweis:
da(s,Gz) - d(G2,H2)
d(S’G1) d(G‘I’H"j

1. Es sei k >0 der Streckfak-
tor zur Streckung o mit dem

Zu zeigen ist:

Zentrum S und 0Gq = G2 .

2. Die Streckung o filhrt H4 in
einen Punkt auf h, und zu-
gleich in einen Punkt auf der
Parallelen zu H4G, durch G2

iiber; das ist aber H: (Beweis des 1.Strahlensatzes).
3. Es ist demnach 0G4H, = GzHz und 0¢SG, = SG2 , da
S Fixpunkt ist.
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4. Da Streckungen Zhnlichkeitsabbildungen mit dem L&n-
genverhdltnis |k| sind, ergibt sich die Behauptung:

lkl = d(GZIHZ) = d(SIGZ)
d(G1:H1) d(SrGi)

Bemerkung: Der 2.Strahlensatz ist nicht umkehrbar (siehe
nachfolgende Skizze).

d(Ser) -
d(s,G,) a(G ,Hj)

d(Gz2,Hz)

Zwar gilt: , aber nicht G4H{ Il G2Hz !

Aufgabe 4.2: Zwei Halbgeraden g4 und h4s mit gemeinsa-

mem Anfangspunkt S werden von Parallelen in G, und H4

bzw. G2 und Hz geschnitten. Es sei S €GqHy und S ¢ GzHa.
Man beweise:

d(s, G,) - d(S,H,)

Aus d(S,G,)  d(S,H) (0)

a(s,G,) a(s, H,) d(Gy, S) a(Hy, S)
folgt = 1 nd = 2
olst  FeLey  dH,LHy )¢ 4(G1,Gy)  diy,Hy 2

*
Satz 4.16 (SATZ VON MENELAOS ):

Eine Gerade schneide die drei Seiten eines Dreiecks echt
innen oder auBen. Bildet man zyklisch die Quotienten der
Lé&ngen der Strecken, in die die Seiten zerlegt werden und
multipliziert man die drei Quotienten, so ist der Wert 1 .

Beweis:

Von den Ecken des Dreiecks werden Lote auf die schneiden-
de Gerade gefdllt. Seien die entsprechenden LotfuBpunkte
mit E,F und G bezeichnet (siehe Skizze auf S.4.14 oben)

*
) um 100 v.Chr.



-

- 4.14 - R

Dann gilt mit dem zweiten Strahlensatz (sowohl fiir Fall «
als auch fiir Fall B):

d(PrR1) = d(P,ﬁE_)_ (]) d(QIp'!) = d(QIG) (2)
d(R1rQ) d(QIG) ! d(P1lR) d(RyF)

und

d(R,04) o A(R,F) (s,
a(Q+,P) ~ d(P,E)

Multipliziert man die linken und die rechten Seiten von

(1) bis (3) miteinander, so folgt:

d(PIR1) . d(QIP1) . d(Rle_l =1
d(R‘lIQ) d(P1 rR) d(Q1IP)

*
Satz 4.17 (SATZ VON CEVA ):

Gegeben sei durch jede Ecke eines Dreiecks eine Gerade,
die die gegeniiberliegende Seite echt innen oder auBen
schneidet. Gehen die drei Geraden durch einen gemein-
samen Schnittpunkt und bildet man zyklisch die Quotien-
ten der Lingen der Strecken, in die die Seiten zerlegt
werden, so hat das Produkt der drei Quotienten den Wert 1.

Beweis:

Wir wenden zweimal den Satz
von MENELAOS an, und zwar

auf das Teildreieck {P,R,R4}
mit der schneidenden Geraden
00, und auf das Teildreieck
{R4,R,Q} mit der schneidenen
Geraden PP,. Dann erhalten wir:

*
) 1647 - 1734
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d(R,Q4) . 4(P,Q) . d(R4,C) _
d(Q+,P) d(Q,Ri) d(C,R)

d(R,C) . d(R.,P) . d(Q,Pis) _
d(C,R4) a(p,Q) d(P4,R)

und

Durch Multiplikation der jeweils rechten und linken Sei-
ten ergibt sich sofort:

d(RIQ1) . d(PIR‘I) o d(QlP‘l)
d(Q4,P) d(R,q,Q) d(P4,R)

Bemerkung: Bei unserem Beweis des Satzes von CEVA setzten
wir stillschweigend voraus, daB8 der Cevapunkt im Inneren
des Dreiecks liegt.

Aufgabe 4.3: Man flihre den Beweis fiir den Satz von CEVA
unter der Voraussetzung, daB der Cevapunkt auBerhalb des

Dreiecks liegt.

Satz 4.18 (Umkehrung des Satzes von CEVA):

Gegeben seien durch jede Ecke eines Dreiecks eine Gerade,
die die gegeniiberliegende Seite echt innen schneidet*) .
Bildet man zyklisch die Quotienten der L&ngen der Strek-
ken, in die die Seiten zerlegt werden und hat das Pro-
dukt der drei Quotienten den Wert 1, so gehen die drei

schneidenden Geraden durch einen gemeinsamen Schnittpunkt.

Beweis:

Die drei Geraden seien
PP+, QQ4 und RR,.

Nach Voraussetzung gilt:

d(P,Rs) , d(Q,Ps) .4(R,04) _
d(R4,Q) d(P4,R) d(Q,4,P)

Zwei der Geraden - sagen wir PP,
und QQ4 - schneiden sich sicher
in einem Punkt C im Inneren des
Dreiecks (warum?), Geht die dritte

Gerade RR4 nicht durch C, dann k&nnen wir
durch R und C eine Gerade legen, die PQ in einem weiteren

%K
)} oder zwei Seiten werden auBen und die dritte echt innen
geschnitten.
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Punkt R' innen trifft. Nach dem Satz von CEVA gilt:
d(p,R') . d(Q,Pq) ., d(R,04) _

d(rR',Q) d(P4,R) a(Q4,P)

Ein Vergleich mit der Voraussetzung liefert:

d(P,R') _ d(P,R4)
d(R',Q) d(R4,Q) ’

Das ist aber fiir {R'",R,}cPQ unmdglich, wenn man R'# R4

voraussetzt. Demnach ist RR4y = RR' und somit C € RRjy.

Definition 4.3:
Jede Gerade durch eine Ecke und durch den Mittelpunkt
der gegeniiberliegenden Seite eines Dreiecks heift SEI-
TENHALBIERENDE.

Satz 4.19:
In jedem Dreieck schneiden sich die drei Seitenhalbierenden
in einem Punkt.

Beweis: Aufgabe

Satz 4.20:
In jedem Dreieck betrdgt die Summe der WinkelmaBe 180.

Beweis:

T halbiere gemis JTGL h
nebenstehender Abb. tﬁk\\\

die Strecke PR und ~<

S halbiere RQ. Die
Punktspiegelungen Og
mit dem Zentrum S und Op

mit dem Zentrum T fiilhren beide
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als Streckungen mit dem Streckfaktor k =-1 die Gerade
PQ in die nach Satz 4.12 eindeutig bestimmte Parallele

h durch R {iber, und es gilt: GSQ= oTP= R, oSR=Q ' oTR=P.
Wegen der Winkelfeld- und WinkelmaBtreue der Streckungen
ist: w( ¥RQP) = w( ):GSROSQOSP) = o ):QRUSP) } )

©( ¥QPR) = o( ¥ 0 Q0 PO R) = X 0,0 RP)
Wegen {qu,GSP} ch und RE o;I,QoSP gilt:
180 = w( ¥ opQ RoSP)
= w( '):cTQ RP)+ w( ¥XPRQ)+ ol )EQRGSP)
(i)m( XQRP)+ w( XPRQ)+ w( ¥RQP) ,

das ist aber die Summe der WinkelmaBe der Innenwinkel-
felder im Dreieck.

*
Satz 4.21 (Kleiner Satz von DESARGUES ):

Auf drei paarweise verschiedenen parallelen Geraden lie-
gen die Ecken von zwei Dreiecken. Sind zwei Paare ent-
sprechender Seiten parallel, so auch die dritten Seiten.

Beweis:

Voraussetzung: kil hllg , KqH4ll K2Hz , GqHqll G2Ha

Durchfihrung:
(a) Wir widhlen eine Streckung o mit dem Zentrum H (H € H.H2),
die H4, in H, Uberfiihrt: oH4 =H2 .

*
) 1591 - 1661



(b)

(c)

(d)
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Dabei geht H4G; in die parallele Gerade H2Gz und
H4K4 in die parallele Gerade H2K. {ilber. Auf den
Parallelen liegen die Bilder G,' von G4 und K,'

von K, .
Die Gerade G)K,; ist das Bild der Geraden G1Ki un-
ter der Streckung o, Nach dem Sata 4. 70 gilt
daher - GiK} Il G4K, .
Da Geraden durch das Streckzentrum H auf sich abge-
bildet werden, liegt das Bild K] von K, auf HK;,
und das Bild G; von G4 auf HG,. Es gilt also mit
(a): K3} = HK4 NHzK2 und {G;} = HG4 NH2Gz .
Durch Anwendungen des 1.Strahlensatzes (Satz 4.13)
ergibt sich nun mittels Satz 4.14: G K|l Gz2Kz:
Bezogen auf den Scheitel K] und die Parallelen k
und h besagt der 1.Strahlensatz:

d(K;,K,) _ d(K;,Kz)

d (K}, H) d(K;,H,)

Bezogen auf den Scheitel G; und die Parallelen g

(1)

und h besagt der 1.Strahlensatz:
d(G;,G,)  d{G;,G,)
d(G;,H) d(G],H,)

(2)

Aus (1) folgt: d (K] ,K,) a(K;,K,)
d(K!,H) d(K},H,)

und damit: d(H,K,) B d(H,,K,) (3)
d(H,K!)  d(H,,K})

Aus (2) folgt: ] d(G;,G,) _ d(G;,G,)
d(G),H) d (G} ,Hz)

und damit: d(H,G1) — d(szGz) (4)
d(H,G,) d(H,,G;)

Da die Streckung o den Punkt K, in K; und den
Punkt G, in G, Uberfiihrt, ist:

d(H,G1) _ d(H,Kq)
d(#,G]) d(H,K})

Damit ergibt sich liber (3) und (4) :

d(H2,G2) _ d(H2,K2)

d(H,,G}) d(H,,K})
Nach der Umkehrung des 1.Strahlensatzes (Satz 4.14)
erhalten wir somit: GiK3 Il G,K, .
Zusammen mit (b) und der Transitivitdt von || folgt
zuletzt: G1K4 Il G2K2 .
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Aufgabe 4.4: Man beweise die Transitivit&t der Parallel-

Relation || in einer Menge von Geraden.

*
Satz 4.22 (Kleiner Satz wvon PAPPUS ):

Liegen die Ecken eines Sechsecks?) abwechselnd auf zwei
zueinander parallelen Geraden und gibt es zwei Paare ein-
ander ‘gegeniiberliegender paralleler Seiten, so sind auch
die Seiten des 3.Paares zueinander parallel.

Beweis: é_______,______
AN

Zu jedem nach Voraus- “~

setzung parallelen

Paar von Seiten (P,P:zl| P4Ps

o und P2P3 |l PsPg) wird eine
dritte Parallele (durch Pg
bzw. P4) gewdhlt.

Dann sind die Dreiecke {P3,Ps4,Ps}
und {P2,S,Pe¢} in "Desargueslage",'
also ist: P3Ps |l P2S .
Auch die Dreiecke {S,P2,P4}und {Pe,P,,Ps} befinden sich
in "Desargueslage"; hier folgt: P.SI|| P4Ps .

Die Transitivitdt von || filhrt zur Behauptung: P3P4 [l P4Pe .
. . d(P,R)
sind P, Q, R Punkte auf einer Geraden, so heiffit die Zahl a};faﬁ-das
14

™ .
- TEILVERHALTNIS der drei Punkte (in dieser Reihenfolge), und die

Strecke P Q heift durch R in diesem Verhdltnis geteilt.

Bemerkung 4.1:

Der Teilpunkt R muB8 nicht auf der Strecke P Q liegen (&uBere Teilung).

Satz 4.23:

Die Halbierende eines Innenwinkelfeldes eines Dreiecks
teilt die dem Scheitel gegeniiberliegende Seite im Ver-
hdltnis der Li&ngen der anliegenden Seiten.

*- .
) um 300 n.Chr. in Alexandria

1) das ist ein geschlossener Sechskantenzug
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Beweis zu Satz 4.23: Aufgabe.

Anleitung: Man f&dlle von

den Endpunkten der Sei-

te das Lot auf die Win- P 4
kelhalbierende, spiegele

an der Winkelhalbierenden

und wende zweimal einen
Strahlensatz an.

Aufgabe 4.5: Man zeige unter Verwendung von Satz 4.23,
daB die drei Winkelhalbierenden eines Dreiecks sich in

einem Punkt schneiden. R

Wy,

Skizze:

Aufgabe 4.6: Man beweise: Wenn sich zwei Geraden g und h

schneiden, dann schneiden sich auch zwei beliebige Senkrech-

n zu ihnen.

Hinweis: Man fiihre einen

te s und s
g

indirekten Beweis und ma-
che hierbei die Fallunter-

scheidung Sg= Sh und

sgl1sh== o .

Satz 4.24:

In jedem Dreieck schneiden sich die drei Mittelsenkrechten
in einem Punkt.
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Beweis: Aufgabe
Anleitung: Man verwende
Aufgabe 4.8 und die Re-
sultate der Aufgaben 3.8
und 3.9 .

Aufgabe 4.7: Man zeige:

Die drei Seitenhalbierendenabschnitte im Inneren eines
Dreiecks {A,B,C} werden durch C

den Schnittpunkt der Seitenhalbie-
renden so geteilt, daB sich wvon

den Ecken des Dreiecks aus gerechnet ’*3
die Lidngen der Strecken wie 2:1
verhalten.

Es ist also zu zeigen:

d(a,8) _ d(B,s) _ d(c,s) _ 2
a(s,M,)~ aA(S,M3)" dA(S,M)~ 1 c R

Hinweis: Man verbinde zwei der Seitenmittelpunkte durch
eine Gerade und wende Strahlensdtze an.

Definition 4.5: R
In jedem Dreieck heiBt das Lot durch

eine Ecke auf die durch die beiden

anderen Ecken bestimmte Gerade

eine HOHE. Die durch die ge- lgg

nannte Ecke und den LotfuBpunkt P Q
bestimmte Strecke nennen wir HOHENABSCHNITT. "k

Satz 4.25:
In jedem Dreieck schneiden sich die drei H&hen in einem
Punkt.

Beweis: Aufgabe
Anl.: siehe ndchste Seite !



Anleitung zum Beweis von Satz 4.25:

Sei {P,Q,R} das gegebene Dreieck
und S der Schnittpunkt der drei
Seitenhalbierenden PMp, QMg, RMp.
Dann bilde man das Dreieck {P,Q, R}
durch die Streckung og mit dem
Streckzentrum S und dem Strecklaktor
k = —2 ab und zeige unter Verwen-
dung von Aufgabe 4.9: Im Bilddreieck
{P',@Q',R'} sind die drei Hohen hp, hg
und hp des Ausgangsdreiecks gerade
die Mittelsenkrechten, d.h. hp = mp,
hQ = mg, hR =mpr. SchlieBlich wen-
de man Satz 4.24 an.

Wir beschlicBen das Kapitel mit cinigen speziellen Aussagen iiber Teilverhiltnisse.

Definition 4.6:
P,Q,Th,T; seien vier Punkte auf derselben Geraden mit P # T, 4 Q # T; . Dann heifit
d(P,Ty) d(P,T3)

DV(P.Q.TLT) = gm=ay * 3T.0)

das DOPPELVERHALTNIS der vier Punkte.
Im Falle DV (P, Q, T, T;) = 1 sagt man, dic Punkte seien in HARMONISCHER LAGE.

Bemerkung 4.2:

In der Literatur wird die harmonische Lage in der Regel durch —1 und nicht, wie hier, durch
+1 gekennzeichnet. Man erreicht dies, indem man das Teilverhiltnis mittels der Koordinaten-

funktion x (vgl. § 1) folgendermaBen definiert: TV (P,Q,T) := 3’&(%.

Fir P < T < Q@ ist diese Zahl gleich g—g—;%—;, andernfalls gleich —%%’.%. Wir verzichten aus
Griinden der Vereinfachung auf diese Feinheit.

Aufgabe 4.8:
Werden P und @ durch T, T, harmonisch geteilt, so anch Ty, 75 durch P und Q.

Bemerkung 4.3:

Projiziert man eine Gerade zentral auf eine andere, so spricht man von einer PROJEKTIVEN
ABBILDUNG (im engeren Sinne).

Satz 4.26:

Doppelverhiltnisse sind projektiv invariant.



Beweis: Aufgabe.

Hinweis: Man betrachte die nebenstehende Skizze und begriinde:

d(A1,Az) | d(A, As)
d(Az, A3) ~ d(As, A3)
d(A;;,Cg)
d(As, C))

(8) DV(Ai, A, Ax, Ar) =

(b) DV(A1,A3,A2,Ay) = DV(B,B;, B, By)

Definition 4.7:

Vier von einem Zentrum ausgechende
Strahlen heiflen HARMONISCH, wenn sie
von einer Geraden in einem harmoni-
schen Punktquadrupel geschnitten wer-
den.

Wir untersuchen nun ein  sogenanntes
VOLLSTANDIGES VIERECK {A,B,C,D}, d.h.
ein Viereck mit seinen 6 paarweisc einan-
der ,gegeniiberlicgenden® Verbindungsgeraden
AC,BD; AB, DC; AD, BC, den durch diese be-
stimmten ,,Diagonalenschnittpunkten® E, F,G
und den ,Diagonalen® EFF, FG,GE. Hier gilt
folgende Aussage.

Satz 4.27 (vom vollstindigen Viereck):

Von jedem Diagonalenpunkt eines vollstiandigen
Vierecks gehen vier harmonische Strahlen aus,
die durch ein paar von Gegenseiten und zwei
Diagonalen festgelegt sind.

Aufgabe 4.9:

Auf einer Geraden liegen drei Punkte P, Q, R mit P < Q@ < R, wobei Q nicht der Mittelpunkt
von PR sein soll. Konstruieren Sie nur mit dem Lineal allein den vierten harmonischen Punkt
S, der mit @ ein Paar bildet.

A B =




