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§3 Spiegelungen und Streckungen

In diesem Kapitel werden wir STRUKTURERHALTENDE ABBILDUNGEN
der Ebene E auf sich einfithren. Mit ihrer Hilfe k&nnen wir

dann weitere wichtige geometrische Begriffe erkl&ren. Sol-
che Begriffe sind z.B. das LOT von einem Punkt auf eine Ge-
rade. Die Abbildungen der Ebene auf sich bezéichnen wir mit
kleinen griechischen Buchstaben a,8,y usw; die Bilder von
von Punkten oder Punktmengen unter diesen Abbildungen kenn-
zeichnen wir durch einfaches Vorsetzen des entsprechenden
Symbols fiir die Abbildung, um grdB8tmSgliche Ubersichtlich-
keit zu erzielen. Nur in Ausnahmefdllen verwenden wir Klam-
mern.
Beispiel: ao: E -—— E sei eine Abbildung von E auf E.

Statt o (P) schreiben wir aP,

statt a(PQ) schreiben wir aPQ,

statt o« (ll) schreiben wir all,

statt (aP) (aQ) schreiben wir aPaQ.

Die Verkettung "°" von Abbildungen a,B schreiben wir eben-

falls verkiirzt:
Statt (a°% ) (P) benutzen wir ofP (= aB (P)) ) .

Die STRUKTUR von E ist gegeben durch die Geradenmenge G ,
die Abstandsfunktion d: ExE ---- R3J , die WinkelmaBfunktion

Soll eine Abbildung die Struktur "erhalten", so muB sie Ge-
raden in Geraden iiberfilhren (GERADENTREUE), Punktepaare in
Punktepaare gleichen Abstandes (LANGENTREUE) und Winkelfel-
der in Winkelfelder gleichen WinkelmaBes (WINKELMASTREUE).

Aufgabe 3.1: Man beweise, daB eine geraden- und l&dngentreue

Bijektion a: E ---- E eine geraden- und ldngentreue Um—
kehrabbildung a-1 besitzt.

Definition 3.1:

Eine Bijektion PB: & ---- E heift KONGRUENZABBILDUNG, wenn
sie GERADEN- und MABTREU ist, d.h. die Eigenschaften

(1) /\ BgEG (GERADENTREUE)
gee
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(2) /A\ /ﬁ\ d(p,Q) = 4(BP,BQ) (LANGENTREUE)
PEE Q€L

(3) /\ w(W) = w(pW) (WINKELMASTREUE)
weq

besitzt.

Bemerkung 3.1:

Die Forderung (3) ist nur sinnvoll, wenn B winkelfeldtreu
ist.
Satz 3.1:

Jede geraden- und lingentreue Bijektion a: &€ --- E ist win-
kelfeldtreu.

Beweis:

(a) Wir zeigen zuerst, daBs « P 1'“6L
STRECKENTREU ist: . S P
X € PQ  XEPQ A X
d(p,X)+d(X,0) = d(P,Q) Q
—c oXeaPQ A d(aP,aX)+d (aX,aQ)=d(aP,aQ)

z§= oX€aPaQ A d(aP,aX)+d(aX,aQ)=d (aP,aQ)

= aX€ aPaQ = aPQ c aPaQ (*)

Wendet man o«~' auf die Strecke oPaQ an, so ergibt sich:

a-1aPaQ < a-'aPa-'0Q = PQ = oPaQ < aPQ (**)

Aus (*) und (**) folgt zusammen: oPQ = aPaQ .

(b) Wir zeigen jetzt, daB « X P
HALBGERADENTREU ist: ) /—‘> X
X € P <> XePQ v Q€PX &
(Def) aP
<= aX€aPaQ v aQ€aPaX
(a) P

—

< aX € aPaQ . \QS§§§i

(Def) \\\\\\\\\
(c) Wir schlieBen nun, daB a.\qiss;;z \Q§§Q§§§§§>

HALBEBENENTREU ist: \’v

/)
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Fielen zwei verschiedene Punkte P,QGHh einer Halb-
ebene Hh von h bei der Abbildung a in verschiedene
Halbebenen von ah , so miiBte gelten:

oPQ N ah = aPaQ N oh # { }. Damit
wirde auch folgen:

PO Nh 4+ {} . Dies steht jedoch im
Widerspruch zur Konvexitdt von Hh !
Also gilt: uHh c Hah (*) . Analog folgt:

-1 =
a *'Hon € Ham1gn = i Hon S oHy 9 .

* * . =
Aus (*) und (**) folgt: Hah aHh .

(d) Aus (c), (b) ergibt sich unmittelbar der Satz.

Aufgabe 3.2:
Sind oa: E ===~ E und B: E ----E geraden-, lidngen- und

winkelmaBtreue Bijektionen, so gilt das auch fiir die Ver-
kettung Ba .

Definition 3.2:

Eine Bijektion o: E --- E heiBt eine AHNLICHKEITSABBIL-
DUNG, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

(1) /A\ ag € G (GERADENTREUE)
g€G

(2) \/ /\ /\rod(P,Q) = d(oP,0Q) (LANGENVERHALTNIS-
rERY PEE QEE TREUE)

(3) /\ w (W) w (al) (WINKELMABTREUE)
weq

Bemerkung 3.2:

Aus der Geraden- und Lingenverhdltnistreue folgt, dem Be-
weis von Satz 3.1 entsprechend, die Winkelfeldtreue, so
daB (3) eine sinnvolle Forderung ist.

Bemerkung 3.3:

Jede Kongruenzabbildung ist eine Ehnlichkeitsabbildung.
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Definition 3.3:

Eine Kongruenzabbildung Yy: E -— E heift ACHSENSPIEGELUNG,

wenn gilt:

(1) es existiert eine Fixpunktgerade g€G unter y , d.h.

Yy =PpP ,
Peg

(2) die beiden Halbebenen #H4 und H2 von g sind Bilder

voneinander, d.h. YHe = Ha A YHz = Hq .

g heiBt ACHSE der Spiegelung Y )

Bemerkung 3.4:

4
Eine Fixpunktgerade besteht nur Q l QQQ "2
$

aus Fixpunkten; dies sind Punkte,

die auf sich abgebildet werden. FIXPUNKTGE?ADE

Im Gegensatz dazu bleibt eine Fix- //"—j;’S;-fZS;:;;><§:jx;"‘\\

gerade als Ganzes fest: Yyg =g . FIXGERADE 3

AXIOM VIII (SPIEGELUNGSAXIOM):

Zu jeder Geraden g€G gibt es genau eine Achsenspiegelung

Yg mit g als Achse.

Bemerkung 3.5:

Das Axiom VIII garantiert die Existenz von Kongruenzabbil-

dungen, und zwar als Achsenspiegelungen und deren Verket-
tungen. Spdter werden wir zeigen, daB jede Kongruenzabbil-
dung als Verkettung yvon Achsenspiegelungen darstellbar ist.

Satz 3.2:

Zu jeder Geraden g und zu jedem Punkt P gibt es genau eine
Senkrechte zu g durch P.

Beweis:

(a) 1.Fall: Sei Pe€gqg.
Wir betrachten ein gestrecktes
Winkelfeld mit dem Rand g und
dem Scheitel P. Zu diesem gibt
es genau eine Winkelhalbierende
{(nach Aufgabe 2.4 auf Seite 2.14) !
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und diese heiBt (nach Def.2.6 auf Seite 2.14) Senk-
rechte zu g in P .

2.Fall: Sei Pdég.

Die Achsenspiegelung Yg
(Axiom VIII) werfe P nach
P'. P und P' liegen in ver-
schiedenen Halbebenen von g
(nach Def.3.3) . Daher schnei-
det die Gerade PP' die Gerade
g in einem Punkt S :

PP' N g = {S} .

Sei Q€g mit Q%S :
Die Nebenwinkelfelder  =<(PSQ und Yg (1) = p'so
zerlegen ein gestrecktes Winkelfeld mit dem Rande PP'

und besitzen wegen der WinkelmaBtreue von Yg das glei-
che WinkelmaB (n&mlich 90). Nach Definition 2.6 gilt
damit: PP' L g .

Die Existenz einer Senkrechten zu g ist also gesichert.

(b) Gibt es neben PS noch 7
eine Senkrechte PS' zu
g durch P , so ist we-
gen der WinkelmaBtreue
von Yg auch das Spiegel-

bild Yg(PS') = P'S' senk-
recht zu g , d.h. Yg(PS')l g .

Da es durch S' nur eine Senkrechte /
zu g gibt (als Winkelhalbierende
des gestreckten Winkelfeldes Hg ),
folgt: PS' = P'S'

Damit ist {P,P'} < PS' und deshalb PP' = PS'. Also
gilt: S'= S. Damit ist die Eindeutigkeit dexr in Rede

stehenden Senkrechten gesichert.

Definition 3.4:

Die eindeutig bestimmte senkrechte Gerade h 2zu einer ge-
gebenen Geraden g durch einen gegebenen Punkt P€E heiBt
das LOT von P auf g ; der Schnittpunkt von h mit g
wird LOTFUBPUNKT genannt.
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Definition 3.5:

Eine Gerade g heift SYMMETRIEACHSE einer Teilmenge M
von E , wenn gilt

YyYM=M,.
g
M nennt man ACHSENSYMMETRISCH zu g .
h
Skizze:
N 3
f&
M1 achsensymmetrisch M2 nicht achsensym-
zu g und h metrisch zu g
Satz 3.3:

Von zwei zueinander senkrechten Geraden ist jede Symmetrie-
achse der anderen. 19

Beweis: Aufgabe. Skizze siehe rechts.

Satz 3.4:

Sind g und h Geraden mit g 1l h , so bildet die Achsen-
spiegelung Yg jede der beiden Halbebenen H; , Hz zu h auf
sich ab:

YgH1 = Hy A YgHz = Hy .
Beweis:
Man betrachte nebenstehende Abbil-
dung:

h wird durch Yg auf sich ab-
gebildet (wobei h4 auf h2
und hz auf h, fdllt).

Dann muB Esh wegen der Bi-

\\h»\\\\\\d\#
jektivitdt von Yg auch auf \\\ & 2
sich abgebildet werden. Exh \ng \\
zerfdllt aber in die beiden §S§Q§t§§>\

Halbebenen H,; und #Hs.
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Yg ist halbebenentreu, daher kann nur gelten:
Hi = H oder Hy = Ha .
ng 1 1 Yg 1 2

Da die Punkte von g4 Fixpunkte von H, sind (da sie zu
der Achse g der Spiegelung Yg gehdren), kdnnen sie
nur nach H,; abgebildet werden, denn es gilt:

H1 nHa = {1}
Damit ist jedoch YgH1 = H, ausgeschlossen, d.h. es gilt:

YgH1 = H4 . Wegen der Bijektivitdt von Yg folgt dann un-
mittelbar: YgHz = Ha .

Definition 3.6:

Ist P+Q (P,Q € E), so heipt die im Mittelpunkt der Strecke
PQ errichtete Senkrechte zu PQ MITTELSENKRECHTE von PQ .

Skizze:

Satz 3.5:

Ist g die Winkelhalbierende des Winkelfeldes W , so ist

g Symmetrieachse von ¥ , d.h. es gilt: ng = .

Beweis: (siehe Abb.)
Es ist ng = (! nachzuweisen.

Flir Nullwinkelfelder ist diese
Aussage trivial.

Wir zeigen: Fiir andere Winkel-
felder ist th1 = kg .

Da ¢4 das Winkelfeld W zerlegt, liegen h, und k;,
in verschiedenen abgeschlossenen Halbebenen zu g .
Dann liegt aber th1 in derselben abgeschlossenen
Halbebene wie k4 .

g 1ist Fixpunktgerade; demnach gilt: Ygg1 = gq .
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Wegen der WinkelmaBtreue von Yg sind die Winkelfelder
<¥§1 th1 und <i§1k1 vom Schenkel g, aus in derselben

Halbebene zu g mit demselben MaB abgetragen. Die ein-
deutige Abtragbarkeit sichert nun th, = kg .

Analog zeigt man: ng1 = hq .

Die Winkelfeldtreue von Y garantiert nun, das die Teil-
winkelfelder <#:h1g1 und 5tk1g1 gegenseitig aufeinander
abgebildet werden. Dies bedeutet aber: ng =W .

Aufgabe 3.3:
id: E —— E sei die identische Abbildung und Yg: E -—— E

eine Achsenspiegelung. Man zeige, daB gilt:
= id .
Tg'g

Aufgabe 3.4:
Man priife, ob jede Achsenspiegelung parallele Geraden in

parallele Geraden iiberfiihrt.

Aufgabe 3.5:
Y sei eine Achsenspiegelung. Ist dann auch Y~' eine

Achsenspiegelung?

Aufgabe 3.6:
Die Gerade g schneide die Gerade h senkrecht, d.h.

es gelte: g 1 h . Man zeige, daB die Achsenspiegelung
Yg die Ordnungsbeziehungen zwischen den Punkten von h

vertauscht:
PLQ = v Q<Y P .
é}@a g~ g

Anl: Hilfreich sind die Lageunterscheidungen fiir P,Q
auf h Dbeziiglich g .

Aufgabe 3.7:
Filr P,Q€E mit P#0Q ist die Mittelsenkrechte von PQ
Symmetrieachse von PQ .

Anl: Man verwende die Senkrechtbeziehung und die Strek-
kentreue.
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Aufgabe 3.8:
Man zeige, daB alle Punkte auf der Mittelsenkrechten einer
Strecke von den beiden Randpunkten der Strecke gleich weit

entfernt sind.

Aufgabe 3.9:
h sei die Mittelsenkrechte von PQ, P+Q . Man beweise:

/\d(R,P)-“-d(R,Q) — R€h .
REE

Anl.: Man fiihre einen indirekten Beweis unter der Annahme,

daB8 gilt: Réh . An der Winkelhalbierenden g von
ngRQ durch Yg spiegeln und 'ﬁ? in §§ iberfiihren.
Warum ist dabei vy P = Q ? Warum ist dann PQ L g ? Warum
schneidet g die Strecke PQ in der Mitte? Warum ist
g=h?

Definition 3.7:

Gegeben seien ein Punkt Z€E und eine reelle Zahl k%0 .

Eine Abbildung . » ___ ¢

heift STRECKUNG mit dem ZENTRUM Z und dem STRECKFAKTOR k ,
wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

(1) /\ d(z,0p) = Ikled(z,p)

PEE
(2) /A\> (k>0 » oPEZP A k<0 - cPGZPQaﬁ)
PeE~ {2}

Aufgabe 3.10:
Man mache sich die Eigenschaften (1) und (2) fiir k=3 und

=-2 zeichnerisch klar. Dabei lege man "nichtkrumme" Li-
nien in der Zeichenebene als "Geraden" zugrunde (so, wie
das bisher in fast allen Zeichnungen getan wurde).

Aufgabe 3.11:

Man priife, ob die Hintereinanderausfiihrung von zwei Achsen-

spiegelungen wieder eine Achsenspiegelung ist.

Aufgabe 3.12:
Man beweise, daB jede Streckung o0: E --+- E mit dem Streck-
faktor k#1 genau ihr Zentrum als Fixpunkt besitzt.
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Bemerkung 3.6: Im Falle k=1 ,gilt fiir jede Streckung:
o = id .

Aufgabe 3.13:
0 sei eine Streckung mit dem Zentrum Z und dem Streck-

faktor k#0 . g sei eine Gerade durch Z . Man beweise:
Ist k>0, so werden die beiden Halbebenen H, und H, 2zu
g auf sich abgebildet; ist k<0, so werden die Halbe-
benen durch o vertauscht.

Anl: Man denke sich die Halbebenen mittels Halbgeradeh
erzeugt.

Definition 3.8:

Eine Streckung mit dem Zentrum Z und dem Streckfaktor

k = -1 heift PUNKTSPIEGELUNG o, an Z .

Skizze:

Aufgabe 3.14:
Man beweise, daB fiir Punktspiegelungen O, gilt:

OZGZ = id .

Jede Punktspiegelung 1&dB8t sich durch die uns bekannten
Achsenspiegelungen darstellen:

Satz 3.6:
Sind Yg ¢ Yp Achsenspiegelungen mit zueinander senk-

rechten Achsen g und h , die sich in 2 schneiden,

dann gilt: _
YhYg =0, .
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Beweis zu Satz 3.6:

Wir zeigen, daB YhYg eine
Streckung mit dem Streckfak-
tor k=-1 und dem Zentrum 2

ist:
ThYgP € zp7ZP una

d(Z,YhYgP) = d(z,p) .
Yg ist winkelmaBtreu: w(W')= w (W)

Yh ist winkelmaBtreu: w(W")= o (W""')

W'y W" ist Zerlegung eines Rechtwin-
kelfeldes: w(W')+ w(W") = 90 .

: = . D ilt:
Daraus folgt w(ithThYgP) 180 emnach gilt

YhYgP € 2pZP (Streckungseigenschaft (2) mit
einem Streckfaktor k<0) .

Yg und Yh sind langentreu, daher gilt wegen Z€ghh :

a(z,pr) = d(Z,YgP) = d(Z,YhYgP) (streckungseigenschaft (1)
mit Streckfaktor I|ki= 1).
Also ist YhYg die Punktspiegelung an 2 .

Folgerung 3.1:

Da auch YgYh die Punktspiegelung an Z liefert, ergibt
sich:

Spiegelungen an zueinander senkrechten Achsen sind ver-
tauschbar.

Folgerung 3.2:

Punktspiegelungen sind Kongruenzabbildungen.
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NICHTEUKLIDISCHE GEOMETRIE: Das POINCARE-Modell der Halbebene

Normalerweise stellen wir uns die geometrische Ebene E
als Zeichenebene und in jener die Geraden g€G als am
Lineal gezogene Linien vor.

Das ideale Modell fiir diese Vorstellungen ist die ebene
analytische Geometrie in E = RxR .

Ein weiteres Modell 1&8t sich aus der analytischen Geo-
metrie durch Umbenennung einiger Objekte ableiten:
Man betrachtet eine offene Halbebene, etwa die obere Halb-

ebene zur x-Achse, E
N

als NEUE EBENE EN . Die Menge der NEUEN GERADEN, GN ’
wird gebildet aus allen "Halbkreisen" in EN mit dem

= {(x,y)ER2| y>0},

Mittelpunkt auf der x-Achse und allen zur x-Achse senk-
rechten "Halbgeraden" mit dem Anfangspunkt auf der x-Achse.
Dabei bedeuten die Anfiihrungsstriche, daB die Punkte der
x-Achse nicht zu den Geraden dazuz&dhlen, d.h. die Geraden
sind an der x-Achse offen.

\ KL,

—L-— B L ——

A

Zur Prifung der Geometrieeigenschaften des Modells ziehen

wir unser Axiomensystem heran, das wir hier zusammengefaft

wiedergeben:

I : Jeder Geraden gehdren mindestens zwei (voneinander ver-
schiedene) Punkte an.

ITI : Durch je zwei (voneinander verschiddene) Punkte wvon EN
geht genau eine Gerade von GN .

III: Es gibt drei nicht auf ein und derselben Geraden gele-
gene Punkte in EN .
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Iv

Auf jeder Geraden gNEGN existiert eine lineare,

strenge Ordnungsrelation << .
In

V : Es gibt eine (1)symmetrische, (2)additive und (3)ein-

deutig abtragbare Abstandsfunktion d.: E.xE.—~— RE .
N N "N
VI

Jede Gerade IN teilt E\gN in zwei

(1)konvexe Klassen # HN2 ein. Dabei gilt:

N,'’

@ /\ /\ g+ 1
PEHN1 QEHN2

VII: Es gibt eine (1)additive, (2)eindeutig abtragbare

Winkelmagfunktion Wit QN --—- [0,180] .

VIII:Zu jeder Geraden gNEGN existiert genau eine Achsen-
spiegelung Y mit In als Achse.
IN
Die Axiome I,II,III,IV sind erfiillt, wie man leicht sieht.
V : Die Metrik dN: ENXEN —— R: setzen wir folgenderma-
Ben fest: Q

(a) 9 P

Ty ¢ —— % v*
k— Pr  —-py-

Liegen P und Q auf elner N-Geraden Iy die durch
einen (bei U und V offenen) Halbkreis dargestellt
wird, so setzen wir mit den euklidischen Entfernun-

gen pi1,P2,91,92 fest:

P = Ba H da | .
dN( Q) ln(pz qz) 1?"
(b) Liegen P und Q auf einer N-Geraden, 61 ?
die durch eine senkrechte Halbge- 1r

rade (ohne Anfangspunkt) darge-
stellt wird, so setzen wir ent- P ® q{ T
sprechend fest:

ay(2,Q) =J,|1ng | F

N 0
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Bemerkung 3.7:
Die Festsetzung (b) kann man
als Grenzfall von (a) fir
U* 5 bzw. r — o deuten.

Dabei streckt sich die
"halbkreisfdrmige Gerade" g,

u

14 -

zu einer senkrechten Halb-
Geraden" g,

Die Entfern = gl:
rnung d,(Q,P) | 1n %

P2

P

R-1-| transformiert sich wie folgt:

Mit r? = q?+(r-q,)? und r? = p?+(r-p,)? ergibt sich durch Aufl&sen

nach q, bzw. p,

-Vrz-pz r+Vr2—q2 . r-VrZ-p2

2r- r
1n 9L . B2 - 4 9 __ .
92 P n r-Yr2-q2

= 1ln

2t-p2 " r+{ri-p?
(x+¥r2-q?) (r-Vr2-p?) (r+¥r2-p?) (r+Vr?-g?)

(r+¥r2-p?) (r-Yr2-q2) (r+¥r2-q?) (r+¥r2-p?)

(1+ 1—32-)p2
I

= 1n (r+Vr2-q2)zp2 = 1n
(r+¥r2-p2)?q2 (1+ 1_?;2_) q2 T
Das bedeutet :
lim d P) = |1n (B)?) = Py = q
Lim n(Q, P) I n(q) | 2llnq! 2 |1np|

Nach Konstruktion bildet dN

Aufgabe 3.15:

Man bestimme die "L&nge der
trachtung der Grenziibergange Q--U* bazw.
13).

die Abbildungen auf Seite 3.

Aufgabe 3.16:
Man priife die Additivitat

der Entfernungsfunktion
dN am Beispiel der 3
Punkte P,Q,R in der
Zeichnung.

in Rt ab.

r-Yri-q2

2
— 1ln E—.

q2

Geraden" im N-Modell durch Be-
p--V* (vgl. dazu

(AP
=T ==k
)
K= 2 _)l /1'—"/:.()?
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Aufgabe 3.17:
Man zeige, das8 dN: ENxEN —— Rz (1)symmetrisch, (2)ad-
ditiv, (3)eindeutig abtragbar ist.

Priifen wir nun das Erfiilltsein des Axoims VI:

Absatz VI, (2) und die Konvexitit der Halbebenen fiir den
Fall, das In durch eine klassische Halbgerade dargestellt
wird, treffen mit Sicherheit zu.

Aufgabe 3.18:

Man beweise, daB die beiden Halbebenen HN und HN2 ’
1

in die EN\gN durch die "halbkreisfdrmige Gerade" Iy

zerlegt wird, konvex sind.

Anl: Die Annahme des
Gegenteils fiihrt zu

einer gemeinsamen Seh-

ne (oder Tangente) der
zerlegenden "Geraden"

IN und der "Verbindungs-
strecke" PQ (bzw. Q'P') .

Priifen wir das Erfliilltsein des Axioms VII:

Winkelfelder entstehen als Durchschnitte von abgeschlos-
senen Halbebenen zu sich schneidenden Geraden bzw. als
Nullwinkelfeld oder gestrecktes Winkelfeld entsprechend
den Festsetzungen auf Seite 2.6 .
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Wir legen nun im Schnittpunkt von zwei N-Geraden die eu-

klidischen Tangenten (tN1'tN2) "an die N-Geraden" und ord-

nen dem N-Winkelfeld das "natiirliche" MaB w des Winkel-
feldes zu, welches die "passenden" Halbtangenten als Rand
besitzt: (s.dazu die Abb. auf Seite 3.15 unten)

“"):gN,gNZ = oty ty
Man erkennt leicht, daB die so auf das klassische Winkel-
maB zuriickgefiihrte WinkelmagBfunktion additiv ist.

Aufgabe 3.19:
Man mache sich elementargeometrisch klar, daB die Winkel-

maBe eindeutig abtragbar sind.

Erfiilltsein des Axioms VIII:

Die Achsenspiegelung zu einer gegebenen Geraden Iy wird
nach der Konstruktionsvorschrift durchgefiihrt, die aus

den folgenden Zeichnungen zu ersehen ist (darin sind P
und P' voneinander Spiegelpunkte, d.h. Yg P=P' und

N
Y.  P'=P ).
gdN

(a) (b)

Die Zeichnungen zeigen, das
(1) Iy eine Fixpunktgerade unter YgN ist;
(2) die beiden Halbebenen zu gy unter Yg Bilder von-

. N
einander sind.

Damit sind die Achsenspiegelungsbedingungen (1), (2) von
Seite 3.4 erfilillt.
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Man kann (sehr umstdndlich) zeigen, daB YgN eine Kon-
gruenzabbildung ist, d.h. sie ist geraden-, ldngen-, win-
kelfeld- und winkelmagBtreu.

Wir wollen uns die damit verbundene Miihe ersparen.

Es bleibt zu konstatieren, da8 das entwickelte Modell 2zur
Veranschaulichung der aus unserem Axiomensystem abgelei-
teten S&tze und Zusammenhidnge ebenso geeignet ist wie die
bisher von uns bevorzugte euklidische Darstellungsform.
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