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§ 2 Halbebene, Winkelfeld, WinkelmaB

Die Zeichenebene wird durch jede ihrer Geraden derart in zwei
Halbebenen zerlegt, daB eine Strecke, die einen Punkt der ei-
nen Halbebene mit einem Punkt der anderen Halbebene verbindet,
diese Gerade schneidet.
AuBerdem gehodrt die Ver-
bindungsstrecke je zweier
Punkte derselben Halb-
ebene ganz dieser Halb-
ebene an (s. Abb.).

Zur axiomatischen Be-
schreibung dieses Sach-

verhalts benutzen wir

den Begriff der Kon-

vexitét.

Definition 2.1:

Die Untermenge M von E heiBit KONVEX, wenn mit je zwei Punkten
P,Q € M die Strecke PQ zu M gehdrt:

/A\ {P,0} c M > PQ c M < M konvex.
peEE Q€EE

& konvexe Menge ‘/t nicht-konvexe Menge
z

(hier: sternfdrmig bezgl. P)
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Beispiele konvexer Mengen:
a) Die Ebene E
b) Jede Gerade g <« E

c) ¢

d) Jede Halbgerade

e) Jede Strecke

f) Jede einpunktige Menge

Satz 2.1:
Die Vereinigung zweier verschiedener Geraden ist nicht konvex.
Beweis: Aufgabe

Anl.: Im Falle g *+ h und g N h = {S} begriinde man,
a) daB P € g und Q € h mit P # S # Q existieren,

b) daB P * Q gilt,

c) daB 2 € PQ mit P # 2 # Q existiert.

d) Man zeige: /ﬁ\_* P+2++Q->24dqguUh
z € PQ

(Widerspruchsbeweis).

Satz 2.2:
Der Durchschnitt zweier konvexer Mengen ist konvex.
Beweis: Aufgabe

AXIOM VI (HALBEBENENAXIOM) :

Zu jeder Geraden g < E gibt es genau zwei nicht leere Unter-
mengen H;,H, < E mit den Eigenschaften

(1) H: und H, sind konvex,

(2) Hy U H, = Exg und Hy N Hy = @ ,

a A/ g
PEH, QE€EH;

Hy,H: heiBen (offene) HALBEBENEN zu g, g heiBt RAND der Halb-

ebenen, Hiy U g bzw. H, U g heiBen ABGESCHLOSSENE HALBEBENEN

zu g.
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Satz 2.3:

Jede Parallele h' zu einer Geraden h # h' liegt ganz in einer
der beiden Halbebenen zu h.

Beweis:

Andernfalls wdre h N h' % §.

Satz 2.4:

Ist H Halbebene zu h' und H Halbebene zu h*, so gilt h' = h¥*,

Beweis: Aufgabe

Anl.: Betrachte E~h' = H U H' und E~h* = H U H*. Man benutze

h' # h* A h'|lh*=> h' €« H v h' « H*; entsprechend fiir h*.

a) Man betrachte den Fall h'|lh* und schlieBe mittels Axiom VI

(Halbebenenaxiom) auf h* = h',

b) Man betrachte den Fall h' n h* = {s}, wdhle P,Q € h' mit
S € PQ und folgere P € H und Q € H* (oder umgekehrt). Wider-

spruch dazu, daB8 H und h' keinen gemeinsamen Punkt haben.

Aufgabell: Es seien H U h und H' U h' abgeschlossene Halbebenen
zu den Geraden h bzw. h'.
Man beweise: H U h = H' U h' = H = H' und h = h'.

Anl.: Man verwende das Halbebenenaxiom und fiihre den Beweis

mengentheoretisch.

Bem.: So wie jede Gerade durch jeden ihrer Punkte in zwei Halb-
geraden aufgeteilt wird, teilt jede Gerade die Ebene in zwei

Halbebenen auf.

Satz 2.5 (von Pasch): P

P, Q, R sein drei nicht kollineare
Punkte. S

Schneidet eine Gerade g die Strecke

QR in S mit S ¢ {Q, R}, so schnei-

det g auch eine der Strecken PQ

oder PR.

o - Q

Beweis: Aufgabe

Anl.: Man betrachte die Halbebenen H; und H, zu g und wende
auf QP bzw. PR das Halbebenenaxiom an.
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Satz 2.6:

h sei Rand der
Halbebene H,

g schneide h in
P und enthalte

Q € H. Dann gilt

(HUh) ng ='PQ

Beweis:

Wir unterscheiden die Fdlle P < Q und Q < P.

Sei P < Q:

Es gilt % c H U h; wdre n3mlich X ¢ 'f’ﬁ mit X ¢ H U h, so
widre X € E\(HU h),d.h. in der anderen Halbebene.

Dann wire XQ N h # § und zwar XQ N h = {P}, da g N h = {P}.
Aus P € XQ folgt wegen P < Q

X< P<Q.
'—_

Aus X ¢ PQ folgt wegen X # P
P<X.

Da8 ein Punkt von ?ﬁ nicht zu H U h gehdrt, fithrt demnach auf
einen Widerspruch.

Umgekehrt kann kein nicht auf $6 gelegener Punkt von g zu

H U h gehdren, weil 9456'c EN(H U h) gilt, d.h. daB die andere
Halbgerade von g zu der anderen abgeschlossenen Halbebene zu
h gehoért.

Den Beweis fiihrt man wie oben. Der Fall Q <P

ist analog zum Fall P < Q zu behandeln.

Aufgabe 2.2:

Jede abgeschlossene Halbebene H U h
ist eine konvexe Menge. Man beweise

diese Aussage.

Anl.: Man unterscheide die drei Fédlle
P,Q € H; P,Q € h; P€ Hund Q € h .
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Satz 2.7: \\\
L]

Jede abgeschlossene Halbebene H U h ‘l

ist gleich der Vereinigung aller " ()
Halbgeraden, die von ein und dem- +Q@

selben Punkt P € h ausgehen und

einen weiteren Punkt Q von H U h

enthalten: —Y W ) 3

P
Huh = L.aj ‘70 .
Q€ HUh~{p}

Beweis:

Ist 9, eine Halbgerade von P aus, die Q € H enthdlt, so ist 9,
in H U h enthalten (Satz 2.6).
Gilt Q € h, so ist ebenfalls g, < # U h.

Demnach ist die Vereinigung aller genannten Halbgeraden in
H U h enthalten.

Umgekehrt liegt jeder Punkt Q € H U h mit Q # P auf einer
solchen Halbgeraden, nimlich auf %6.

Damit sind beide Mengen gleich.

Satz 2.8:

Gegeben seien die abgeschlossene Halbebene
H U h und in dieser drei nicht kollineare
Punkte Q, R, S mit {R,S} €« h und P Element
der offenen Strecke RS (Abb.).

Dann gilt

HUh= U 'P_X.
X € RQ U

os

S

P
Beweishinweis: Es 1&8t sich der Satz von Pasch verwenden. 1Q ‘b
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Beweis von Satz 2.8:

Mit X € RO U QS < H U h ist 'BX < H U h fir alle X, also auch
die Vereinigung.

Sei nun Y € H U h gegeben. Dann trifft die Gerade PY nach dem
Satz von Pasch RQ U QS in einem Punkt X. Damit gehdrt Y zu'ﬁi,

und H U h ist eine Teilmenge der Vereinigung.

Definition 2.2:

Den Durchschnitt zweier abgeschlossener Halbebenen, deren

Rdnder genau einen Punkt P gemeinsam haben, nennen wir ein

(echtes) WINKELFELD W mit dem SCHEITEL P: / )
1/

"‘\<a////// ///5

W= (H'" U h') N (HUh)

{P} =h' nh .

7
/ FAY)
Die von P ausgehenden / /C /
Halbgeraden ,/' ! /, / ///\/‘
WX

hi = h'Nn(H U h) und

h1 t= hn (H' U h')
heiBen SCHENKEL des

Winkelfeldes.

Eine abgeschlossene Halbebene mit
ausgezeichnetem Randpunkt P heiBt
ein GESTRECKTES WINKELFELD; die
Schenkel sind hier die beiden Halb-
geraden, in die P den Rand zerlegt.

Fallen beide Schenkel zu einer
Halbgeraden zusammen, s¢ spricht
man vom NULLWINKELFELD.

Man schreibt allgemein

o - ey o

bzw.

w = <opr = <Creg

wenn h, =G , h) = 'BR gilt.
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Man spricht
"WINKELFELD ih1hi" bzw. "WINKELFELD QPR" .

Aufgabe 2.3:

Es seien g, h Geraden mit g N h = {S} und 9qr h
geraden von g bzw. h mit S als Ausgangspunkt.

1 Halb-

a) Zeigen Sie, daB es ein (echtes) Winkelfeld gibt, welches
9, U h1 als Rand besitzt.

b) Zeigen Sie, daB das Winkelfeld mit dem Rand 9, Uh

(] v 1
’e%ndeutlg bestimmt ist (indirekter Beweis).

Satz 2.9:

Jedes Winkelfeld ist eine konvexe Menge.
Beweis: Aufgabe.

Zur Einfilhrung einer WinkelmaBfunktion, welche &dhnlich der
Abstandsfunktion die Eigenschaft der "Additivitidt" besitzen
soll, bendtigen wir einige vorbereitende Kenntnisse iiber das
Z2erlegen von Winkelfeldern durch Halbgeraden.

Satz 2.10:

W = {QPR sel ein echtes *)
Winkelfeld. Dann ist W die
Vereinigung aller vom Schei-

tel P ausgehenden Halbgera-
den, die mit der Strecke QR

einen Punkt gemeinsam haben:

w=U'§§.

X € QR

*) d.h. weder gestrecktes Winkelfeld noch Nullwinkelfeld.
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Bewelis:

HQ sei die abgeschlossene Halbebene zu PR, in der Q liegt,

ﬁR analog zu PQ ;

dann ist W = HQ n HR .

(a) WQ und FR sind konvex, also auch W = H_ N H_ , demnach
gilt
QR c W .
Mit X € QR ist X € #, und damit gilt

e B < T
PX c WQ ; PX < H_

nach Satz 2.7.

Also ist
X c w

und damit
L~} PX c W .
X € RQ

(b) 1. Fall: Y € W und P liegen in verschiedenen Halbebenen

zu QR. ]
Dann schneidet PY die Gerade
.y QR, und zwar auf QR, da PY
N und QR Teilmengen der konvexen
Menge W sind.
R g

2. Fall: Y € W liegt in derselben Halbebene zu QR wie P.
Dann muB der Strahl’FY nach

dem Satz von Pasch eine der
Strecken SQ oder QR treffen

(s. Abb.), und das muB QR

sein, weil S und damit SQ

in der anderen abgeschlossenen
Halbebene zu PQ liegt wie Y

und QR (S und R liegen auf ver-

schiedenen Halbgeraden von PR).
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Definition 2.3:

Das Winkelfeld # heiBt in die Winkelfelder wl und w2 ZERLEGT,
wenn gilt
(1) wl n w2 ist gemeinsamer Schenkel von wl und w2 ‘

(2) W=U Uuw,

Satz 2.11:

Jedes Winkelfeld W = a:bSR wird durch jede in ! gelegene Halb-
gerade'§'§{.1 zerlegt.

Beweis: 0.

(fiir echte Winkelfelder)

Nach dem Beweisteil (b) des Satzes 2.10 schneidet EY; die
Strecke QR in X:
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U'é?n(,ﬁ
Y € OX Y € XR

€ XR

(2) wl n w2

Y € 90X n XR
= (_,} Y =S¥ ="5%. .

1
Y € {x}

Unter Verwendung von Satz 2.8 14Bt sich der Beweis fiir ge-

streckte Winkelfelder modifizieren.

AXIOM VII (WINKELMABAXIOM):
Auf der Menge aller Winkelfelder in E,

Q = {Wlw Winkelfeld}P(E):

ist eine FUNKTION

w: £ - [0,180]

mit folgenden Eigenschaften erklirt:

(1) ADDITIVITAT,

d.h. ist W = wl u w2 eine Zerlegung, so gilt

w(l) = w(wl) + w(wz) .

(2) EINDEUTIGE ABTRAGBARKEIT DES WINKELFELDES,

d.h. zu jeder Halbgeraden h1
auf der Trdgergeraden h der
abgeschlossenen Halbebene

A, und zu jeder zahl a € [0,180]
gibt es genau ein Winkelfeld
W< Fh mit dem Schenkel h, und

w(l) = a.
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Die Funktion w heiBt

WINKELMABFUNKTION,

die Zahl w(W) € [0,180] heiBt das WINKELMAB des Winkel-
feldes W.

Bemerkung: Anstelle des Bildintervalls [0,180] wird als
WinkelmaBintervall oft [0,7] verwendet.

Die Wahl des Intervalls [0,180] trdgt der Verwendung des
Winkelmessers im Schulunterricht Rechnung.

Satz 2.12:

Es gilt stets
w(lW) = 0 «& W ist Nullwinkelfeld.

Beweis: Aufgabe

Anl.: Vgl. Satz 1.6 auf Seite 1.7.

Satz 2.13:

Ist W ein echtes Winkelfeld, so gilt 0 < w(WW) < 180.

Beweis:

Sei %:hlg1 echt.

g, sei die andere Halbgerade zu 9, auf der Trédgergeraden g.
H sei die abgeschlossene Halbebene, in der h1 liegt.

1

{(nach Satz 2.12).
Aus
m(Hg) =

h, zerlegt Fg in zwei Winkelfelder mit positiven MaBen

£ 180

w(<9Zg,h,) + m({hlgz') <
o TS

folgt dann nach Ax. VII die Behauptung.
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Definition 2.4:

w1 und w2 heisen NEBENWINKELFELDER, wenn sie eine Zerlegung
eines gestreckten Winkelfeldes bilden.

Welches WinkelmaB haben die gestreckten Winkelfelder? Die
Antwort liefert der folgende Satz:

Satz 2.14:

Alle und nur die gestreckten Winkelfelder haben das Winkel-
maB 180.

Beweis:

Zu zeigen ist: Wenn H ein gestrecktes Winkelfeld ist, so
gilt w(H) = 180.

Es sei h1 ein Schenkel von H. Fiir echte und Nullwinkelfelder
W mit Schenkel h1 ist w(W) < 180.

Nach Axiom VII, (2) existiert auch zu 180 € [0, 180] ein
Winkelfeld W* in H mit dem Schenkel hl; das muB dann aber,
da sein MaB nicht unter 180 liegt, gestreckt sein.

Der zweite Schenkel ist demnach die andere Halbgerade auf
der Tradgergeraden von hl'

Das bedeutet W* = H .

Ky
Folgerung 2.1:

Wegen der Additivitdt der )é_
WinkelmaB8funktion ist die

K

Summe der WinkelmaBe zweier
Nebenwinkelfelder 180:

wl,wz Nebenwinkelfelder = m(wl) + w(wz) = 180.

Satz 2.15 (MONOTONIESATZ):

S sei der Scheitel der Winkelfelder w1 und wz. Dann gilt

“y

+

w2 = w(wl) < w(wz).
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L
3
Beweis:
Es sei Wl = {glhll h \L
NP STA -
= N NN
W, é:kzlz W_z.‘:h;: N
- ~ \\\
h, zerlege das Winkel- S :\::\\j,
. :\\\\ .:\\~'
feld ¥, in ¢Ck,h, und \:\:\\')ﬂ\ NN
\\\ -~
PN LN -~ ~|

§(h112; o.B.d.A. zer-
lege 9, das Winkelfeld S
<Ck,h, in <k,g, und
{glhl‘

Dann gilt wegen der Additivitdt von w(Ax. VII, (1))

“’(ﬁzkzhﬂ + w(<Kh 1))

HE SERERTE CARIRIE G R
‘—Y—-——’

=w1

Vi
o
=

w(wz)

It

> w(wl) I

da {kzg1 und ¢h112 nicht beide zugleich Nullwinkelfelder

sein ké6nnen (andernfalls wére wl = wz) .

Definition 2.5:

W sei ein Winkelfeld mit dem Scheitel S. Die Halbgerade 9,
mit dem Randpunkt S zerlege # in w1 und w2.

Die TRAGERGERADE g
von g, heiBt
WINKELHALBIERENDE
von W, wenn gilt
w(wi) = w(wz)
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Aufgabe 2.4:

Man zeige, daB zu jedem Winkelfeld genau eine Winkelhal-

bierende existiert.

Anl.: Man orientiere sich an Satz 1.8 auf Seite 1.9. ~

Definition 2.6:

Die Winkelhalbierende g
eines gestreckten Winkel-
feldes F(h heiBt SENKRECHTE
zum Rand h im Scheitel S.

Die Winkelfelder, in die

Hh zerlegt wird, nennt

man RECHTWINKELFELDER.

Bemerkung: Ist g Senkrechte zu h, so sagt man auch, g steht
(in S) senkrecht auf h, und man schreibt g 1l h.
1l stellt in der Menge der Geraden eine symmetrische Relation dar.

Aufgabe 2.5:

Man zeige, daB das WinkelmaB jedes Rechtwinkelfeldes 90 ist.

Definition 2.7:

Ist W = Fg n Hh ein echtes Winkelfeld, so heiBft das durch die
beiden anderen abgeschlossenen Halbebenen zu g, h gebildete
Winkelfeld W, das SCHEITELWINKELFELD zu W.
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Aufgabe 2.6:

Ist g durch S in die Halbgeraden 9,:9, zerlegt, h durch S
in die Halbgeraden hl,h2 : SO sind { <_:;1h1 und {gzh2
Scheitelwinkelfelder.

Satz 2.16:

Scheitelwinkelfelder besitzen dasselbe WinkelmaS$.

Beweis: Aufgabe.

Aufgabe 2.7:

W und W, seien Scheitelwinkelfelder. Man zeige, daB die Win-
kelhalbierende von W auch Winkelhalbierende von (0, ist.
Verallgemeinern Sie diese Aussage fiir beliebige Geraden, die
W vom Scheitel aus zerlegen.
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