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1 Funktionen, Modellierung
und Differentialgleichungen

Wir beginnen mit einer Wiederholung;:

Jede Funktion f ...
e ...hat einen Definitionsbereich dom f,
e ...hat einen Wertebereich ran f,

e ...besteht aus einer Vorschrift, die jedem z aus dem Definitions-
bereich dom f genau einen Wert f(z) aus dem Wertebereich ran f
zuordnet.

Im Englischen wird der Definitionsbereich als “domain” und der Werte-
bereich wird als “range” bezeichnet. Dies erklart die Abkiirzungen “dom f”
und “ran f7.

Im Folgenden interessieren uns vor allen Dingen Funktionen f, fiir die
dom f eine Teilmenge von R (oder von R?, R3, R*) ist
und

ran f eine Teilmenge von R (oder von R?, R3) ist.

Die genaue Kenntnis von dom f ist allgemein von sehr grosser Bedeutung.
Im Gegensatz dazu geniigt es zumeist, an Stelle von ran f eine verniinftig
scheinende, grossere Menge anzugeben. Zum Beispiel diirften die Schreib-
weisen

f:R—=R, f(z)=sin(z)
und
f:R—R, =z sin(z)
allgemein bekannt sein, mit denen ausgedriickt wird, dass
e ...dom f =R ist,
e ...ran f eine Teilmenge von R ist,

e ...die Vorschrift von f darin besteht, fiir jedes relle x die Sinusfunk-
tion an der Stelle x auszuwerten.

In dieser Schreibweise ist das Wichtigste tiber f gesagt - obwohl ran f =
[—1,+1], also ran f # R, ist.

Funktionen spielen (in mehr oder weniger direkt sichtbarer Form) in vielen
Lebensbereichen eine grosse Rolle.



e Betrachten wir eine Aktie, die an der Frankfurter Borse gehandelt
wird. Diese Aktie hat zu jedem Zeitpunkt ¢ eines Handeltages einen
bestimmten Wert ¢(t). Der Wert dieser Aktie ist die Funktion c¢. Der
Definitionsbereich dom ¢ ist die Menge H der Zeiten, an denen die
Aktie an der Frankfurter Borse gehandelt wird, dh H ist die Vereini-
gung von Zeitintervallen!, wobei jedes Zeitintervall einem Handelstag
entspricht. Der Wertebereich ran ¢ ist in der Menge QT der positiven,
rationalen Zahlen enthalten, da der Wert einer Aktie nicht Null oder
negativ werden kann und hochstens zwei Nachkommastellen hat. Wir
erhalten

c: H—QF, tsct).

Die Kenntnis von c(t) fiir ein Zeitintervall [T7,T5] spielt eine sehr
grosse Rolle, wenn es um die Entscheidung geht, die Aktie zur Zeit
T5 zu kaufen oder zu verkaufen.

Hier fungiert die Funktion c als
Entscheidungshilfe in Geldgeschiften.

e In dhnlicher Weise ist der deutsche Aktienindex
DAX : H — N, ¢+ DAX(t),

eine Funktion mit dem Definitionsbereich H, deren Wertebereich - der
DAX wird “in Punkten” angegeben - in der Menge der natiirlichen
Zahlen N enthalten ist. Der Graph der Funktion DAX - “des DAXes”
- ist tagesweise auf Anzeigentafeln der Frankfurter Borse zu sehen.

Wie beim vorhergehenden Beispiel ist DAX eine Entscheidungshilfe in
Geldgeschiften und dient dariiber hinaus gehend der

Beurteilung des Handelsaufkommens der Borse.
e Altersbestimmung organischer Substanzen.

Die Radiokarbonmethode beruht darauf, dass in der Atmosphdre durch
die kosmische Strahlung Neutronen erzeugt werden, die durch eine
Kernreaktion mit dem Stickstoffisotop *N der Luft '*C bilden.
Dieses ist radioaktiv und zerfallt mit einer Halbwertszeit von 5730440
Jahren. Da FErzeugung und Zerfall im Gleichgewicht stehen, ist der
U C_Anteil im Kohlenstoffgehalt der Atmosphdre konstant. . ..

Wird bei einem organ. Aufbauprozess Kohlenstoff eingebaut,

so befindet sich darunter stindig ein bestimmter, wenn auch kleiner
Prozentsatz “*C, der entsprechend einer Halbwertszeit zerfillt. Da
nach dem Absterben des Organismus kein “*C mehr eingebaut wer-
den wird, kann aus dem heute noch vorhandenen Anteil an C in
einem solchen Objekt auf dessen Alter geschlossen werden. . ..

'Hier und im Folgenden bestehen Intervalle immer aus unendlich vielen Punkten.



Zitat “Brockhaus. Naturwissenschaft und Technik. Band 4.”
Wiesbaden, Brockhaus. 1983.

Nach dieser Darstellung gibt es eine Funktion A - “A” wie “Alter”
- die es erlaubt, der Konzentration C' von *C in der organischen
Substanz das Alter zuzuordnen:

A:[C,Co] — [0,+d, Cr— A(C),

wobei Cy die konstante Konzentration von '4C' in der Atmosphire ist
und wir realistischer Weise annehmen konnen, dass es eine minimale,
gerade noch nachweisbare Konzentration C' > 0 gibt.

Qualitativ hochstwertige optische Linsen werden typischer Weise in
drei Arbeitsschritten hergestellt.

.1 Erzeugung einer Glasschmelze von ca 800 Grad Celcius.
.2 Giessen der Linse.

.3 Abkiihlen der Linse auf Raumtemperatur.

Im Arbeitsschritt .3 sind zwei einander konkurrierende Aspekte zu
beachten.

Einerseits soll die Linse nicht durch Warmespannungen zerstort wer-
den (wie zB ein erhitztes Trinkglas zerspringt, wenn es plotzlich in
kaltes Wasser getaucht wird). Dies kann durch hinreichend langsames
Abkiihlen erreicht werden.

Andrerseits ist langsames Abkiihlen sehr kostenintensiv, da der Ofen,
in dem sich die Linse befindet, sehr lange Zeit auf hoher Temperatur
gehalten werden muss.

Damit der Abkiihlvorgang sowohl
qualitatssichernd als auch kostendampfend

gesteuert werden kann, muss der zeitliche und raumliche Verlauf des
(rdumlichen) Temperaturgradienten Vz0 bekannt sein. Je grosser
der Betrag dieses Gradienten, desto grosser sind die unerwiinschten
Warmespannungen.

Hier ist
0: [Ty, T1] x Q@ — R, (t,Z) — 0(t, 7)

die Temperaturfunktion der Linse, dh (¢, ¥) ist die Temperatur zur
Zeit t an der Stelle Z der Linse. Ty ist der Zeitpunkt der Beendigung
des Gussvorgangs und 77 ist der Zeitpunkt, zu dem die Linse aus
dem Ofen geholt wird. Q C R? ist das riumliche Gebiet, das von der
Linse eingenommen wird, etwa ein Zylinder mit konvex oder konkav
gekriimmten Deckflichen. Wir nehmen an, dass die Temperatur in
Kelvin gemessen wird. Damit ist der Wertebereich eine Teilmenge
der positiven, reellen Zahlen RT.



Der raumliche Temperaturgradient ist die Funtion

0.0
Vil : [To, T1] x Q = R®, (t,@)— | 9,0 | (t7),
0,0
wobei hier und im Folgenden
00 06 00
1’9:77 9:77 29:7
0 ox %y oy 0 dz

Im Rahmen der
klassischen Physik

ist ein Sytem, das aus N Teilchen besteht, vollstindig durch die N
Ortsfunktionen

P [To,Th) = R, ..., pn: [Ty, Th] — R®

beschrieben. Hierbei ist [Tp, T1] das zeitliche Beobachtungsintervall
des Systems und pi(t),...,pn(t) ist die Position des 1sten, ..., Nten
Teilchens zur Zeit t € [Ty, T1].

In einfachsten Fall - etwa beim ebenen mathematischen Pendel, bei
dem ein Massepunkt der Masse m an einem schwerelosen Stab der
Léange [ reibungsfrei im Erdschwerefeld in einer Ebene hin und her
schwingt - besteht das System nur aus einem einzigen Teilchen, dh
N =1.

Bei all diesen Beispielen konnen wir getrost annehmen, dass es die

angegebenen Funktionen f in Wirklichkeit gibt.

Allerdings kennen wir deswegen noch lange nicht die Vorschrift, die es

erlaubt, bei gegebenem = den Funktionswert f(x) zu berechnen.
An dieser Stelle kommt die Modellierung ins Spiel.

Modellierung = Erfassung all jener Eigenschaften einer in-
teressierenden Funktion f, so dass es moglich ist, f(x) bei
gegebenem x € dom f zumindest ndherungsweise zu berech-
nen.

Frage: Mit welchen Funktionen f ist bei Modellierungen in der

Praxis zu rechnen ?

Antwort:

I) “Standardfunktionen”, i.e. Funktionen, die wir explizit (oder, was
wir im Rahmen dieser VL aber nur am Rande betrachten wollen:

rekursiv) mit Hilfe elementarer Funktionen schreiben kénnen.



IT) Funktionen, die uns noch nicht begegnet sind.

Vergegenwartigen wir uns die Standardfunktionen. Ohne Angabe von
Definitions- und Wertebereich sind dies . ..

1. ...die Polynome, etwa x — x, t — 1 + t2, (x,y,2) — z+y+ z,

(u,v) — u? + uv — v?, usw.,

2. ...die “elementaren Funktionen” x + e*, t — [t|, z — cos(z), x —
log(z), u — u®/?, usw.
3. ...Funktionen, die sich mit den Funktionen aus 1.,2. durch Hintere-

inanderschalten (“Verkniipfung von Funktionen”) und mit den Grun-

drechnungsarten konstruieren lassen, etwa z — ;iii, t— (1 +t).et2 +
t, (u,v) — sin(u + v).cos(v) + u?, (z,y,2) — € — 2°.(1 + zyz),

; 2 2 2
z s e@-sin(lz]) (u, v, w,t) — e~ (v +w)/(40) ey

4. ...Funktionen, die stiickweise durch Funktionen von 1., 2. oder 3.
definiert sind, etwa stiickweise lineare (affine) Funktionen.

Frage: Wie kann - ausser durch explizites Hinschreiben wie in 1.-
4. - eine Funktion beschrieben werden, so dass sie berechenbar
wird 7

Antwort: Zum Beispiel mit Hilfe von Differentialgleichungen.

Eine skalare Differentialgleichung ist eine Gleichung, die ausser einer
unbekannten Funktion auch Ableitungen dieser Funktion enthélt.

Beispiele.

e Die “Pendelgleichung” 3" + w?. sin(y) = 0,
wobei w? € R* gegeben ist.
Unbekannte Funktion: y.

e Eine “Warmeleitungsgleichung” dyu = Azu,
2
wobei Agu = Ozpu + Oyyu + 0,u und Oypu = % ete.
Unbekannte Funktion: wu.

Eine vektorwertige Differentialgleichung ist eine Gleichung, die
ausser mehreren unbekannten Funktionen auch Ableitungen dieser Funk-
tionen enthalt.

Beispiel.

e div(¥) = 0, wobei ¥ = (v, v2,v3) und div(¥) = Ov1 + Oyva + 0,vs.
Unbekannte Funktionen: vy, vo, vs.

Ein Differentialgleichungssystem sind mehrere Gleichungen, die
ausser einer oder mehrerer Funktionen auch Ableitungen dieser Funk-
tionen enthalten.




Beispiel. Die Pendelgleichung mit w? = 4 als System geschrieben.

Y o= Y2
yy = 4sin(yr)

Dies sind zwei Gleichungen in den zwei unbekannten Funktionen yq, ys.

Eine gewohnliche Differentialgleichung, ODE ist eine Differential-
gleichung, in der nur Ableitungen nach einer Variablen vorkommt.

Beispiele.
e FEine “Schwingungsgleichung mit Dampfung und &usserer Kraft”,
i + dlu| + w?u = cos(t), wobei w? € RY gegeben ist und @ = 2%,
— d’u
U= 5.

e Die Pendelgleichung mit w? = 1, " + sin(y) = 0.

Die Abkiirzung “ODE” kommt von der englischen Bezeichnung “Ordinary
Differential Equation” fiir “gewohnliche Differentialgleichung”.

Ein gewohnliches Differentialgleichungssystem, ODE-System ist
ein Differentialgleichungssystem, in dem nur Ableitungen nach einer
Variablen vorkommt.

Beispiel. Die Pendelgleichung mit w? = 4 als System geschrieben.

Y o= Y2
yy = 4sin(yr)

Eine partielle Differentialgleichung, PDE, ist eine Differentialgle-
ichung, in der Ableitungen nach mehreren Variablen vorkommen.

Beispiel. div(v) = 0.

Die Abkiirzung “PDE” kommt von der englischen Bezeichnung “Partial
Differential Equation” fiir partielle Differentialgleichung”.

Die Ordnung einer Differentialgleichung ist die in dieser Gleichung
hochstvorkommende Ordnung von (partiellen) Ableitungen.

Beispiele.

e Die Ordnung von y” + sin(y) = 0 ist 2.

e Die Ordnung von div(7) = 0 ist 1.

e Die Ordnung von ii + ()2 + u = cos(t) ist 2.
e Die Ordnung von dyu = Azu ist 2.



Ziel der Vorlesung: Vermittlung modernen Basiswissens
iiber Differentialgleichungen.

Methodik der Vorlesung:

e Anhand von Modellierungsfragen werden ausgewahlte Differential-
gleichungen vorgestellt.

e Die Mathematik liefert uns Methoden, wie die Losung der jew-
eiligen Differentialgleichung zumindest naherungsweise berechnet
werden kann.

e Qualitative, mathematische Aussagen runden die Diskussion ab.

L1 ¢ +a(r)y= f(x)
Ein Beispiel: Die Radiokarbonmethode. Wir greifen das Problem

auf, aus der Konzentration C' von '*C in einer organischen Probe auf das
Alter dieser Probe riickschliessen zu wollen.

Dafiir miissen wir ein Modell fiir den radioaktiven Zerfall von C - oder,
allgemeiner: einer beliebigen radioaktive Substanz - herleiten.

Bekannt ist: Nach einer bestimmten Halbwertszeit 7 - bei 4C ist 7 =
5730 + 40 Jahre - ist die Halfte des vorhandenen C' zerfallen.

Also gilt fir alle Zeiten ¢t € [Tp,T1] - zum Zeitpunkt Ty stoppte die
Aufnahme von “C, und T} sei der Zeitpunkt, zu dem die Konzentration
von *C bestimmt wird - das Gesetz

Ot +7) = 30(0), (1)

dh nach Ablauf der Zeit 7 sind 50% der noch vorhandenen *C Atome
zerfallen.
Nach einem Zeitintervall 0 < At < 7 gilt

C(t+ At) = C(t).(1 — p(t, At,C(1))),

wobei 0 < p < 1 jener Anteil von 14 Atomen ist, der im Zeitintervall
[t,t + At] zerfallen ist.

Aufgrund von Beobachtungen (dies ist also KEIN mathematisches, son-
dern eine technologisches Argument) ist bekannt, dass

p(t, At,C(t)) = p At + R(t, At,C(t)) furAt |0,

wobei p € RT weder von ¢t noch von C(t) abhéngt und ausserdem gilt:

lim R(t, At,C(1))

At]0 At =0 (2)



Damit haben wir fiir alle 0 < At < 7,

Clt+AH)—C(t)  plt,ALC(1))

Gemadss (2) berechnen wir
o . Clt+AL) —C(t)
dh wir erhalten die skalare ODE der Ordnung 1,
C+uC =0. (3)

Beziiglich der Losbarkeit dieser ODE gilt der mathematische

Satz 1. Sei o € R und sei I C R ein Intervall. Wir betrachten
die ODE

Y + ay = 0. (4)
Dann gilt:
al) Ist K € R, so ist

y: I =R, ylx)=Ke
eine Losung von (4),
dh y ist differenzierbar und y'(z) + ay(x) =0, x € I.

a2) Isty: I — R eine Losung von (4), so gibt genau ein K € R,

so dass
ylr)=Ke **, zel.
b) Ist xg € I und ist yo € R, so ist
a.(z—xz0)

y:I—=R, yx)=yoe"

die einzige Losung von (4), deren Definitionsbereich gleich I
ist und fir die y(xo) = yo gilt.

Wir wissen: Zur Zeit t = Ty war C = Cj, Cy gleich der konstanten
Konzentration von *C in der Atmosphiire.
Wir wenden Teil b) von Satz 1 an und erhalten

C(t) = Co.e =Tt e [Ty, T, (5)

dh die Konzentration von '*C nimmt in der organischen Probe exponenziell
mit der Zeit ab.



Um p angeben zu kénnen, werten wir (5) an ¢t und ¢ + 7 aus und wir
verwenden (1):

00.6_'“ (t+7-To) _ C(t + 7—) — %C(t) — %Co'e—,u(t—To)7

woraus wir nach elementaren Umformungen erhalten:

log(2)  0,6931...
o T '

Frage: Wie bestimmen wir nun das Alter A = 177 — Ty, wenn wir
zur Zeit T die Konzentration C' = C(7}) messen ?

Antwort: Aus (5) ergibt sich mit C = C(T1), Ty — Tp = —%, also

log(Co/C) log(Cy/C)
A:[C,C 0 Ay =r——F—F——=7—"—"~.
(G Co] = [0, 4od, - AC) =7 0y = 70,6031
Die gesuchte Funktion A ist also eine Standardfunktion.
Das ist nicht der Normallfall.
Beispiele dazu in den Ubungen.

Satz 1 ist ein Spezialfall des allgemeineren

10



Satz 2. Sei I C R ein Intervall und seiena : I — R, f: I - R
stetig. Wir betrachten die ODE

y' +a(@)y = f(2). (6)
Dann gilt:

al) Ist A: 1 — R eine Stammfunktion von a und ist T : I — R
eine Stammfunktion von f.e?, so ist fir jedes K € R, die
Funktion

y: I =R, yx)=e@ (K+T(2))

eine Lisung von (6),
dh y ist differenzierbar und y'(z) + a(z)y(z) = f(z), x € I.

a2) Ist A: 1 — R eine Stammfunktion von a, ist T : I — R eine
Stammfunktion von f.e* und isty: I — R eine Lisung von
(6), so gibt es genau ein K € R, so dass

y(z) = e @ (K +T(z)), zel
b) Ist xy € I und ist yo € R, so ist
y: I —-R,

y(x)=e Jeg () ds, <y0 + / f(U).eI;o a(s) ds da)
xo

die einzige Losung von (6), deren Definitionsbereich gleich I
ist und fir die y(xo) = yo gilt.

Bemerkung. In den Losungsformel von Satz 2 miissen zwei Stammfunk-
tionen bestimmt werden. Dies fiihrt bereits in sehr harmlosen Fallen dazu,
dass y keine Standardfunktion ist! MaW: Bereits bei der ODE der
Ordnung 1 - (6) - miissen wir damit rechnen, die Losung nicht mit Stan-
dardfunktionen hinschreiben zu kénnen. Beispiele dazu in den Ubungen.
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1. Definitionsbereich. Stetige (partielle) Differenzierbarkeit.
Bestimmen Sie den Definitionsbereich folgender Funktionen. Wo sind
die Funktionen stetig (partiell) differenzierbar ?

Ua. y(z) = ze” + cos(x).

Ub. u(t) = i, ¢ € R ist gegeben.
Uc. 0(t,z) = e =/t

Ud. f(z,y) = VY-

Ue. r(z,y,2) = /22 + % + 22
Ha. y(x) = (1 + ) e™ ™ sin(4xz).
Hb. u(t) =t log(1+1¢t) —t.

He. 0(t,z,y) = Z e~ (@ Hy?)/(48)
Hd. f(z,y) = /lyl.

He. z(x) = z|x|.

5 Punkte

2. Funktionen aus definierenden Eigenschaften konstruieren.
Bestimmen Sie Funktionen aus den angegebenen Eigenschaften:

Ua. y:[0,2] — R ist stetig differenzierbar und
y(0) =0,4'(0) = -3, y(1)=¢(1)=0, y(2)=0,y(2) =1
Ub. z,y: I — R, I ist ein Intervall, ranz = rany = [0, 1],
2(t) +y'(t) = 4.

Ha. y : [0,3] — R ist stetig, auf jedem Teilintervall [0, 1], [1, 2], [2, 3]
ist y (affin) linear und

y(0) =1, y(1)=-1, y2)=1, y@B)=-1
Hb. z,y: I — R, I ist ein Intervall, ranz,rany C [0, +od,
2 (1) — (1) = 9.

(Hinweis: fiir alle ¢ € R gilt cosh?(t) — sinh?(t) = 1, wobei
cosh(t) = (e! + e7%)/2 und sinh(t) = (e! — e7t)/2.)

6 Punkte



3. Partielles Differenzieren. Einsetzen in Differentialgleichun-
gen. Graphen.
Wir betrachten die “eindimensionale Wellengleichung”

Ot = 0ppu, u=u(t,z), (t,r)cR? (7)

wobei ¢ € RT gegeben ist.

u : R? — R ist eine “Losung von (7)”, wenn u zweimal partiell

differenzierbar ist und (9yu)(t, z) = c2(Opeu)(t, ), (¢, z) € R2, gilt.

Ua. Zeigen Sie: Sind u, v Losungen von (7) und sind «, § € R, so ist
auch au + (v eine Losung von (7).

9

Ub. Zeigen Sie: Ist ¢ : R — R differenzierbar und definieren wir
u:R =R, ut,z) = ¢(x+ct),
v:RE SR, ot z) = ¢z —ct),
so sind u, v Losungen von (7).

Ue. Zeigen Sie: Ist ug : R — R zweimal differenzierbar, ist vy : R —
R differenzierbar, ist Vi : R — R eine Stammfunktion von vy, so
ist u:R? = R,

u(t,x) = %(uo(x + ct) + uo(x — ct))

+ 5 (Vo + ct) — Vol — cf)),
eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung
Ot = POpeu, uw=u(t,z), (t,z)ecR?
die folgende “Anfangsbedingungen” erfiillt:
u(0,x) = up(z), (Ou)(0,z) =vo(x), r eR.
H. Wir setzen

( 0 , —oo<x<—1
(r+1)2(1-22) , —-1<2<0
u:R—-R, wug(z) =
(x—1)2.(1+4+22) , 0O0<z<+1
0 , Hl<ax <400

Bestimmen Sie mit Hilfe von Uc. eine Losung von
Ot = Opeu, uw=u(t,x), (t,x)eR?
u(0,2) = uo(z), (Bu)(0,2) =0, wER,

und skizzieren Sie u(t,x) firt =0,t =1,t=2,t =3 und t = 4.
Halten Sie auf Grund dieser Skizzen die Bezeichnung “Wellen-
gleichung” fiir gerechtfertigt ?

5 Punkte



4. Losungsformel fiir y' + a(z)y = f(z).
Finden Sie alle Losungen y : R — R folgender ODEs. Welche der
ODEs besitzen wenigstens eine Standardfunktion als Losung ?
Ua. v —zy = 1.
Ub. v — 2y = .
Ha. v/ + 2y =1+ .
Hb. o + 2y =1+ 22,
(Hinweis: Keine der vier Funktionen = +— et 1 — 2% hat eine
Stammfunktion, die eine Standardfunktion ist.)

4 Punkte



2 Lineare ODE Systeme 1. Ordnung

Ein Kompartimentmodell fiir die Medikamentenkonzentration in
Blut und Gewebe. (vgl. H. Heuser, “Gewohnliche Differentialgleichun-
gen”, BG Teubner Stuttgart, 1989.)

Bei der medikamenttsen Behandlung defekter Organe werden Patienten in
vorgegebener zeitlicher Abfolge gewisse Dosen eines Pharmakons verabre-
icht.

Die gewihlte Verabreichungsform wird durch eine Funktion F' beschrieben.
F(t) ist die zur Zeit ¢ zugefiihrte Masse des Pharmakons pro Volumen und
Zeiteinheit. Als Einheit wahlen wir Gramm pro (Kubikzentimeter mal
Sekunden).

Ziel der Behandlung ist es, in dem defekten Organ das Vorhandenseins
des Medikaments in bestimmter, zeitabhéngiger Konzentration ¢ (Dimen-
sion: Masse pro Volumen, etwa Milligramm pro Kubikzentimeter) sicher
zu stellen. ¢(t) ist die Konzentration des Medikaments zur Zeit ¢ in dem
defekten Organ.

Wir betrachten orale Dareichungsformen und nehmen an, dass die Be-
handlung wihrend eines Zeitintervalls [0,7] (Zeiteinheiten in Sekunden,
bei Beginn der Behandlung drehen wir die Stoppuhr auf Null) erfolgt.

Wir wollen ein Modell fiir den Zusammenhang von F' und c entwickeln. Im
Rahmen dieser Vorlesung kénnen wir nur ein Prototypmodell vorstellen,
i.e. ein Modell, das die wichtigsten Prozesse im Wesentlichen beriicksichtigt
und gentigend Spielraum fiir Verfeinerungen und Verbesserungen lasst.

Wir lassen uns von den folgenden Vorstellungen leiten.

Durch die orale Dareichungsform wird das Pharmakon zunéchst dem Ma-
gen/Darm Trakt zugefithrt. Dort wird es verdaut und gelangt in den
Blutkreislauf. Ein Teil des Medikaments wird ausgeschieden, ein anderer
Teil gelangt in das Gewebe ungleich dem defekten Organ, ein weiterer Teil
gelangt tatsédchlich in das defekte Organ. Aus dem gesamten Gewebe wird
das vorhandene Medikament teilweise wieder ans Blut zuriick gegeben.
Wir verwenden die folgenden Notationen:

Funktion Bezeichnung Einheit
F Dareichungskonzentration pro Zeit gem 3!
m Konzentration im Magen/Darm Trakt gcm™3
b Konzentration im Blut gem™3
G Konzentration im anderen Gewebe gem ™3
c Konzentration im defekten Organ gem ™3

Alle Funktionen haben denselben Definitionsbereich und bilden in die selbe
Menge ab:
F,m,b,G,c:[0,T] — [0, +od.

15



Zur Formulierung eines Prototypmodells des Medikamentenabbaus lassen
wir uns von dhnlichen Modellannahmen wie bei der Radiokarbonmethode
leiten und nehmen an, dass es positive Konstanten

Hmbs Hb— s UbG 5 Hbey HGhs Hcb

gibt, so dass z.B. fiir den Abbau des Medikaments im Magen/Darm Trakt
gilt:

m(t + At) =~ m(t) — pmp At m(t), At |0,
genauer,

lim m(t + At) — m(t) + pmp At m(t)

=0.
At]0 At

Fiir die anderen Abbau- und Aufnahmeprozesse nehmen wir Ahnliches an.
Wenn wir ausserdem davon ausgehen, dass sich Abbau und Aufbau des
Pharmakons in Blut und Gewebe einfach additiv iiberlagern, so erhalten
wir

—pmpm + F

b M — (ph—p + oG + poe) b+ pae G+ pep ¢

oG b — pgy G

Mbe b — piep €

a Qo I
Il

Dieses ODE System konnen wir mit

Wy = B—p + oG + b

unter Verwendung der Matrixnotation wesentlich gefélliger schreiben.

ug —tmp 0 0 0 m F(t)
b Hmb  —Hb  HGb  Heb b 0
| = + NE
G 0  ma —pay O G 0 ®)
¢ 0 Hbe 0 —Hcb & 0
Setzen wir
m iy OO 0 F
" b Pmb  —Mb  HGb b » 0
u = 5 M = ) = )
G 0  ma —par O / 0
c 0 Hbe 0 —pep 0

so machen sich diese Abkiirzungen insofern bezahlt, als damit (8) noch
kompakter geschrieben werden kann.

di -
S =M-i+ fb).

Damit beenden wir die prototypische Modellierung.

Es erheben sich nun mehrere Fragen:

16



. Ist (8) 1osbar ?

Wenn (8) losbar ist: Wieviele Losungen besitzt (8) ?

. Wenn (8) mehrere Losungen besitzt: Welche dieser Losungen ist die

“richtige” Losung ?

. Die Koeflizienten der Matrix von (8) sind nicht ganz genau bekannt

- muss beftirchtet werden, dass sich die “richtige” Losung von (8) bei
kleinen Anderungen der Koeffizienten dramatisch &ndert oder bleibt
diese ungefahr gleich ?

. Wie kann der Zusammenhang von F' und ¢ mit Hilfe von (8) berechnet

werden 7

. Wie schnell wird das Medikament nach Beendigung der Behandlung

im gesamten Gewebe abgebaut (wird es iiberhaupt abgebaut) ?

Die Beantwortung dieser Fragen wird uns im Folgenden - in allge-

meinerem Rahmen - beschéaftigen.

Einige, teilweise Antworten kénnen wir aber schon jetzt geben.

1.

—

Wie wir in Satz 3 im Abschnitt “y’ = A(z)- -5+ f(x)” sehen werden,
besitzt (8) fiir stetiges F' unendlich viele Losungen.

. Unter den unendlich vielen Loésungen von (8) gibt es genau eine

Losung, die zu einem vorgegebenen Zeitpunkt ¢y - etwa tg = 0 -
0

einen bestimmten Wert - etwa 8 - annimmt. Genaueres dazu
0

im Abschnitt “7’ = A(z) - 7+ f(z)”.

. Die Losung hangt gutartig von kleinen Storungen der Koeffizienten

ab. Dies wird im Abschnitt “Kleine Stérungen von ¢’ = A(x) - i +
f(x)” genauer behandelt.

. Die Funktion F' konnen wir als Standardfunktion - stetig, stiickweise

linear - modellieren. Dennoch ist die uns interessierende Losung von
(8) kein Vektor bestehend aus Standardfunktionen. Die Berechnung
erfolgt numerisch. Genaueres dazu im Abschnitt “Numerische Ver-
fahren zur Losung von ODE Systemen 1. Ordnung”.

. Der Abbau erfolgt exponenziell schnell. Dies werden wir im Abschnitt

“Stabilitat von 2/ = A - 27 sehen.

—

2.1 §'=A@) 7+ fo)

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Linearen ODE Systemen der
Ordnung 1 mit variablen Koeffizienten.

17



Beispiel. Ein derartiges System lernten wir bereits im vorigen Abschnitt
kennen:

m —Hmp 0 0 0 m F(t)

b HBmb  —Hb  HGb  Heb b 0

. = + 5 9
G 0 mae —per 0O G 0 ©)
¢ 0 Hbe 0 —Hecb c 0

wobei fmp, - -5 pepy € RT und F : [0,7] — [0, 4+0od (mit vorgeschriebenem
T € RT) gegeben sind.

Um Systeme wie (9) addquat beschreiben zu konnen, bendtigen wir den
Begriff der “p x q wertigen Funktion”.

Eine p x ¢ wertige Funktion ist eine Abbildung A : I — RP*?, bei der
jedem z aus einem Intervall I eine p x g-Matrix

ajq(x) ... aiq(z)
Alz) = ) ) i
ap1(x) ... apg(x)

zugeordnet wird, dh A besteht aus einer matrixartigen Anordnung der
p.q Funktionen
a171,...ap,q : I — R.

Beispiele.

e Eine Illustration:

AR - R¥2 A(z) = ( sin(z) cos(z) )
1 T
e Der Definitionsbereich ist ein Intervall, die p x ¢ Funktion kann anders
als mit “A” bezeichnet werden und die unabhéngige Variable kann
mit einem anderen Buchstaben als “z”, zB mit “t” bezeichnet werden.

log(1+t%) V1—t
1 et
cos(t?) cos?(t)
3—4t 1/(2—1)
e In dieser Vorlesung haben wir es hauptséachlich mit quadratischen Ma-
trizen zu tun. Entsprechend sind p X p wertige Funktionen besonders
wichtig.

B:[0,1] —» R*2 B(t) =

8

W:R— R¥>3 W(z) =

o O =
S = 8
)
N8

18



e Mitunter kommt es vor, dass die p x g wertige Funktion nur aus
konstanten Eintragen besteht. Dann hangt die p x ¢ wertige Funktion
nicht von der Variablen - zB “t” - ab. Ein Beispiel hierfiir lernten wir
beim Kompartimentmodell kennen.

—fmp 0 0 0

MR- RSLM@) < | B,
0 Hbe 0 —Hcb

wobei fimp, - - -, ey € R gegeben sind.

Im Folgenden nehmen wir an, dass gegeben ist:
e Ein Intervall I, etwa I = R oder I = [0, +oo[ oder I = [0, 1].
e Eine natiirliche Zahl n > 1, etwa n = 2 oder n = 4.

e Eine n x n wertige Funktion A : I — R"*"™,

aii(x) ... ap(x)
Alz) = ) ) )

ani(z) ... apn(z)
bestehend aus n? Funktionen

a171,...,an7n:1—>R.

e Eine “Inhomogenitat”
fi(z)
f+I—=R" flz)= : ;

bestehend aus n Funktionen
fi,oo o fni I =R

Wir betrachten

—

J'=A) - j+ flx), §=4), el (10)

Ziel: Wir wollen uns einen Uberblick iiber die Losungsmenge von
(10) verschaffen.

Dazu benétigen wir den Begriff “Lésung von (10)”.
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¥ ist eine Losung von
j'=A(@) j+ f@), §=i), vel
wenn gilt:
y: I — R™ wobei
y1(z)
ylz) = : ;
Yn ()
und y1,...,y, : I — R differenzierbar sind und
Y (x) aii(xz) ... ap(x) y1(x)
Yn () an1(z) ... ana(z) yn(x)
fi(z)
+ : , rvel
ie.
n@) = aa@) (@) +.. +aa(@) () + fi(z)
: : : , el
Un(2) = an1(@) (@) + ... + anp () yn(x) + fulz)

Beispiel. Die Funktion

711l B o) = (V")

ist eine Losung von
! 2+12 -1 e
S = o S o 1 ‘
J ( P ) y+< 0 ) g=y(x), x€]=1 oo

Der zentrale Satz dieses Abschnitts ist
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Satz 3. Sei I C R ein Intervall. Die n x n wertige Funktion A :
I — R™ ™ sei stetig (dh die n? Funktionen 1,1, .- ann - I — R seien
stetig) und die Funktion f: I — R" sei stetig (dh die n Funktionen
fis-ooy fn: I — R seien stetig). Dann gilt:

a) Das lineare ODE System 1. Ordnung

—

J'=A) - y+ fl2), ¥

ylx), zel (11)

besitzt unendlich viele Lésungen.

b1) Das homogene System von (11), das aus (11) durch Weglassen der
Inhomogenitdt f entsteht,

7'=Ax) -2, Z=Zx), xz€l (12)

besitzt unendlich viele Lésungen.

b2) Es gibt n linear unabhéingige Lésungen Z(1)...,Z(n) des homoge-
nen Systems (12).

b3) Sind Z(1),...,Z(n) linear unabhdingige Lisungen des homogenen
Systems (12), so ist die Losungsmenge von (12) gegeben durch
Z=c1Z(1)+...+cpZ(n), c1,...,cnp €R.

cl) Ist y, eine Losung des inhomogenen Systems (11) und ist 2’ eine
Lésung des homogenen Systems (12), so ist fiir jedes A € R auch

UYp + A7
eine Losung des inhomogenen Systems (11), im Speziellen sind

Up = Z Lésungen des inhomogenen Systems (11).

c2) Ist Y, eine Losung des inhomogenen Systems (11) wund sind
Z(1),...,Z(n) linear unabhingige Ldsungen des homogenen Sys-
tems (12), so ist die Losungsmenge des inhomogenen Systems (11)
gegeben durch

Up+c1Z(1)+ ...+ cZ(n), ci,...,cn €R

d) Ist zg € I und ist ijo € R™, so hat das Anfangswertproblem

—

y'=Ax)- g+ flz), ¥(@o) =100, zel (13)

genau eine Lisung, dh es gibt genau eine Losung von (11) mit
Y(xo) = Yo-
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Bemerkungen zu Satz 3.

e Die gute Nachricht von Satz 3 ist: Das lineare ODE System 1. Ord-
nung ist 16sbar, es besitzt sogar unendlich viele Lésungen und wenn
wir an einer Stelle xg € I den Funktionswert 3y vorschreiben, so gibt
es genau eine Losung von (13), i.e. es gibt genau eine Losung von
(11), die diese Zusatzbedingung erfiillt.

e Die weniger gute Nachricht ist: Es ist aus Satz 3 kein Rechenverfahren
zur Bestimmung der Lésung von (13) extrahierbar. Das ist kein Zu-
fall, denn nur in ganz speziellen Fallen ist die Losung von (13) ein
Vektor von Standardfunktionen.

e Kehren wir zu dem Kompartimentmodell (8) zuriick. Es folgt aus
Satz 3, dass die Modellgleichungen (8) unendlich viele Lésungen be-
sitzen. Welche ist nun die richtige Losung ? Wir gehen davon aus,
dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Behandlung erstmalig eingesetzt wird.
Zu diesem Zeitpunkt befindet sich noch kein Medikament im Organ-
ismus des Patienten, dh wir haben

Damit wird aus (8) das Anfangswertproblem

m —Hmp 0 0 0 m F(t)

bl _ | Bmb —Hy BGh e b n 0

G 0 mae —pev 0 G 0 ’

¢ 0 Hbe 0 —Heb c 0
m(0) 0
b(0) 10
c(0 0

wobei fimp, - -+, ftep € RT und F (mit vorgeschriebenem T € R™)

gegeben sind.

e Das Kompartimentmodell (8) hat eine sehr spezielle Eigenschaft: Die
Koeffizientenmatrix M ist konstant. In diesem Fall gibt es ein Ver-
fahren, das es zumindest theoretisch erlaubt, n linear unabhangige
Losungen des homogenen Systems zu ermitteln. Dieses Verfahren
wollen wir im néchsten Abschnitt kennen lernen.

22 Z'=A-7

In diesem Abschnitt betrachten wir homogene ODE Systeme mit konstan-
ten Koeffizienten. In diese Klasse von ODE Systemen fallen beispielsweise

die Systeme
u\ (-4 0 u
v ) 2 -1 v )’



Yy o 1 1 1 Y1

v | | -1 0 -1 -1 Y2
7 el B U U N B A
J, S0 )\

dh nachdem dieses Kapitel gelernt wurde, sollte Einiges tiber derartige
Systeme gewusst werden.

Im Folgenden nehmen wir an, dass gegeben ist:
e Ein Intervall I, etwa I = R oder I = [0, 400 oder I = [0, 1].

e FEine natiirliche Zahl n > 1, etwa n = 2 oder n = 4.

e Eine n x n Matrix A,

a1l a2 ... Q1p-1 ain
a1 a2 ...  G2n—1 azn
A= .
Gp—1,1 AaAn—-21 ... (Gn—-1n—-1 Qn—1n
Gn,1 Qn 2 . Qnp n—1 Gnpn
wobei die n? Zahlen aii,-..,any reell sind.
Wir betrachten
7'=A-Z, Z=Zx), wzel. (15)

Ziel: Wir wollen die Eigenwertmethode zur Losung von
(15) kennen lernen. Dabei handelt es sich um ein Verfahren,
mit dem alle Losungen von (15) - zumindest theoretisch -
gefunden werden konnen.

Wir wiederholen:



7 ist eine Losung von

wenn gilt:

Z: 1 — R"™ wobei

Z'=A-7Z, Z=2Zx), wel,

z1(2)
Z(x) = : ;
()
und z1,..., 2z, : I — R differenzierbar sind und
21 (x) aiq ... aip 21()
: = , xel
2] () an,1 (nn zn ()
ie.
Zi(x) = argz1(x) + ..o+ a1, zn(x)
: , xel.
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2.2.1 Eigenwertmethode fiir 7' = A - 2. Beispiel.

1.Schritt Eigenwertmethode: Wir bestimmen von A alle Eigenwerte
und deren Vielfachheiten. Dies geschieht durch Faktorisierung oder durch
Nullsetzen des charakteristischen Polynoms.

Beispiel. Wir betrachten die Matrix

-1 =7 5
A= 0o 1 -1
o 1 3

Charakteristisches Polynom:

“1-X -7 5
P(\) = det 0 1-x -1
0 13-

=(=1=X).J1=X).3=N)+1]=(=A—1).(4 =4\ + \?)
=(=A=1.2-N)2=-A+1).(A—-2)?
=—-(\—(-1).(A—-2%

Also hat A zwei Eigenwerte, ndmlich A\ = —1 und Ay = 2.
—1 ist ein 1-facher Eigenwert, 2 ist ein 2-facher Eigenwert.

2.Schritt Eigenwertmethode: Wir treffen einen Ansatz fiir die Losung
von (15). Dieser Ansatz enthilt n? Variable und hingt von den Eigen-
werten von A und von deren Vielfachheiten ab.

Beispiel. Der Ansatz lautet

21(1’) p1,1(£v) p2,1(l’)
Za) = | z2(z) | =M pra(z) |+ | poa(e)
z3() p1,3() p2,3(x)
pl,l(w) p2,1(£6)
=D pra(x) | +e2 | paaz) |,
p1,3() p2.3(x)

wobei p1.1,p1,2,P1,3, 02,1, P2,2, p2,3 Polynome sind. Der maximale Grad der
Polynome hangt von der Vielfachheit der Eigenwerte ab.

e —1 ist ein 1-facher Eigenwert. Also ist der maximale Grad der Poly-
nome p11,p1,2,p1,3 gleich 1 —1 =0, dh py 1, p1,2,p1,3 sind Konstante:

pig=A1, pi2=A pi13=A4s.

e 2 ist ein 2-facher Eigenwert. Also ist der maximale Grad der Poly-
nome po 1, p2.2,p2,3 gleich 2 -1 =1, dh

p2,1 = By + D1z, po2= By+ Doz, p13= B3+ Dsz.
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Wir erhalten somit den Ansatz in den 9 = 3? Unbekannten Aj, Bj, Dj,
7=1,2,3:

z1() Ay By + D1z
)= z) | =e®| Ay | +e* | By+ Doz |. (16)
z3(x) As Bs 4+ Dsx

3.Schritt Eigenwertmethode: 2z vom 2.Schritt wird in (15) eingesetzt
und die entstehenden Terme werden in tibersichtlicher Form zusammenge-
fasst.

Beispiel. Wir berechnen z'/(z),

—A; 2B1 + D1 + 2Dz
Z'x)=e" | —Ay | +e* | 2By + Dy +2Dsx |, (17)
—As 2B3 4+ D3 + 2Dsx

dann berechnen wir A - Z(x), wobei wir die Rechenregeln der Matrixmul-
tiplikation und die Abkiirzungen

Al B1 + D1£E
pi(z) =1 A2 |, pa(x)=| Ba+ Dox
Az Bs 4+ Dsx

verwenden. Wir erhalten

A-Z(z)=A- (e*"’”ﬁl (x) + 62”0]5’2(:0)) =e *A-pi(x)+ et A - pa(x)
-1 -7 5 Ay
=e " 0 1 -1 A2
0 1 3 As
-1 -7 5 B+ Dix
+e [0 1 -1 By + Doz
0 1 3 Bs 4+ Dsx
—Ay —T7Ay + 5A5
=e 7 A2 - Ag
Ay + 3A3
—By — 7By +5B3 + (—D1 — 7Dy + 5D3)x
+ 62z By — By + (D2 — D3)$ . (18)
By +3Bs + (D2 + 3D3)x

Wegen Z /(x) = A - Z(x) ergibt sich aus (17) und (18) die durchaus
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beeindruckende Gleichung

—A; 2B1+ D1 + 2Dz
e ” —Ay + 621 2By + D9y + 2Dsx
—Asg 2B3 + D3 + 2Dsx
—Ay — T7TAy + 5A5
=e ” A2 — A3
Ag + 343
—B1 — 7By +5B3 + (*Dl — 7Dy + 5D3)£C
=+ 62x BQ — Bg + (DQ — D3>I‘ . (19)

By +3Bs + (D2 + 3D3)x

4.Schritt Eigenwertmethode: Aus der im 3.Schritt erhaltenen Gle-
ichung extrahieren wir durch Koeffizientenvergleich n? Gleichungen in den
n? Unbekannten des Ansatzes. Es ergibt sich ein homogenes, lineares Gle-
ichungssystem mit n? Variablen.

Beispiel. Die Vektoren, deren Koeffizienten gleiche Exponentialterme
aufweisen, miissen gleich sein. Wir erhalten

—A; —A; —TAs + 5A3
—Ay = Ay — As
—As Ay + 3A3

und

2B1 + D1+ 2D1x
2By + Dy + 2Dox
2B3 + D3 + 2Dsx
—B1 — 7By +5B3 + (—Dl — 7Dy + 5D3)CL'
= By — B3 + (D2 — Dg)l'
Bs + 3B3 + (D2 + 3D3).’E

Durch Koeffizientenvergleich ergeben sich 9 Gleichungen in Ay, ..., Ds:

—Ay = —A;—TAy+5A;3
—Ay = Ay — Ajg
—As = Ay + 343

2B1+ Dy = —By—T7By+5B;3
2By + Dy = DBy —Bj
2Bs + D3 = DBy +3B3

9D, = —Dy—TDy+5Ds
9Dy = Dy — Dj
2D3 = Dy+3Ds
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Wir erhalten durch Umordnung

TAs — 543 = 0
249 — A3 = 0
A2 =+ 4A3 = 0
3D + 7Dy — 5D3 = 0
DQ + D3 = 0
Dy, + D3 = 0
3Bi + "By — 5Bs + D; = 0
By, + By + Dy = 0
By, + By — D3 = 0

5.Schritt Eigenwertmethode: Wir bestimmen die allgemeine Losung
des homogenen, linearen Gleichungssystems vom 4.Schritt. Die allgemeine
Losung enthélt n freie Parameter ¢y, ..., ¢, € R. Wir setzen die nunmehr
identifizierten Koeffizienten in den Ansatz ein und schreiben 2 als

—,

Z=c1Z(1)+ ...+ cZ(n), c1,...,cnp ER,

wobei Z(1),...,2(n) : I — R" linear unabhéngige Losungen von (15) sind,
also ein Fundamentalsystem von (15) bilden.

Beispiel. Wir sehen sofort
A1 eR, Ay =0, A3=0,
D1 =4D3, Dy=-D3, D3€eR,
By =4B3 — 13le3, By =—Bs+ D3, Bs,D3€eR.

Wir definieren .
c1=A1, c3=DB3, c3=_Ds3,

3
so dass

A =

A, = 0

A3 = 0

By = 4co —1les
By = —c9+3c3

By = ¢

Di = 12¢3

Dy = —3c3

D3 = 303



und schliesslich

1 4 —11+12x
Zx)=cree® 0 | + c2e® | =1 | + c3e*® 3—3x ,
0 1 3

c1,c2,c3 € R.

Wir erkennen das Fundamentalsystem

e 4e* (=11 + 12z)e?
FS = 0 | —e* ], (3 — 3x)e®
0 e 3ze?®

6.Schritt Eigenwertmethode (nur bei Anfangswertproblemen).
Seien g € I und zy € R™ gegeben. Unter den unendlich vielen Losungen
von Z/' = A - 7 gibt es genau eine, die Z(xg) = Z erfiillt. Diese Losung
finden wir durch Anpassung der freien Parameter ¢y, ..., ¢, vom 5.Schritt.
Wir erhalten ein eindeutig 16sbares lineares Gleichungssystem zur Bestim-
mung von ci,...,c,. Berechnen dieser eindeutigen Losung und Einsetzen
in die allgemeine Form vom 5.Schritt ergibt die eindeutige Losung des An-
fangswertproblems.

Beispiel. Wir suchen die Losung von

-1 -7 5 2
7'=( 0o 1 —-11]z z0=]o0
0 1 3 3

Gemass des 5.Schrittes wissen wir

1 4 —-11+12.0
20)=cre | 0 | +c2e®®| =1 | +c3e?? 3-3.0

0 1 3.0

1 4 —11

=C 0 + o —1 + c3 3
0 1 0
c1 +4co — 1les
= —cg + 3c3 . (20)
C2

Andrerseits soll gelten

2
Z0)=1 0 |. (21)
3
Wir erhalten aus (20), (21) das lineare Gleichungssystem
c1 + 4deo — 1lleg = 2
— ¢ 4+ 3¢ = 0,

(&) = 3
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dessen eindeutige Losung offenbar ¢; = 1,c0 = 3,¢3 = 1 ist.
Wir erhalten

1 4 —11 + 122
Zax)y=1e [ 0 | +3e* | -1 | +1.e* 33z
0 1 3z
1 14122
e 0 | +e* —3x



2.2.2 Eigenwertmethode fiir 7' = A - Z. Allgemein.

1.Schritt Eigenwertmethode: Wir bestimmen von A alle Eigenwerte
und deren Vielfachheiten. Dies geschieht durch Faktorisierung oder durch
Nullsetzen des charakteristischen Polynoms.

P(A) =det(A —AE,) = +(A = A .. (A=A
(A = (k1 Fdw) K (N = (kg —dwy)) L
(A = (ks d.ws)) Bt (A — (ks — duws) ) B,
wobei

e 1 <Kjy,...,K, ;s die Vielfachheiten der jeweiligen Eigenwerte sind,

® )\i,..., )\ reelle und paarweise verschiedene Eigenwerte von A mit
den Vielfachheiten K, ..., K, sind,

® 41,...,us € R die Realteile der nicht-reellen Eigenwerte von A sind,

e 0 < wy,...,ws € R die positiv gewédhlten Imaginarteile der nicht-
reellen Eigenwerte von A sind,

e die komplexen Zahlen p; +i.wy, ..., usti.ws die paarweise verschiede-
nen nicht-reellen Eigenwerte von A mit den Vielfachheiten
KT+1, e 7KT'+S sind.

Achtung:
e A kann auch gar keine reellen Eigenwerte haben. Dann ist » = 0.

e A kann auch nur reelle Eigenwerte haben (siche Beispiel). Dann ist
s =0.

2.Schritt Eigenwertmethode: Wir treffen einen Ansatz fiir die Losung
von (15). Dieser Ansatz enthiilt n? Variable und hingt von den Eigen-
werten von A und von deren Vielfachheiten ab.

Der Ansatz ist

z1(x) pl,l(fU) pr,l(ﬂ?)
Z(z) = : = M? : .. Nt :

Zn(x) pl,n(x) pr,n(x)

Q1,1(CE) Qs,l(x)
+ e"¥ cos(wyx) : + ...+ et cos(ws) :

Ql,n($) Qs,n(l')

Ri1(z) Rs1(z)
+ e sin(wy ) : + ...+ et sin(ws) : ,

RL,;(Z‘) R n(eT)

)
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wobei p1.1, ..., Prm, Q115+, Qs ny, R11,. .., Rsn Polynome sind. Der max-
imale Grad dieser Polynome hangt von den Vielfachheiten der Eigenwerte

ab:

Maximalgrad von py 1, ..., p1, gleich Ky —1. Kj ist Vielfachheit vom
Eigenwert Ap.

Maximalgrad von p;1,...,pr, gleich K, —1. K, ist Vielfachheit vom
Eigenwert A,.

Maximalgrad von Q1,1, . .., Q1 gleich K, 1—1. K, ist Vielfachheit
vom Eigenwert p1 + 2.w;.

Maximalgrad von Qs 1, ..., Qs gleich K, ,—1. K, ist Vielfachheit
vom Eigenwert ps + i.ws.

Maximalgrad von Ry 1,..., Ry, gleich K, 1 —1. K, ist Vielfachheit
vom Eigenwert p1 + 2.wi.

Maximalgrad von Ry 1, ..., Rsy gleich K, s—1. K, ist Vielfachheit
vom Eigenwert s + i.ws.

Damit enthalt der Ansatz ...

...fir p11,...,p1,n genau K1 Unbekannte.

. fir pra,...,prn genau K, Unbekannte.

ir Qi ..., Q1 genau Ko Unbekannte.

Air Qs ..., Qs genau K, Unbekannte.

fir Ryg,..., R, genau K,1 Unbekannte.

Air Rgq, ..., Rsy, genau K, Unbekannte.

3.Schritt Eigenwertmethode: Z vom 2.Schritt wird in (15) eingesetzt
und die entstehenden Terme werden in iibersichtlicher Form zusammenge-

fasst.
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Wir erhalten

33

pil(x) P:J(x)
M : e :
Pin(2) Pr.a(2)
jf1(£) :1(95)
+ e cos(wix) : + ...+ et cos(wsx) :
1) sn(2)
11(2) 51 (@)
+ et ¥ sin(wy ) : + ...+ e sin(ws) :
(@) R, ()
PT,1($) p%l(:v)
: .t eMT :
Pin(2) Prn(2)
(1)1(95) :1(95)
+ 1% cos(w ) : + ...+ et cos(ws) :
(@) sn(2)
?,1(513) 21(95)
+ e sin(wyx) : + ...+ et sin(wsx) : , (22)
in(2) R (2)
wobei die Polynome pj y,..., R, und pj;,..., RS, den gleichen Grad wie

Pii,---,Rspn haben.

4.Schritt Eigenwertmethode:

Aus der im 3.Schritt erhaltenen Gle-

ichung extrahieren wir durch Koeffizientenvergleich n? Gleichungen in den
n? Unbekannten des Ansatzes. Es ergibt sich ein homogenes, lineares Gle-
ichungssystem mit n®> Variablen.

Die Vektoren von (22), deren Koeffizienten gleiche Exponentialterme
aufweisen, miissen gleich sein. Wir erhalten

pT,1($) = p?,1($> P:J(x) = P?J(f)
R ; ) : :
pin('x) = pi,n(x> p;,n('x) = p?,n(‘r)

Tl(x) = =

:1(93) 31(@

@) = Q5() c (@) = Q)



’1‘1(95) = C1’1(95) Zl(m) = 2,1(37)
P (@) = R2,(2) R (1) = Ro(x)

Aus diesen (r + 2s).n Gleichungen zwischen Polynomen extrahieren
wir durch Koeffizientenvergleich n? lineare, homogene Gleichungen in n?
Variablen.

5.Schritt Eigenwertmethode: Wir bestimmen die allgemeine Losung
des homogenen, linearen Gleichungssystems vom 4.Schritt. Die allgemeine
Losung enthélt n freie Parameter cq,...,c, € R. Wir setzen die nunmehr
identifizierten Koeffizienten in den Ansatz ein und schreiben Z als

=,

Z=c1Z(1)+ ...+ cpZ(n), c1,...,cn ER,
wobei Z(1),...,2(n) : I — R™ ein Fundamentalsystem von (15) bilden.

6.Schritt Eigenwertmethode (nur bei Anfangswertproblemen).
Seien g € I und 2z € R™ gegeben. Unter den unendlich vielen Lésungen
von Z/ = A - Z gibt es genau eine, die Z(xg) = Z erfiillt. Diese Losung
finden wir durch Anpassung der freien Parameter ¢y, ..., ¢, vom 5.Schritt.
Wir erhalten ein eindeutig losbares lineares Gleichungssystem zur Bestim-
mung von cq,...,C,. Berechnen dieser eindeutigen Losung und Einsetzen
in die allgemeine Form vom 5.Schritt ergibt die eindeutige Losung des An-
fangswertproblems.
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5. Bestimmung Fundamentalsystem z/' = A - Z.
Bestimmen Sie mit der Eigenwertmethode ein Fundamentalsystem
von Z' = A - Z, wobei die Matrix A gegeben ist.

) 1 -1 -1
Ua. A = 1 3 1
-3 1 -1
) 8 12 -2
Ub. A = -3 -4 1
-1 -2 2
0O 1 0 O
.. 0O 0 1 0
e A=1 g o 0 1
-1 0 =2 0
-1 1 -2
Ha. A = 4 1 0
2 1 -1
5 Punkte
0 1
Hb. A= 0 0 1
4 —4 1
5 Punkte
0O 0 0 1
-1 0 0 O
He. A = 9 1 0 -9
0O 01 2

5 Punkte



6. Losung Anfangswertproblem z/ =

Bestimmen Sie die Losung von
Matrix A und der Vektor Zj gegeben sind.

Z'=A"-
7' = A 0, wobei die

.. 1 1 . (1
toas(l 1 )oa= (1)
3 —4 - (3
6 Punkte
1 1 . (1
moas(1 1 )an (L)

6 Punkte
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2.3 Stabilitat von Z' = A - 2

Nochmals das Kompartimentmodell: Wird das Pharmakon nach
Beendigung der Therapie abgebaut ? Wir nehmen an, dass die Ve-
rabreichung des Medikaments wihrend eines Zeitintervalls [0, 7], T € RT,
erfolgt. Zum Zeipunkt ¢t = T" wird die Therapie eingestellt, dh ab diesem
Zeitpunkt werden keine weiteren Dosen zugefiihrt:

F(t)=0 fir t>T.

Zu diesem Zeitpunkt haben die Konzentrationen des Pharmakons im Ma-
gen/Darm Trakt, im Blut, im Gewebe und im defekten Organ bestimmte
Werte:

m(T) = mr, b(T) = bT, G(T) = GT, C(T) = Cr. (23)

Wir nehmen an: Die Abbauprozesse im Organismus des Patienten laufen
auch nach Beendigung der Therapie in der Art und Weise ab, wie wir diese
von Anfang an modelliert haben. Das entsprechende Modell erhalten wir
dadurch, indem wir in unseren Modellgleichungen (8) ...

o ... “F(t)” gleich Null setzen,
e ...eine Losung auf dem Zeitintervall [T, +o00[ suchen,
e ...die neuen Anfangswerte (23) verwenden.

Wir erhalten das AWP (=Anfangswertproblem)

m ~pmy 00 0 m

b _ | Hmb —m Hey e b

G 0 wme —par O G |’

¢ 0 Hbe 0 —Hecb c

m(T) mp m m(t)

b(T) _ by b _ b(t)

ey | = ar | ¢ |7 ew | te[T,+oo[. (24)

e(T) er c c(t)
Wir erinnern daran, dass pimp, ..., e > 0 und dass wegen pp = p_p +
pva + fpe und p_p > 0 folgt

Mo > HbG + Hie (25)

Zur Verbesserung der Lesbarkeit setzen wir nun

A=y, B=pw, C=pa, D=psp E=wme F= .,

wobei A, B,C, D, E,F > 0. Wir erhalten aus (25)

26)
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Mit dieser neuen Notation geht (24) iiber in

™m -A 0 0 0 m
b | | A -B ¢ D b
G| | o E —-C o G |’
¢ c

0 F 0 -D

m m m(t)
b(T) b b b(t)
ar) | = é; : ¢ |=1| cn | t € [T, +ool. (27)
o(T) cr c c(t)

Wir wissen aus Abschnitt “Eigenwertmethode fiir 7/ = A -Z. Allgemein.”,
dass wir Einiges iiber die - nach Satz 3: eindeutige - Losung von (27) aus-
sagen konnen, wenn wir die Eigenwerte der konstanten Koeffizientenmatrix

-A 0 0 0
A -B C D
0 E —-C 0
0 F 0 -D

M =

kennen.
Versuchen wir, diese auszurechnen.

Durch Entwicklung nach der ersten Zeile und unter Anwendung der
Regel von Sarrus erhalten wir

p(N\) = det(M — A\.Ey)

—A-X 0 0 0
et A -B-\x C D
0 E -C-X 0
0 F 0 —-D-2)
-B-x C D
= (—A — \).det E —-C-Xx 0
F 0 —-D-2)\

= (A= N [(-B=X)(-C=X)(=D—=X)—DF(-C = X) — CE(-D — \)]
= (A+XN)[(B+X)(C+X)(D+X) —DF(C+X) —CE(D + \)].

Einen Eigenwert konnen wir sofort ablesen:
A = —A.

Zur Berechnung der anderen Eigenwerte miissen die Nullstellen eines kubis-
chen Polynoms mit nicht ndher bekannten Koeffizienten bestimmt werden.
Das ist offensichtlich eine schwierige Aufgabe.
Andrerseits sind wir gar nicht so sehr an der genauen Berechnung der
Eigenwerte als an der Frage “Wird das Pharmakon abgebaut?” interessiert.
Bemerkenswerter Weise brauchen wir zur Beantwortung dieser Frage
gar nicht den genauen Wert der Eigenwerte kennen, sondern nur
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das Vorzeichen des Realteils der Eigenwerte

Wir setzen die Diskussion mit einer Fallunterscheidung fort.

1.Fall: C = D. In diesem Fall kénnen wir p(A) noch einmal umformen.
p(A) = (A+XN) [(B +A0(C+AN(D+ XN —-DF(C+ X —CE(D+ )\)}

=(A+ 1) [(B +A)(C+XN(C+)N)—-CF(C+ X —CE(C+ )\)]
= (A+XN)(C+N[(B+XN(C+A) —C(E+F)|.

Damit ist auch —C' ein Eigenwert (falls A = C, dann ist —A ein doppelter
Eigenwert),
Ay = —C,

und eine einfache Kurvendiskussion

unter Verwendung von (26), B > E + F,

ergibt: p hat Nullstellen bei A3z, Ay € R mit
A3 < min{—B,—C} <max{—B,—-C} < Ay <0,

so dass
PA) = (A= A)(A = A2)(A = A3)(A = \g)
mit
A1234 < 0.

Wir stellen ausserdem fest: M hat entweder vier negative, einfache Eigen-
werte oder M hat drei verschiedene, negative Eigenwerte, von denen —A
ein doppelter Eigenwert ist und die anderen Eigenwerte einfache Eigen-
werte sind.

2.Fall: C # D. In diesem Fall sind weder C' noch D weitere Nullstellen
von p und wir kénnen umformen:

p(N) A+ DF CE
Civo+n _@xvman BTN o e
N£C,D.

Eine weitere, einfache Kurvendiskussion

unter Verwendung von (26), B > E + F,

ergibt: p hat Nullstellen bei A2, A3, Ay € R mit
A2 < min{—C,—D} < A\3 < max{—C,—D} < A\ <0,

so dass
P(A) = (A=A (A = A2)(A = A3)(A = \4)



mit

)\172,374 < 0.
Wir stellen ausserdem fest: Genau so wie im 1.Fall hat M entweder
vier negative, einfache Eigenwerte oder M hat drei verschiedene, negative

Eigenwerte, von denen —A ein doppelter Eigenwert ist und die anderen
Eigenwerte einfache Eigenwerte sind.

In jedem Fall hat M ausschliesslich negative, reelle Eigenwerte.

Wir unterscheiden im Folgenden drei Falle.

e M hat vier verschiedene, einfache Eigenwerte. Nach eventuellem
Umbenennen erhalten wir

A <A< A3 <A<,

Gemass der Ausfithrungen in Abschnitt “Eigenwertmethode fir 2/ = A - 2.
Allgemein.” hat die eindeutige Losung von (24) die Gestalt

b | 2 entgr) + eMta(2) + eMa(3) + eMta(),

wobei @(1),...,d(4) € R* so gewihlt sind, dass der Anfangswert bei t = T
angenommen wird. Im Speziellen hiingen @(1),...,d(4) € R?* nicht von ¢
ab.

Mit einfachen Umformungen (unter Verwendung des Betrags |.| eines
Vektors im R?*) erhalten wir

m(t)

b(t)

im(t)], [b()|, |G(E)], [e(D)] < ()
c(t)

_ ’ehtau) +eMtg(2) 4+ Mta(3) + e’\4tc_i(4)‘

— e)\4t

6()\17)\4)7&5(1) + 6()\27)\4)15(—1‘(2) 4 6(/\37)‘4)1‘/(_1»(3) + 6(4)‘

< Mt [e(’\l_A4)t|d’(1)| + P27 MG (2)| 4 (oA g(3)] + |6(4>|} - (28)

Wegen
0<T <t, M —=2<0, A—XM<0, A3—X<0O,

erhalten wir
0 < eP17A)t o Q=2 - ((A3—Aa)t

9
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so dass sich via |@(1)|,|@(2)],|d@(3)| > 0 aus (28) ergibt,

m@)1, bt)], G, le(®)] < e [la(M)] + |a2)] + [a(3)] + |a(4)]]
= K.e~Mlt (29)

wobei K = |d@(1)] + |@(2)| + |a@(3)| + |@(4)| € R* eine positive, zeitun-
abhangige Konstante ist. In Worten:

Die Konzentration des Pharmakons nimmt im gesamten Organismus
exponenziell ab,

und zwar ist die exponenzielle Abbaurate gleich |\4], also gleich dem Betrag
des grossten Eigenwerts von M.

e M hat drei verschiedene Eigenwerte, —A ist doppelter Eigen-
wert von M, doch —A ist nicht der grosste Eigenwert von M. Nach
eventuellem Umbenennen haben wir

pA) = (A+ A (A= A3)(A = \g),

wobei
A3 <A <0, —A<Ag

—

Gemass der Ausfithrungen in Abschnitt “Eigenwertmethode fiir 7/ = A - 7.
Allgemein.” hat die eindeutige Losung von (24) die Gestalt

wobei @(1),...,d(4) € R* so gewihlt sind, dass der Anfangswert bei t = T
angenommen wird. Im Speziellen hiingen @(1),...,d(4) € R?* nicht von ¢

ab.
Wie im vorherigen Fall erhalten wir nach elementaren Umformungen?

m(®)] 1b(0)], GO, le(t)
< M ja)| + te=AMa()] + Ja(3)] + |a(4) ]

3 TR .
< Mt [’a(l)\ + m’a@)\ + la(3)| + \a(4)|] = K.emMlt)
wobei K = [@(1)] + e(‘j(i)'m +1d@(3)| + |a(4)] € R* eine positive, zeitun-

abhangige Konstante ist. In Worten:

Die Konzentration des Pharmakons nimmt im gesamten Organismus
exponenziell ab,

2Fiir 0 < o und 0 < ¢ gilt te=* < 1/(e.a)
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und zwar ist die exponenzielle Abbaurate gleich |A\4|, also gleich dem Betrag
des grossten Eigenwerts von M.

e M hat drei verschiedene Eigenwerte, —A ist doppelter Eigen-
wert von M, und —A ist der grosste Eigenwert von M. Nach
eventuellem Umbenennen haben wir

p(A) = A+ AP = A (A = Xa),

wobei
A <A< -—-A<O.

Gemaiss der Ausfithrungen in Abschnitt “Eigenwertmethode fiir 2/ = A - 7.
Allgemein.” hat die eindeutige Losung von (24) die Gestalt
(t)
D
(t)
c(t)

wobei @(1),...,d(4) € R* so gewihlt sind, dass der Anfangswert bei t = T
angenommen wird. Im Speziellen hiingen @(1),...,d(4) € R?* nicht von ¢
ab.

Nach elementaren Umformungen erhalten wir

Im(8)], [b(@)], [G(®)], |e(t)]
< teMa(4)] + e MG 4 2D a(2)] + a(3)]

= 3

(1) 4+ 2t a(2)eAa(3) + teAtd(4),

Q

< te Ma(4)| + K.e~ A,
wobei K = |d(1)| + |@(2)| + |@(3)] € RT eine positive, zeitunabhingige

Konstante ist. Da fiir jedes positive ¢ € RT,

1
te_At S o 6_(A_6)'t, t Z 0’
€.€

erhalten wir fiir jedes positive ¢ € RT,

m(®)], [p(®)], |G @), [e(®)] < e~ AN, (K N Ia<4>|> _

e.€
In Worten:

Die Konzentration des Pharmakons nimmt im gesamten Organismus
exponenziell ab,

und zwar ist die exponenzielle Abbaurate fiir jedes ¢ € RT kleiner gleich
A — ¢, also fiir jedes ¢ € RT hochstens gleich dem Betrag des grossten
FEigenwerts von M minus €.

Zusammenfassung: Das Pharmakon wird exponenziell abgebaut. Die
exponenzielle Abbaurate héngt vom grossten Eigenwert von M ab.
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Ende der Diskussion.

Wir betrachten nun die Ausfithrungen im Abschnitt “Eigenwertmeth-
ode fiir 2’ = A - 2”7 unter dem gleichen Gesichtspunkt wie beim Kompar-
timentmodell, ndmlich “Lésungsverhalten fiir = T 400”.

Dazu nehmen wir fiir den Rest des Abschnitts an, dass
V1. I =a,+[, a € R, oder I =]a,+o0[, a € R, oder I =R,

V2. A e R™™,
V3. &min = min{&y, ..., &} und &nar = max{&i,...,&}, wobei o die

Anzahl der verschiedenen Eigenwerte von A ist und &i,...,&, die
Realteile der Eigenwerte von A sind,

V4. xg € 1,
V5. zp € R™
Wir betrachten das homogene AWP

7'=A-Z, Zxo) =2, Z=2Z1x), wel. (30)

Aus Satz 3 folgt: (30) hat genau eine Losung Z' : I — R™. Diese Losung
héngt von xg, Zp, I, A ab. Im Folgenden ist es wichtig, die Abhéangigkeit
vom Startwert Z zu betonen. Dementsprechend bezeichnen wir die Losung
von (30) mit

Z(520): I =R, z— Z(x;2).
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Satz 4. Es gelte V1.,V2.,V3.,V4. V5.
Dann gilt:

al) Haben alle Figenwerte von A einen negativen Realteil, dh gilt
Emaz < 0, so ist

0 die global asymptotisch stabile Lésung von (30),

dh egal wie zy gewdhlt wurde, es gilt

lim |Z(z;2) — 0] = lim |2(z;%)| = 0.
i [Z(@; 20) - 0] = lim_|2(z; 2)]

a2) Ist Emaz < 0, so gibt es zu jedem a €0, |Emaz|| ein K(a) € RT, so
dass
|Z(2; 20)| < K(a).|20].e7*",  x € [xo, +ool.

b1) Zu jedem e € RT gibt es ein K(g) € RT, so dass

|2(a; 20)| < K (e).|Z0].eCmet9%, € [o, +ool.

b2) Sind die Eigenwerte von A, deren Realteil gleich &maq ist, einfache
FEigenwerte, so gibt es K € RT mit

|2(w; 20)| < K.|Zp|.e5me%, x € [wo, +00].

c) Sind alle Figenwerte von A nicht positiv, dh gilt &mae = 0, und
sind alle Figenwerte von A, deren Realteil=0 ist, einfach, so gibt
es ein K € R mit

|Z(2; %) — 0| = |2(w; 20)| < K.|Z|, = € [0, +00].

d) Hat A mindestens einen Eigenwert mit positivem Realteil, dh gilt
Emaz > 0, so gilt fiir unendlich viele Startwerte Zy,

lim |Z(z; 2p)| = +o0.
xT+o0o

Bemerkung.

e Die Konstante K («) von a2) in Satz 4 héngt nur von «, A, aber nicht
von xg, 2y und nicht von x € [zg, +00[ ab.

e Die Konstante K von b2), ¢) in Satz 4 héngt nur von A, aber nicht
von xg, Zp und nicht von x € [xg, +00] ab.

e Die Konstante K (g) von bl) in Satz 4 héngt nur von ¢, A, aber nicht
von xg, 2y und nicht von x € [zg, +00[ ab.
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Bemerkung. Teil ¢) von Satz 4 kann unter Einbeziehung einer weiter
fiihrenden Untersuchung mit Hilfsmitteln der linearen Algebra folgender
Massen verschérft werden:

Satz 5. Fs gelte V1.,V2.,V3.,V4.,V5.
Dann folgt:
a) Haben die Eigenwerte von A nicht positiven Realteil, dh gilt

, und st fir jeden Eigenwert von A, dessen Realteil=0
ist, die geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfach-
heit, dh besitzt jeder dieser Eigenwerte genau so wviele linear un-
abhangige Eigenvektoren wie seine Vielfachheit betrdgt, so gibt es
ein K € RY mit

|Z(x; 29) — 6\ = |Z(z; 20)| < K.|Z|, = € [xg,+00].

b) Ist fir mindestens einen Figenwert von A, dessen Realteil=0 ist,
die geometrische Vielfachheit kleiner der algebraischen Vielfach-
heit, dh besitzt einer dieser Eigenwerte weniger linear unabhdangige
Eigenvektoren als seine Vielfachheit betrdgt, so gibt es unendlich
viele Zg mit

lim |Z(x; 20)| = +o0.
xT+o0o

Bemerkung.

e Die Konstante K von a) in Satz 5 héngt nur von A, aber nicht von
x0, Zp und nicht von z € [z, +00[ ab.

e Teil b) von Satz 5 gilt unabhéngig davon, ob &4 = 0 oder &gz > 0
ist.
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3 Kleine Stérungen von ' = A(x)-y+ f(z)

Bei der Modellierung des Kompartimentmodells gingen wir davon aus, dass
die Daten iy, - - -, ttep und F' prinzipiell bekannt sind.

Dies ist nicht realistisch.

In Wirklichkeit werden diese Grossen durch Messungen und zuséatzliche
Modellannahmen bestimmt. Auch werden die tatséchlichen Daten

Hoyops« -+ Mg, und F™

im Allgemeinen von der Zeit abhéngig sein. Wir konnen besten Falls an-
nehmen

Lt 2 1y (s ey = (), F () = FX(t),  te0,T].

Wir stehen damit vor der folgenden Frage:
Wie weit ist die Losung des uns zugénglichen Modells (14),

m —Hmp O 0 0 m F(t)
b _ | Hmb —m pey e bl ] O
G 0  ma —par O G 0 ’
¢ 0 Hbe 0 —Hecb c 0
m(0) 0
o) | [ o
c(0) 0

von der Losung des realistischeren Modells

)

*

S 000 - ()
trp()  —pp () pG () (D) by n 0
G* 0
c 0
0
0
E te0, 7], (32)
0

entfernt, dh wie sehr konnen wir uns darauf verlassen, dass

m(t) = m(t), b(t) =bi(t), G(t) = Gi(t), c(t)~ci(t), tel]0,T]7?

Diese Frage enthélt die unmathematische Phrase “weit ...entfernt”.

Damit ist Folgendes gemeint:
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Wir wollen eine Approximationsgiite € € R* vorgeben, i.e.

wir wollen zu jedem t € [0,7] die tatséchlichen Werte der Konzentration
bis auf eine Differenz € genau kennen, also

m(t) = ma(t)] < e [b(t) = bult)] <,
G(t) = G-(D)] <&, |e(t) ()] <&, t€[0,T], (33)

und stellen uns die Frage:

Wie gross muss die Datengiite 6 = §(e,T) € RT sein, so dass sich die
Approximationsgiite € einstellt, i.e.

wie muss § = 6(g,T) € Rt gewihlt werden, dass aus

b = p (] <0, oy e — pey(E)] <6,
[F(t) - @) <96,  te[0,T],

folgt, dass die Abschétzungen (33) gelten ?
Wir wollen diese Frage in einem allgemeineren Rahmen betrachten.
Dazu gehen wir davon aus, dass gegeben sind:

e Ein Intervall I C R.

e Ein kompaktes Teilintervall J von I,
i.e. J C I und J ist beschrankt und abgeschlossen.

e Eine naturliche Zahl n > 1.
e Zwei stetige, n x n wertige Funktionen A : I — R™*" A*: ] — R"*"

mit Koordinatenfunktionen

. * * .
1,1, anpn I — R, aLl,...,an’n.I—>R.

o Zwei stetige, vektorwertige Funktionen f : I — R, f_;‘ : I — R™.
® o,z € 1.

e jp € R" und y* € R™.

Ferner sei i : I — R"™ die eindeutige Losung des AWPs

(), x€l,

<y

g'=Aw@) g+ f §w) =g, =
und sei 7, : I — R" die eindeutige Losung des AWPs

e =TUx(z), xel.

<y

Dann gilt der



Satz 6. Unter den soeben getroffenen Voraussetzungen und mit den ger-
ade vereinbarten Bezeichnungen gibt es zu jeder erwiinschten Approxi-
mationsgiite € € RT eine erforderliche Datengiite § = 6(e,J) € RT, dh
falls

@) = f(a)l <6,  wel

11 () —a11(2)] <6, Jara () —ara(2)[ <6,z el

[y(x) — yu(z)| <€, x e J.

Bemerkung.

e Fiur nicht-kompakte, insbesondere: unbeschrankte, Teilintervalle .J
gibt es keinen entsprechenden Satz, dh es kann vorkommen, dass,
egal wie die Datengilite gewahlt wird, zB auf einem unbeschrénkten
Intervall eine erwiinschte Approximationsgiite nicht erreicht wird.
Beispiele dazu in den Ubungen.

e Im Hinblick auf das Kompartimentmodell ergibt sich die Erkennt-
nis, dass auf dem Zeitintervall [0,7] eine gewiinschte Approxima-
tionsgiite prinzipiell durch eine geeignete Datengiite erreicht werden
kann. Wie Datengiite und Approximationsgiite zusammenhéngen,
folgt nicht aus dem Satz.

e Es gibt theoretische Resultate, die obere Schranken fiir §(e, J) liefern.
In der Praxis sind diese Schranken von geringer Bedeutung, da sie
in den meisten Fallen viel zu pessimistisch sind, dh es wird eine
Datengiite gefordert, die gar nicht ben6tigt wird.

e In konkreten Fallen sollten problemangepasste Verfahren zur Unter-
suchung der Approximationsgiite verwendet werden. Wir geben dazu
ein Beispiel.

Das Kompartimentmodell. Vergleichen wir die Losungen von (31)
und (32), so lassen sich ohne zusétzlichen Annahmen iiber die Werte von
pb (), iy (t), F*(t), t € [0,T7, keine interessanten Aussagen iiber

Im(t) —ms(t)], ..., |c(t) —cu(t)], t e [0,T]

treffen.
Am Ende der Therapie - i.e. zum Zeitpunkt ¢ = T - liefert das uns
zugangliche Modell die Werte

m(T)=mp, ..., ¢T)=cp,
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wéhrend Modell (32) liefert
m(T)=mp, ..., c(T)=crp.

Nun betrachten wir die Zeiten ¢ > T . Wir nehmen an, dass fiir t > T die
Funktionen p . ..., u%, nicht mehr von der Zeit abhéngen. Im Einklang
mit einer bereits frither verwendeten Notation setzen wir

A" = pp(t), BT =pp(t), CF =pey(t), D™= pg(),
B = MZG(t)’ F* = :UJZc(t)a te [T7 +OO[7

wobei A*, B*,C*,D*, E*, F* > 0 nicht von der Zeit abhingen und nach
wie vor gelten muss

B* > E* + F*. (34)
Damit stehen wir fiir ¢ > T vor der Aufgabe, die Losung des AWPs (27),

ﬁl -A 0 0 0 m
b | A -B C D b
G| | 0o E -C o0 G |’
¢ 0 F 0 -D c
m(T) mrp m m(t)
bT) | | br b | | b(t)
G(T) - GT I G - G(t) ’ t € [T7 +OO[ )
e(T) er c c(t)

mit der Losung des AWPs

m* —A* 0 0 0 M

b | | A+ -B* ¢ D* b,

G. || o B -Cc* 0 G. |’

Cx 0 * 0 —-D* Cx

my(T) mi M M (t)

b(T) | | b be | | bt)

an) |“la | | e |7 e [ tEEF
e (T) e Cx cx(t)

(35)
zu vergleichen.

Wie wir aus einer fritheren Diskussion wissen, gibt es &4 < 0, sodass
es zu jedem € € RT ein K(g) € Rt gibt mit

()], 1)) GO, le(t)] < K ().l mesl ¢ € [T oo,

Wegen Bedingung (34) fiihrt eine analoge Diskussion zu dem Resultat,
dass ein &, < 0 existiert, sodass es zu jedem ¢ € Rt ein K*(¢) € RT
gibt mit

()1, [0 ()], |G (D], e ()] < K*(e).el T mas Tt € [T, 400,
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dh auch aus Modell (35) folgt, dass das Pharmakon nach Beendigung der
Therapie exponenziell abgebaut wird, wenn auch moglicherweise die expo-
nenzielle Abbaurate eine andere ist.
Setzen wir 2 = max{&maz;Eas}, S0 ist 2 < 0 und zu jedem £ € R
gibt es eine Zahl k() € RT, so dass
(m(t) = ma ()], [b(t) = b« ()], |G (t) = G2 (B)], |e(t) — cu(t)]

- |
< k(e).e(TEHe, t €T, +o0],

dh die Unterschiede der von den beiden Modellen vorhergesagten Konzen-
trationen nehmen im Laufe der Zeit exponenziell ab.

Die Differenz der Anfangswerte bei t = T beeinflusst zwar die Kon-
stante k(g), hat aber keine Einfluss auf die exponenziellen Abbaurate.
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7. Stabilitatsuntersuchung linearer ODE Systeme mit konstan-
ten Koeffizienten. Wir betrachten AWPe der Gestalt

.
ditL:M.ﬁ, @(0) =1y, @=1lt), tel0,+o0[, (36)

wobei die Matrix M € R"*" gegeben ist. Die eindeutige Losung von
(36) wird zur Betonung der Abhéingigkeit vom Anfangswert @y mit

(.3 ) < [0, +o0[— Y, ¢ (ko)

bezeichnet.

Folgende Fragen sind jeweils in Abhangigkeit von M zu beantworten:

— Ist 0 die global asymptotisch stabile Losung von (36)?
— Ist fiir jedes iy € R™ die Losung (.; o) beschrankt?
— Gibt es unendlich viele @y € R™ mit limyy o |U(t; Up)| = +007

Ua. Kompartimentmodell ohne Ausscheidung.
—-A 0 0 0
M = , A...,F>0, B=FE+F.

(Hinweis: Ahnliche Vorgehensweise wie in VL.)

Ub. 0 ist mehrfacher Eigenwert.

M =

o O O

11
01
0 0

Uc. Neutronentransport in einem Stab, vgl [Heuser].

_ (0 —p
M—<p 0 >, p > 0.

Ud. 2-komponentige radioaktive Zerfallsreihe, vgl [Heuser].

-A 0
M_<A O)’ A>0.



Uf.

Hb.

Hd.

Hf.
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-1 1 -2
M = 4 1 O
2 1 -1
0 1 0
M=|0 0 1
4 -4 1
0 00 1
-1 0 0 O
- M= 2 1 0 -2
0 01 2
. Ein salzkinetisches Modell, vgl [Heuser].

—(A+B) C 0
M = B —C 0|, AB,C>0.
A 0 0

(Hinweis: Ahnliche Vorgehensweise wie in VL und in Aufgabe
7.Ua.)

4 Punkte
0 ist mehrfacher Eigenwert.
0 01
M=|0 00
0 00
2 Punkte
. Vorzeichen sind wichtig, vgl 7.Uc.
_ (0P
M—<q 0), p.q > 0.
2 Punkte

3-komponentige radioaktive Zerfallsreihe, vgl 7.0d.

-A 0 0
M = A —-B 0], AB>0.
0 B 0
2 Punkte
1 -1 -1
M = 1 3 1
-3 1 -1
2 Punkte
8 12 -2
M = -3 -4 1
-1 -2

2 Punkte



o O O

0
1
Hg. M = 0

—1 -2

o O O
o= O O

2 Punkte

. Kleine Storungen von linearen ODE Systemen 1. Ordnung.
Wir betrachten lineare ODE Systeme der Gestalt

7'=A-2, Z0)=2%, Z=2Zx), xec]l0,+o0],

wobei A und Zp gegeben sind. Die jeweils eindeutige Losung 2’ soll
mit der eindeutigen Losung 2 eines “gestérten” Systems

2 =A%, Z(0)=Z, Z =Zz(x), zcl0,+od,

auf einem Zeitintervall [0, T'| verglichen werden, wobei A*, 2} gegeben
sind. Es sollen jeweils zwei Fragen beantwortet werden:
— Wie gross darf bei gegebenem ¢ € R* der Wert von § € R
maximal sein, dass
|Z(t) — Z(t)| <e, te€][0,T)?

— Geht der gefunde Wert 6(¢,T') fiir T T 400 gegen 0?7 (Wenn
nein, dann kénnen wir jede erwiinschte Approximationsgiite auf
dem unbeschriankten (!) Intervall [0, +o0] erreichen.)

N 00\ . (1
Ua.A(O 0), 0<1),

.. 0 0 L
Ub.A_<O 0), =

" 11\ . (1
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0 0 - (1
L (5 0 L (1
a=(o 5)s=(1)
3 Punkte
0 0 . (1
Hb.A—<00>,0—<1)7
« [ =0 0 - (1
a=(% 5)s=(0)
3 Punkte
1 1 - (0
ne a=(} 5 )a=(3)
« [ 1=90 1 w (0
A= L )= (5)
3 Punkte
1 1 . (1
Hd.A:<11),0_<0>,
« (1 1 w (1
a=(1 ) s=(5)
3 Punkte

[Heuser| H.Heuser, Gewdéhnliche Differentialgleichungen, BG Teubner,
1989.
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4 ODE Systeme 1. Ordnung: ¢’ = F(z, )

Raubfische und Beutefische. Wir wollen ein Modell fiir die Fischpop-
ulation eines Fischereigebiets herleiten. Dazu teilen wir die Fischarten -
grob - in zwei Gruppen: In Raubfische und in Beutefische.

Wir nehmen vereinfachend an, dass sich die Raubfische ausschliesslich
von den Beutefischen erndhren und dass fiir die Beutefische nicht néher
interessierendes Futter in ausreichender Menge vorhanden ist.

Die Anzahl der Raubfische zu einem Zeitpunkt ¢ ist R(¢) und die Anzahl
der Beutefische zur Zeit t ist B(t).

Der zeitliche Beobachtungszeitraum sei das Intervall [0, 7] mit 7" > 0,
dh dom B =dom R = [0,T].

Wir gehen ahnlich wie bei der Untersuchung der Radiokarbonmethode
vor und fragen uns zunéchst, wie sich die Anzahl der Raubfische in einem
kleinen Zeitintervall At > 0 andert.

Natiirlich gehen wir von ¢,¢ + At € [0, 7] aus.

Wir erhalten

R(t+ At) = R(t) + [p" (t, At) — p~ (t, At)],

wobei
pT(t,At) = Anzahl der Raubfische,
die im Zeitintervall [t,t + At]
neu im Fischereigebiet erscheinen
p~(t,At) = Anzahl der Raubfische,

die im Zeitintervall [, ¢ + At]
aus dem Fischereigebiet verschwinden.

Es ist zweckmissig, bei der Anderung der Population zwei grundlegende
Mechanismen zu unterscheiden. FEinerseits gibt es die natiirliche Ver-
mehrung und das natiirliche Verenden pj,¢, andrerseits gibt es die Zuwan-
derung ins und die Abwanderung aus dem Fischereigebiet p., /qp-
Wir erhalten
p+ —pP = Pnat + Pzu/abs

wobei wir wegen der besseren Lesbarkeit die Argumente “t, At” weglassen.
Im Gegensatz zu p*, p~, die immer nichtnegativ sind, konnen sowohl
Pnat als auch p., /. beiderlei Vorzeichen annehmen.
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Prnat >0 ... die natiirliche Vermehrung iiberwiegt
das natiirliche Verenden, dh im
Beobachtungszeitraum [t,t + At] werden
mehr Raubfische geboren als Raubfische
verenden.

Pnat < 0 ... das natiirliche Vereenden iiberwiegt
die natiirliche Vermehrung, dh im
Beobachtungszeitraum [t, ¢ + At] vereenden
mehr Raubfische als Raubfische

geboren werden.

Pzufab >0 ... es wandern mehr Raubfische zu als
Raubfische abwandern.

Pzufap <0 ... es wandern mehr Raubfische ab als
Raubfische zuwandern.

Pnat + Pzujab > 0 ... Die Raubfischpopulation nimmt
im Beobachtungszeitraum [t, ¢ + At] zu.

Pnat + Pzujab <0 ... Die Raubfischpopulation nimmt
im Beobachtungszeitraum [t,t + At] ab.

Nun wollen wir ppq: und p., /4 genauer untersuchen.

Wie bei der Modellierung der Radiokarbonmethode berufen wir uns auf
ein nicht-mathematisches - hier: biologisches - Argument und nehmen an,
dass

Pnat(t, At) = At P(t) fir At |0,
ie. A At P
lim pnat(ta t) — At (t)
At]0 At

P(t) ist gleich der Anzahl der Raubfische, die pro Zeiteinheit (und zwar
zum Zeitpunkt ¢) durch natiirliche Vermehrung und durch natiirliches
Verenden entstehen bzw. vergehen - positves P(t) heisst, es entstehen pro
Zeiteinheit (zum Zeitpunkt ¢) mehr Raubfische als vergehen und vice versa
bei negativem P(t).

Wir folgen der Modellierung der Radiokarbonmethode und gehen hier
wie dort davon aus, dass

—0. (37)

P(t) = “Vermehrungsrate mal R(t)”,

wobei die “Vermehrungsrate” beiderlei Vorzeichen annehmen kann.

Im Speziellen kann die Vermehrungsrate nicht konstant sein.

Damit unterscheidet sich das Modell grundlegend von dem Modell der
Radiokarbonmethode.

Wir bezeichnen die Vermehrungsrate mit “kp’
tionsbereich von kg noch offen lassen.

Die Modellierung von kp beruht auf zwei Uberlegungen.

’, wobei wir den Defini-



e Die Raubfische erndhren sich ausschliesslich von den Beutefischen.
Die Raubfische konnen sich erst dann vermehren, wenn hinreichend
viele Beutefische vorhanden sind, dh wenn eine Mindestpopulation
Bpin > 0 an Beutefischen vorhanden ist. Sind weniger Beutefische
vorhanden, so wird die Vermehrungsrate der Raubfische negativ, dh
die Raubfische sterben aus - und zwar umso schneller, je weniger
Beutefische vorhanden sind. Wird hingegen die Mindestpopulation
B,,.in an Beutefischen tiberschritten, so vermehren sich die Raubfische
- und zwar umso stéirker, je mehr Beutefische vorhanden sind.

e Je mehr Raubfische vorhanden sind, desto grosser wird der Wettbe-
werb um die Futter Ressourcen und umso weniger vermehren sich die

Raubfische.

Ein sehr einfaches Modell fiir kg, das diesen beiden Anforderungen
gentigt, ist
kg = ¢.(B — Bpin) — pR, ¢, > 0.

Setzen wir d = ¢.Byin, so ist d > 0, und wir erhalten
kr =cB —d— uR.
Es folgt
pnat = At.kg.R = At.(cBR — dR — pR?) fiir At ] 0. (38)

Um ein Modell fir p.,/q zu erhalten, gehen wir wesentlich schneller
vor indem wir annehmen, dass

pzu/ab(ta At) ~ AtfR(t) fir At 10,

wobei fr(t) gleich der Anzahl der Raubfische ist, die (zum Zeitpunkt ¢) pro
Zeiteinheit in das Fischereigebiet eindringt minus der Anzahl der Raubfis-
che, die (zum Zeitpunkt t) pro Zeiteinheit das Fischereigebiet verlasst. Wir
erhalten

R(t + At) = R(t) + ppat(t, At) + poyjap(t, At)
~ R(t) + At.(cBR — dR — uR* + fr(t)) fir At]0,
woraus durch At | 0 die ODE
R =kgrR+ fr(t) = ¢cBR — dR — uR? + fg(t)

folgt.
In dhnlicher Weise erhalten wir fiir die Beutefische

B = /iBB—i_fB(t)v

wobei kp die Vermehrungsrate der Beutefische ist und fp(t) gleich der
Anzahl der Beutefische ist, die (zum Zeitpunkt ¢) pro Zeiteinheit in das
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Fischereigebiet eindringt minus der Anzahl der Beutefische, die (zum Zeit-
punkt t) pro Zeiteinheit das Fischereigebiet verlasst.

Es muss noch xp modelliert werden.

Hierzu drei Uberlegungen.

e Die Beutefische haben gentigend Ressourcen. Ohne Berticksichtigung
der Raubfische und unter Vernachléassigung der die Vermehrung dez-
imierenden Konkurrenzsituation um die Nahrungsquellen vermehren
sich die Beutefische mit einer konstanten Vermehrungsrate a > 0.

e Raubfische dezimieren die Population der Beutefische, dh je mehr
Raubfische vorhanden sind, desto geringer ist die Vermehrungsrate
der Beutefische.

e Je mehr Beutefische vorhanden sind, desto grosser wird der Wettbe-
werb um die Futter Ressourcen und umso weniger vermehren sich die
Beutefische.

Ein sehr einfaches Modell fiir kg, das diesen drei Aspekten Rechnung
tragt ist
kp=a—bR—AB, a,b,\>0.

Wir erhalten die ODE
B =rkpB+ fp(t) = aB — bBR — \B? + f5(t).

Zusammenfassung. Die Raub- und Beutefischpopulationen R und B
erfiillen das nichtlineare ODE System

B = aB—bBR - AB?+ f5(t) (39)
R = ¢BR—dR— uR? + fr(t) (40)

Bemerkung. Werden in (39), (40) die Zu- und Abwanderungsterme
fB, fr vernachlassigt, so ergibt sich das “Volterra-Lotka Modell”.

System (39), (40) kénnen wir mit der Abkiirzung

auch in der Form

schreiben, wobei
F:[0,T] x R? — R?,
- Uy Fl(t,Ul,UQ) )
Ft -
( ( Uz )) < F(t,u1,u2)
_( auy — bugug — Mu? + fp(t)
—\ cuqug — dug — pu3 + fr(t) )’
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und [0, 7] mit 7" > 0 das zeitliche Beobachtungsintervall des Fischereige-
biets ist. Wir nehmen an, dass die beiden Funktionen

fB,R : [O,T] — R
bekannt und stetig sind.

Ende der Modellierung.

4.1 Die separable ODE ¢ = g(z)h(y)

Trotz einiger Analogien unterscheidet sich das Losungsverhalten eines
nichtlinearen ODE Systems

I = ﬁ(w, ) in vieler Hinsicht vom Losungsverhalten linearer ODE Sys-
eme §' = A(z) - 7.

Der vielleicht signifikanteste Unterschied besteht darin, dass nichtlin-
eare ODE Systeme in vielen Fallen nur eine lokale Losung zulassen.

Wir wollen dies an Hand eines Beispiels einer sogenannten separablen
ODE ¢’ = g(x)h(y) erldutern.

ﬁ@l

Beispiel. Wir wollen das AWP

y =y, y(0)=1 (41)

16sen. Bei der ODE handelt es sich um eine nichtlineare, separable ODE,
die wir auch in der Form

Y =F(z,y), F(z,y) :RxR >R, F(z,y) = 2y°

schreiben konnen. Die Funktion F ist auf ganz R?, also fiir jedes z € R
und jedes y € R definiert.

Es konnte vermutet werden, dass (41) eine (eindeutige) Losung y : z —
y(z) besitzt, die fir jedes = € R definiert ist.

Dies ist allerdings nicht der Fall.

Losen wir ndmlich (41) mit der entsprechenden, zielfiihrenden Methode
der “Trennung der Verdnderlichen” (“separabel” heisst “trennbar” - davon
hat die ODE ihren Namen) so erhalten wir:

y =xy®, y(0)=1.

Yy
/d;y:/xdx—l-C,
Yy

dy_ 2
%*$y7
dg:xdac,



1 22
—=—+C
2 &
1 2?4 2C
y 2
Y 2% 4 2C°
woraus wegen y(0) = 1 folgt
2 1
0)=1=-— =,
v(0) 0*+20 C
also C'= —1 und damit
(0) =
Y 9 _ 22
dh 5
y:]_\/ﬁu\@[_)Rv y(l’):2 2
—x
Offenbar kann y nicht auf einem grosseren Intervall als J = | — v/2,v/2]

definiert werden - “nicht tiber J hinaus fortgesetzt werden” - da

lim ) = +00.
%iﬂy( )

Ende des Beispiels.

Bemerkung. Weitere Beispiele zu der Lésungsmethode der Trennung der
Veranderlichen fiir separable ODEs sind in den Ubungen zu finden.

4.2 Lokale und maximale Losungen

Wir nehmen die Einsichten, die wir bei der Diskussion des Beispiels 3/ =
ry?, y(0) = 1, gewonnen haben zum Anlass, einige Begriffe zu kliren.
Dazu nehmen wir Folgendes fiir den Rest dieses Abschnitts an.

o [ =]a,b[,a e RU{—o0}, b € RU{+o0} ist ein offenes Intervall.

e n €N, n>1und G ist eine offene, nichtleere Teilmenge des R", zB
Y1
G=R"oder G=(y= : ER"::y1,.. .,y >0

Yn

e F:I1xG—R" dh

Fl(x7y17"'7yn)

Fn(l‘ayla-"ayn)
wobei F1,...,F, : I xG— R.
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Wir betrachten das (nichtlineare) ODE System

j'=F(,7). (42)
Y ist eine lokale L6sung von
j'=Fa,9), §=ijl),
wenn
iy :J — R", dh im Speziellen , wobei
’ J C I ein Intervall ist‘
und
yi(z)
?j(x) = ’
und y1,...,¥Yn : J — R differenzierbar sind und
yll('r) Fl(x7yl(x))ayn(x))
: = : , z€eJ
y;L(:E) Fn(:c,yl(a:),...,yn(x))
i.e.
yi(z) = Fi(z,y1(2),. .., ya(2))
: , x€J
Yn(@) = Fa(z,31(2),...,yn(2))
Ausserdem definieren wir:
i ist eine maximale Losung von
j'=Fz,5), §=i), (43)

wenn
e i:J — R"” eine lokale Losung von (43) ist und

e sich ¢ nicht zu einer lokalen Losung von (43) mit grosserem Def-
initionsbereich fortsetzen lasst, i.e. wenn fiir jede lokale Losung
Uu © J — R™ von (43) mit J C J, und y(z) = gi(x) fir z € J
folgt: J, = J.

Beispiel. Die Funktion

y:]=V2,V2[=R, y(2)=
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ist eine maximale Losung von vy’ = zy?.

Bemerkung. Der Vollstandigkeit halber sei erwahnt, dass ¢ eine globale
Loésung von (42) ist, falls ¢ eine lokale Losung von (42) ist und dom i = I
gilt. Klarerweise ist jede globale Lésung von (42) eine maximale Losung
von (42).

Nun kommen wir zum zentralen Satz dieses Abschnitts.

Satz 7. Wir betrachten das (nichtlineare) ODE System (oder, falls n =
1, die (nichtlineare) ODE)

§'=F(x,9), §=79), (44)

unter den in diesem Abschnitt formulierten Voraussetzungen. Ferner
setzen wir voraus:

F st stetig partiell differenzierbar

Dann gilt:
al) (44) besitzt unendlich viele maximale Lésungen.

a2) Ist y: J — R" eine mazimale Lisung von (44) so ist J = |o, ],
a € RU{—o0}, f € RU{+00} ein offenes Intervall und es folgt:

— Fualls a < «, so strebt entweder y(x) fir | «a gegen einen
Randpunkt von G oder y(x) konvergiert nicht fir x | « (dh
entweder “oszlliert” y(x) fir xz | a oderlimg |, |§(x)| = +00).

— Falls B < b, so strebt entweder 3(x) fir x 1T 3 gegen einen
Randpunkt von G oder y(x) konvergiert nicht fir x T (5 (dh
entweder “oszilliert” y(x) fiir x T B oder limyg |y(x)| = +00).

b) Sind xo € I und 3y € G, so hat das AWP

—

7' =F(z,9), #xo) =0

genau eine mazrimale Losung, i.e. es gibt genau eine maximale
Lésung i : J — R™ von (44), fir die ij(zo) = o gilt.

Bemerkungen, Beispiele.

a) Ist die Funktion F von Satz 7 stetig, aber nicht stetig partiell dif-
ferenzierbar, so besitzt (44) noch immer unendlich viele maximale
Losungen. Es gilt sogar: Das AWP von Teil b) von Satz 7 besitzt
ebenfalls mindestens eine maximale Losung. Allerdings kénnen unter
Umsténden (die aber nicht eintreten miissen) mehrere Losungen des
AWPs vorkommen. Dazu zwei Beispiele.



— Das lineare AWP

Y =lzly, y(0)=1

besitzt eine eindeutige globale Losung y : R — R, siehe Satz 2.
Schreiben wir dieses AWP als /' = F(x,y) mit F(x,y) = /|z| v,
so ist F' zwar stetig, aber nicht stetig partiell differenzierbar, dh
Satz 7 ist nicht anwendbar.

— Das nichtlineare AWP

v =2y, y(0)=0

besitzt unendlich viele globale Losungen. Ausser y = 0 ist zB
fiir jedes « > 0 die Funktion

0 , —o<zr<a
Yo : R — R, ya(x):
(r—a)? |, a<zr<+oo

eine Losung dieses AWPs.

b) Betrachten wir AWPe

y=zy®, y0)=1, und y ==y’ y0)=-1,

unter dem Blickwinkel von Satz 7, so besitzt jedes dieser AWPe genau
eine maximale Losung. Die maximale Losung von

y =xy®, y(0)=1

kennen wir bereits:

po) = 5= domy=J =] VEVE,

dh der Definitionsbereich dieser maximalen Losung ist das Intervall
] — v/2,v/2[. Die maximale Lésung von

/

=ay?, y(0)=-1

ermitteln wir ebenfalls durch Trennung der Variablen:

y(x) = —2_53:2, domy =J =R,
dh der Definitionsbereich dieser maximalen Losung ist R, also handelt
es sich sogar um eine globale Losung.
Wir folgern:
Der Definitionsbereich einer maximalen Losung héangt nicht nur von
der Differentialgleichung sondern auch vom Anfangswert ab.

63



¢) Wenden wir Satz 7 auf das Fischmodell

B = aB—bBR—\B?+ f5(t) (45)
R = ¢BR—dR— uR? + fr(t) (46)

an, so stellen wir fest: Schreiben wir zum Beginn ¢ = 0 des zeitlichen
Beobachtungsintervalls [0, 7] die Anfangspopulationen

B(O) =By >0, R(O) = Rop >0, (47)

und setzen wir voraus, dass die Zu- und Abwanderungsraten fp, fr
stetig differenzierbar sind, so folgt aus Satz 7, dass das AWP (45),
(46), (47) genau eine maximale Losung besitzt. Die Beantwortung
der (zu bejahenden) Frage, ob es sich hierbei um eine globale Losung
handelt, sprengt den Rahmen dieser Vorlesung.
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9. Lineare oder Nichtlineare ODE Systeme? Bei welchen der
folgenden ODE Systeme handelt es sich um lineare ODE Systeme?
Begriinden Sie gegebenenfalls, warum es sich NICHT um ein lineares
ODE System handelt. Im Fall, dass es sich um ein lineares ODE Sys-
tem handelt geben Sie den Definitionsbereich jeder globalen Losung

an.
Ua.
B = aB—bBR — \B? +sin(t)
R = ¢BR—dR — pR*+ cos(t)
Ub.
yi = lzfyr+ (sinz)yo + Va2 +1
vy = "
Ha.
Y, = y1+y2+ys—log(l—2x)
yé = TY2
ve = y/(1+x)—2y3 +V1+2a
2 Punkte
Hb.
!
Y1 = y1+uyiye+1
Yy = Y2 — tan(z)
2 Punkte

10. Trennung der Veranderlichen bei separablen ODEs. Losen
Sie die folgenden AWPe fiir separable ODEs mit der Methode der
Trennung der Verdnderlichen. Geben Sie den Definitionsbereich der
Losung an.

Ua. Verallgemeinerte logistische Gleichung, vgl [Heuser|.
T=y(1—y3), y(0) = <.
y=y0-y) ¥0)=5

Ub. @ =t.(u+u?), u(0)=1.



2

Y =——, y0)=1
Y
2
/ ry
LY = 0)=1.
y=11, YO
2z
Y = — 0) =0.
y Cos(y)7 y( )
. Logistische Gleichung, vgl [Heuser].
v =y.(1-y), y(0)=3
U =e"sin(t), u(0)=0
2
x
Yy =——, y(0)=-1
Y
= L) = VAP
y = 9 y - .
y-(1-2)
y =e", y(0)=0

3 Punkte

3 Punkte

3 Punkte

3 Punkte

3 Punkte

[Heuser| H.Heuser, Gewdéhnliche Differentialgleichungen, BG Teubner,

1989.
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4.3 Autonome Systeme: Stationiare Punkte. Sta-
bilitat.

Eine logistische Gleichung. Zur Beschreibung des Wachstumsverhal-
tens von Populationen biologischer Systeme werden héufig “logistische Dif-
ferentialgleichungen” verwendet, etwa

o= u.(1 —u?), (48)

die natiirlich mit einer Anfangsbedingung u(0) = ug versehen werden. Bei
(48) handelt es sich um eine nichtlineare ODE. Allerdings hat die rechte
Seite dieser ODE eine sehr spezielle Gestalt: sie hangt nicht explizit von
der Zeit t ab, dh

= F(u),

wobei F': R — R. Derartige ODEs heissen “autonom”.
In unserem Beispiel ist F(u) = u.(1—u?), u € R. F hat drei Nullstellen:
0,+1. Also kennen wir drei konstante Losungen von (48),

ul0] : R —=R, u[0](¢t) =0,
u[-1]: R =R, u[-1](t) = —1, u[+1]: R =R, wu[+1](t) = +1,
da fiir a € {0, %1} gilt

dula]
dt

Keine dieser drei Funktionen hangt von der Zeit ab. Wir sagen, dass
es sich um “stationére Losungen von (48)” handelt. Die Werte 0,41 sind
die “stationdren Punkte von (48)”.

Natiirlich kénnen wir nicht erwarten, dass eine dieser drei Funktionen
tatsichlich (48) mit der Anfangsbedingung u(0) = ug 16st (dies wére genau
dann der Fall, wenn up = 0 oder ug = £1 wire), doch wir kdnnen uns die
Frage nach der Stabilitdt der stationdren Punkte 0, +1 stellen.

Damit ist Folgendes gemeint.

Nehmen wir einmal an, dass eine Losung u von (48) zumindest auf dem
Zeitintervall [0, +o0o[ definiert ist und fiir ¢ T +00 gegen eine Grenzwert u*
konvergiert. Dann kann - einfach - gezeigt werden, dass gelten muss

(t) = 0= F(a) = F(uld](t)), teR.

lim %(¢) =0
S, ) =0,

und wir erhalten aus (48) wegen der Stetigkeit von F,

0= lim u(t) = lim F(u(t))=F|( l t) | = F(u").

Jim a(t) = fim Fu(t) = F ( i u(0) = )
Wir folgern: wenn eine Losung w von (48) zumindest auf [0, +oof

definiert ist und wenn diese Losung u fiir t T 400 gegen einen Grenzw-

ert u* konvergiert, so muss dieser Grenzwert ein stationidrer Punkt sein.
Es erhebt sich nun zwei Fragen:
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F1. Gibt es maximale Losungen von (48), die zumindest auf [0, +oof
definiert sind und fiir ¢ T +o00 konvergieren ?

F2. Wenn es solche Losungen gibt: Wie sehen die zugehorigen Startwerte
ug aus ?

Frage F1. kann sehr schnell - und entsprechend unbefriedigend - beant-
wortet werden. Jede der drei stationdren Losungen ufa], a € {0,+£1}, ist
auf R definiert und konvergiert fiir ¢ T 400 (mit Grenzwert a).

Frage F2. ist schwieriger zu beantworten.

Zunéchst stellen wir fest: Ist u eine maximale Losung von (48), so ist
entweder u eine stationdre Losung oder es gilt

u(t) #0,£1, ¢ & domu.

Denn: Ist u keine stationédre Losung von (48) und gilt aber - zB - u(t.) =0
flir ein t, € domu, so ist u maximale Losung des AWPs

0 =u.(l—u?), u(ty)=0. (49)

Dieses AWP hat aber schon eine maximale Losung - nédmlich v = u|0].
Nach dem Eindeutigkeitsresultat von Satz 7 - die Funktion F' ist klarer
Weise stetig differenzierbar - hat (49) aber genau eine maximale Losung.
Also ist u = u[0], womit u DOCH eine stationdre Losung ist.

Nun hilft uns eine Kurvendiskussion von F'.

Veranschaulichen wir uns den Graphen von F' fiir Argumente im Inter-
vall [—1.5,1.5] zB mit MATLAB:

>> u=-1.5:0.01:1.5;
> > plot(u,u.*(1-u."2));

2

:u.(l—uz)

F(u)
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Wir vermuten an Hand des geplotteten Kurvenverlaufs und kénnen
auch sehr einfach beweisen, dass F' ...

e ...negativ auf | — 1,0[U] + 1, +oo] ist,

e ...positiv auf | — co, —1[U]0, +1] ist.

Nach einer eingehenden Diskussion - die den Rahmen der Vorlesung

sprengt, die aber an Hand des Verlaufs von F' sehr plausibel ist - folgt aus
dieser Kurvendiskussion, dass ...

o ...falls up < —1, die maximale Losung u zumindest auf [0,4o00]
definiert ist, streng monoton wéachst und limy; 4o u(t) = —1 gilt.

o ...falls —1 < up < 0, die maximale Losung u zumindest auf [0, 00|
definiert ist, streng monoton fallt und limgj4 o u(t) = —1 gilt.

o ...falls 0 < up < +1, die maximale Losung v zumindest auf [0, +o00]
definiert ist, streng monoton wachst und limgj; o0 u(t) = +1 gilt.

o .. .falls +1 < wuy < 400, die maximale Lésung u zumindest auf
[0, +00[ definiert ist, streng monoton fallt und limy e u(t) = +1
gilt.

Wir konnen damit die Frage F2. vollstdndig beantworten:

e Wenn vy < 0, dann ist die maximale Losung u von (48) mit u(0) = ug
zumindest auf [0, +o0o[ definiert und es gilt limyyo u(t) = —1.
Einige Losungen kénnen wir uns mit MATLAB veranschaulichen.
Dazu legen wir das File “F.m” an

function du = F(t,u)

du = u.*x(1-u."2);

Die so definierte Funktion “F” verwenden wir mit dem Startwert —3
in einem Standard-Solver fiir ODEs von MATLAB. Wir betrachten
die Losung auf dem Zeitintervall [0, 5] und plotten das Ergebnis.

> > [t,u]l=oded5(@F, [0 5],[-3]);
> > plot(t,u);
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-05f .

du/dt=u.(1-u?)
-15}F :

u(t)

-25F

-3

-3.5 N

Zum Vergleich: die Losung mit dem Startwert —1/2, die wir mit den
MATLAB Befehlen

> > [t,u]l=o0ded45(@F, [0 5],[-0.5]);
> > plot(t,uw);

erzeugen. Neuerlich interessieren wir uns fiir das Zeitintervall [0, 5].

0

u(0)=-0.5

-0.6

du/dt=u.(1-u?)

-1.2F A

-1.4 -

-16 i i i i i
1
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e Wenn vy = 0, dann ist die maximale Losung u von (48) mit u(0) = ug
zumindest auf [0, +oo[ definiert und es gilt lim; 1o u(t) = 0.

Hier ist nichts Interessantes mit einem ODE-Solver zu simulieren.
e Wenn uy > 0, dann ist die maximale Losung w von (48) mit «(0) = ug
zumindest auf [0, +oo[ definiert und es gilt limy o u(t) = +1.

Wieder verwenden wir MATLAB, um die Lésung von (48) mit dem
Startwert ug = 3 auf dem Intervall [0,5] zu betrachten.

Die Befehle

> > [t,ul=ode45(QF, [0 5], [+3]);
> > plot(t,u);

erzeugen

4

350 e
u(0)=+3 i

25

u(t)

du/dt =u.(1-u?)

Schliesslich wollen wir uns noch mit MATLAB die Losung von (48)
mit dem Startwert ug = 0.5 auf dem Intervall [0, 5] veranschaulichen.

Mit
> > [t,u]=o0de45(@F, [0 5],[+0.5]);
> > plot(t,u);

erhalten wir
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du/dt=u.(1-u?)

0.8

u(t)

u(0)=+0.5
0.4

0.2

Das Losungsverhalten der maximalen Losung von (48) unterscheidet
sich fiir die Félle ug # 0 vom Fall ug = 0:
e Es gibt ein 6 € R - namlich § = 1 - so dass fiir alle ug € R gilt:

Falls |up — (—1)| < 9, so ist die maximale Lésung von (48) mit
u(0) = up zumindest auf [0, +o0[ definiert und es gilt

e Es gibt ein 6 € R - namlich § = 1 - so dass fiir alle ug € R gilt:

Falls |ug — (+1)] < 4, so ist die maximale Losung von (48) mit

u(0) = up zumindest auf [0, +-o00[ definiert und es gilt
limyp 4o u(t) = +1.

e Egal wie klein § € RT auch gewi#hlt sein mag - es gibt IMMER ein
ug € RT mit:

|lup — 0] < 9, doch die maximale Losung von (48) mit u(0) = ug (die
zumindest auf [0, +oo[ definiert ist) konvergiert fiir ¢ T +oo nicht
gegen 0.

Die folgende, wieder mit der MATLAB Routine ode45 erstellte Grafik
zeigt diese Unterschiede.
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— u0=+4
u0=+3
u0=+2

3 —— u0=+1.5 [

— u0=+1

2 — u0=+0.8

= - u0=+0.6

ol du/dt = u.(1-u®) tomroa M

— u0=+0.2

— u0=0

1 _ — u0=-0.2 ||

u0=-0.4
u0=-0.6
— u0=-0.8

— u0=-1 ||

— u0=-15
u0=-2
u0=-3

1 — uo=-4 H

u(t)

2 4

—4 ! ! ! ! !

An Hand dieser Erkenntnisse erscheint es gerechtfertigt, die stationaren
Punkte +1

asymptotisch stabil

zu nennen, wahrend der stationére Punkt O offenbar
instabil
ist.
Ende des Beispiels.

Wir wollen die Begriffe, die zur Behandlung dieses Beispiels entwickelt
wurden in allgemeinerem Rahmen definieren.

Dazu nehmen wir fiir den Rest dieses Abschnitts an:

e n € N, n>1, ist eine natiirliche Zahl.

e (G ist eine offene, nicht leere Teilmenge des R™.
o F:R" — R,
Es kann natiirlich - wie etwa in obigem Beispiel - n = 1 sein. Dann

ist F=F:G — R, G CRist offen, etwa G = Rund F : R — R,
F(u) = u.(1 — u?).

Von grosserem Interesse ist auf jeden Fall n > 2, etwa wie beim Volterra-
Lotka Modell n = 2, G = R? und

s n2_n2 R [ aB—bBR — \B?
F:R? - R? F(B,R)_<CBR_dR_MR2 ,

wobei a, b, c,d, \, p € RT gegeben sind.
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§' = F(y) (50)
ist ein autonomes ODE System.

7 ist ein stationirer Punkt von (50), wenn §; eine Nullstelle von F
ist, dh wenn gilt

Js € Gund F(j,) =0

wobei 0 der Nullvektor im R™ ist.

Ist s ein stationdrer Punkt von (50), so definieren wir weiter:

a) s ist stabil, wenn es zu jedem € € RT ein §(¢) € R gibt, so dass
gilt: Das AWP

j'=F@). §0) =
hat fiir jedes gy € G mit
Yo — ¥s| < d(e)

mindestens eine Losung und jede dieser Losungen g ist zumindest
auf [0, 4o00[ definiert und es gilt

[7(x) — §s| < e, x €0, +00].

b) s ist asymptotisch stabil, wenn ¢ stabil ist und es ein § € Rt
gibt, so dass gilt: Das AWP

hat fiir jedes gy € G mit
|?j0 - gs’ < 4]

mindestens eine Losung und jede dieser Losungen g ist zumindest
auf [0, +o00[ definiert und es gilt

lim #(z) = 7.
leinooy(fﬁ) s

¢) s ist instabil, wenn es zu jedem noch so kleinen § € R™ min-
destens ein g5 € G gibt, so dass |y5 — ¥s| < 6, jedoch fir jede
Losung i des AWPs

g =F@), ¥0)=7s

gilt: Entweder umfasst dom ¢ nicht das Intervall [0, +o00[, oder ¥(x)
konvergiert fiir T 400 nicht gegen .
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Bemerkungen. Beispiele.

a) Ist ¢s ein stationdrer Punkt von (50), so ist ys entweder stabil oder
instabil (und natiirlich nicht beides).

b) Ist ys ein asymptotisch stabiler Punkt von (50), so ist s auch sta-
bil. MaW: “Asymptotische Stabilitat” ist ein starkerer Begriff als
“Stabilitat”.

c) Beispiele fiir asymptotisch stabile und instabile stationidre Punkte

lernten wir bei der logistischen Gleichung am Beginn dieses Kapitels
kennen.

d) Gibt es stabile stationdre Punkte, die nicht asymptotisch stabil sind?
Diese Frage kann an Hand des sehr einfachen (noch dazu linearen)
ODE Systems

=) 1o=a-(})

bejaht werden. Offensichtlich ist 7, = 0 = < 8

tiondre Punkt dieses autonomen ODE Systems. Mit altbekannten
Methoden erhalten wir als Losung

der einzige sta-

—a

(@) = cos(x) <Z)+sin(x) ( b ) reR, (51)

so dass
[y(z)| = |gol, zeR. (52)

Also konvergiert 7(z) fiir 7 +oo (ausser im trivialen Fall g = 0)
nicht gegen 0, da dann limg 4« [#(z)| = 0 fiir alle g € R?, deren Be-
trag hinreichend klein ist gelten miisste. Also ist 0 nicht asymptotisch
stabil.

Andrerseits ist 0 stabil. Wihlen wir im obigen Satz §(¢) = €, so folgt
aus |yo| < € aus (52), dass

(@) = 0| = |§(2)| = gol <&, w€R.
Genau dies ist die Stabilititsbedingung. Also ist 0 ein stabiler sta-

tiondrer Punkt von (51).

Offene Fragen. Die stationdren Punkte des Volterra-Lotka Systems sind

bd + ap ac — dX
be+ A be+ A )

0,00, (/A0 (0, —d/p), (

Sind diese stabil oder instabil ?

Mit den bisherigen Methoden und Erkenntnissen konnen wir diese Frage
nicht ohne Weiteres beantworten.

Beruhigenderweise gibt es aber



Satz 8. Stabilitatsbedingung autonomer Systeme. Zusatzlich zu
den in diesem Abschnitt giltigen Voraussetzungen und Notationen setzen
wWir VOTAUS

F ist stetig partiell differenzierbar

Sei i ein stationdrer Punkt von
g'=F().
Wir betrachten die Jacobi-Matriz von F an der Stelle Us,

OF
J_’s:i_’s-
(¥s) ay(y)

Wir bezeichnen die Realteile der Eigenwerte dieser Jacobi-Matriz J(ys)
mit £1,...,&, wobei 1 < o < n. Dann gilt:

a) Sind &1, ...,& negativ, so ist s asymptotisch stabil.

b) Ist mindestens eine der reellen Zahlen &1, ...,&, positiv, so ist s
instabil.

Bemerkungen. Beispiele.

a) Behalten wir die Bezeichnungen von Satz 8 bei, so wird der Fall nicht-
positiver Zahlen £1,...,&,, wobei eine dieser Zahlen=0 ist, NICHT
behandelt. Das hat einen guten Grund: In diesem Fall kann aus
der Kenntnis der Jacobi-Matrix an der Stelle s NICHT auf Sta-
bilitat/Instabilitdt von 7s geschlossen werden.

b) Betrachten wir die logistische Gleichung
o= u.(1 — u?)
unter dem Blickwinkel von Satz 8. Die stationdren Punkte sind 0, £1.
Da n = 1 reduziert sich die Jacobi-Matrix auf die Ableitung von F":
J(ug) = F'(ug) = (1 —u?) — 2u?, wuy=0,+1.
Der einzige “Eigenwert” der Zahl F'(us) ist diese Zahl selbst. Wir
erhalten:
us = 0: F'(0) =1, also ist 0 instabil.
us = —1: F'(—1) = —2, also ist —1 stabil.
us = +1: F'(+1) = =2, also ist +1 stabil.
¢) Beim Volterra-Lotka Modell erhalten wir

a— bR —2)\B —bB
J(B’R)_< cR cB—d—2uR>'
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Damit folgt:

J(0,0) = ( g _Od > Diese Matrix hat die Eigenwerte a, —d. Also

ist einer der Eigenwerte positiv. (0,0) ist instabil.

J(0,—d/p) = ( aj—ch/lé\)\ 2 > a+ bd/\ ist ein positiver Eigenwert

also ist (0, —d/p) instabil.

J(a/X0) = < —Oa ac_/a)\b/—/\d > Die Eigenwerte sind —a und (ac —
dA)/A. Ist ac < d), so ist (a/\,0) asymptotisch stabil, ist ac > dA,
so ist (a/A,0) instabil. Im Fall ac = d\ kénnen wir auch mit Hilfe
von Satz 8 keine Aussage iiber die Stabilitdt von (a/A,0) machen.

_ -\B, —-bB N
J <Z§I§ﬁ, g;fﬁ) =J(Bs, Rs) = < cRSS —NRZ ) Die Eigenwerte

sind —ABs und —uR,. Ist Rg positiv - dies ist genau dann der Fall,
wenn ac > d\ - dann ist (Bs, Rs) asymptotisch stabil. Ist Rs negativ
- dies gilt genau dann, wenn ac < dX - dann ist (Bg, Rs) instabil. Im
Fall R; = 0 - oder, was das Gleiche ist, ac = d\ - konnen wir auch
mit Hilfe von Satz 8 keine Aussage iiber die Stabilitat von (Bs, Rs)
machen.

4.4 ODEs hoherer Ordnung.

Das mathematische Pendel. Wir betrachten ein ebenes Pendel, das
um einen festen Aufhéngpunkt Schwingungen ausfithrt. Die Lénge der
masselosen, starren Stange sei L, die Masse des Schwingkorpers sei m.

Um die Bewegungsgleichung des Pendels herzuleiten, benctigen wir das
Zweite Newton’sche Gesetz:

“Kraft = Masse mal Beschleunigung”.

Wir nehmen an, dass auf das Pendel ausschliesslich die Erdanziehungskraft
in rdumlich unverandlicher Richtung wirkt. Der Betrag dieser Kraft ist mg,
g~ 9.81ms™2.

Wir betrachten das Pendel in einem Zeitintervall [0,7], T € RT sei
gegeben.

Zur Zeit t € [0, T ist die Position des Mittelpunkts des Schwingkérpers

Laut Skizze gilt
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wobei a(t) der Offnungswinkel zur Zeit ¢ € [0, T7] ist.
Klarerweise ist a : [0, 7] — R.

m g cos(a)

Die nach unseren Modellannahmen angreifende Kraft ist

(V)

Durch die Authéngung wird von dieser Kraft die Komponente in Richtung
des Stabes kompensiert. Es wirkt nur die Kraftkomponente in tangentialer
Richtung.
Der Betrag dieser Kraft ist - siehe Skizze - mgsin(«(t)), t € [0,T].
Der Einheitsvektor in Tangentenrichtung ist

( sin(a(t)) ), t € [0,7).

—cos(a(t))

Wir erhalten damit aus dem Zweiten Newtonschen Gesetz

mgsin(a(t) ( sin(a(t)) > —m ( E(t) > Lo, 7] (53)

—cos(a(t)) y(t)

Vermeiden wir zwecks besserer Lesbarkeit die Zeitvariable “t” anzufithren
und kiirzen wir in (53) die Masse m, so erhalten wir

i\ _ gsin?(a) (54)
i —gsin(a) cos(a) /)
In diesen Modellgleichungen ist noch nicht der Zusammenhang

x(t) = L cos(a(t)), wy(t)= L sin(a(t)), te€][0,T] (55)
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berticksichtigt.
Zweimaliges Differenzieren der beiden Gleichungen von (55) und We-
glassen der Zeitvariable “t” ergibt

i = —Lasin(a) — L(&)? cos(a), § = L cos(a)— L(&)?* sin(a).
Setzen wir dies in (55) ein, so erhalten wir mit

w:=+/g/L €RT

die Differentialgleichungen

2 sin’(a) (56)

& cos(a) — (&)? sin(a) = —w? sin(a) cos(a) (57)

é sin(a) + (@)% cos(a) = —w

Multiplizieren wir Gleichung (56) mit sin(a), multiplizieren wir Gle-
ichung (57) mit cos(a) und addieren wir die Resultate, so verschwinden
die Terme, welche “(¢)2” enthalten und es resultiert

& .(sin?(a) + cos?(a)) = —w? .(sin®(a) + sin(a) cos®(a))

= —w?sin(a).(sin?(a) + cos*(a)),

woraus wir mit sin?(a) + cos?(a) = 1 die Pendelgleichung

& 4 w? sin(a) =0 (58)

erhalten.
Die Pendelgleichung ist eine nichtlineare ODE der Ordnung 2.

Ende der Modellierung.

Wie wir bei der Herleitung der Pendelgleichung gesehen haben, treten
zumindest in den Fillen, wo das Zweite Newtonsche Gesetz eine Rolle
spielt, Differentialgleichungen hoherer (also mindestens zweiter) Ordnung
auf.

Diese Differentialgleichungen wurden im Rahmen dieser Vorlesung noch
nicht behandelt.

Allerdings koénnen diese Differentialgleichungen mit einem leicht zu
merkenden Trick auf ODE Systeme der Ordnung 1 transformiert werden.

Damit kénnen wir alle Resultate der bisherigen Abschnitte auf Differ-
entialgleichungen hoherer Ordnung iibertragen.

Dies wollen wir im Folgenden tun.

Allerdings beschranken wir uns auf skalare ODEs hoherer Ordnung.
ODE Systeme hoherer Ordnung konnen auf ganz dhnliche Weise in ODE
Systeme erster Ordnung (unter Vermehrung der Anzahl der unbekannten
Funktionen) transformiert werden. Der interessierte Leser ist eingeladen,
dies selbst durchzufiihren.

Wir beginnen mit einigen Begriffsbildungen. Dazu nehmen wir fiir den
Rest dieses Abschnitts Folgendes an.



I =]a,b],a € RU{—o0}, b € RU{+00} ist ein offenes Intervall.
n,k € N, n,k > 1 sind natiirliche Zahlen.

G C R* ist offen, nichtleer.

e ': I xG—R.

Ist y : J — R, J ein Intervall, k-mal differenzierbar, so setzen wir

=y, yl=vy, y’=y, ...,y(k):k—teAbleitungvony.

Unter den in diesem Abschnitt giiltigen Abkiirzungen und Vorausset-
zungen heisst

y® = Fx,y,9, 9", y*Y) (59)
gewdhnliche Differentialgleichung der Ordnung k,
oder kiirzer
ODE der Ordnung k.

y ist eine lokale Losung von (59), wenn gilt:
e y:J — R, wobei J C I ein Intervall ist, ist k-mal differenzierbar,

e es gilt

y'(z) €cq, zcl

e und es gilt
y B (@) = F(z,y(z),y (), y"(x),...,y* V(x), ze.

y ist eine globale Lésung von (59), wenn y eine lokale Losung von
(59) mit domy = J = I ist.

Ausserdem bendtigen wir
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y ist eine maximale Losung von

k)

y ™ = F(a,y, 9y, y*D), (60)

wenn

e y:J — R eine lokale Losung von (60) ist und

e sich y nicht zu einer lokalen Losung von (60) mit grosserem Def-
initionsbereich fortsetzen lasst, i.e. wenn fiir jede lokale Losung
Ys + Jx — Rvon (60) mit J C J, und y(x) = y.(z) fiir x € J folgt:
Je = J.

Beispiel. Bei der Pendelgleichung (58) handelt es sich um eine ODE der

Ordnung 2:
& = F(t, o, &) = —w?sin(a),

dh
F:R3=R, F(tu,v)=—-wu.

Hier héngt F' nur von der zweiten Variable ab.
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Transformation: ODE der Ordnung ¥ — ODE System erster
Ordnung. Wir betrachten unter zu Grunde Legung der in diesem Ab-
schnitt giiltigen Abkiirzungen und Voraussetzungen (59), i.e.

y® = F(z,y,9, ", ...,y D). (61)

1. Wir fiihren neue Funktionen ein:

n=y
y2=y
ys=1y"
usw
ye =y
2. Die ersten Ableitungen der Funktionen vy, ..., yr_1 werden durch

Yo, ...,y ausgedriickt, die Ableitung von yj, ist y*).

=Y =92

Yo =vy" =ys
ys =y" =y
usw

v =y =y

3. Ersetzen wir in (61), |y® = F(z,y, 9/, y",...,y* V)| die Argu-

mente v,y y”,...,y* Y durch y1,ys,ys3, ..., Yk, so erhalten wir
mit y, = y*) (siehe 2.) die Gleichung

y;Q = F(x>y17y27y3a .- 7yk)

4. Wir erhalten das System

’y/1 Y2
Y5 Y3

g'=| ¥ |= Ya = F(a,9),
y;;; F(xaylvy%y&"'ayk)

also
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Beispiel Pendelgleichung. 3" = —w?sin(y).

1. Einfiihrung von y1, 42 via

2. Ableiten von y1, y2 ergibt

2 2

3. Es gilt v = v = —w?sin(y) = —w*sin(y1).

4. Wir erhalten das System erster Ordnung
() (ot}
Ya —w?sin(y1)

Bemerkung. Warum transformieren wir skalare ODEs der Ordnung k
(oder, was ganz dhnlich geht, ODE Systeme der Ordnung k) auf ODE
Systeme erster Ordnung ? Darauf gibt es zumindest zwei Antworten.

Erstens konnen wir die Theorie der ODE Systeme erster Ordnung so-
fort auf skalare ODEs der Ordnung k (bzw ODE Systeme der Ordnung k)
iibertragen. Insbesondere erhalten wir umgehend Antwort auf die Fragen
nach Existenz und Eindeutigkeit maximaler Losungen, siche den nachfol-
genden Satz.

Zweitens kann durch die Transformation numerische Software fiir ODE
Systeme erster Ordnung (die sehr gut entwickelt ist) zum Losen skalarer
ODEs der Ordnung k (bzw ODE Systeme der Ordnung k) unmittelbar
eingesetzt werden.

Der zentrale Satz dieses Abschnitts ist dank der Transformation auf ein
ODE System erster Ordnung eine direkte Folgerung aus Satz 7.
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Satz 9. Wir betrachten die skalare ODE der Ordnung k

y® = F(z,y,0, ..., y*Y), (62)

unter den in diesem Abschnitt formulierten Voraussetzungen. Ferner
setzen wir voraus:

’F ist stetig partiell dzﬂer@nzierbar‘

Dann gilt:
al) (62) besitzt unendlich viele maximale Losungen.

a2) Isty : J — R eine mazimale Losung von (62) so ist J = |a, 3],
a € RU{-o0}, B € RU{+00} ein offenes Intervall.

Y0,0

Y1,0
b) Sind xo € I und gy = . € G, so hat das AWP

Yk—1,0
y ) = Fa,y,y ", oy*),
y(o) =vo, ¥ (@) =v1, ...,y D(x0) = yrs

genau eine mazximale Losung, i.e. es gibt genau eine mazximale
Léosung y : J — R won (62), fir die y(xo) = vo,y (x0) =
Y1y .- )y(k_l) (SUQ) = Yk—-1 gllt

Bemerkung. Bei Anfangswertproblemen fiir ODEs der Ordnung k,

y® = Fz,y, 9y, ..., y*),

werden an zo € I der Funktionswert y(xg) und dessen erste, zweite, ..
(k — 1)te Ableitung 3/ (x0), y" (o), ..., y* =Y (o) vorgeschrieben.

Bei zeitabhéngigen Problemen gilt hdufig: Der Funktionswert entspricht
der Anfangsposition, die Ableitung entspricht einer Geschwindigkeit und
die zweite Ableitung entspricht einer Beschleunigung.

*

Pendelgleichung. Wir betrachten die Pendelgleichung fiir einen Pendel-
stab einer Lange von 1m. Zur Zeit t = 0 geben wir den anfinglichen
Offnungswinkel von 1rad und die anfingliche Winkelgeschwindigkeit von
y2(0)rad/s. Wir 16sen das entsprechende ODE System erster Ordnung
wieder mit MATLAB.

Wir legen das File “pendel.m” an

function dy = pendel(t,y)

dy = [0 ; 0]
dy(1) = y(2)
dy(2) = -9.81xsin(y(1))
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Die so definierte Funktion “pendel” verwenden wir mit den Startwerten
[1;0],[1;3],...,[1;5.5], dh «(0) = y1(0) = 1 und &(0) = y2(0) = 0, &(0) =
y2(0) =3, ..., &(0) = y2(0) = 5.5, siche Kurven, in einem Standard-Solver
fiir ODEs von MATLAB. Wir betrachten die Losung auf dem Zeitintervall
[0, 5] und plotten das Ergebnis.

Der MATLAB Befehl zur Berechnung der Losung zB fiir den Startwert
[1; 0] lautet:

> > [t,y]l=o0de45(@pendel, [0 5],[1 01);

Wir betrachten zuerst die Funktionen des Offnungswinkels, a, die nach
der Transformation “y,” heisst,

> > plot(t,y(:;1));

10

I y;(o):o §

y,0

Wir erkennen:

Bei den Anfgangswinkelgeschwindigkeiten y2(0) = 0,3, 5, 5.4 schwingt
das Pendel, bei der Anfangswinkelgeschwindigkeit y2(0) = 5.5 rotiert das
Pendel.

Die korrespondierenden Winkelgeschwindigkeiten & = yo erhalten wir
mit

> > plot(t,y(:;2));
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—,0=0
,(0)=3

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Wir erkennen:
Y2 ist eine periodische Funktion.
Jedoch andert die Anfangswinkelgeschwindigkeit y2(0) Form und Periode
von ys.

Schliesslich geben wir noch das “Phasenportrait” des Pendels fiir die
betrachteten AWPe an.

> > plot(y(:;1),y(:;2));

8 T
—y,0=0
¥,(0)=3
6 ¥,(0=5 1
__ y,(0)=54
Y, (055
4+ 4
2l 4
2L 4
-4 -
_6 |- -
-8 | | | | | |

y,®

86



87

Aus Zeitgrinden muss eine eingehendere Diskussion entfallen.
Der interessierte Leser sei aber dazu eingeladen, dies auf eigene Faust
zu versuchen.

4.5 Lineare, skalare ODEs hoherer Ordnung

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit linearen, skalaren ODEs der
Ordnung k, k > 1. Beispiele hierfiir sind

Beispiele.
e Die ODE
' +uw?y =0, welRt,
ist eine lineare, skalare ODE der Ordnung 2.

e Die ODE
Y +sin(z)y =,

ist eine lineare, skalare ODE der Ordnung 1.

e Die ODE
y W — 2y + tan(z)y” = 4

ist eine lineare, skalare ODE der Ordnung 4.
Im Folgenden nehmen wir an, dass gegeben ist:
e Ein Intervall I, etwa I = R oder I = [0, +oo[ oder I = [0, 1].
e Eine natirliche Zahl £ > 1.

k reelle Funktionen ag, ay,...,ax_1: I — R.
e Eine “Inhomogenitét” f: I — R.
Wir betrachten ODEs der Form

y W tap @)y 4t a@)y +ao(@)y = f(z), xel,  (63)

die wir auch in der Form

y(k) = F(.’E, Y, y/, yll, ey y(kil))7
mit
F(z,y,y,y", ..., y* )
= f(x) —ao(x)y — ar(x)y — ... — ap_q(z)y*FY,
also F : I x RF — R,
F(LL’,U(), B ,Uk_l)
= f(z) — ap(x)up — ar(z)ug — ... — ap—1(z)uk—1,

schreiben konnen.
Wir folgern:



Lineare, skalare ODEs der Ordnung k sind spezielle skalare ODEs der
Ordnung k.

Damit koénnen wir (63) in ein ODE System erster Ordnung trans-
formieren. Mit den iiblichen Abkiirzungen

n=y
y2 =1y
ys=y"
usw
y =y
und

n
gy=1 :

Yk

erhalten wir - und dies ist nicht wirklich tiberraschend - ein lineares ODE
System erster Ordnung,

—

0 1 0 .. 0 0
0 0 1 0 0
Al = 0 0 0 1 0 ’
0 0 0 0 1
—ag(z) —ai(z) —az(x) —ag—o(x) —ap_1(z)
(65)
0
flz) = 0 (66)
f(z)

Ziel: Wir wollen uns einen Uberblick iiber die Losungsmenge von
(63) verschaffen.

Dazu definieren wir “Lésung von (63)”.
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Unter den in diesem Abschnitt giiltigen Bezeichnungen und Vorausset-
zungen ist y eine Losung von

y(k) + ag—1(x) y(kfl) + .ot a1 @)y +ao(x)y = f(x), z€l,

wenn gilt:

y : I — R ist k-mal differenzierbar und

y (@) +ar—1(2) y* V(@) +. . Far(@)y () +ag(2)y(e) = f(x), wel.

Der erste, zentrale Satz dieses Abschnitts wegen der Transformier-
barkeit von (63) in das System (64), (65), (66) eine direkte Konsequenz
von Satz 3.
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Satz 10. Zusdtzlich zu den in diesem Abschnitt giltigen Bezeichnungen
und Voraussetzungen gelte

’ Die Funktionen ag,...,a,_1:1 — R sind stetig‘

’Dz’e Funktion f: 1 — R ist stetig‘

Dann gilt:
a) Die lineare, skalare ODE der Ordnung k,
y(k)+ak_1(x) gy 4 Aar(x)y +ao(x)y = f(x), =xel, (67)

besitzt unendlich viele Losungen.

b1) Die homogene ODE von (67), das aus (67) durch Weglassen der
Inhomogenitdt f entsteht,

20 ap_y(2) 25 4 ay(2)2 ag(x)z =0, zel, (68)

besitzt unendlich viele Lésungen.

b2) Es gibt k linear unabhdngige Losungen z ..., z, der homogenen
ODE (68).
b3) Sind z1,. ..,z linear unabhdingige Lisungen der homogenen ODE

(68), so ist die Losungsmenge von (68) gegeben durch
z=c1z1+...+ckz, C1,...,cp €R.

cl) Ist y, eine Lésung der inhomogenen ODE (67) und ist z eine
Lésung der homogenen ODE (68), so ist fir jedes A € R auch

Yp + Az

eine Losung der inhomogenen ODE (67).

c2) Isty, eine Losung der inhomogenen ODE (67) und sind z1, . . ., 2
linear unabhdngige Lésungen der homogenen ODE (67), so ist die
Lésungsmenge der inhomogenen ODE (67) gegeben durch

Yp +c1z1+ ...+ ez, c1,...,c €R

Beziiglich Losbarkeit von AWPen folgern wir ebenfalls aus Satz 3 den
zweiten, zentralen Satz dieses Abschnitts.
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Satz 11. Zusdtzlich zu den in diesem Abschnitt giltigen Bezeichnungen
und Voraussetzungen gelte

’ Die Funktionen ag,...,a,_1:1 — R sind stetig‘

’Dz’e Funktion f: 1 — R ist stetig‘

Dann gilt:
Ist zg € I und sind yo,0,Y1,0,---,Yk0 € R, so hat das Anfangswertprob-
lem
y ) 4 ak—1(x) g = 44 a1 (x)y +ao(x)y = f(z), xel,
y(@o) =vo, ¥'(xo) =wy1, - y* (wo) =yk_1 (69)

genau eine Losung, dh es gibt genau eine Losung von

y(k) + ag—1(x) y(kfl) +.oot+ar(@)y +ao(x)y = f(x), xel,

y(o) =y0, ¥'(w0) =y1, - y* D (z0) = w1

Bemerkungen zu Satz 10 und Satz 11.

e Die guten Nachrichten von Satz 10 und Satz 11 sind: Lineare, skalare
ODE der Ordnung k sind losbar, sie besitzen sogar unendlich viele
Losungen und wenn wir an einer Stelle zg € I die Werte fiir

y(@0), ¥ (z0), - -,y ¥ (o)

vorschreiben, so gibt es genau eine Losung von (69), i.e. es gibt genau
eine Losung von (67), die diese Zusatzbedingung erfiillt.

e Die weniger gute Nachricht ist: Es ist aus Satz 10 und Satz 11 kein
Rechenverfahren zur Bestimmung der Losung von (69) extrahierbar.
Das ist kein Zufall, denn nur in ganz speziellen Fallen ist die Losung
von (69) eine Standardfunktion.

e Spezielle Fille, in denen (67) Standardfunktionen als Losungen be-
sitzt, die zumindest theoretisch berechenbar sind, werden wir im
néichsten Abschnitt kennen lernen: Dort sind die Koeffizientenfunk-
tionen ag,...,ar_1 konstant und die Funktion f hat sehr spezielle
Gestalt.
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4.6 Spezielle lineare, skalare ODEs der Ordnung
k mit konstanten Koeffizienten

In diesem Abschnitt betrachten wir spezielle, lineare, skalare ODEs der
Ordnung k, die zumindest theoretisch mit Hilfe von Standardfunktionen
l6sbar sind.
Beispiele solcher ODEs sind
&+ ki + w?z = cos(t), k,w € RT sind gegeben,

xT

' +wly=e% weR" ist gegeben.

Alle betrachteten ODEs haben konstante Koeffizienten.
Die ODEs sind entweder homogen oder die Inhomogenitét hat eine sehr
spezielle Gestalt.

4.6.1 Eigenwertmethode im homogenen Fall

Wir betrachten homogene, lineare, skalare ODEs der Ordnung k, k > 1,
mit konstanten Koeffizienten.
Diese ODEs haben die Gestalt
2B pap 2P 4 a2 Hagz=0, (70)

wobei
ag,...,ax_1 € R.

Wir finden alle Losungen dieser homogenenen ODE in 2 Schritten. Falls
wir ein AWP der Gestalt

20 4 Ak_1 ALt S a1 2 +agz=0,
2(wo) =yo, (@) =w1, ....2" V(xo) =y (71)
16sen wollen, so ist ein weiterer Schritt notwendig.

1.Schritt: Ermittlung eines Fundamentalsystems. Dazu erstellen
wir das charakteristische Polynom von (70):

POA) =X N 4ap 1 N4 Fag A+ ao.

Von P ermitteln wir alle Nullstellen samt deren Vielfachheiten, indem
wir zB P faktorisieren:

PO =M\=X )5 o (A= )%
(A = (k1 +5.w1) (N = (kg — d.wy))

O = (s + 10 (A = (R — 0,)) 0,

wobei
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r,s € N, r+2s <k, r oder s kann=0 sein,
K;,eN K, >1,wobeil <o <r+s,
e \,.... s ER,

® K1,...,hs € Rund wq,...,ws € R,
o 0 <wi,...,ws.
Wir lesen ab:
e P hat r reelle Nullstellen
)\17 RN >‘T7
mit Vielfachheiten K1, ..., K,
e P hat 2s konjugiert komplexe, nicht reelle Nullstellen

K1 Eilwy,...,Ks T 1.Ws,

mit Vielfachheiten K, 1q,..., Kyys.
WISSEN: Aus den Nullstellen erhalten wir ein “Fundamentalsystem

von (70)”, das aus k linear unabhéngigen Funktionen zi,. .., z; besteht.
e/\l:z:7 T 6)\11, e xKlfl 6)\1%,
e pedT L gl
€M% cos(wiz), €T cos(wiz), ..., axBrITleMT cos(wix),
eMT sin(wyz), e sin(wiz), ..., BTN gin(wx),
e cos(wsx), e cos(wsz), ..., xrrsTleRsT cos(w,r),

e sin(wex), xe™T sin(wsz), ..., zFrreTlefsT gin(wgr),

2.Schritt: Losungsmenge der ODE bestimmen. Im ersten Schritt
erhielten wir £ Funktionen

21y ey 2k
Losungsmenge der homogenen ODE (70) =

L=cz1+...+czk, c1,...,c €R.
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Dies ist ein k-dimensionaler Vektorraum.

3.Schritt: Losen des AWPs. Sind nicht alle Losungen von (70) gesucht,
sondern wollen wir das AWP (71) 16sen, so miissen wir ein lineares Gle-
ichungssystem fiir die Parameter ¢y, ..., cx € R vom 2.Schritt l6sen. Dieses
Gleichungssystem erhalten wir, indem wir von

z2=c1z1+...+cC 2k

die 1te, 2te, ..., (k-1)te Ableitung ausrechnen, z,2’,2",...,2* =1 an der
Stelle xp auswerten und die Resultate=yq, y1, ¥, ..., yr_1 Setzen.
Wir erhalten ein lineares Gleichungssystem in den Unbekannten cy, . . ., cg:

c1z1(xo) + .-+ ek zi(x0) = Yo

c1 zi(azo) + ...+ z,;(:vo) =1

c1 2 (zo) + ...+ cp 21 (w0) = Yo
usw

c1 z%k_l)(xo) 4+t z(k_l)(aro) = Yp_1

Dieses Gleichungssystem hat eine eindeutige Losung
g,...,cp €R.
Damit ist die eindeutige Losung von (71) gegeben durch

gz 4 ...+ 2k

Beispiel. Wir wollen das AWP

20 4 2@ 422" 492 42 2= 0,
20)=1, Z0)=-1, 2"(0)=1, 2"0)=-1, zD0)=1 (72)

16sen.

1.Schritt: Fundamentalsystem. Das charakteristische Polynom ist
PO =N+ X 203 1207 £ A+ 1.

Wir suchen die Nullstellen von P. Da die Koeffizienten dieses Polynoms
ganzzahlig sind und ausserdem der Fithrungskoeffizient=1 ist, sind - einem
allgemeinen Satz folgend - alle rationalen Nullstellen von P ganzzahlig und
Teiler des konstanten Terms.

Konsequenz: Falls P eine rationale Nullstelle hat, dann ist diese ganz-
zahlig und ein Teiler von 1. Damit gibt es die Nullstellen-Kandidaten +1.
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Wir verwenden das Horner Schema.

1 1 2 2 1 1
+ 0 1 2 4
*1 1 2 4 6 7 8

Wir lesen P(1) = 8 ab. Also ist 1 keine Nullstelle von P.
Nun versuchen es wir mit —1.

1] 122 |1]1
+ 0 -1 ]o0] -2 0]
) [1 ] o 210 1o

Also gilt P(—1) =0, dh —1 ist Nullstelle und wir haben ausserdem
PO) = (A= (1) (A 0N +2X 20X +1) = (A — (=1)).(A\* +2X2 +1).
Offensichtlich gilt

M42X2 1=\ +1)2
woraus wegen

M4l=N—10).(\+10)
folgt:

My 1=\ -2\ +i)2
Wir erhalten die Faktorisierung von P:
P\ = (A= (=1)).A =2\ +4)2

Mit den vorhin eingefithrten Bezeichnungen haben wir somit:

e r =1 (da P genau 1 reelle Nullstelle hat, ndmlich -1) und s =1 (da
P genau 1 Paar nicht reeller, konjugiert komplexer Nullstellen hat,
namlich +7),

e K1 =1, da -1 eine 1fache Nullstelle ist, Ko = 2, da +4 2fache Null-
stellen sind,

L4 >\1:_1’
e k1=0,wi1=1,dai=04171=kK1 +i.w; und
e wi =1>0.

Unser Fundamentalsystem hat damit die Gestalt

AT

e e cos(wizx), xe™T cos(wix), e sin(wix), ze 7 sin(wix),

also e 0% cos(1.2), 2% cos(1.z), e** sin(1.z), ze®* sin(1.z),

demnach wegen €? = 1: e %, cosx,z cosz,sinz, x sin .
b ) b )
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2.Schritt: Losungsmenge der ODE bestimmen.
cre” ¥ +cacosx +caxcosx + eqsine + cswsine, c12345 € R
3.Schritt: Losen des AWPs. Dazu miissen wir die lte, 2te, 3te, 4te
Ableitung von
z(x) = c1e”® + cacosx + c3x cosT + ¢y sinx + csrsinz
bestimmen. Wir erhalten inklusive z,
=cie T+ cacosT + c3rcosx + cqsinx + csrsine

= —cje “+ (c3+cq4)cosx + csrcosx + (—cg + ¢5) sinx — czzsinz

()
()

2" (1) = cre™ + (—cg + 2¢5) cosw — czx cos T + (—2c3 — ¢q) sinw — csxsinx
() = —c1e7® 4+ (=3c3 — ¢4) cosx — csrcos T + (ca — 3c5) sinz + cgxsinx
()

2D () = cre ™ + (co —4cs) cosx + czzcos + (4deg + ¢q) sinx + csxsinx

Wir werten an der Stelle xp = 0 aus und setzen das Resultat den
jeweiligen Anfangswerten gleich.

.+ e = z(0) = +1
- + 3 + A = 2(0) = -1
ctT — C2 + 265 = Z”(O) = +1
- — 3c3 — ¢ = 2"0) = -1
a + e — des = 290 = +1

Dieses Gleichungssystem schreiben wir in Matrixnotation und wenden den
Gauss Algorithmus an

1 1 0 0 O 1
-1 0 1 1 0 -1
1 -1 0 0 2 1
-1 0 -3 1 0 -1
1 1 0 0 -4 1
1 1 0 0 O 1 11 0 00 1
0 1 1 1 0 0 01 1 10 0
—-10 -2 0 0 2 0O]l—-100 2 2 2 0
0 1 -3 1 0 0 00 —4 00 0
0 0 0 -4 0 00 0 01 0
11000 1 11000 1
01 110 0 01110 0
-1 00 2 2 2 Of—]00111 0
000 4 4 0 0 0011 0
0 00 01 0 0 00 01 0



Wir lesen die eindeutige Losung ab:
] =1,¢=0,c5=0,c; =0,c5 =0,
und die eindeutige Losung von (72) ist

x— z(x) = cje” " + cycosx + cgrcosT + ¢y sin + cyrsine

=1le"4+0.cosz+0.zcosxz+0.sinxz + 0.xsinz
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11.

Hb.

12.

Stabilitdt. Falls notwendig, transformieren Sie die gegebene ODE
in ein autonomes ODE System erster Ordnung. Bestimmen Sie die
stationdren Punkte des ODE Systems erster Ordnung. Klassifizieren
Sie die stationdren Punkte nach folgendem Schema:

— asymptotisch stabil;

— instabil;

— keine Aussage nach der Stabilitdtsbedingung autonomer System

(Satz 8) moglich.

Y1 = Y2

Yo = —w? sin(y1)

i+ et +ud =0.

T =y — 22 + 2z
y =3y +2* —y
9 Punkte
il + k0|u| + w?u = 0.
4 Punkte
Skalare, lineare ODEs der Ordnung k£ mit konstanten Koef-

fizienten. Eigenwertmethode im homogenen Fall. Ldsen Sie
die folgenden homogenen AWPe.

Ua. i —4u =0, u(0) = 0, u(0) = 1.

Ub. i — 64+ 9u =0, u(0) = 1, (0) = 0.

Uc. i — 6+ 25u = 0, u(0) = 3, 4(0) = 1.

Ud. W — 2ii 41— 2u = 0, u(0) = 0, (0) = @(0) = 1.

Ha. i — 64+ 9u =0, u(0) = 2, 4(0) = 1.

8 Punkte
Hb. 44 9u =0, u(0) =0, u(0) = 1.

8 Punkte
He. i+ 44+ 5u =0, u(0) = 1, w(0) = 0.

8 Punkte

Hd. @ —i+4—u=0,u0)=1u0)=0, 4(0) = 1.
10 Punkte



4.6.2 Ansatzverfahren fiir spezielle rechte Seiten. Beispiele.

In diesem Abschnitt beschéiftigen wir uns mit inhomogenen skalaren,
linearen ODEs hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Dies sind beispielsweise ODEs der Form

i —4u =1, Inhomogenitat = 1,

2x
9

Y — 4y + 4y = €**, Inhomogenitit = e
oder

i+ 1 = cost, Inhomogenitit = cost.

Wir wollen fiir derartige ODEs - die eventuell als AWP formuliert sind
- ein Losungsverfahren kennen lernen, das als

Ansatzverfahren

bekannt ist.

Achtung. Das Ansatzverfahren funktioniert nur fiir spezielle Inho-
mogenitaten. Ein allgemeineres Verfahren - die “Variation der Konstan-
ten” - werden wir spater kennen lernen. In der Praxis erlaubt auch die
Variation der Konstanten nur in wenigen Féllen die Ermittlung einer ex-
pliziten Losung.

F: Fir welche Inhomogenitéaten ist das Ansatzverfahren verwendbar 7

A: Fiir “ansatzfahige Inhomogenitéten” ...

Eine Funktion f ist eine

’ ansatzfahige Inhomogenitat ‘

wenn
f:R—=R, f(xr)=Polynom(z)- e - cos(wz)

oder
f:R—=R, f(x)=Polynom(z)- e -sin(wzx)

mit \,w € R gilt.
Ist f eine ansatzfahige Inhomogenitét der Gestalt

A

Polynom(z) - e - cos(wx)

oder der Gestalt

AT sin(wz)

Polynom(z) - e
mit A\,w € R, so heisst die komplexe Zahl A + iw

“Priifwert von f”.
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.und Summen von ansatzfihigen Inhomogenitaten.

Beispiele.

Die konstante Funktion f : R — R, f(z) = 1, ist eine ansatzfahige
Inhomogenitét, da jede Konstante ein Polynom (nullten Grades) ist
und ausserdem gilt:

f(g;):1:1~1‘1:1-€0'x'COSO.fE,

also

A

f(z) = Polynom(z) - e - cos(wz),

mit A =w =0.
Prifwert = A\ +iw =0+414.0 =0.

Das Polynom f:R — R, f(z) = 14 z*,
ist eine ansatzfahige Inhomogenitét,

f)=14+2*=Q+2Y-1-1=(1+2z e cos(0.2)
= Polynom(z) - € - cos(wz),
mit A =0, w=0.
Priifwert = A+iw=0+1:¢-0=0.

Wir sehen leicht ein:
Jedes Polynom ist eine ansatzfihige Inhomogenitit.
Der Priifwert jedes Polynoms ist 0.

f:R = R, f(t) = (1 —t?)/(1 + t?) ist keine ansatzfihige Inho-
mogenitat.

f:R—=TR, f(t) = cost ist eine ansatzfihige Inhomogenitéit,

f(t) =cost=1-1-cost = 1-e%* cos(1-t) = Polynom(t)-e** - cos(wt),
mit Polynom(¢)=1 (also Polynom nullten Grades), A =0, w = 1.
Prifwert von f = A+iw=0+14-1=1.

f:R =R, f(t) = 42sin(4t) ist eine ansatzfahige Inhomogenitét,

f(t) = 42sin(4t) = 42 - 1 - sin(4t) = 42 - %! - sin(4t)

= Polynom(t) - e

- sin(wt),
mit Polynom(¢)=42 (also ein Polynom nullten Grades), A = 0, w = 4.
Prifwert von f = A+iw =041 -4 = 4.

Wir sehen leicht ein:

Jede Winkelfunktion f : R — R der Gestalt f(t) = Asin(wt) oder

f(t) = Bcos(wt) ist eine ansatzfihige Inhomogenitit.
Prifwert = iw.

100



101

o f:R—R, f(t) =sin(4/]t|) ist keine ansatzfdhige Inhomogenitét.

e f:R =R, f(t) = (1+t+1t2—3t%) - cos(3t) ist eine ansatzfihige
Inhomogenitét,

ft) = (1 +t+t*—3t3 - cos(3t)
=(1+t+t*=3t%) - 1-cos(3t) = (1 +t+1* —3t3) - ™ - cos(3t)

= Polynom(t) - e - cos(wt),

mit Polynom(t)=1 + ¢ + t? — 3t® (also ein Polynom dritten Grades),
A=0,w=3.
Priifwert von f = A+iw=0414-3 = 3i.
e Wir sehen leicht ein:
Jede Funktion f : R — R die das Produkt eines Polynoms und
einer Winkelfunktion in der Gestalt f(t) = Polynom(t) - sin(wt)
oder f(t) = Polynom(t) - cos(wt) ist, ist eine ansatzfahige Inho-
mogenitat.
Prifwert = iw.

e f:R\{-1} — R, f(t) = (sin(¢))/(1 + t) ist keine ansatzfahige
Inhomogenitét.

e f:R—R, f(x) =4e” ist eine ansatzfihige Inhomogenitat,
f(z) =4e* =4-€*-1=4-¢"-cos(0.2) = Polynom(z) - e - cos(wz),
mit Polynom(z)=4 (also ein Polynom nullten Grades), A =1, w = 0.
Prifwert von f = A+iw=1+4-0=1.

e Wir sehen leicht ein:

Jede Ezxponentialfunktion f : R — R der Gestalt f(x) = Ae ist
eine ansatzfihige Inhomogenitit.

Prifwert=\.

e [:R—-R, f(z)= e*” ist keine ansatzfihige Inhomogenitét.

o f:R =R, f(z) = (#2—23)-e7 ist eine ansatzfihige Inhomogenitit,

flx)y=(?—2%) - e®=(@?—2%) - e 1

2

= (22 —2%) - e - cos(0.z) = Polynom(z) - e*

v cos(wz),

mit Polynom(z)=2z% — 23 (also ein Polynom dritten Grades), A = —1,

w = 0.

Prifwert=\A+iw=—-1+4+14¢-0=—1.
e Wir sehen leicht ein:
Jede Funktion f : R — R die das Produkt eines Polynoms und
einer Ezponentialfunktion der Gestalt f(x) = Polynom(x) - e

ist, ist eine ansatzfahige Inhomogenitit.
Prifwert=\.




fR—=R, f(z)= ze~+e igt keine ansatzfahige Inhomogenitéat.

f:R =R, f(z) = 7e*®sin(27) ist eine ansatzfihige Inhomogenitit,
f(z) = 7e*sin(2z) = Polynom(z) - €** - sin(wz),

mit Polynom(x)=7 (also ein Polynom nullten Grades), A =4, w = 2.
Prifwert=A+iw =4+4+1¢-2 =4+ 2i.

Wir sehen leicht ein:

Jede Funktion f : R — R, die das Produkt einer Ezponentialfunk-
tion und einer Winkelfunktion der Gestalt f(z) = Ae cos(wr)
oder f(x) = B e sin(wz) ist, ist eine ansatzfihige Inhomogenitit.
Prifwert=X\ + iw.

f :[0,400[— R, f(z) = 4eV® cos(x?) ist keine ansatzfihige Inho-
mogenitat.
f:R—R, f(x) = (1 —x+2%) e sinz ist eine ansatzfihige Inho-

mogenitat,

A

f(z) =1 —z+ 2% e sinz = Polynom(z) - e - sin(wz),

mit Polynom(z) =1 -z +2*, A= -1, w = 1.
Prifwert=XA +iw = —-1+i-1=—-1+1.

f:R\{£1} = R, f(x) = (& sin(2x))/(1 — x?) ist keine ansatzfihige
Inhomogenitét.

f:R—R, f(x) =In(1 + 2?) ist keine ansatzfihige Inhomogenitiit.

f R\ {M ke Z} — R, f(x) = tan(z) ist keine ansatzfahige
Inhomogenitét.

Aus didaktischen Griinden stellen wir das Ansatzverfahren zunéchst an
Hand von Beispielen vor. Die abstrakte Formulierung des Ansatzverfahrens
erfolgt im néchsten Abschnitt.

Die Vorgangsweise gliedert sich in drei Schritte (bei AWPen sind es vier
Schritte).

1.

Bestimmung der allgemeinen Losung der homogenen ODE.

2. Ansatz fiir eine partikuldre Lésung der ODE.

3. Berechnung der freien Parameter der partikuléren Losung und Er-

mittlung der allgemeinen Losung der ODE.

Bei AWPen: Anpassung der freien Parameter der allgemeinen Losung
an die gegebenen Anfangswerte.

1.Beispiel. @ — 4u = 1.
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1. Die homogene ODE hat die Form 4 — 4u = 0. Von dieser ODE bestim-
men wir die allgemeine Losung mit Hilfe des wohlbekannten Verfahrens.
Charakteristisches Polynom

=p(\) =N —4=0,
ergibt A2 = £2. Beide Nullstellen sind einfach. Die allgemeine Losung
der homogenen ODE hat also die Gestalt

t— up(t) = 1€ + e, 1,09 €R.

2. Die Losung der ODE hat die Form
Up + Up,

wobei uy, bereits im 1.Schritt ermittelt wurde.

uy, beinhaltet zwei freie Parameter c¢1,co € R.

Die Funktion w, ist eine partikulidre Losung der ODE. In Deutsch: w,
ist irgend eine Losung der ODE.

Wir koénnen wu, nicht sofort hinschreiben (das wiirde ja heissen, wir
konnten die ODE auf einen Schlag 16sen).

Beruhigender Weise stellen wir fest:

Es liegt eine ansatzfahige Inhomogenitat vor.
Nun miissen wir einen geeigneten
Ansatz fiir u,

finden.
Fiir den Ansatz gilt die Faustregel: “u, sieht genau so aus wie die
Inhomogenitat”.

Achtung. Diese Faustregel gilt nur fiir ansatzfahige Inhomogenitaten
und muss selbst bei diesen mit Bedacht eingesetzt werden.

Wir stellen fest: Die Inhomogenitét ist eine Konstante - ndmlich 1 - also
ein Polynom vom Grad Null. Entsprechend wéhlen wir fiir den Erstansatz
ebenfalls ein Polynom vom Grad Null.

Erstansatz: u, = A, A € R.

Nun kommt der Priifwert ins Spiel. Da es sich um ein Polynom (vom
nullten Grad) handelt, gilt

Priifwert=0.

Es gilt:



Ist der Priifwert A +iw keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
p, dh gilt
p(A +iw) # 0,

so ist je nach Bezeichnung der Variablen

Ansatz: y,(x) = Erstansatz,
bzw

Ansatz: u,(t) = Erstansatz,

etc.
Ist der Priifwert A + iw eine r-fache Nullstelle (r > 1) des charakter-
istischen Polynoms, dh gilt

pA+iw) =p A +iw)=...=p" VA +iw) =0, p"(A+iw)#£0,

so liegt ein Resonanzfall vor, dh die Inhomogenitéit bewirkt ein ver-
gleichsweise starkes Anwachsen der Losung. Je nach Bezeichnung der
Variablen ergibt sich

Ansatz: y,(x) = 2" - Erstansatz(z),
bzw.

Ansatz: u,(t) = t" - Erstansatz(t),

etc

Im vorliegenden Fall gilt
p(Priifwert) = p(0) = —4 # 0,
also liegt kein Resonanzfall vor, so dass
Ansatz = Erstansatz,

demnach

Ansatz: u, = A, AcR.

3. Wir setzen den Ansatz in die ODE ein, damit wir den noch freien

Parameter A identifizieren kénnen:

up —4up =1
A—4A=1
—4A =1

1
A=—7
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Wir erhalten )
= A = ——
Up 1

und damit die allgemeine Losung der ODE

1
t—u(t) =up(t) +up(t) = 1 +cre® e, ¢, €R.

Ende 1.Beispiel

2.Beispiel. y"’ — 4y +y = e**.

1. Homogene ODE: 3" — 4y’ + 4y = 0.

Charakteristisches Polynom = p(A) = A2 — 4\ +4 = (A — 2)? = 0, also
A1 = 2 und 2 ist eine doppelte Nullstelle. Damit ist die allgemeine Losung
der homogenen Gleichung gegeben durch

x = yp(x) = c1€%" + coxe®. 1, c0 € R.

2. Die Inhomogenitiit der ODE ist eine Exponentialfunktion der Form e*?.

Damit handelt es sich um eine ansatzfahige Inhomogenitét.
Erstansatz: y,(z) = Ae?®, A € R.
Wir stellen fest:
Priifwert=2.
Es gilt:
p(Priifwert) = p(2) = 0.

Damit ist der Priifwert eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms,
es liegt somit ein Resonanzfall vor, dh der Erstansatz muss modifiziert
werden.

Dazu miissen wir die Vielfachheit der Nullstelle 2 ermitteln. Diese
Vielfachheit ist uns vom 1.Schritt her bekannt: 2 ist eine doppelte Null-
stelle, dh r = 2.

Wir erhalten

Ansatz: y,(x) = 2" - Erstansatz(z) = 2? - Ae* = Az?e?®.

3. Wir setzen den Ansatz in die ODE ein, damit wir den noch freien
Parameter A identifizieren konnen. Dazu bendétigen wir die ersten zwei
Ableitungen von .

() = AzZe?®
yp(z) = A- (2z + 222)e* = 2A - (z + 2%)e*®
yo(x) = 24 (14 2z + 2z + 22°)e*” = 2A - (1 + 4 + 22%)e™
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und damit

Yy, — 4y, + 4y, = e

2A - (1 +4x 4 22%)e*™ —4- (2A - (x + 12)e*®) + 4 - Aze® = &2
2A- (14424 22%) —4-(2A- (x +2%)) +4-Az? =1
2A + 8Ax + 4Ax? — 8Ax — 8A2” + 4A2° = 1

24 =1
1
A==
2
Wir erhalten )
yp(a?) — 53726236,

und damit die allgemeine Losung

1
z—y(x) =yp(x) +yp(z) = 5%’28236 + 1% + coxe®®, 1, c0 €R.

3.Beispiel. AWP. ii + 20 + 2u = 2, u(1) = 0, u(1) = 1.

1. Homogene ODE: i + 21 + 2u = 0.
Charakteristisches Polynom = p(\) = A2 4+ 2\ 4 2 = 0 ergibt

Ao =—1+i,

also die zwei einfachen Nullstellen —1 4+ 4. Die allgemeine Losung dieser
homogenen ODE ist somit

t

t = up(t) = cre ' cost + coe tsint, c,co € R.

2. Die Inhomogenitdt der ODE ist ein Polynom vom Grad 2, also eine
ansatzfahige Inhomogenitat.
Erstansatz: u,(t) = A+ Bt + Dt?, A, B,D € R.
Der Priifwert jedes Polynoms ist Null. Also
p(Priifwert) = p(0) = 2 # 0,
demnach liegt kein Resonanzfall vor, also

Ansatz = Erstansatz,

dh
uy(t) = A+ Bt + Dt*.



3. Wir setzen den Ansatz in die ODE ein. Dazu benétigen wir die ersten
beiden Ableitungen von wu,,.

uy(t) = A+ Bt + Dt?
Uy (t) = B+ 2Dt
Uy(t) = 2D,

und damit

Uy + 2ty + 2uy, = 2
2D +2-(B+2Dt)+2- (A+ Bt + Dt?) = t*
2Dt + (2B +4D)t + (2A4+2B+2D) =t>=1-1>+0-t + 0,

woraus wir durch Koeffizientenvergleich ein lineares Gleichungssystem er-
halten

2D =1
2B+4D =0
2A+2B+2D =0,

das wir sukzessive Auflosen konnen:

1
D=g, B=-2D=-1 A=-B-D=1- =_

2 2
Damit ist
=L 14l
u == — =
P 2 9 )
und wir erhalten die allgemeine Losung der ODE
12 1 . .
t—u(t) = up(t) +up(t) = 3 —t+§+cle cost+coe “sint, c1,c0 € R.

4. Nun passen wir die freien Parameter der allgemeinen Losung den An-
fangswerten an. Dazu berechnen wir die erste Ableitung von u.
t2 1 _t .
u(t) = 5~ t+ 3 + cre” " cost + cae” sint,
w(t) =t —1+ (cg —c1)e tcost + (—cy — ca)e sint

Wir werten v und @ an der Stelle ¢t = 1 aus und setzen die resultierenden
Terme den entsprechenden Anfangswerten gleich.

cle_1 cosl + 626_1 sinl =1

c1-(—eteosl —etsinl) +cy- (e tcosl —etsinl) =1
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Wir erhalten

cicosl+cosinl =e

c1-(—cosl—sinl)+cy-(cosl —sinl) =e
Addieren wir die erste Gleichung zur zweiten so ergibt sich

cicosl+cosinl =e

—cysinl + cocosl = 2e

Multiplikation der ersten Gleichung mit sin 1, Multiplikation der zweiten
Gleichung mit cos1 und Addition der resultierenden Gleichungen unter
Ausniitzung der Beziehung cos? 1 + sin? 1 = 1 ergibt

cg=-e-(sinl+2cosl)=5,2247...,
und in dhnlicher Weise erhalten wir
cp=c¢€-(cosl—2sinl)=-3,1060....

Damit ist die eindeutige Losung unseres AWPs gegeben durch

2

t 1
t—u(t) = 5 t+ B + (cos1—2sin1)e!~tcost + (sinl+2cos1)e! Fsint.

4.Beispiel. i+ 1 =1+ cost.

1. Homogene Gleichung: i + @ = 0.

Charakteristisches Polynom = p(A\) = A2+ X = X-(A+1) = 0, also hat p
die einfachen Nullstellen A\; = 0 und Ay = —1. Die allgemeine Losung der
homogenen ODE ist somit

t = up(t) =c +ce”?, c1,c2 €R.
2. Die Inhomogenitét ist die Funktion ¢ +— 1 4 cost. Damit ist die Inho-
mogenitat nicht ansatzfahig. Andrerseits ist sowohl die konstante Funktion

t — 1 als auch die Funktion ¢t — cost eine ansatzfiahige Inhomogenitéat, dh
unsere ODE hat die Gestalt

i+u = fi(t) + fa(t),

wobei f1, fo ansatzfahige Inhomogenitéten sind.
In dieser Situation hilft das



Superpositionsprinzip. Ist I ein Intervall, ist £ € N, £k > 1, sind
ag,--.,ap_1 : I — R stetig und sind f1, fo : I — R stetig und gilt
ausserdem:

Die differenzierbare Funktion y; : I — R ist Losung der linearen ODE

y®) + a1 (@)y* Y+t a(2)y + ao(2)y = fil),

und die differenzierbare Funktion ys : I — R ist Losung der linearen
ODE

y® fap 1 (@)yF Y 4+ a(2)y + ao(z)y = folz).
Dann ist y; + y2 Losung der linearen ODE

y P 4 a1 (@) F Y + a2y + ao(a)y = fi(z) + fola).

Bemerkung. a) Ein entsprechendes Superpositionsprinzip gilt auch fiir
lineare ODE Systeme.

b) Das Superpositionsprinzip gilt auch fiir mehr als zwei Summanden,
dh sind mit den obigen Bezeichnungen y1,...,%y; Losungen der linearen
ODEs y® + ... +ap(x)y = fi(z), ..., ¥ + ...+ ao(z)y = fi(x), so ist
y1 + ...+ Losung der ODE y®) 4 .. +ag(2)y = fi(z) + ...+ fi(z).
Fin entsprechendes Resultat gilt auch fiir lineare ODE Systeme.

Mit Hilfe des Superpositionsprinzips erkennen wir: Ist u,; eine partikulédre
Losung von i+ = 1 und ist w2 eine partikuldre Losung von @41 = cost,
S0 ist u, = up1 + up2 eine partikulare Losung von i + 4 = 1 + cost.

3a. 4+ = 1. Die Inhomogenitat ist als Polynom nullten Grades
ansatzfahig.

Erstansatz: up(t) = A, A€ R.
Der Priifwert jedes Polynoms ist 0. Wir berechnen
p(Priifwert) = p(0) = 0,

also liegt ein Resonanzfall vor. Von 1. wissen wir, dass 0 eine einfache
Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, dh r = 1.

Ansatz: up(t) = t" - Erstansatz(t) = t1 - A = At.

Um w1 in die ODE 4 + 4 = 1 einsetzen zu konnen, benétigen wir die
ersten beiden Ableitungen von wy;.

U,pl (t) = At
’U,i,l (t) =A
ui,;l (t) =0.
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Wir erhalten
Upl + Up1 = 1
0+A4=1
A=1,
und damit
up(t) =t.
3b. i+ u = cost. Die Inhmogenitét ist als Winkelfunktion der Gestalt
cos(wt) mit w = 1 ansatzfahig.
Erstansatz: up(t) = Bcost + Dsint.
Der Priifwert ist iw =4 -1 = 4. Wir berechnen
p(Priifwert) = p(i) # 0,

da nach 1. die einzigen Nullstellen des charakteristischen Polynoms durch
0 und 1 gegeben sind. Somit liegt kein Resonanzfall vor und damit gilt

Ansatz = Erstansatz: ups(t) = Bcost + Dsint.

Um up2 in die ODE i + 4 = cost einsetzen zu konnen, benotigen wir
die ersten beiden Ableitungen von uy. Wir erhalten

Upg = Bcost + Dsint
up2 = D cost — Bsint
Upo = —Bcost — Dsint,
und damit
Up2 + Upz = COST
(=Bcost — Dsint) 4+ (D cost — Bsint) = cost
(D — B)cost — (B+ D)sint =cost =1-cost+0-sint,

woraus wir durch Koeflizientenvergleich das lineare Gleichungssystem

-B+D=1
—-B-D=0
erhalten, dessen eindeutige Losung offensichtlich gegeben ist durch
1 1
B=——- D=-_—.
2 2

Damit erhalten wir

(£) = — % cost + - sint
upa(t) = =5 cost + S sint.

4.Ende Die allgemeine Losung der ODE ist
E ut) = up(t) + unt) = (pt (8) + upa(8)) + un ()

1 1
=t — §cost+§sint+01+02€_t, c1,c2 € R,



4.6.3 Ansatzverfahren fiir spezielle rechte Seiten. Allge-
mein.

Wir betrachten die skalare, lineare, inhomogene ODE mit konstanten Ko-
effizienten
y W + a1y * D 4+ ary +agy = f(w),

wobei k € N, k> 1, ag,...,ar_1 € R, und

f eine ansatzfahige Inhomogenitéit oder die Summe ansatzfahiger Inho-
mogenitaten

ist.
1. Wir betrachten die homogene ODE
2B 4 ak_lz(k_l) +...+a7 +agz =0,

bestimmen die Nullstellen samt Vielfachheiten des charakteristischen Poly-
noms
p(AN) =N+ ap N+ ah + ao,

und ermitteln daraus die allgemeine Losung der homogenen ODE

Yyp =cC121 + ...+ Ccpzk, C1,...,cp € R.

2. Wir bestimmen fiir die ansatzfahige Inhomogenitét f (oder, wenn f die
Summe mehrere ansatzfahiger Inhomogenitéiten ist: fiir jeden einzelnen
Summanden von f) den

Erstansatz

entsprechend der folgenden Tabelle
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Inhomogenitét

Erstansatz

A

a+ax+ ...+ asx’

A+ Az + ... Agx?®

aez\x

Ae/\x

(a+ a1z + ...+ asz®)e’

(A+ Ay + ... Agx®)el®

a cos(wx)

B cos(wx) + D sin(wz)

bsin(wz)

B cos(wx) + D sin(wz)

(a+ a1z + ...+ asz®) cos(wz)

(B+ Biz + ...+ Bsz®) cos(wzx) + ...
oot (D4 Diz+ ...+ Dgx®)sin(wz)

(b+bix+ ...+ bsz®)sin(wx)

(B+ Biz + ...+ Bsz®) cos(wz) + ...
oot (D4 Dz + ...+ Dgx®)sin(wz)

a cos(wzx)e (B cos(wx) + Dsin(wz))er®
bsin(wx)el” (B cos(wz) + Dsin(wz))er®
(a+ a1z + ...+ asx®) cos(wz)e® M [(B+ Bix + ...+ Ber®) cos(wz) + . ..
oo+ (D+ D1z + ...+ Dgz®) sin(wz)]
Az

(a4 a1z + ...+ asz®) sin(wx)e

e (B + Byxz + ... + Byz®) cos(wz) + . ..

oo+t (D4 Dix + ...+ Dsz®) sin(wz)]

Bemerkung. In dieser Tabelle sind die mit A, B, D, Ay, ..

. Ay, B, ..

bezeichneten Zahlen noch freie Parameter, die in einem weiteren Schritt

- namlich im 3. - bestimmt werden.

Danach bestimmen wir, ob P(Priifwert) # 0 oder P(Priifwert) = 0.

e Falls P(Priifwert) # 0, dann gilt

Ansatz = Erstansatz.

e Falls P(Priifwert) = 0, so liegt ein

Resonanzfall

vor. Wir ermitteln an Hand der Erkenntnisse von 1. die

Vielfachheit der Nullstelle Priifwert.

. By, D1,...

; Dy



Dieseist r, r € Nund r > 1. Der Erstansatz muss modifiziert werden.
Je nach Bezeichnung der Variablen ergibt sich

Ansatz: y,(x) = 2" - Erstansatz(x),
bzw
Ansatz: u,(t) = t" - Erstansatz(t),
etc
Allgemeine Losung der ODE:
z—y(x) =yp(x) +yn(x), oder t+— u(t)=uy(t)+un(t), etc.
3. Der in 2. gefundene Ansatz fiir y, beinhaltet noch unbekannte Param-

eter, etwa A, B, D,.... Diese Parameter werden dadurch bestimmt, dass
yp in die ODE eingesetzt wird.

P+ ap_y® Y by + aoy = f(2),

woraus wir durch Koeffizientenvergleich ein lineares Gleichungssystem
(eventuell nur eine Gleichung) in den unbekannten Parametern (eventuell
ist es nur ein unbekannter Parameter) erhalten.

Dieses lineare Gleichungssystem ist stets eindeutig losbar.

Wir l6sen dieses lineare Gleichungssystem nach den unbekannten Pa-
rametern auf und setzen die Losungswerte in den Ansatz fiir y, ein.
Wir erhalten die allgemeine Losung in der Form

z—y(r) =yp(z) +azi(z) + ... +cpzp(x), c1,...,cp €R. (73)

4. Falls ein AWP der Form

y®) + a1y 4+ ay +agy = fla),

y(xo) =yo, ¥'(xo)=w1, ...y (wo) =m—1 (74)
mit yo,...,yx—1 € R und zg € R zu l6sen ist, so werden die in 3. unbes-
timmt gebliebenen Zahlen cy,...,c; € R dadurch bestimmt, dass wir das

lineare Gleichungssystem

75
76

y(xo) = yp(xo) + c121(z0) + . .. + crzr(xo)
Y (x0) = yp(x0) + 121 (o) + - .. + crzp,(0)

Yo
Y1

(
(

7

)
)
)
78)

(
(k (

y "D (w0) = yF D (wo) + eref" Y (wo) + .+ erzl V(o) = pros

nach ci,...,c; € R auflésen.

Bemerkung. Das lineare Gleichungssystem (75) - (78) besitzt eine ein-
deutige Losung.

Die so ermittelten Werte werden in (73) eingesetzt.

Wir erhalten somit die eindeutige Losung des AWPs (74).
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13. Ansatzverfahren skalare, lineare ODEs hoherer Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Bestimmen Sie mit dem Ansatzver-
fahren die allgemeine Losung folgender ODEs.

Ua. ii+u=1.
Ub. il + 4u = cos(2t) — sin(2t).
Uc. ii+a=1.

Ud. i+ @ = cost.
Ha. v — 4y + 3y = x cosx + 2sinx.
10 Punkte
Hb. v +y = 3cosx.
10 Punkte
14. Ansatzverfahren skalare, lineare ODEs hoherer Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. AWP. Losen Sie mit dem Ansatzver-
fahren folgenden AWPe.
Ua. ii+u4u=1+¢€. u(0) =1, u0) =
Ub. il + @ + 4u = cos(2t) — sin(2t). u(0
1

=0, u(0) = 1.
Ha. v" 4+ 2y +y=¢e"+ze*. y(0)=1,4(0) =

—7/4.
12 Punkte
Hb. 4" —3y" +3y —y =1523 + 5.
y(0) = =905, y/(0) = —540, y”(0) = —270.
12 Punkte



5 Numerische Verfahren fur ODE Sys-
teme der Ordnung 1

Die meisten ODEs sind nicht explizit 16sbar, dh es gibt fiir die meisten
ODEs keine “Losungsformel” in die nur ein Wert x eingesetzt werden muss
und sich der Funktionswert y(x) der Losung ergibt.

Aber auch wenn eine Losungsformel verfligbar ist - etwa bei linearen
Systemen mit konstanten Koeffizienten und speziellen Inhomogenitéaten -
ist die Anwendung der Losungsformel (genauer: des Losungsalgorithmus)
in den meisten Fallen problematisch, da zB Eigenwerte von Matrizen er-
mittelt werden miissen, was exakt nur in den seltensten Fallen moglich
ist.

Andrerseits ist es in der iiberwiegenden Mehrzahl der Falle gar nicht
notwendig, die Losung an einer Stelle exakt zu kennen. Bei den allermeis-
ten Anwendungen interessiert ein hinreichend genauer Naherungswert.

Beispiel. Das AWP 3/ = y, y(0) = 1 konnen wir sofort “explizit” 16sen:
y(xr) = €. Wenn uns y(0.234) interessiert, so kénnen wir sofort hin-
schreiben

y(0.234) = %234,

doch eigentlich interessiert uns viel mehr die Frage, “wie gross” y(0.234)
“ungefahr” ist.
Wir greifen zum Taschenrechner und erhalten

(0.234) = %234 = 1.2636449 . . .,

wobei uns “...” eher kalt ldsst, weil wir den Funktionswert mit hinre-

ichender Genauigkeit ermittelt haben.

Was uns interessiert ist

e cine Methode, mit der wir die Losungsfunktion eines AWPs fiir ein
ODE System erster Ordnung an einer gegebenen Stelle x zumindest
naherungsweise berechnen konnen,

e verfeinerte Methoden, mit denen wir die Genauigkeit der Funktions-
berechnung beliebig erhohen kénnen.

Die hier angesprochenen Methoden sind “numerische Verfahren”, weil
sie es erlauben, einen “numerischen Wert” (und nicht etwa einen abstrakten
Wert) in Form einer Dezimaldarstellung auszurechnen.

Da wir nur Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division exakt
ausfiihren konnen (zumindest in beschranktem Rahmen - versuchen Sie
einmal e+ 7 auszurechnen), bestehen die hier interessierenden numerischen
Verfahren darin, aus den gegebenen Daten eines AWPs einer ODE mittels
der Grundrechnungsarten Naherungswerte fiir die Losung eines an einer
Stelle x zu ermitteln.
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Bemerkung. Diese Vorgehensweise ist nichts Neues. Wenn zB mit dem
Taschenrechner “sin(1)” ausgerechnet wird, lduft ein Programm ab, das
aus dem Input “1” mit den Grundrechnungsarten eine Zahl ermittelt, die
im Rahmen einer gewissen Genauigkeit sin(1) entspricht. Also verwenden
wir immer numerische Verfahren, wenn es um die Auswertung elementarer
Funktionen (ausser rationaler Funktionen) geht.

Wir wollen in diesem Kapitel drei numerische Verfahren vorstellen. Die
Darstellung ist sehr kurz gehalten. Weiterfiihrende Diskussionen erfolgen
in entsprechenden LVen, zB in “Numerik fiir Ingenieure”.

Bei den Verfahren handelt es sich um

e das explizite Eulerverfahren, das sehr leicht verstandlich ist,

e das implizite Eulerverfahren, das in den vielen Féllen zuverlassiger
als das explizite Eulerverfahren ist,

e das klassische Runge-Kutta Verfahren, das in Standardsituationen
zuverlassige und genaue Resultate liefert und zur Standardausstat-
tung von ODE-Solvern gehort.

Bei allen Verfahren sollen die grundlegenden Ideen vermittelt werden.
Wir betrachten in allen Fallen ein AWP der Gestalt

g, = F(él?,@j), 27(0) =%, TE€E [OaX]v (79)

wobei X € R, 7: [0, X] = R", n € N, n > 1 und - der Einfachheit halber
- angenommen wird, dass F : R"T! — R” stetig partiell differenzierbar ist.

—

Der “Startvektor” g ist aus R”.

Ziel der numerischen Verfahren: Fiir spezielle, endlich viele Argu-
mente
O=zg<zr1<22<...<2Ny <2aN3+1 =X

“apprxomivative” Werte

R I ), N —N+1
o=Y,Y,Y,---5 Y Y
mittels Grundrechnungsarten aus den Daten gy, F' und aus zg, ..., Tni1

so zu bestimmen, dass

:171 ~ g<x1)7 g’? ~ g<$2)7 ey gN-i—l ~ ?j(ﬁfN-H),

wobei ¢/ : [0, X] — R die eindeutige Losung von (79) ist.

Bemerkung. Verfeinerte numerische Verfahren passen sowohl Anzahl
N als auch Platzierung zq,...,xny11 der Argumente den Daten der ODE
in sukzessiver Weise an (“Schrittweitensteuerung”). Die Besprechnung de-
rartiger Verfahren sprengt den Rahmen dieser Vorlesung.

Statt dessen nehmen wir an, dass es sich bei den Punkten xg, ..., zn+1
um ein
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“dquidistantes Gitter”
handelt, dass also
h=x1—20=T9— 21 =T3—Tog=...= TN+l — TN
gilt. Wir erhalten
X=X-0=znp1—20= (zny1—2N)+(xny—2N_1)+(z1—20) = (N+1)-h,

demnach
b X
CN+1

Demnach gilt im Folgenden stets
xp="hk, k=0,...,N+1.
Bei den vorgestellten Verfahren handelt es sich um
Einschrittverfahren mit fester Schrittweite h,

dh jedes der Verfahren besteht aus zwei Teilen:

1. Fixierung des Startvektors

7 = o

2. Ist #*, k=0,..., N + 1 bekannt, so ergibt sich 7*t! aus der

einstelligen Rekursionsformel

FH =7 + ®(ay, 7, F; h).

Bemerkung. a) Das ganze know-how des numerischen Verfahrens steckt
in der Funktion ®.
b) Die hier besprochenen numerischen Verfahren liefern Naherungswerte
fiir die Losung von (79) an den Stellen xg,...,xy4+1. Mitunter besteht
Interesse an einem Néaherungswert fiir (z) an einer Stelle

TF Loy TNLT-

Es erscheint demnach sinnvoll, die gefundenen Naherungswerte zu einer
Naherungsfunktion
Wy, ¢ [0, X] — R"”

zu erweitern. Am einfachsten geschieht dies durch lineare Interpolation:
@i (x) = 0(z) - G + (1= 0(x)) - /M, o<z <X,
Wy (X) = g,
wobei
[/h] =max{k € Z:k < (z/h)}, O(x)=][x/h]+1—(x/h)

flir 0 < z < X folgende Eigenschaften haben:



e 0<[z/h] <N,
e <<,

c¢) Unter geeigneten Zusatzbedingungen gilt

li @1 (+) = @), @ € 0,X], (30)
d) Gleichung (80) wird gerne zum - nur bedingt giiltigen - Anlass genom-
men, um zu sagen:

“Einen besseren Naherungswert erhalte ich, wenn ich A kleiner mache.”

Diese Aussage ist nur dann giiltig, wenn
1) der Grenziibergang h | 0 monoton ist,

2) der Rechner, auf dem das Verfahren lauft, mit beliebiger Genauigkeit
rechnet.

1) wird in der Praxis mangels Alternativen gerne iibergangen, 2) ist ein
echtes Problem, da bei zu kleiner Wahl von A unerwiinschte Rundungs-
fehler die Approximationsgiite der gefundenen Losung )y, schlechter wer-
den lasst.

5.1 Das explizite Eulerverfahren

Warum konnen wir (79) nicht “einfach 16sen” 7 Weil wir zB fiir x = 0 zwar
den Wert Funktion kennen (%(0) = %) und aus (79) auch die Ableitung

—

7'(0) = F(0, o),
an der Stelle x = 0 ausrechnen kénnen, aber sonst nichts weiter iber den
Funktionsverlauf im Intervall [0, ] wissen - es gibt ndmlich unendlich viele
Funktionen, die fir x = 0 den Wert 7y annehmen und deren Ableitung
gleich ﬁ(O, Jo) ist.
Andrerseits wissen wir von der Theorie der Taylorreihen, dass wir mit
Hilfe von Funktionswert und Ableitung eine lineare Approximation an die

Funktion finden konnen.
Nach dieser Formel gilt

Wir erhalten speziell fiir x = h,
§(h) % o+ h - F(0, §o)-
Es liegt wegen dem beabsichtigten ¢(h) ~ ¢ nahe,

7t =G0+ h- F(0,%)
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zu setzen.
Wir konnen weiterfortfahren und die Taylorformel auf dem Intervall
[h, 2h] einsetzen:

j@) = g(h) + (x = h) - ' (h) = §(h) + (z — h) - F(h, §(h)). (81)

Anders als beim ersten Schritt ist hier das Problem, dass wir (k) nicht
kennen. Statt dessen haben wir nur den Niherungswert if(h) ~ ¢ zur
Verfiigung.

Also konnen wir nur diesen verwenden. Wir erhalten

§(h) + (& = h) - F(h,(h) = §" + (x — h) - F(h,5").
Wegen (81) ist zu hoffen, dass zB fiir x = 2h gilt
g(2h) = G+ b F(h, 7).
Wegen dem erwiinschten 7(2h) = 72 liegt es nahe,
7 =g +h Fhg)

zu setzen.

Allerdings miissen wir unter Umsténden damit rechnen, dass 32 “weiter
von #(2h) entfernt” ist als 3! von #(h).

Setzen wir diese Argumentationsfolge weiter fort, so erhalten wir ohne
viel Miihe

J((k+1h) ~ " =g + b F(kh,5"), 0<k<N

also mit x;, = kh,

Wir erhalten

Explizites Eulerverfahren.

Beispiel. ¢ =y, y(0) =1, z € [0, 3]. Hier ist F(z,y) = y.

Sei zunachst N = 3. Dann ist

Wir erhalten
o y=y=1



o Yt = yF + b F(hk,y%) = o + ¥ = (1 + h)y" = 175 -4,
k=0,...3.
Also, wenn wir - was im vorliegenden Fall méglich ist - die ODE exakt
losen und die Daten miteinander vergleichen, so erhalten wir

z = hk y(zr) y*
0 1.0000. .. 1.0000. . .
0.75 2.1170... 1.7500. ..
1.5 4.4816. .. 3.0625. ..
2.25 9.4877. .. 5.3593. ..
3 20.085. .. 9.3789. ..
Setzen wir N = 100, so erhalten wir
X 3
~ =100 0.03
und es ergibt sich das Schema
o y=y=1
o yFt = yF + b F(hk,y*F) = y* + hy* = (1 + h)y* = 1.03 - ¢,
k=0,...,100.

Wir vergleichen die Resultate mit MATLAB.
Dazu legen wir ein file “rhs.m” an, in dem die rechte Seite der ODE
erfasst wird.

function u = rhs(x,y)
u=y;

Dann schreiben wir ein Programm “expleul.m”

X=3;
N=3;
yo=1;
h=X/(N+1);
y=zeros(N+2,1);
y(1)=yO0;
for k=1:N+1
y (k+1) =y (k) +h*rhs (h*k,y(k)) ;
end

In diesem Programm ist N = 3 gesetzt. Wir starten dieses Programm,
plotten das Resultat und speichern die Grafik ...

> > expleul;
> > x=[0:3/4:3];
> > plot(x,y);
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> > hold on;

weil wir danach das Programm mit N = 100 laufen lassen und die resul-
tierende Kurve im gleichen Bild plotten.

Editieren der Grafiken und Einlesen des Graphen der Exponentialfunk-
tion ergibt folgendes Bild.

20+ -O- N=3 -
—0- N=100
Lo — L"osung
18| Explizites Euler- Verfahren s
versus
16 exakte L"osung 7

14

10

e, w, (x)

Wir sehen, dass im vorliegenden, einfachen Fall eine Verkleinerung der
Schrittweite h tatsdchlich eine Verbesserung der Approximationsgiite be-
wirkt.

Beispiel. v = 22 + 42, y(0) = 1. Hier ist F(x,y) = 22 + ¢

Hier muss ein sinnvolles Intervall [0, X] erst ermittelt werden. Die
wieder mit MATLAB gefundenen Resultate fiir unterschiedliche Werte von
N deuten darauf hin, dass sich in der Ndhe von x = 1 eine Singularitét
befindet. Das explizite Eulerverfahren lautet,

oy =1,

i yk+1:yk+h((hk)2+(yk)2)a kZO,...,N,

wobei N, X, h wie folgt gewahlt wurden.

N X h

3 15 1.5/4
10 1.2 1.2/11
20 1.1 1.1/21
50 | 1.02 | 1.02/51
100 | 0.99 | 0.99/101

121



Das file “rhs.m” wurde modifiziert:

function u = rhs(x,y)
u = x.72+y.72;

70

0

60

zzzzz

¢t

50

40

30

101

5.2 Das implizite Eulerverfahren

Das explizite Eulerverfahren hat den Vorteil, leicht verstéandlich und ein-
fach programmierbar zu sein.
Der Nachteil vom expliziten Eulerverfahren ist, dass es unter Umsténden
unsinnige Resultate liefert, siche Ubungen.

Ein stabileres Verfahren ist das implizite Eulerverfahren.

Betrachten wir das AWP (79), so kénnen wir dieses durch Integration
auf folgende Gestalt bringen:

—

#(x) = o + /0 " F(s.ii(s) ds. z € [0.X] (52)
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Aus dieser Darstellung enthalten wir sukzessive
h —
70 =i+ [ Fls,5(s)) ds
0
2h |
gem) =g+ [ Fs.gs) ds
0

h 2h
— o+ /0 F(s,§(s)) ds + /h F(s,7(s)) ds

3h

2h
:g0+/0 F(s,(s)) ds+/2h F(s,§(s)) ds

3h

— e+ [

—

F(s,4(s)) ds

also
(k+1)h

J((k + 1)h) :g(k:h)+/kh Fls,j(s))ds, k—=0,... N. (83)

Die entscheidende Frage ist nun:

Wie approximieren wir das Integral 7

Eine Idee ist: Durch eine Treppenfunktion, etwa,

(k+1)h ~
/kh F(s,9(s))ds ~ h-F(s«,5(5+)), 8« =5«(k) € [kh,(k+ 1)h].

Doch wie wéhlen wir s, (k) ?
Hier bieten sich zwei Moglichkeiten an:

e s.(k)=linker Randpunkt des Intervall, als s, (k) = kh.
e s.(k)=rechter Randpunkt des Intervall, als s.(k) = (k + 1)h.

1.Fall: s.(k) = kh In diesem Fall erhalten wir fiir £ = 0,

h
§(h) = o + /0 F(s, i(s)) ds
~ go + h - F(0,7(0))

also wird nahe gelegt,
7' =7 +hF0,7°)
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zu setzen. Wir erhalten damit den ersten Schritt vom exliziten Eulerver-
fahren. Fiir k = 1 approximieren wir weiter

—

2h
zmm:m+£ F(s, 5(s)) ds
h 2h
- /0 F(s,gi(s)) ds + /h F(s,gi(s)) ds

=i+ [ " Bs. i(s)) ds
~ §i(h) + h - F(h,j(h))
~ g+ he F(h, ),
und es ist nahe liegend
7 =3 +h-F(h,i")

zu setzen. Wir erhalten somit den zweiten Schritt vom expliziten Fulerver-
fahren.

Setzen wir die Vorgehensweise fort, so stellen wir fest, dass

s«(k) = kh dem expliziten Eulerverfahren entspricht.

2.Fall: s,(k) = (k+ 1)h Eine ganz &hnliche Argumentation wie im 1.Fall
ergibt das

Implizite Eulerverfahren.

o ¥ =

o L= 4+ h. F(hk + h, ).

Bemerkung. a) Im Gegensatz zum expliziten Eulerverfahren liegt die
entscheidende Gleichung

=+ b F(hk + b, i) (84)

nicht in der Form 7**! = ¢ + ® (a4, 7%, F; h) vor. Statt dessen ist 711
“Implizit” durch (84) definiert. Die Klarung der n&dheren Umsténde, wann
(und wie) 7**! aus (84) ermittelt werden kann, sprengt den Rahmen dieser
VL.

b) Die Verhéltnisse liegen bei linearen ODEs wesentlich einfacher. Deswe-

gen beschranken wir uns in unserer Diskussion auf diese.

Beispiel. ¢ =y, y(0) =1, x € [0, 3]. Hier ist F(z,y) = y.
Der entscheidende Schritt von (84) hat die Form

YL = kRt

k+1

Wir kénnen nach y®* auflosen und erhalten das Schema
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o 0 =1.

k+1 _ yF
[} Z/ = ij:7{.

Natiirlich muss hier h # 1 sein.

Wir implementieren dieses Verfahren fiir unterschiedliche Werte fir N
in MATLAB. Dafiir legen wir ein file “impleull.m” an, das zB fiir N = 10
die Form hat

X=3;

N=10;

yo=1;

h=X/(N+1);

y=zeros(N+2,1);

y(1)=y0;

for k=1:N+1
y(k+1)=y(k)/(1-h);

end

Die Resultate der Berechnungen fiir N = 10, 20, 30, 50, 100 sind in der
folgenden Grafik fest gehalten.

40

N=10 o)
—5 N=20 !
—% N=30 !

— €
N=50
N=100

ex,vvh(x)
S
T

Die Losung wird durchgehend iiberschétzt, die Approximationsgiite
nimmt mit steigendem N, also mit fallendem h, zu.

Beispiel. Wir betrachten das lineare ODE System

() =(5)=(50)-(0)



mit dem Anfangswert
(9)-(3)
y2(0) 0 )"

mit der offensichtlichen Losung

yi(x) \ [ cosz
yo(z) ) \ sinz )’
Der entscheidende Schritt beim impliziten Eulerverfahren lautet

0 1
pian (00

den wir auch in der Form
L =h \ k1 _ ok
( P ) g =y (85)

schreiben konnen. Fiir theoretische Zwecke ist es giinstig, aus dieser Gle-
j**1 explizit zu berechnen:

ichung y
1 1 h
o+l ok

weitere Beispiele dazu in den Ubungen.

Bei der numerischen Umsetzung mit MATLAB verwenden wir nicht
diese explizite Losungsdarstellung, sondern tiberlassen es MATLAB, mit
dem Gleichungssystem (85) fertig zu werden. Das entsprechende file heisst
”impleul2.m”.

X=3;

N=70;

y10=1;

y20=0;

h=X/(N+1);

y=zeros (N+2,2);

y(1,1)=y10;

y(1,2)=y20;

A=1[1-h; h1];

for k=1:N+1
y(k+1, )=(A\(y(k,:)’))’;

end

Die Resultate der Berechnungen fiir N = 30,50,70 fiir y; und der
Vergleich mit cos ist der folgenden Grafik zu entnehmen.
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5.3 Das Runge Kutta Verfahren

Es gibt mehrere Runge Kutta Verfahren. Das hier besprochene Verfahren
ist das klassische Runge Kutta Verfahren.

Bei diesem Verfahren handelt es sich um ein “Verfahren 4.Ordnung”.

Wir unternehmen keinen Versuch, diesen Terminus genauer zu erklaren.

Wichtig ist: in Standardsituationen zeichnet sich das klassische Runge
Kutta Verfahren durch hohe Genauigkeit aus und kann getrost als “das”
Standardverfahren bezeichnet werden.

Wir wollen uns die - im Vergleich zu den Eulerverfahren umfangreichen
- Berechnungsschritte veranschaulichen.

Dazu kehren wir zur Integralformulierung (83) zurtick:

(k+1)h _
J((k+ 1)h) = g(kh) + /kh F(s,4(s)) ds. (86)

Das Integral konnen wir nicht berechnen, da wir ¢ im Intervall [kh, (k+
1)h] nicht kennen (und selbst wenn, dann miissten wir schon Gliick haben,
wenn wir eine Stammfunktion explizit angeben und diese auch noch exakt
auswerten konnten).

Wir kénnen nur versuchen, das Integral ndherungsweise auszuwerten.

Wiéhlen wir wie in den letzten Kapiteln eine Approximation mit Trep-
penfunktionen, so erhalten wir die Eulerverfahren.

Eine in vieler Hinsicht genauere “Quadraturformel” - das ist eine Formel
die es erlaubt, ein bestimmtes Integral ndherungsweise auszuwerten - ist
die Simpson-Regel (Keplersche Fassregel). Bei dieser Regel wird der Inte-
grand durch ein quadratisches Polynom approximiert. Wir erhalten zB fiir
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eine stetige Funktion g : [a,b] — R,

[atras =25 (st -1 () o))

Wenden wir diese Formel auf (86) an, so erhalten wir mit den Abkiirzungen

1
xr = kh, Tt1/2 = <k‘ + 2> h, Tp+1 = (k + 1)h,

woraus wir unter Verwendung der Approximationen

Glog) = 7°,  Glage) = g

das Schema

hof , ) ,
g~ g i (F(Jﬂk,gk) + AF (xgp1 /2, T(Tpi1/2)) + F($k+1vﬂk+l)>
(87)
erhalten.

Bemerkung. Beim mittleren Term der rechten Seite von (87) wird keine
Approximation von g(xy11/2) verwendet. Bei den anderen Termen wer-
den “y(xy)” und “g(xp41)” durch die Approximationen “7*” und “y*+1”
ersetzt. Schitzwerte fiir (1, /2) werden erst im 1. und 2. Schritt des

Runge Kutta Verfahrens entwickelt.
Die Frage ist nun:

Gesetzt, §* sei bekannt - wie erhalten wir gute Schitzwerte fiir Y(xpiq /2)
und gF+1 2

Die Antwort auf diese Frage erfolgt fiir das Runge Kutta Verfahren in
mehreren Schritten.

1.Schritt. Wir wollen einen ersten Schétzwert fiir 7(z1/2) finden. Hi-

erfiir gehen wir zunéchst von 7* aus. Wir verwenden die ODE 7’ = F(z, 7))
und wir nehmen ¢* = j(z) an. Es folgt

J'(xx) = F(ax, §lay)) = Fay, §) = r(k, 1),
Die Taylorformel liefert

—/

2 (on) = ) +

G(Tpy1/2) = ylag) +
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und diese Formel liefert einen ersten Schétzwert fiir i(z41/2):

. h
Jo=T" + 5/@(14:, 1).

y_a —

y/\k a O//€>

| | |

i i i y -
kh kh+h/2 kh+h

2.Schritt. Einen weiteren Schitzwert fiir 4/(41/2) erhalten wir mit Hilfe
von ¥y.

7' (@k1/2) = F(@pr1 /o, T@hi1/2))

. . . h
~ F(@pi1)2,0a) = F(@ppa o 7 + 55(/% 1) = k(k,2). (88)

Bei der Ermittlung von g, verwendeten wir in Taylorformel zur Approxi-
mation von ¢(7y1/2) die Ableitung von i an der Stelle z;. Genau so gut
kénnen wir die Ableitung von  an der Stelle x; /o verwenden, fir die wir
nach (88) einen Schétzwert haben.

Wir erhalten

>

h

G(Tpy1/2) = ylag) + 517’(%+1/2) ~ g+ 5“(1@7 2).

Wir erhalten einen weiteren Schétzwert g, fiir y(zy41/2):



y b_

y_a _]

y Kk

| | |
i i i -
kh kh-+h/2 kh+h

3.Schritt. Der 3.Schritt ist dhnlich zum 2.Schritt, nur nimmt nun ¢, die
Rolle von g, ein:

Uy ist ein Schétzwert fiir (zy41/2). Damit ergibt sich ein weiterer
Schatzwert fiir die Ableitung von  an der Stelle x4 /2,

—/

Y ($k+1/2) = ﬁ($k+1/2a§($k+1/2))

- . - h
~ F($k+1/27yb) = F($k+1/2>17k + 5“(1% 2)) = k(k,3). (89)

Wir verwenden diesen Schétzwert fiir §'(x;41/2) in der Taylorformel
zur Ermittlung eines Schitzwertes g, fir ¢(xg41):
Wir erhalten

J(wri1) = §(@r) + b G (@rg1)2) = §° + hi(k, 3).
Wir erhalten damit einen Schatzwert ¥, fir ¢(xg41):
G = G + hr(k, 3).
Die geschétzte Steigung von ¢ an der Stelle x 1 ergibt sich damit zu

7' (xri1) = Fzpy, 7)) = k(k, 4).
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y_a _]

y Kk

| | |
i i i -
kh kh-+h/2 kh+h

4.Schritt. Wir wiederholen: Um einen Schétzwert fiir ¢f(zx41) zu erhal-
ten, wollen wir die auf der Simpsonregel (Keplersche Fassregel) beruhende
Approximation des Integrals,

h o N -
P R G (Pl d) 47 (200, ) 4 B, 344) (00)

verwenden.
Das Problem ist:

Weder F (mk+1/2,y_k+1/2) noch ﬁ(:z:kﬂ,y_k‘*'l) sind bekannt,
miissen also geschatzt werden.

Zur Schitzung verwenden wir die Terme, die wir in den ersten drei
Schritten ermittelt hatten.

F (zh41/2 T(@p41/2))-
Fiir §(7)41/2) stehen zwei Schitzwerte zur Verfiigung: 7, und .
Verwenden wir ¢, als Schitzwert fiir §(2j4.1/2), so erhalten wir

F (2112, T(@hr1/2)) = F(2pi1 /2. o), (91)

und verwenden wir ¢, als Schitzwert fiir §(zj,1/2), so erhalten wir

F(pr1/2: G @ps1/2)) = F(@ps1/0,5b)- (92)

Da wir keine der beiden Schéitzungen (91), (92) bevorzugen wollen,
verwenden wir kurzer Hand deren Mittelwert,

1

F (gp1 /2, F(@hy1/2)) = 3 (F(@gr1/2:Ta) + F(Thy12, Tb))-



F ($k+1/2, gj’k“)). Dieser Term beinhaltet den Vektor #*11, der aber noch

nicht verfiighar ist. Also miissen wir ¢**!

Schatzwert und erhalten

schatzen. Wir verwenden ¢/, als

ﬁ($k+1/z,ﬁk+l) ~ ﬁ(xk—&-l/%g*)'

Zusammenfassung. Wir erhalten

o1
Yy

h
==

5 (ﬁ(xlm T+ 2F (212, Ta) + 2F (@10, ) + F(@nsa, ?ﬁ)) :

Fassen wir die einzelnen Schritte des Runge Kutta Verfahrens fiir ein
aquidistantes Gitter in einer Tabelle zusammen, so erhalten wir

Runge Kutta Verfahren.
o ' =1p.
o a) k(k,1) = F(hk,i*).
b)n%ﬂ)zﬁ@k+hﬂg/+hdklﬂ)
¢) k(k,3) = F(hk+h/2, 7" + hs(k,2)/2).
d) k(k,4) = F(hk + h, 7% + hr(k, 3)).
e) P ="+ 2. (k(k,1) + 2x(k,2) + 26(k, 3) + K(k, 4)).

Beispiel. Wir betrachten das Volterra Lotka Modell
B=(2-R-B)B
R=(2B-1-R)R

(ay )= (1)

Wir schreiben fiir dieses AWP ein Runge Kutta Verfahren. Dafiir legen
wir zunéchst ein file “rbvl.m” (R&uberBeuteVolterralLotka) an

mit den Anfangsdaten

function u=rbvl(t,y)

u=[0;0];

a=2;

b=1;

lambda=1,;

c=2;

d=1;

mu=1;

u(1)= (a-bxy(2)-lambdaxy(1))*y(1);
u(2)= (c*xy(1)-d-muxy(2))*y(2);
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Dann implementieren wir das Runge Kutta Verfahren im file “RuKu-
VoLo.m”, mit den Daten

z€[0,X],X =7 N =500,

X=7;

N=500;

h=X/(N+1);

B0=2;

RO=1;

Y=zeros (N+2,2);

kappa=zeros(2,4);

Y(1,1)=B0;

Y(1,2)=RO;

for k=1:N+1

kappa(:,1)=rbvl(h*k,Y(k,:));

kappa(:,2)=rbvl (hxk+(h/2),Y(k, :)+(h*kappa(:,1)’)/2);

kappa(:,3)=rbvl (hxk+(h/2),Y(k, :)+(h*kappa(:,2)°)/2);

kappa(:,4)=rbvl(h*(k+1),Y(k, :)+h*kappa(:,3)’);

Y(k+1,:)=Y(k,:)+(h/6)*(kappa(:,1)’+2xkappa(:,2)’
+2xkappa(:,3) >+kappa(:,4)’);

end

Dann legen wir ein file “runRuKu.m” an, das automatisch einen plot
erzeugt

RuKuVoLo;

x=[0:h:X];
plot(x,Y(:,1),’blue’);
hold on;
plot(x,Y(:,2),’red’);

Wir starten das Programm mit

> > runRuKu;

Wir erhalten einen Plot, den wir noch mit Achsenbeschriftungen etc
versehen.
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15.

16.

Explizites Eulerverfahren. Formulieren Sie das explizite Eulerver-
fahren fiir die folgenden AWPe.

Falls es sich um lineare ODEs handelt:

Bestimmen Sie die exakte Losung und entscheiden Sie, in welchen
Féllen das explizite Euler Verfahren eine akzeptable Approximation
liefert.

Ua. 3/ =20z +1—20y, y(0) =1, z € [0,1], N = 5.

Ub. ¢/ =20z + 1 — 20y, (0): : e[o 1], N = 20.

Uc. y" = —sin(y), y(0) =1, ¢/ (0) =1, z € [0,2], N = 30.
1

Ha. y = =20y, y(0) =1, z € [0,1], N = 5.

5 Punkte
Hb. ¢ = —20y, y(0) =1, x € [0,1], N = 20.

4 Punkte
He. i+ ali| +u =1, u(0) =0, u(0) =1, t € [0,3], N = 100.

3 Punkte

Implizites Eulerverfahren. Formulieren Sie das implizite Eu-
lerverfahren fiir die folgenden AWPe fiir lineare ODEs. Stellen Sie
die Rekursion in expliziter Weise dar.

o ()- () ()-(2)
m () =(nin ) (ni)=(1)
z € [0,3], N = 100.
3 Punkte

17. Runge Kutta Verfahren. Formulieren Sie das Runge Kutta Ver-

fahren fiir die folgenden AWPe. Stellen Sie 4**! in der Form
ay® + bk +c+d- (k(k, 1) + k(k,2) + k(k, 3))

dar.
U. y =20z +1—20y, y(0) =1, z € [0,1], N = 5.
H. v = —20y, y(0) =1, z € [0,1], N = 99.
5 Punkte
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Die Laplace Transformation

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit einem Verfahren, das es
uns erlaubt AWPe linearer ODE Systeme der Ordnung 1 mit konstanten
Koeffizienten und speziellen Inhomogenitéaten zu losen.

Dieses Verfahren ist die

Laplace Transformation.

Die Laplace Transformation wird auch dazu verwendet, AWPe fiir skalare,
lineare ODEs mit konstanten Koeffizienten und speziellen Inhomogenitaten
zu losen.

Konventioneller Weise betrachten wir ausschliesslich zeitabhangige Prob-

leme.

Die Losungen, die mit der Laplace Transformation gefunden werden, un-
terscheiden sich in mehrfacher Hinsicht von den Losungen, die wir bisher
betrachteten (siehe folgende Liste). Dies rechtfertigt, die Losungen, die
mit der Laplace Transformation gefunden werden,

“Laplace Losungen”

ZUu nennen.

L.0

L.1
L.2

L.3
L4

L.5

Jede Laplace Losung ist eine reelle Funktion,
deren Definitionsbereich=R ist.

Nur fiir AWPe fiir ODEs kann es eine Laplace Losung geben.

Der Anfangswert einer Laplace Losung wird immer bei ¢t = 0
vorgeschrieben.

Die Laplace Losung ist fiir negative Werte von ¢ gleich Null.

Es gibt Laplace Losungen fiir AWPe, die gar keine Losung im Sinne
der bisherigen Definitionen (‘“klassische Losungen”) haben.

Nicht jedes AWP besitzt eine Laplace Losung.

Auf jeden Fall gibt es AWPe fiir ODEs, die sowohl eine klassische als
auch Laplace Losungen besitzen.

Beispiele. a) i +u =cost, u(0) =4, u(0)=1.
b) Das ODE System

(

i\ _ (1 1Y) (w), '
s /0 O\ 2 -1 U9 1+sint /'’



In diesen Féllen stimmen klassische und Laplace Losung fiir ¢ > 0
iiberein.

Die betrachteten Inhomogenitéten sind von sehr spezieller Gestalt, ndmlich
(Summen von)

“elementar L-invertierbaren Inhomogenitaten”.

Bemerkung. Hier bezieht sich “L” natiirlich auf “Laplace”.

Wir wollen die elementar L-invertierbaren Inhomogenitaten im Detail
beschreiben.

Dabei handelt es sich einerseits um Funktionen, andrerseits um

Dirac’s Delta.

6.1 Elementar L-invertierbare Funktionen
Die Heaviside Funktion ist die Funktion

1, 0<t

H:R — R, H(t):{o £ <0

f:R — R ist eine
elementar L-invertierbare Funktion,

wenn es eine ansatzfahige Inhomogenitat g gibt mit

ft)=9@), t=0,

oder wenn es ein a¢ > 0 und eine ansatzfahige Inhomogenitét g gibt, so
dass

f&)=H({t—a)-g(t), teR

a ist die “Verschiebungskonstante von f”.

Bemerkung. Jede elementar L-invertierbare Funktion ist=0 fir ¢ < 0.

Beispiel. f: R — R, f(t) = H(t —4) - (3sin(3t)) sieht folgender Massen
aus.
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H(t-4)*(3sin(31)

-2+

-4+ 4

Diese Funktion hat eine Sprungstelle der Hohe sin(4 — 7) an der Stelle
t=4.

Also besitzt keine skalare, lineare ODE mit konstanten Koeffizienten,
deren Inhomogenitéat gleich f ist eine klassische Losung.

6.2 Dirac’s Delta

Zunéachst bendtigen wir den Begriff der “Faltung” von Funktionen.

Die Faltung ist am schnellsten mit Hilfe des Lebesgueschen Integralbe-
griffs zu erklaren.

Dieser Integralbegriff steht uns im Rahmen der aktuellen Lehrpléne der
Ingenieursausbildung nicht zur Verfiigung.

Wir behelfen uns damit, dass wir uns mit

Funktionen, die bis auf endlich viele Sprungstellen stetig sind

zufrieden geben.

Beispiel. Jede Summe von elementar L-invertierbaren Funktionen ist eine
Funktion, die bis auf endlich viele Sprungstellen stetig ist.

Ausserdem benétigen wir

138



Ist g : R — R, so ist der Positivteil von g die nichtnegative Funktion
gt iR — 0,400,  ¢g"(t) = max{0,g(t)},
und der Negativteil von g ist die nichtnegative Funktion

g R —[0,+00], ¢ (t) =max{0,—g(t)}.

Bemerkung. a) Auch der Negativteil g~ von g ist eine nichtnegative

Funktion, dh g~ (¢) > 0 fiir alle t € R.
b) Es gilt

g=g"—g, lgl=9g"+9g".

Ist f: R — R eine Funktion, die bis auf endlich viele Spriinge stetig ist,
so heisst f

integrierbar,

wenn gilt

+00 400
/ f(t)dt < 400, / f(t) dt < +oo.

—0o0

Damit kénnen wir die Faltung definieren.

Sind f,g : R — R Funktionen, die bis auf endlich viele Spriinge stetig
sind und ist ausserdem

f beschrankt und ¢ integrierbar

oder

f integrierbar und ¢ beschrankt,

so ist fiir jedes s € R die Funktion

t fls—1)-g(t)

bis auf endlich viele Spriinge stetig und integrierbar und die stetige Funk-

tion
+oo

fxg:R—R, (f*g)(S)Z/ fls— 1) - g(t) dt

-0
ist die

Faltung von f und g.
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Im Speziellen wollen wir nun die Faltung einer stetigen, beschrankten
Funktion f: R — R mit einer Folge “nadelartiger” Funktionen
. _ /2, i <1/n
H, :R — R, Hn(t)—{ 0, |t|>1/n
betrachten. Fiir n € NT und s € R gilt mit Hilfe des Mittelwertsatzes der

Integralrechnung fiir stetige Funktionen,

400 n s+(1/n)
H(s =0 f0yde =7 [ "oy
2 Js—1/n)

. (Z f@(s,n))) = J(E(s.m)),

(Hyp x f)(s) =

— 00

wobei 1 1
s——<&(s,n)<s+—, s€RneNt,
n n

Uns interessiert im Speziellen der Grenziibergang n T +oo. Zunéchst

stellen wir fest
lim &(s,n)=s, sé€ER,

nT+oo
demnach wegen der Stetigkeit von f,

lim f(€(s,m) = £( lim_€(s,m) = (s).

nT+oo

und wir erhalten folgerichtig

lim (Hox )(s) = [(s), s€R

also
1i H = f.
nTl-I&-noo( nxf)=f
Dieses Resultat wiirden wir lieber in der Form

“ i H = (777 “ ) = lim H,“
nTl—Il—noo( nx f)=(T77) % f*, (777) nTle n

schreiben. Der kanonische Kandidat fiir “(?77)” wére

{—l—oo , s=10

(777)(s) = lm Hy,(s) = 0 . s£0

nl+oo

was allerdings keine Funktion von R in R ist.
Also muss “etwas Anderes” her. Dieses “Andere” ist Dirac’s Delta “§”

aniJIrnoo(Hn xf)=0xf=f,

also fiir s € R,

lim (Hy, * f)(s) =

nl+oo —00
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In Worten: Integration einer stetigen, beschréinkten Funktion f multi-
pliziert mit §(. — s), s € R, ergibt f(s), im Speziellen fiir s = 0,

+oo
| a0 swa= s

—00

zB fir f =1,

aber auch

+o00o
/ o(t—s)dt=1, seR.

—0o0

Die am héaufigsten verwendete Interpretation von Dirac’s Delta in den An-
wendungen wird aus der Herleitung ersichtlich.
J représentiert einen (natiirlich idealisierten) auf einen einzigen Zeitpunkt
konzentrierten dusseren Kraftstoss, der dem System den Gesamtimpuls 1
zufihrt.

Diese Interpretation zeigt einerseits die grosse Bedeutung, die Dirac’s
Delta in Anwendungen besitzt und rechtfertigt andrerseits, ODEs zu 16sen,
deren Inhomogenitét durch “6(t —a)” - Kraftstoss zur Zeit a - gegeben ist.

6.3 Die Laplace Transformation
Bei der Laplace Transformation handelt es sich um einen
linearen Operator,

der einer Funktion eine andere Funktion zuordnet, vgl die Differentiation,
bei der einer differenzierbaren Funktion deren Ableitungsfunktion zugeord-
net wird.

Wie jeder (lineare) Operator hat auch die Laplace Transformation einen

Definitionsbereich dom/£L
und einen
Wertebereich ranl.

Wir geben hier nicht den grosstmoglichen Definitionsbereich an - dieses
Unterfangen und wiirde den Rahmen dieser VL sprengen - sondern wir
beschranken uns auf jene Funktionen, die uns bei der Losung von linearen
ODEs mit konstanten Koeffizienten und elementar L-invertierbaren Inho-
mogenitaten begegnen.

’ISt f:R — R eine elementar L-inertierbare Funktion, so ist f € dom/.L.

Ausserdem gilt
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’5(. —a) €dom/L, a € [0, —I—oo[‘

und

dom/ ist ein Vektorraum, dh sind
f,g € domL,

so gilt
f+gedoml, ufedomLl, peR.

Bemerkung. Wir kénnen dom.L praktisch explizit angeben. Y € dom/.
genau dann, wenn es endlich viele nichtnegative Zahlen ai,...,a, und
t1,...,ts, endlich viele ansatzfihige Inhomogenitéaten g1, ..., g,

und G, ...,G, und endlich viele reelle Zahlen ju1,. .., s gibt, so dass

Y(t)=Gi(t) + ...+ Gp(t)
+H({t—a1) gi(t)+...+ H(t—ay) - g:(t)
b S(t—t) + s S(E—ts), t>0.

Beispiele. a) Jede Losung eines AWPs einer skalaren, linearen ODE mit
konstanten Koeffizienten und ansatzfdhiger Inhomogenitét, die fiir nega-
tive Werte von t gleich 0 gesetzt wird, ist in dom/L.
b) Ohne Beweis gilt folgendes. Wir betrachten @ : R — R™, wobei @ die
Losung eines AWPs eines linearen ODE Systems mit konstanten Koef-
fizienten

du I . L,

- = A i+ f(t), u(0)= 1y,
ist, wobei jede Komponente von f eine ansatzfahige Inhomogenitat ist.
Dann ist jede Komponente u1,...,u, von i, sofern diese=0 fiir negative
Werte von t gesetzt wird, in dom/L.
¢) Ist p ein Polynom, so ist

0 , t<0

f R—=R, f(t):{p(t) >0

in domZ..
d) Die Heaviside Funktion H ist in domL.
e) Die Funktion

0 , <0
fiR—-R, f(t):{(t_t2).et-(4cos(2t)—251n(t)) , >0

ist in dom/..
f) Die Funktion Y,

Y (t) = 6(t) — 26(t — 1) + 46(t — 2)



ist in dom/L.
g) Die Funktion Y,

0 Ct<0
Y(t)_{sint+5(t—2)+H(t—3)et , t>0

ist in domZ..

Grundformel Laplace Transformation Ist f : R — R eine elementar
L-invertierbare Funktion, so gilt

+oo
L 0)](s) = /0 et - f(t) dt,

und zwar fiir all jene s € [0, +oo], fiir die der Integrand integrierbar ist.

Ausserdem gilt fiir a € [0, 00|,
+oo
CI5(t — a)](s) = / e~ (1 — a)dt = e,
0

im Speziellen

+o00
CI5()](s) = /0 e () dt = e~ = 1.

Wir wollen einige Rechenregeln herleiten. Dabei setzen wir stets vo-
raus, dass s in der Grundformel hinreichend gross gewahlt ist. f, g sind
elementar L-invertierbare Funktionen und pu ist eine reelle Zahl.

1. Die Laplace Transformation ist linear, da

“+oo
LI(f + 9)®)(s) = /0 e (F(8) + g(t)) dt
+oo +o00
_ / e f(t) dt + / e gty dt = LIF(B)](s) + Llg(0)](5).
0 0

und

+00 +oo
LfO)) = [ e de = [ e )= p L)),

2. Ist L[f(t)](s) differenzierbar (dies gilt, wie wir bald sehen werden, fiir
alle elementar L-invertierbaren Inhomogenitéten), so gilt der Multiplika-
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tionssatz
+o0o +oo
CltF()(s) = /0 et (¢ £(t)) dt = /0 bt f(t)dt

_ “+o0 86_St B d “+o0 .
_—/0 ( o )-f(t)dt_—ds/o et f(t)dt
d

= == LIf®)](s).

ds

3. Es gilt der Dampfungssatz

+oo +oo
Ll F(#)](s) = /0 ¢St et (8) dt — /0 e~ (1) dt

= LIFB](s — p)-

4. Es gilt fiir a € [0, +00[ der Verschiebungssatz

LIH(t —a)f(t—a)l(s)
+00 +oo
:/ et (H(t—a)f(t—a))dt:/ et f(t— a) dt
0 a

_ e —s(uta) | _ e —s(t+a) |
= e flu)du = e f(t)dt
0 0

+oo
e /0 e F(t) dt = e L (D)](5):

Wir fassen diese und weitere Resultate in einer Tabelle zusammen. In

dieser Tabelle gilt stets f,g € domL.
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Name ‘ Formel & Parameter
Linearitit I L[f + g] = L[f] + Llg]
Linearitat 11 Llpf] = pL[f]
neER
Multiplikationssatz | L[Lf(1)](s) = —%q ()
Dampfungssatz Llert fl(s) = L[f](s — )
peR
Verschiebungssatz LIH(t —a)f(t—a)|(s) =e**L[f](s)
a € [0,+o00[

Als néchstes gehen wir daran, die Laplace Transformation einiger elemen-
tar L-invertierbarer Inhomogenititen anzugeben.

Einer Konvention folgend verzichten wir darauf, den Wertebereich von
t - also t €]0,4+o0[ - anzugeben. Ausserdem verzichten wir darauf, jene
Werte von s anzugeben, fiir die die Grundformel anwendbar ist. Statt
dessen gehen wir jetzt und im Folgenden stets davon aus, dass die Laplace
Transformierte fiir all jene s definiert ist, fiir die die angegebene Formel
sinnvoll ist.
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e a€|0,4o00f

) = -
L[t")(s) Sfil, neN
Lle!](s) s MER
L[t (s) (S_”u')nﬂ neNpeR
L[cos(wt)](s) ﬁ weR
82 _ w2
L[t cos(wt)](s) (e weR
S. 82 — w2
L[t? cos(wt)](s) M, welR

L[t cos(wt)](s)

—diﬁ[t” cos(wt)](s), weRneN
s

L[sin(wt)](s)

w

poR weR

L[t sin(wt)](s)

2ws

— 5, eR
(s2 4+ w?)? v

L[t? sin(wt)](s)

2w.(35% — w?)

eR
(s2 4+ w?)3 ’ w

L[t sin(wt)](s)

—%E[t” sin(wt)](s), weR,neN.
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L[et cos(wt)](s) ({g_‘xﬁ w,pER
(s —p)?® —w?

Llte! cos(wt)](s)

, w,p€eER
((8 — p)? +w?)?

L[t?er cos(wt)](s)

2(s — w).((s — )2 — 307
((s — 1) + w?)?

w,p€eR

L[t et cos(wt)](s)

L[t cos(wt)](s —p), w,peR,neN

Ller sin(wt)](s) (S—,t;;w w,peR
2w- (s — p)

Lte! sin(wt)](s)

, w,p€eER
((s — p)? + w?)?

L[t?er sin(wt)](s)

2w.(3(s — p)? — w?)
(s —pP + 2

w,peR

L[t et sin(wt)](s)

L[t sin(wt)](s — p), w,pe€R,neN.
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uweR, neN, ac [0,+oo[‘

LIH(t = a)](s)

—Ssa

LIH(t = a)(t = a)"|(s)

nle 5%

Sn+1

L[H(t —a) e“(t_a)}(s)

LIH(t—a)(t—a)" e“(t_“)}(s)

nle %

L[H(t — a) cos(w(t — a))](s)

S e—S(L

52 4+ w?

L[H(t —a) (t — a) cos(w(t — a))](s)

e 5a (82 _ w2)
(s24+w?)? ’

L[H(t — a) (t —a)? cos(w(t — a))](s)

2se5% (52 — 3w?)
(2 + w?)3

LIH(t —a)(t—a)"" cos(w(t — a))](s)

e L[t cos(wt)](s),

L[H(t —a) sin(w(t — a))](s)

w 678(1

52 4+ w?

LIH(t —a) (t —a)sin(w(t — a))](s)

2ws e %

(82 + w?)?

LIH(t — a) (t — a)? sin(w(t — a))](s)

2w e, (352 — w?)
(s2+w2)3 7

LIH(t—a) (t —a)" sin(w(t — a))](s)

e L[t sin(wt)](s).

wweR, neN, ac [0,+oo[‘
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’u,weR,neN,ae [0,+oo[‘

LIH( - @) et eos(u(t - a)l(s) =
L (= ) (¢ - )0 con(ult - a](s) = S )
LIH(— ) (¢~ 00 con(ut - a](s) = 2 )
LIH(E - a) (- )" ent= cos(w(t —a)l(s) = e Lt cos(wt)](s — 1)
Ll (= a) X sin(ut —a)](s) = o
LIH(t—a) (t — ) e sinfw(t — a))](s) = —of  (—H)

(s =1 + )

2we ™% (3(s — pu)? — w?)
(G~ + 2P

LIH(t —a) (t — a)?e! =D sin(w(t —a))](s) =

LIH(t —a) (t —a)" et =D sin(w(t —a))](s) = e L[ sin(wt)](s — p).

’u,weR,neN,ae [O,—i—oo[‘

Wir wollen einige der noch nicht bewiesenen Identitdten nachrechnen.
f(t) = 1. Wir erhalten
t=+4o0 1

S

oo —st 1 —st
L[1](s) = e 1ldt=—-e
0

t=0 o

f(t) = t"™. Den Fall n = 0 haben wir bereits behandelt, wir setzen mit
vollstandiger Induktion fort.

400 l —st 1 _—st
n+1 o —st  gn+l _ | u ( ) ) 'LL(t) = —5€
L") (s) = /0 € t dt = o(t) = t”+1 , V() = (n+ 1)t
tn—l—l —st |t="F00 1
= ‘ s / e St dt
§ t=0 s Jo

=0+

n+1 i n+1 n! (n+1)!
s) =
s

L[t"](s) = s sntl  gnt2



f(t) = t"ett. Mit dem Diampfungssatz ergibt sich fiir alle n € N,

L[t"eM](s) = L[t")(s — p) =

f(t) = cos(wt) und f(t) = sin(wt) werden in den Ubungen behandelt.
f(t) = tcos(wt). Mit dem Multiplikationssatz gilt

Lt cos(wt)] = —%E[cos(wt)](s)

d s 52+ w? —s5-(2s) s2 — w?

T odss24+ W (s24+w2)? (24 w?)?

f(t) = tsin(wt). Mit dem Multiplikationssatz gilt

L[tsin(wt)] = —%E[Sin(wt)](s)
d w —w - (2s) 2ws

T odss2+w? T (24 w?)? (24 w?)?

f(t) = t" cos(wt) und f(t) = t"sin(wt) mit n > 2 werden in den Ubungen
behandelt.

Die Resultate der zweiten Tabelle folgen aus den Resultaten der ersten
Tabelle durch Anwendung des Dampfungssatzes.

Die Resultate der dritten und vierten Tabelle folgen aus den Resultaten
der ersten und zweiten Tabelle durch Anwendung des Verschiebungssatzes.
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18. Elementare Rechnungen zur Laplace Transformation.
Berechnen Sie unter Verwendung der angegebenen Hilfsresultate die
Laplace Transformierte von f, wobei f(t) fiir ¢ > 0 gegeben ist und
durchwegs f(t) = 0 fiir ¢t < 0 gilt.

Ua.
Ub.

Hb.

f(t) = cos(wt), w € R,
f(t) = t? cos(wt), w € R.
(Hinweis: Laplace Transformierte von f(t) = tcos(wt) verwen-

den.)

. f(t) =sin(wt), w € R.

(Hinweis: Laplace Transformierte von f(t) = cos(wt) verwen-
den.)

3 Punkte
f(t) = t?sin(wt), w € R.
(Hinweis: Laplace Transformierte von f(¢) = t¢sin(wt) verwen-
den.)

3 Punkte

19. Laplace Transformationen mit Hilfe der Tabellen.
Ermitteln Sie unter zu Hilfe Nahme der Transformationstabellen der
Vorlesung die Laplace Transformierte von f, wobei f(t) fir ¢ > 0
gegeben ist und durchwegs f(t) = 0 fiir ¢t < 0 gilt.

Ua.
Ub.
Uc.
Ud.
Ue.
Uf.
Ha.
Hb.
Hc.
Hd.
He.
Hf.

Ft)=2—3H(t—1)+45(t — 2).

ft)y=(1—4t)e .

ft)=H(t—1)t%

f)=H(t—2)te "

f(t) = H(t — 3) cos(2t).

f(t) = H(t —1)te* sin(3t).

ft)=14+H(t—2)+3(t—4). 1 Punkt
f(t) = (1 —4t)e?. 1 Punkt
f(t) = H(t—2)t% 2 Punkte
f(t)=H(t—1)t>e. 2 Punkte
f(t)=H(t —2) sint. 2 Punkte
f(t)y=H(t—1)te! cost. 3 Punkte



6.4 Verallgemeinerte Ableitungen

Es besteht in Anwendungen oft Interesse am Losen von linearen ODEs mit
Inhomogenitéten, die durch Sprungfunktionen (Einschaltvorgénge) oder
Dirac’s Delta gegeben sind.

In diesen Féllen versagt der klassische Losungsbegriff, da es keine dif-
ferenzierbare Funktion gibt, deren Ableitung eine Sprungfunktion oder
Dirac’s Delta ist.

Es entsteht die Notwendigkeit, den Ableitungsbegriff zu erweitern.

Im Rahmen dieser Vorlesung kénnen wir dieses Thema nur streifen und
im Rahmen der Laplace Transformation behandeln.

Zur Verschonerung des Designs der Darstellung bezeichnen wir Ableitun-
gen ausnahmsweise mit Strichen.
Wir definieren

Verallgemeinerte Ableitung Ist f € domL eine reelle Funktion (ins-
besondere nicht Dirac’s Delta), so gilt

s L[f](s) = f(0) € ranL,
und es gibt genau ein g € domL mit
Llg)(s) = s Lf](s) = f(0).

Diese Funktion ¢ ist die verallgemeinerte Ableitung von f und wird im
Folgenden mit f’ bezeichnet:

Bemerkung. Ist f € dom/L auf [0, +oo differenzierbar, so ist auch f’ €
dom. (fiir ¢ < O setzen wir konventioneller Weise f’(t) = 0) und wir
berechnen

+oo
CIf)(s) = / e (1) dt

—st|t=+00 oo —st /
= f(t)e ™|, —|—s~/ e St f(t)dt
0

= —f(0) + sL[f](s) = sL[f](s) — f(0),

dh die definierende Eigenschaft der verallgemeinerten Ableitung ist fiir
differenzierbare Funktionen durch die Ableitungsfunktion erfiillt. Damit
handelt es sich bei der obigen Begriffsbildung in der Tat um eine Verallge-
meinerung des Ableitungsbegriffs.

Beispiel. Die Heaviside Funktion H (¢t — a) ist fiir a € [0, +o0] sicher nicht
auf [0,+oo]| differenzierbar. Was ist die verallgemeinerte Ableitung von
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H(.—a) ? Wir stellen fest

—Ssa

SCIH(t —a)](s) — H(0—a) =s- “— —0 = e = L[5(t — a)](s),

s
also ist 6(. — a) die verallgemeinerte Ableitung von H(. — a). Priagnanter

geschrieben:
H'(t—a)=46(t—a).

Beispiel. Die Funktion ¢ — H(t—1)- (¢t —1) ist in dom£ und auf [0, +o0[
wegen des Knicks an ¢t = 1 nicht differenzierbar. Immerhin ist diese Funk-
tion stetig. Wir berechnen

SCIH(E—1)-(t—1)](s)—H(O0—1)(0—1) = se* L[f](5) 0= - =

also
(H(t—1)-(t—1)) = H(t —1).

Bemerkung. Wir haben £[1](s) = 1 und L[H](s) = 1, jedoch 1" = 0
und H' = ¢. Konsequenter Weise konnen Funktionen mit gleicher Laplace
Transformierter unterschiedliche verallgemeinerte Ableitungen haben.

Hohere Ableitungen werden per Rekursion definiert: Ist die verallgemein-
erte Ableitung f’ von f € domL (dh f muss eine reelle Funktion sein)
wieder eine reelle Funktion, so ist deren Ableitung die zweite verallgemein-
erte Ableitung von f. Wir erhalten die definierende Eigenschaft dieser
verallgemeinerten zweiten Ableitung durch Einsetzen

L[f"1(s) = sL[f'](s) — f'(0)
=5+ (sLf](s) = £(0)) = f'(0) = s*L[f](s) — (s£(0) + £(0)).

Hohere verallgemeinerte Ableitungen. Ist f € domL eine reelle
Funktion und sind die verallgemeinerten Ableitungen f, ..., f*~1 von
f ebenfalls reelle Funktionen, so sind f’,..., f*~1) c dom£ und es gibt
genau ein g € dom£L mit

Llg)(s) = s"L[f](s) = ("1 £(0) + sF2 £/ (0) + ... + FED(0)).

Diese Funktion ¢ ist die verallgemeinerte kte Ableitung von f und wird

im Folgenden mit f*) bezeichnet:

£[f(k)](s) _ Sk[:[f](s) _ (Skilf«)) + 3(k72)f/(0) 4+ f(kfl)(o))
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6.5 Die Inverse Laplace-Transformation auf ran £

Als letzten, vorbereitenden Schritt auf dem Weg zum Einsatz der Laplace
Transformation als Losungsmethode flir Systeme linearer ODE Systeme
mit konstanten Koeffizienten und speziellen Inhomogenitaten betrachten
wir die Umkehrung der Laplace Transformation auf ran L.

Im Prinzip konnen wir die Laplace Transformation gar nicht umkehren, da
es sich nicht um eine injektive Abbildung handelt.

Damit ist Folgendes gemeint.

Wir wissen bereits

dh sowohl die konstante Funktion 1 (fiir ¢ > 0, fiir t < 0 setzen wir diese
Funktion=0) als auch die Heaviside Funktion werden auf die Funktion %
abgebildet.

Dies bedeutet: Wir wissen nicht, wie die Funktion % durch die Laplace
Transformation zu Stande gekommen ist. Als Bild von 1 oder als Bild von
H?

Das war die schlechte Nachricht.

Die gute Nachricht ist: Die beiden Funktionen 1 und H unterscheiden sich
“sehr wenig” voneinander. Ausser fiir ¢ = 0 stimmen sie iiberein.

Vor die Wahl gestellt, welche der beiden Funktionen wir nun als die
“inverse Laplace Transformation” von % akzeptieren, wahlen wir die kon-
stante Funktion 1, weil diese an der Stelle 0 rechtsseitig stetig ist, dh weil
gilt

£(0) = £(0+) = lim /(1)

Wir bevorzugen die an 0 rechtsstetigen Funktionen, weil wir die inverse
Laplace Transformation zum Lésen von ODE Systemen einsetzen und wir
von der Losung erwarten, dass sich diese stetig fiir ¢ > 0 vom Anfangswert
entfernt.
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Satz 12. (Folgerung aus dem allgemeineren Satz von Lerch)
Zu jeder Funktion z € ran L gibt es genau ein f € dom L und endlich

viele (eventuell auch gar keine) reelle Zahlen 1, ..., s und nichtnega-
tive reelle Zahlen ti,...t, € [0,+00[, so dass gilt:
e f:R—R,

o f ist an O rechtsseitig stetig,
o LIF(E) + mdlt — 1) + ...+ o6(t — to)](s) = =(s).

Wir setzen
FO) 4+ pa0(t —t1) + .+ pod(t — to) = L7 [z(s)] (1)
L7 ist linear, dh fiir alle z, z; € ran £ und fiir alle o € R gilt

Lzt =L7 )+ L7 n), L£7la-2]l=a- L7

Beispiel. Wir wollen die inverse Laplace Transformierte von

1+e*
52+ s

bestimmen. Dies vollbringen wir mit Hilfe einer
Partialbruchzerlegung
und unter Verwendung der
Tabellen zur Laplace Transformation.

Bemerkung. Auch hier gilt: Ubung macht den Meister.
Ansatz fiir Partialbruchzerlegung des Nenners:

1 1 A B

s2+s  s-(s+1) §+s+1'

Wir multiplizieren diesen Ansatz mit dem Hauptnenner s- (s+ 1) und wir

erhalten
1=A-(s+1)+B-s.

Setzen wir s = —1, so ergibt sich
1=-B, B=-1

und setzen wir s = 0, so erhalten wir

Also
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Demnach
1+e* 1+e® 1+e° 1 e ¢ 1 e *
5 = - =4 ———: - )
s4+s s s+1 s s s+1 s+1

Mit Hilfe der Linearitiat von £~1 erhalten wir

r1 [ij;} =1 {1_,_6__1_6_]

- [ (5] [ -

=14Ht—1)—et—H({t—1)-e "D,

6.6 Laplace Losungen einiger ODE Systeme der
Ordnung 1

Nun setzen wir die Laplace Transformation ein, um einige lineare ODE
Systeme der Ordnung 1 mit konstanten Koeffizienten und elementar L-
invertierbaren Inhomogenitéaten zu l6sen, genauer:
um deren Laplace Losung zu bestimmen.

Allzu viele Erklarungen vorab sind wenig hilfreich. Also prasentieren
wir die Methode an Hand eines Beispiels.

Weitere Beispiele werden in den Ubungen behandelt.

Beispiel.
u'l o 1 1 ) (75} + t
s /0 O\ 2 -1 U9 1+sint /'’

Wir schreiben dieses System zeilenweise als

U = up + ug + 1, ul(O):l
Uy = 2up — ug + 1 + sint, UQ(O):l

Wir wenden auf jede dieser beiden Gleichungen die Laplace Transfor-
mation an.
Wir setzen
zZ1 = E[ul], zZ9 = E[UQ]

Wir beniitzen die Linearitat der Laplace Transformation und die ver-
allgemeinerte Ableitung.
Wir erhalten damit zB

Llu1](s) = s Llu1](s) —u1(0) = sz1(s) — 1.
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Es ergibt sich das lineare Gleichungssystem in z1, 2o,

1
521—1=Z1+22+?,

1 1
522_1:221_22+;+82+1

Die Anwendung eines Gauss Verfahrens zur Bestimmung von z1, 2o ist
ein wenig problematisch, da die auftretenden Matrizen die Variable s als
Parameter beinhalten.

Einfacher scheint es, aus der ersten Gleichung z5 in Abhéngigkeit von
z1 und s auszudriicken,

1

= —1 - 1- =
z2 (S )2’1 827

und dies in die zweite Gleichung einzusetzen,

S 1 1 1
s.(5—1)21—s—?—l:221—(5—1)21+1+S—2+g+82+1.
Wir fassen zusammen,
(s 2+5—1) Lo 1240y
S — S — S — 2 = ——— i _ s
L INEE L R ’
also
B 1 PR S S .
21_(82+1)(82—3) s2(s2—3) s(s2-3) s2—-3 s2-3

Nun kénnen wir daran gehen, durch eine Partialbruchzerlegung die
inverse Laplace Transformation vorzubereiten.

Dazu stellen wir fest, dass es sich bei allen Termen von z1, zo um echte
Briiche handelt, dh der Grad des Nennerpolynoms ist stets grosser als der
Grad des Zahlerpolynoms.

Der Hauptnenner von zq, 29 ist

s2(s2 = 3) (s + 1) = s%(s — V3)(s + V3)(s* + 1).
Also gilt

_A,B_ D B FstG
AT TT R s—v3 s+v3 s2+1°

Multiplikation mit dem Hauptnenner ergibt

24 (82 +1) +2s(s +1) +25%(s2 +1) + s3(s> + 1)
= As(s®> —3) (s + 1) + B(s* = 3)(s* + 1)
+ Ds?(s2+1)(s + V3) + Es* (s> +1)(s — V3) + (Fs + G)s*(s? — 3).
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Setzen wir s = 0, so erhalten wir
1
=-3B, B=-—-
) 3 )

mit s = /3 erhalten wir

34+4+8V3+ 244123 = 24V3D,

also

po? B
6 72

Mit s = —/3 ergibt sich

34+4—8V3+24—12V3 = —24V3F,

also
5 31V3
6 72
Setzen wir s = ¢, so ergibt sich
—1=A4(iF + G),
also
F=0, G=—+
=0, =7

Um A zu ermitteln, wahlen wir s = 1,

142+444+4+2=—4A—4B+2D(1+V3) +2E(1 —V3) - 2(F + G),

also
4 31\f 313 1
13=—-4A 1 — -0 - -
demnach
8 8 3 5 31v3 10 93 10 31
— —— —— = —4A4+2(= = d4A+ —4 — = — —
6 6 6 +(3+ 36 \/§) +3 18 +3 6’
so dass 78— 8 —3—20—31
o s = —4A,
6
und damit 5
A=——.
3

Wir erhalten die kanonische Darstellung von z1,

21 11 5 31v3 1 5 31v3 1 1 1
21=—5——3 S+ z+ = +[ = - ——
3s 3s 6 72 s—+/3 6 72 s+v3 4s2+1
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Durch Ricktransformieren erhalten wir

2 1 5  31v3 5 31v3 1
u(t)=—<— <+ <6+7\2[> eV3t 4 (6 — ;{) e V3 _ Zsint.

Nattirlich kénnten wir nun 29 mit einer dhnlichen Partialbruchzerlegung
wie z1 ermitteln.

Wesentlich kiirzer ist es allerdings, ug mit Hilfe der Differentialgleichung
via u1,u; und der Inhomogenitat darzustellen:

us(t) = 1iy (t) — ur (t) —

1 5 313 V3t 5 313 v 1
S +V3 <6+ 5 )e VBl o e 7 €08
2t (5 313\ 5 (5 313\ _5 1.
S+ — -2 “sint — ¢
T37%3 <6+ 72)6 6 72 )¢ T
1 2 2 -2 1
=3 §t+ <33 +729\/§) V3l 4 <33 729\/§> eV3h 4 E(Sint—cost).

Weitere Beispiele dazu in den Ubungen.

6.7 Laplace Losungen einiger ODEs hoherer Ord-
nung

Wir fiithren die Methode an Hand zweier Beispiele vor.

Beispiel. i+ u = cost, u(0) = 4, 4 = 1.
Wir setzen
z = Llu].

Dann gilt nach den Rechenregeln fiir die verallgemeinerten Ableitungen,
Lli] = sz —u(0) = sz — 4, Lli] = sz — (su(0) +1(0)) = 5?2z — 45 — 1.
Wir Laplace transformieren die ODE,

L[] + Llu] = L]cost],

also
822—43—14‘2:@.
Wir erhalten <
2 _
(8 +1)Z—48+1+m,
also
_ 4s + 1 s

_s2+1+(s2+1)2'




Erfreulicherweise ist z bereits fast in der Form, die eine Riicktransformation

erlaubt.
s 1 1 2s

82+1+52+1+2(82+1)2

z
Wir erhalten damit
1
u(t) =4cost +sint + itsint.

Beispiel. i + 20 +u = 6(t) + H(t — 1), u(0) = 0, @ = 0.
Wir erhalten mit z = L[u],

—S

522+2$z—i—,2:1+e ,
s
somit
B 1 . e ®
82425+ 1  s(s24+2s+1)
also

B 1 N e ®
(s 1)2 0 s(s+1)2
Wir bendtigen eine Partialbruchzerlegung

1 A B D

s(s+1)2 s +3—1—14_(3—1—1)2’

demnach
1=A(s+1)2+ Bs(s+1) + Ds.
Mit s =0,
1=A4,
mit s = —1,

und mit s =1,
1=4A+2B+D=4+2B—-1, B=-1.

Wir erhalten

—S —S

_ 1 +6_8 e e
C(s+1)2 0 s s+l (s+1)2

Damit kénnen wir u(t) bestimmen.
u(t)=te '+ Ht —1) — H(t—1el™t — H(t —1)(t — 1)e! ™!
=te P H(t—1)-(1—tel™).

Wir sehen: §(t) verhindert, dass @(0) = 0 gelten kann. Im Rahmen
dieser Vorlesung koénnen wir auf dieses interessante Phanomen nicht weiter
eingehen.
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20.

21.

22.

Inverse Laplace Transformation.
Bestimmen Sie die inverse Laplace Transformierte folgender Funktio-
nen.

.. s—1
U. z(s) = D =3)
s(s—1)
Ha. z(s) = -1 5 Punkte
s2—3
2(s? — 2)
Hb. = Punkt
b. z(s) G110 5) 7 Punkte
$242s+3
HC. Z(S) = m 7 Punkte

Laplace Losung linearer Systeme.
Bestimmen Sie die Laplace Losung folgender ODE Systeme.

. iy (1 -1 Uy 1+e!
U <u'2>_<—1 2 ><uQ>+< sint )
’LLl(O) . 1
’LLQ(O) o 0 )
U\ 1 =2 uy t—1
()= (5 7)) (as),
wi(0)y (0
< us(0) ) = < 0 ) 13 Punkte
Laplace Losung von ODEs hoherer Ordnung.
Bestimmen Sie die Laplace Losung folgender AWPe.
U ii+20+5u=et+H(Et—-1)-t, u(0)=1u(0)=1.
Ha. i +20+2u=e "+ H(t—1)-t, u(0)=u(0)=1.

15 Punkte
Hb. i +20+u=e '+ H(t—1)-t, u(0)=1u(0)=1. 17 Punkte



7 Randwertprobleme fiir ODEs

7.1 Die Warmeleitungsgleichung

Wir wollen in grober Form ein Modell fiir die zeitliche und raumliche Tem-
peraturentwicklung eines physikalischen Objekts entwickeln.

In dem uns zur Bearbeitung verfiigharen Rahmen beschranken wir uns
auf sehr einfache Objekte, zum Beispiel auf einen Raum mit Heizung und
Kiihlung.

Der Einfachheit halber (diese Phrase heisst sehr haufig: in unrealistis-
cher Weise) gehen wir davon aus, dass sowohl Heizung als auch Kiihlung
von einem “Ofen” im Raum bewerkstelligt werden.

Der erste, wichtige Schritt der Modellierung besteht darin, dem betra-
chteten Objekt - hier: dem beheizten Raum - zeitliche und raumliche Ko-
ordinaten zuzuordnen.

Wir gehen davon aus, dass wir den Raum ab einem Zeitpunkt ¢ = 0
betrachten. Wie lange es sinnvoll ist, die Modellierung aufrecht zu erhalten,
lassen wir offen und driicken dieses Nichtwissen durch die Wahl [0, +o00[ des
Zeitintervalls aus.

t €[0,4o00].

Modifikationen kénnen spéter erfolgen.

Die Wahl der raumlichen Koordinaten ist durch das betrachtete Objekt -
hier: der beheizte Raum - vorgegeben. Die Form dieses Objekts sei durch
die Menge 2 C R3 gegeben.

Aus Griinden der Differenzierbarkeit (auf offenen Mengen brauchen wir
keine Vorschriften zur Differentiation an Randpunkten beachten) gehen wir
davon aus, dass € eine offene Teilmenge des R? ist.

Im konkreten Fall eines beheizbaren Raumes ist es sicher zulassig, sich
unter 2 einen Quader vorzustellen.

Was interessiert uns eigentlich, wenn wir von der zeitlichen und rdumlichen
Entwicklung der Temperatur sprechen ?
Die Antwort ist einfach: Wir wollen die Temperaturfunktion

6 : [0, +00[ x Q — [0, 400

bestimmen.
Bemerkung. Wir messen die Temperatur in Kelvin. Also ist die Tem-

peratur stets nicht negativ.

In expliziter Weise wird dies kaum moglich sein. Also bendtigen wir ein
Modell, das # beschreibt.
Dieses Modell ist die

Warmeleitungsgleichung.
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Die Herleitung beruht auf folgenden Argumenten.

1.

Die einzig relevante thermodynamische Grosse ist die thermische En-
ergie

T=kpb,
wobei kg ~ 1.38 x 10723 Joule pro Kelvin die Boltzmann Konstante
ist.

. Die zeitliche Anderung der in jedem Testvolumen vorhandenen ther-

mischen Energie erfolgt ausschliesslich durch Zu/Abfluss thermischer
Energie durch die Oberfliche des Testvolumens und durch Erzeu-
gung/Absorption thermischer Energie durch Quellen/Senken (heizen-
der/kiihlender Ofen).

. Der thermische Energiefluss wird durch eine vektorwertige Funktion

Q: [0, 400 x Q — R?

beschrieben.

. Es gilt das Fouriersche Gesetz

Q=—k-VT
mit einer Materialkonstanten x € RY.
Die Quellen/Senken werden durch eine skalare Funktion

fi[0, 400 x Q =R

beschrieben: Ist Q' C € ein offenes Testvolumen und ist [t1, 9] C
[0, +-00] ein zeitliches Beobachtungsintervall, so ist

to
/ f(s, @) d¥ds
t1 Q

die thermische Energie, die durch die Quellen/Senken im zeitlichen
Beobachtungsintervall [t1, to] im Testvolumen Q' produziert bzw ab-
sorbiert wird.

Bemerkung. a) Das Fouriersche Gesetz garantiert, dass der thermische
FEnergiefluss von Bereichen hoher Temperatur zu Bereichen tiefer Temper-
atur gerichtet ist.

b) f > 0 bedeutet, dass thermische Energie erzeugt wird (der Ofen heizt)
und f < 0 bedeutet, dass thermische Energie absorbiert wird (der Ofen
kiihlt).

Mit diesen flinf Annahmen ergibt sich unter Verwendung einer Bilanzgle-
ichung (in der wir At | 0 durchfiihren) und mit Hilfe des Gauss’schen
Integralsatzes die Warmeleitungsgleichung

T =k AT + f(t,T), (t,%) €]0,+o0] x Q. (93)
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Hier ist “A” der Laplace Operator
AT = 0., T + 0y T + 0..T.

Die Warmeleitungsgleichung (93) beschreibt die Temperaturentwick-
lung in  und ist ohne Weiteres fiir sehr viele thermische Systeme ver-
wendbar.

Das ist durchaus positiv.

Andrerseits wird in (93) nicht auf spezifische Anwendungen Riicksicht
genommen. Im Speziellen bleiben zwei Fragen offen:

a) Die zeitliche und rdumliche Entwicklung der Temperatur héngt sicher
von der Anfangstemperatur 7" bei ¢t = 0 ab. In einem anfénglich
kalten Raum wird die Wirkung des Ofens anders sein als in einem
anfinglich gut beheizten Raum. Wie kann diese Anfangsbedingung
in das Modell einfliessen 7

b) Wie gut oder wie schlecht der Ofen den Raum heizt bzw. abkiihlt
héngt nicht nur von den thermischen Eigenschaften der Luft - die
in unserem Modell durch x ausgedriickt werden - ab, sondern auch
davon, wie gut der Raum isoliert ist bzw welche Aussentemperaturen
herrschen. Wie konnen diese Randbedingungen in das Modell ein-
fliessen 7

Wir beantworten diese Fragen, indem wir die Warmeleitungsgleichung
(93) mit Zusatzbedingungen versehen und damit die PDE in ein

Anfangsrandwertproblem

iiberfiihren.
Die Anfangsbedingung lautet

T(0,7) = To(z), T€Q

wobei Tj : © — [0, +o00[ die zur Zeit t = 0 im Raum vorhandene Temper-
atur bezeichnet.

Bei der Wahl der Randwerte stehen uns mehrere Mdoglichkeiten offen.
Wir wollen zwei davon besprechen. Wird die Temperatur am Rand von 2
(etwa an den Zimmerwénden) vorgegeben, dann erhalten wir

Dirichlet Randbedingungen,
T(t,Z) =Tp(t,2), (t,Z)€]0,4o00[ x ON.

Andrerseits konnte der Warmefluss senkrecht durch den Rand von
vorgeschrieben werden.

Bemerkung. Perfekte Isolation=kein Warmefluss.
Der Warmefluss ist in unserem Modell gleich —x VT'. Wir erhalten die
Neumann Randbedingungen
—k (VT -v)(t,2) = w(t, 2), (¢t 2)€]0,400] x 09,

wobei v = v(Z) der nach aussen gerichtete Normalenvektor von € im Punkt
Z € 01 ist.
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7.2 Das Randwertproblem und ¢ | +o0
Bevor wir uns einem Losungsverfahren fiir das Anfangsrandwertproblem
T =k AT + f(t,Z), (t,%) €]0,+oo[ x 9,

7(0,7) = To(Z), 7€,
T(t,7) = Ty(t,7), (t,7) € [0,+oo] x Q (94)

zuwenden, stellen wir uns eine (wie sich herausstellen wird: vorbereitende)
andere Frage.
Nehmen wir an, dass sowohl Warmequellen als auch die

Dirichlet Randbedingungen

(bei Neumann Randbedingungen liegen die Dinge anders, siehe Ubungen)
nicht von der Zeit abhéngen, als “stationdr” sind. Dann liegt konstante
Heizung bzw. Kiihlung in einer sich nicht &ndernden Umgebung vor. Wir
erwarten, dass sich in dieser Situation die Temperatur 7" einer sich zeitlich
nicht mehr &ndernden Grenztemperatur annahert.

Fiir diese Grenztemperatur T, wollen wir eine Gleichung herleiten.
Wir erwarten einerseits

lim T(t,7) = Too (X T e ()
tTl—lr-I;o (737) OO($)7 x ’

andrerseits erwarten wir, dass sich die Temperatur im Laufe der Zeit immer
weniger andert,

lim 7(t, %) =0, &€
tT+o0

Setzen wir diese beiden Grenzwerte ohne viel Federlesens in (94) ein,
so erhalten wir fir Ty

kAT = f(T), T€Q,  To(D)=Ty2), ZeaQ  (95)

In einer Raumdimension liest sich diese Gleichung zB fiir ein Intervall
2 =0, L[ wesentlich freundlicher,

—ky"(x) = f(z), = €]0,L][, y(0) = vo, y(L) = vz, (96)

wobei yo,yr, € R.
Im néchsten Abschnitt werden wir uns mit derartigen (und anderen)

Randwertproblemen

beschéftigen.



7.3 Das Sturmsche Randwertproblem

Wir wollen einiges zur Theorie linearer Randwertprobleme von ODEs der
Ordnung zwei darlegen.
Dazu ist es glinstig, die Aufgabenstellung in das

Sturmsche Randwertproblem

iiberzufiihren.
Dabei gehen wir in diesem Abschnitt von den folgenden Voraussetzun-
gen aus.

e a,b sind reelle Zahlen mit a < b.
e p:[a,b] — R ist stetig differenzierbar und positiv.
e ¢:a,b] — R ist stetig.

Wir definieren den Differentialoperator L, der einer differenzierbaren Funk-
tion y eine andere Funktion zuordnet auf folgende Weise:

(L(y) = —(p(2)y)' + q@)y, = €|a, b[|

Zur Aufrechterhaltung der mathematischen Genauigkeit muss einiges
zum Definitions- und Wertebereich von L gesagt werden.

dom L besteht aus all jenen stetig differenzierbaren Funktionen y :
[a,b] — R, die auf |a, b] zweimal differenzierbar sind.

Bemerkung. Die hier entwickelte Theorie kann auf allgemeinere Funk-
tionen p (zB mit p(a) = p(b) = 0 und p > 0 auf ]a,b[) und ¢ (zB nur auf
la, b] definiert und dort stetig und unbeschriankt) erweitert werden.

L(y) ist eine Funktion, die nur dort definiert sein kann, wo y zweimal
differenzierbar ist. Also ist

L(y) : Ja,b[= R,

dh ran L ist eine Teilmenge der Menge aller reellwertigen Funktionen,
die auf ]a, b| definiert sind.

Eigentlich wollen wir Randwertprobleme 16sen, dh wir suchen Funktio-
nen y € dom L, welche die ODE

L(y) = f(z), x¢€]a,b]
(mit gegebenem, stetigen f : |a,b] — R) losen und fiir die zusétzlich zB
gilt
y(a) = ya, y(b) = yp
wobei die Zahlen y,,y, € R gegeben sind.
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Wir wollen die Untersuchungen im Rahmen unserer Moglichkeiten so
allgemein wie méoglich halten.

Wir betrachten lineare Randwertprobleme der Form
ay(a)+ By (a) =Ya, ~yb)+35y'(b) =Y,

wobei «, 8,7, € R gegeben sind und in nicht degenierter Form vorliegen:

’a2+52>0, 72+62>0‘

Bemerkung. Mit

I
(«%)
I
o

a=y=1, p
erhalten wir das Dirichlet Problem

y(a) = Ya,y(b) = Y,

und mit

erhalten wir das Neumann Problem
y'(a) =Y,y (b) =Y,

Die hier betrachteten Randbedingungen sind also allgemeiner als Dirichlet-
oder Neumann Randbedingungen.
Wir definieren

Unter den in diesem Abschnitt giiltigen Voraussetzungen, speziell unter
den Bedingungen

e f:]a,b[ — R ist stetig,
e «,3,7,6 € R sind nicht degeneriert, ie a?+ 3% > 0 und 42 +6% > 0,
o Vo,V €R,

heisst das Randwertproblem

Ly)=f(z),  ayla)+pBy'(a)=Ye, ~yb)+dy'(h) =Y,
Sturmsches Randwertproblem.
y ist eine Losung dieses Sturmschen Randwertproblems, wenn gilt:

e ycdomlL,
o L(y) = f, also fiir alle = € ]a, b],

—p(@)y" () — p'(@)y (2) + q(x)y(z) = f(2),

o ay(a)+ By (a) =Y, und yy(b) + 0y (b) = Y.
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Beispiele. a) Wir betrachten das RWP

-y =1, y(0)=0,9'(1) =1

Offenbar handelt es sich hierbei um ein Sturmsches RWP mit a = 0,0 =1
und
p(r) =1,q9(x) =0,a=1,8=0,y=0,0 =1

und Y, =0,Y, = 1.
Versuchen wir, dieses RWP zu losen.

Falls dieses RWP eine Losung hat, muss wegen y” = —1 offenbar gelten
Y (z) = -2 + ¢,

wobei ¢; € R. Konsequenterweise erhalten wir

2

X
y(x) = ) + c1x + co,

wobei auch ¢o € R. Es muss y(0) = 0 gelten,
y(0) =2 =0,
und wegen y'(1) = 1 folgt
v(1)=—-1+4¢ =1,

also ¢ = 2. Wir erkennen: Dieses AWP ist eindeutig 16sbar:
2
y(r) = —% +2z.

b) Nun betrachten wir eine lineare ODE der Ordnung zwei,

az(2)y” + a1 (2)y’ + ao(2)y = f(2),

wobei die reellen, stetigen Funktionen ag, a1, as zumindest auf einem In-
tervall |a, b[ definiert sind.

Diese ODE ist nicht von der Form, die im Sturmschen Randwertprob-
lem vorkommt.

Allerdings ist eine Transformation unter bestimmten Voraussetzungen
an ao, ai, ag moglich.

Wir differenzieren die gewiinschte Form und klammern ebenso —p aus,

Ly) = (—py) +ay=—py" =0y +ay=—p- (" + @' /)y — (a¢/p)y) .
Verwenden wir, dass p positiv ist, so gilt
P'/p= (n(p))’,

also wenn wir
s = In(p)
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setzen, so erhalten wir

L(y) = —p- (" + 5y — (¢/p)y).

Setzen wir voraus, dass auch ag auf ]a, b[ positiv ist, so ist die urspriingliche
ODE &quivalent mit

y" + (ar/a2)y’ + (ao/az)y = f/as,
bzw mit
—p- (¥ + (a1/a2)y’ + (ao/az)y) = —pf/az.
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

s'=ai/as, q= —pag/as.
Durch Integration ergibt sich s, woraus wir via
p=e
die Funktion p erhalten, die uns durch ¢ = —pag/ay die Funktion ¢ liefert.
c¢) Wir transformieren das RWP

Y +y +zy=1, y0)=y(1)=0

in ein Sturmsches RWP. Offenbar gilt as = a3 = 1 und ag(z) = . Wir
erhalten
=1, q=—ap.

Also s =z, p = €%, ¢ = —ze*, und somit
(—e"y) —ze"y=—e",  y(0)=y(1)=0.

7.3.1 Losungsverhalten

Das Losungsverhalten Sturmscher RWPe unterscheidet sich wesentlich vom
Losungsverhalten von AWPen.

Unter den in diesem Abschnitt giiltigen VSen und unter der Annahme,
dass f auf [a, b] stetig fortsetzbar ist, besitzt das AWP

L(y) = f(z),  y(a) =yo,y'(a) =

genau eine globale Losung.
Dagegen kann bei dem Sturmschen RWP

L(y) = f(z),  ayla)+B8y'(a) =Y, ~yb)+dy'(d) =Y,

jeder der folgenden drei Fille eintreten:
e Genau eine Losung.

e Keine Losung.
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e Unendlich viele Losungen.

Der interessierte Leser wird durch diese drei Moglichkeiten an lineare
Gleichungssysteme erinnert werden.
Das ist kein Zufall, denn die Menge aller Lésungen der ODE

L(y):f($)a SL’E]a,b[
hat die Gestalt

y(x) = yp(:v) +ciyi(x) + cayp(z), c1,c2 €R.

Berechnen wir hieraus y/(z) und werten die Randbedingungen an a, b aus,
so erhalten wir ein Gleichungssystem von zwei Gleichungen in den zwei
Unbekannten ci,c3. Anders als bei AWPen kann jeder der beim Ldsen
derartiger Gleichungssysteme mogliche Fall auftreten.

WELCHER der drei Fille eintritt, hdngt von der Differentialgleichung,
von f, von den Randbedingungen und von der Intervalllange ab.

Beispiele. a) —y” = 0, /(0) = y/(1) = 1. Wir erhalten die allgemeine
Losung der ODE: y(z) = c1z + ¢2, ¢1,¢2 € R. 3/ () = ¢1 ergibt ¢; = 1 und
das RWP hat unendlich viele Losungen

y(x) =x+c2, c2€R

o
~—
|
@\
I
~
@\
—
(=}
~—
|

y'(1) = 0. Die allgemeine Losung der ODE ist
y(z) = —2? 4 ez +ca, 1,00 €R.
Die Randwertbedingungen ergeben das Gleichungssystem
y(0)=c1=0, y(1)=-2+4+¢=0.

Dieses Gleichungssystem besitzt keine Losung. Also hat das RWP keine
Losung.

¢) —y" —y =0, y(0) = y(r/2) = 1. Die allgemein Losung der ODE ist
y(z) = ci1sinx 4+ cacosz, c1,c0 € R.

Einsetzen der Randwerte liefert

also ist
y(x) =sinz + cosx

die eindeutige Losung dieses Randwertproblems.

d) —y”" —y =0, y(0) = y(mr) = 1. Die allgemein Losung der ODE ist

y(z) = ci1sinx 4+ cacosx, c1,c0 € R.
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Einsetzen der Randwerte liefert
y(0) =ca =1, y(n)=—c2=1,

und dieses Gleichungssystem ist nicht 16sbar, also gibt es keine Losung des
RWPs.

e) —y" —y =0, y(0) = y(27r) = 1. Die allgemein Losung der ODE ist
y(x) = cisinx + cacosx, c1,c0 € R,
Einsetzen der Randwerte liefert
y(0) =co=1, y@2m)=c2=1,

und dieses Gleichungssystem besitzt unendlich viele Losungen, dh das
RWP hat die unendlich vielen Losungen

y(xr) =cisinx +cosz, ¢ €R.
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23. Stationdre Warmeleitungsgleichung.

Bestimmen Sie die Losungsmenge folgender RWPe,

indem Sie zunéchst die allgemeine Losung y der ODE und v ermitteln
und dann die freien Parameter anpassen.

Die ODE ist gegeben durch

24.

25.

die

U.
0o0.
Ub.

H.

HO.

Ha.
Hb.

—y" = f(z), —-1<x<+I,

Funktion f und die Randwerte sehen folgender Massen aus.
0o x<—1/2
+1 , —-1/2<2<0
@ =93 -1 oix<1/2
0 1/2<x
Bestimmung der allgemeinen Losung und deren Ableitung.
- y(=1) = y(+1) = 0.
y'(=1) =y'(+1) =0.
0o x<—1/2
flxy=<¢ +1 , —-1/2<z<1/2 .
0o 1/2<x
Bestimmung der allgemeinen Losung und deren Ableitung.
6 Punkte
y(—=1) =y(+1) =0. 3 Punkte
(1) =y (+1)=0. 2 Punkte

Einfache RWPe.
Bestimmen Sie die Losungsmenge folgender RWPe.

Ua.
Ub.
Ha.
Hb. o”

y'+4y =0,y(0) = 1,y(1) = 0.

v'+2y' +y =190 +¢(0) =1, y(1) —y'(1) = 0.

y" + 4y = cos(2x), y(0) = 1,y(1) = 0. 7 Punkte
-2y +y=u=x,y(0)—1y(0)=0, 2y(1) —y'(1) = 1. 9 Punkte

Losungsmenge von AWPen in Abhéngigkeit der Daten.
Bestimmen Sie die Losungsmenge folgender AWPe in Abhéngigkeit
der angegebenen Parameter.

Ua.
Ub.
Ha. y
Hb. y

y"' —y=0,2y(0) +y(0) =0, yy(1) +4'(1) = 0.
y”—y:0,2y(0)+y(0)=Ya ((3+e*)/(3—¢?)y(1)+y'(1) = Y5
0, y(0) +4y/'(L) =0, y(L) = 0 5 Punkte
0 (1

) y(O) + Yy (O) - Ya7 Yy ) 5 Punkte



7.4 Die Entwicklung nach Eigenfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit jenen Eigenschaften des Sturm-
Liouvilleschen Differentialoperators L befassen, die zum Einsatz einer bes-
timmten Losungsmethode fiir einige PDEs, der

Trennung der Veranderlichen,

wichtig sind.
Als Vorbereitung bendtigen wir eine

Definition. Eine Funktion f : [a,b] — R ist
quadratisch integrierbar

wenn

/b|f(:c)\2 dr < +oo0.
Wir definieren fiir f € L?[a,b] die

L? Seminorm von f
als

b
1fll2 = /umwm

Die Menge aller quadratisch integrierbaren Funktionen ist L?[a,b] und
fiir f,g € L*[a,b] setzen wir

b
Mm=/ﬂ@mmm.

Bemerkung. a) L%[a,b] ist ein Vektorraum, dh mit f,g € L?[a,b] und
a € R sind auch f + g € L?[a,b] und o - f € L?[a,b].

b) Sind f, g € L?[a,b], so ist f-g integrierbar und damit ist (f, g) definiert.
c) Fiir f € L?[a,b] gilt offenbar

1fll2 =/ (f, f)-

d) Es kann vorkommen, dass || f||2 = 0, aber f #Nullfunktion, zB f(a) =
f(b) =1 und f(x) =0 fir a < z < b. Es gilt namlich: Falls ||f|2 = 0, so
ist f(x) =0 fir

fast alle = € [a, b].

Das kann heissen: fiir manche x € [a,b] gilt f(x) # 0. Entsprechend ist
||.]l2 keine Norm, sondern eine Seminorm.
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Ausserdem bendtigen wir
domoL = {y € dom L : ay(a) + By'(a) = vy (b) + oy'(b) = 0},

dh domgL besteht aus all jenen Funktionen aus dom L, welche homogene
Randbedingungen erfiillen.

Bemerkung. Klarer Weise hingt domgL von «, 3,7, ab.

Definition. A € R ist ein Eigenwert von L beziiglich der Randbedin-
gungen ay(a) + By’ (a) = yy(b) + dy'(b) = 0, wenn es u € domgL gibt
mit

Lu)=X-u, Jul2=1

u ist eine normierte Eigenfunktion von L beziiglich der Randbedingun-
gen ay(a) + By'(a) = yy(b) + dy'(b) = 0, wenn

u€dompL und |ul2 =1
und wenn es A € R gibt mit
L(u)=X-u.

(A, u) ist ein normiertes Eigenpaar von L beziiglich der Randbedingun-
gen ay(a) + By'(a) = yy(b) + dy'(b) = 0, wenn

A€ R, uedomgl, L(u) = X u, |Jull2 = 1.

Wir sehen: die Begriffe “Eigenwert” und “(normierte) Eigenfunktion”
sind untrennbar miteinander verkniipft.
Bei den Berechnungen ist folgende Beobachtung wichtig:

e )\ ist kein Eigenwert von L beziiglich der Randbedingungen ay(a) +
By (a) = yy(b) + dy'(b) = 0, wenn aus
L(u)=X-u, ué€domp

folgt: u = 0.

Denn in diesem Fall ist die L? Seminorm von u=0, also ungleich 1.
Der Hauptsatz dieses Abschnitts ist



Satz 13. Unter den in diesem Abschnitt giiltigen Voraussetzungen gibt
es eine Folge (A, un)o<nen normierter Eigenpaare von L beziglich der
Randbedingungen ay(a) + By'(a) = ~yy(b) + 6y'(b) = 0 mit folgenden
FEigenschaften:

o (A, Up)o<nenN ist vollstandig, dh A1, A2, As, ... sind alle Figenwerte
von L,

o )\1<)\2<)\3<....
o limy1yoo Ay = +00.
e Die normierten Eigenfunktionen bilden eine Orthonormalbasis des

L%[a,b), dh

lunlle =1, (up,um) =0, 0<neNO0O<meNn#*m,

und
N
Vfe L%a,b]: lim — Up) - Up|| = 0.
ferllat]:  lim ||f ;Uwu 2

Bemerkung. Die Reihe

N
(Z<f, un>un)
n=1 NeN

ist die Fourier Reihe von f beziiglich der Orthonormalbasis wu, uo, ug, ...
und die Zahlen
(fyup), 0<neN

sind die Fourier Koeffizienten von f
beziglich der Orthonormalbasis uy, uo, ug, . . ..

N

Bemerkung. Ist (Z( fs un>un> die Fourierreihe von f € L?[a, b
n=1 NeN

beziiglich der Orthonormalbasis u, ug,us,. .., so gilt die Besselsche Gle-

ichung

1fll2 =

bzw es gilt allgemeiner fiir jedes g € L?[a, b],

o

<fag> = Z(fﬂun> : <gaun>'

n=1
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Beispiel. Wir betrachten L(y) = —y” beziiglich der Randbedingungen
y(0) =y(L) =0, also

domoL = {y € dom L : y(0) =y(L) = 0}.

Gesucht ist eine vollsténdige Folge normierter Eigenpaare von L beziiglich
dieser Randbedingungen. Wir miissen zunachst die Eigenwerte von L
beziiglich der RBen y(0) = y(L) = 0 bestimmen.
Zunachst suchen wir nach Eigenwerten< 0.
Falls A = —w? < 0, 0 < w, ein Eigenwert von L beziiglich der RBen
y(0) = y(L) = 0 ist, dann gibt es u € domyL mit
Lu)=—u"=X-u=—w? u.

wxT

Wegen 0 < w erhalten wir u = ¢1e“* + coe™**, woraus wir wegen u(0) =

u(L) = 0 das lineare Gleichungssystem
ci+co=0

Loy +e7ley =0

erhalten. Aus der ersten Gleichung folgt co = —c¢y. Setzen wir dies in die
zweite Gleichung ein, so erhalten wir

cy - (ewL o ewa) — 0’

woraus wegen e“? #£ e~“L (da wL # 0) folgt: ¢; = 0, also auch ¢y = 0.
Wir erhalten u = 0. Also ist nach einer vorhergehenden Bemerkung —w?
kein Eigenwert.

Wir fragen uns, ob 0 ein Eigenwert ist. Dann gibt es © € domgL mit
L(u)=0-u=0.

Wegen L(u) = —u” folgt u = ¢1 + cox, woraus wegen u(0) = u(L) = 0
folgt: w = 0. Also ist 0 kein Eigenwert.

Nun setzen wir A > 0 voraus. Dann sind alle Losungen von
L(u) = —u" = \u
gegeben durch
u(x) = 1 cos(VAz) + easin(vVAz), ¢1,¢2 €R.

Da u € domgL gelten soll, folgt u(0) = u(L) = 0. Wir erhalten die linearen
Gleichungen

w(0) = ¢1 =0, wu(L) = ¢1cos(VAL) + ¢z sin(vVAL) = 0.
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Schreiben wir diese Gleichungen in Matrixform, so erhalten wir

< cos(\lﬂL) sin(\oﬂL) > ' < Z; > - ( 8 ) '

Dieses lineare, homogene Gleichungssystem besitzt entweder genau eine

Losung - namlich < Zl > = < 8 ) - oder unendlich viele Losungen.
2

Im ersten Fall ist erhalten wir ¢; = ¢ = 0, also u = 0 und A\ ist kein
Eigenwert.

Im zweiten Fall gibt es nichttriviale Losungen und A ist ein Eigenwert.

Dieser zweite Fall ist durch

det( cos(\lfm sm(\ofm ) =0

gekennzeichnet. Wir erhalten
sin(VAL) = 0,

also wegen A # 0,
VAL =nm, 0<néeN,

dh

n?n?

Die zugehorigen lineare Gleichungssysteme fiir die Koeffizienten ¢y 5, c2
der entsprechenden Eigenfunktionen
nwT . /nTx
Uy, = C1,, COS (T) + 2, 8in (T) , 0<neN

haben die Gestalt
1 0 Cln . 0
((_1)11 O> <02,n>_<0)’ 0<neN.
Wir lesen unschwer ¢, = 0 ab. Also
un:cnsin(nLLx>7 0<neN.
¢, kann so gewahlt werden, dass

[unfz =1, 0<neN

gilt. Wir berechnen

L L
1= |lunl3 = / u?(z) de = ci/ sin? (@) dx
0 0 L

o=
C2L nm
=.. . |z=1L o= = sin? o do
nm nm 0
dr = Ldo
2L 1 o=nm 2L 2L
STl - sin(20) = n” (nm) = CL’
2nm 2 =0 2nm 2
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und wir erhalten, wenn wir uns positives ¢,, 0 < n € N wiinschen,
cn=+2/L, 0<neN.

Eine vollstédndige Folge von L von Eigenpaaren beziiglich der RBen u(0) =
u(L) = 0 ist somit

(n27r2/L2, MSin(nﬂx/L)>

0<neN



8 Die Separationsmethode

In diesem Abschnitt wollen wir ein Verfahren zum Losen gewisser PDEs
kennen lernen. Die mit dieser

Separationsmethode

gewonnene Losungsdarstellung ist fiir viele theoretische Untersuchungen
von grossem Nutzen und historisch bedeutend.

Fiir moderne, praktische Zwecke wird sie seltener eingesetzt.

Wir wiederholen:

Der Sturm Liouville Operator L ist gegeben durch

L(y) = (=p(x)y") + q(x)y,

wobei p, q : [a,b] — R gegeben sind, p stetig differenzierbar und positiv ist
und ¢ stetig ist. Die Randbedingungen sind von der Form

ay(a) + By (a) =Ya, ~y(b) + 6y (b) =Y,

mit gegebenen Daten «, 3,7, und Y, Y.
Wir erlédutern die Separationsmethode an Hand eines Beispiels und be-
handeln Weiterfiihrendes in den Ubungen.

Beispiel. Wir suchen die Separationslosung der
eindimensionalen Warmeleitungsgleichung

uw—u" =1, wu(0,z)=4+sinz+ (2z/7), u(t,0)=1,u(t,7)=2.

(Wir wihlen die seltsame Intervalllinge 7 um den Schreibaufwand zu re-
duzieren.)

1.Schritt: Homogenisierung der Randdaten.
Wir suchen eine moglichst einfache Funktion v : [0,7] — R, welche die
Randbedingungen erfiillt, also fiir die gilt

Wir wéhlen v(z) = (x + 7) /7, x € [0, 7).
Nun betrachten wir die Funktion

w(t,z) =u(t,z) —v(z), (t,x)€]0,+o00] x |0, 7|
und sehen sofort, dass w das ARWP
w—w"=1, w(0,z)=3+sinz+ (x/7), w(t,0)=w(t7n)=0

16st.
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2.Schritt: Eigenpaare des Sturm Liouville Operators.
Wir schreiben das ARWP fiir 0 < ¢ in der Form

W+ L(w) = f(t,z), w(t,0)=w(t,7r)=0 L(w)=-w",

(wobei hier f nicht wirklich von ¢,z abhéngt, da f = 1) also soll fiir 0 < ¢
gelten
w(t,.) € domgL = {y € dom L : y(0) = y(m) = 0},

und es stellt sich nun die Frage nach einer vollstandigen Folge normierter
Eigenpaare von L beziiglich der Randbedingung y(0) = y(7) = 0.
Diese Folge ermittelten wir bereits im letzten Abschnitt:

(nQ, \/2/781D(7Lf))

und wir sehen, dass durch die Wahl L = = (Intervalllinge) tatséchlich
einiges einfacher wird.

0<neN ’

3.Schritt: Ansatz und erste Berechnungen.
Die Idee des Separationsansatzes ist sehr einfach in Form eines Ansatzes
erklart:

[e.9]

w(t, ) = walt) - un(@) =Y (w(t,.), un) - un(x),
n=1

n=1

t €]0,+o0, in L2[0,7]

wobel w1, ug, us, ... die im 2.Schritt gefundenen normierten Eigenvektoren
sind, wi(t), wa(t), ws(t),... die Folge der Fourierkoeffizienten von w(t,.)
bezuglich uq, us, us, . .. ist, also

Uy (x) dx

wn(t) = (w(t, ), uy) = /Oww

(t,z)
2 (7 .

:\/7/ w(t,x) - sin(nx)dr, 0<neN,
™ Jo

und das Gleichheitszeichen nicht allzu wortlich sondern im L2 Sinn zu
verstehen ist, dh

=0, 0<t
2

Ausserdem entwickeln wir die Anfangsbedingung - zunéchst noch formal -
in eine entsprechende Fourierreihe,

N
w(0,x) = Z(wo,un> “Up,

n=1
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und verfahren ganz analog mit der rechten Seite der PDE

[e.e]

f(t,l’) = Z<f(ta )aun> *Unp-

n=1

Nun ersetzen wir die im ARWP auftretenden Funktionen durch ihre Fouri-
erreihen beztiglich uy, uo, ug, .. ..

Bei wg und f ist hier nichts Neues zu tun. Interessanter ist die PDE.
Wir rechnen formal, da u,, 0 < n € N, nicht von der Zeit abhéngt,

w—aﬁ—ﬁiw (t)-u —iw' (t)-u
n=1 n=1
Nun berechnen wir formal L(u), wobei wir

L(up) = Ay, 0<neN

und die Linearitdt von L verwenden,

L(w)=L (Z wy(t) - un> =Y L(wn(t) - un)
n=1 n=1

=3 wa(t) - L(up) = > Antwn(t) - tn.
n=1

n=1

Einsetzen und zusammenfassen ergibt

(wn(t) + Anwn(t) - fn(t)) “up =0,
n=1

Z (wn(0) = (wo, un)) - up =0,

n=1

was nur dann moglich ist, wenn
Wn(t) + AMpwn (t) — fr(t) =0, w,(0) = (wo,upn), 0<néeN

gilt.

Wir erkennen (und darin liegt die theoretische und historische Bedeu-
tung des Separationsansatzes): die urspriingliche PDE wurde durch den
Fourier-Ansatz in eine ODE fiir die Fourierkoeffizienten iibergefiihrt.

Unter Verwendung der allgemeinen Losungsformel fiir derartige AWPe
linearer ODEs der Ordnung 1 erhalten wir

t
wn(t) = () - [ p(s)d,
0
was sich, wenn f nicht von ¢ abhéngt, einfacher schreiben léasst:

wn(t) = (wo, un) - € + (fo/An), 0<mneN,
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sofern alle A\, # 0 sind. )
Eventuell ist \; = 0 (Beispiel in den Ubungen) und wir erhalten fiir
zeitunabhangiges f,
wl(t) = <w07un> +1- fl'
Ausser in diesem Fall nehmen alle Fourierkoeffizienten im Laufe der

Zeit ab.

4.Schritt: Berechnung der Fourierkoeffizienten.
Da f =1 erhalten wir fiir 0 < n € N,

fo=(fun) = \/2/7/; f(z) - sin(nx) de = \/2/7/; sin(nz) dx
o V2

x
cos(nz)|,—g = W

(=" =1)

V2(1 - (=1)")

NG
ny/mw

Nun berechnen wir (wg, uy), 0 < n € N.
Wir erhalten

(wo, up) = \/2/7/; (3+sinz + (z/7)) - sin(nz) dx
_ . Jr
=3 \/2/7r/0 sin(nx) dx + 5 (g, up)
v2 T
+ 77\/77/0 x sin(nz) dx
=3fn+ \/27? (g, un) + w\>/7?§n2 /0 o sino do
- (1)) | VF Va(-1)
= nﬁ +7-(u1,un)+ n\/;‘_
e I
= /r +7-<u1,un>.

wobei wir einerseits die bereits bekannten Terme fiir f,,, 0 < n € N, und
das folgende bestimmte Integral verwendeten:

e u=o0, v =sinc
osincdo =...| ,
0 w =1, v=-—coso

nm
= —ocosoli_" —|—/ cos o do
0
= —n7(=1)" + sino|7_g" = (—1)"nr.

Wegen
(ur,u1) =1, (up,up) =0, 1<neN
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erhalten wir schliesslich

142+ 7
2ym

(wo,u1) =

sowie

0, U2k) — ]{)\/ﬂ, 0, W2k4+1/ — (2k+1)ﬁ’

Ausgeriistet mit diesen Zwischenresultaten erhalten wir

0< keN.

= )+ Z wok (1) « ugk () + wogs1(t) - uggr1(x))
= ((wo,u1> —hE (fl/)\l)> ~un (%)
Z (( wo, UQk ~Azkt + (f2k/)\2k)> : u2k(x)

k=1
+-<<um,U2k+1>'6_A2”“¢-+(J3k+1/A2k+1)> 'U2k+1($))

14v2 + _ 22 2
= (2\/7?'6 —i-ﬁ) . (\/;811137)
2 2
S ()
V2 - 2 2v2 2 .
+ (W e~ (kD W) . <\/;sm((2k‘ + 1)55)))

Loy 4
=(|l—=+—]) € — | sinx
V2o T

> 1 2
+,€f1 <_l<:77 et sin(2kx)+

14 - 2, 4 .
+ <(2k+1)7‘( - € (2k+1) + (2]€—|-1)7T) . SlIl((Qk + 1)51/')) .

Diskussion. Zugegebener Massen ist die erhaltene Losungsformel fir
w(t, x) nicht gerade anschaulich. Dennoch beinhaltet die Formel fir w
vom theoretischen Standpunkt aus einige interessante Details.

Zum Beispiel ist w(t,z) von der Form

w(t, &) = Woo () + wi(t, x),



wobei die in w(t,z) vorkommenden Koeffizienten ausnahmslos exponen-
ziell in der Zeit fallen und zwar mindestens mit einer Rate, die durch den
kleinsten Eigenwert - hier: 1 - gegeben ist.

Ohne allzu viel Mithe erhalten wir daraus: Die Funktion w, ist auf
10, +00[ x |0, [ unendlich oft differenzierbar - dies ist die wohlbekannte
Glattungseigenschaft der Warmeleitungsgleichung - und

|w(t, z) — weo(z)|l2 < Ce™, 0<t,

wobei C' € RT eine Konstante ist.

In Worten: Die Losung néhert sich exponenziell schnell (zumindest im
Sinne der L? Seminorm) einer Grenzverteilung an.

W kann leicht bestimmt werden (aus der Fourierreihe ist nicht wirklich
explizites zu gewinnen), indem wir wie im Kapitel iiber die Herleitung der
Warmeleitungsgleichung die stationdre Grenzlésung bestimmen:

—wio(®) =1, weo(0) = woo(m) =0,
dessen eindeutige Losung gegeben ist durch

x-(m—x)

Woo () = 9

Re-interpretieren wir diese Ergebnisse fiir die urspriingliche Funktion
u, so erhalten wir

lu(t, ) — uso(x)||2 < C - et 0<t

wobel

x2  3nx
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26.

27.

Vollstandige Folgen von Eigenpaaren.
Bestimmen Sie eine vollstédndige Folge von Eigenpaaren von L(u) =
u” beziiglich der angegebenen RBen.

Ua. /(0) = /(L) = 0.

Ha. u(0) = /(L) = 0. 7 Punkte
Hb. «/(0) = u(L) = 0. 7 Punkte
Eindimensionale Warmeleitungsgleichung.

Losen Sie mit Hilfe des Separationsverfahrens die hier speziell als
i — v’ = f gewihlte Warmeleitungsgleichung beziiglich der gegebe-

nen Funktion f und der spezifizierten Anfangs- und Randwerte. Bes-
timmen Sie die Losungsmenge der Grenzgleichung t T +o0.

Ua. f=1, u(Ox)—Ou’(tO)— u'(t, ) = 0.

Ub. =1— (2z/n), uw(0,z) =0, u/(t,0) = ( m) = 0.
Ha. f=1,u(0,z) = () u(t 0) =u(t,m) = 5 Punkte
Hb. f=0, u(0,z) =1, «/(¢,0) = u(t,m) = 5 Punkte

Zu erreichende Punkteanzahl: 138 Punkte
ie rund 39.77% 1.-11.Ubungsblatt
12.Ubungsblatt: Zusatzpunkte.



8.1 Der Laplace Operator auf einem Rechteck

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einer Verallgemeinerung der Sep-
arationsmethode beschéftigen.

Wir beschéftigen uns mit dem Laplace Operator in einem Rechtecks-
gebiet.

Im Speziellen interessiert uns das Eigenwertproblem

—Au= M, u=u(@), Te€Q=]0,a]x]0,b[, uw#O. (97)

Wir beschranken uns hier auf homogene Dirichlet Randbedingungen
u(z2) =0, Ze€dq. (98)

Ohne tiefer in die zugrunde liegende, nicht triviale Mathematik ein-
dringen zu konnen, wollen wir

1) zeigen, wie mit Hilfe der Separationsmethode (97) auf zwei Eigen-
wertprobleme fiir ODEs transformiert werden kann,

2) uns mit der Feststellung begniigen, dass unter den gegebenen Voraus-
setzungen stets eine vollstdndige Folge von orthonormierten Eigen-
paaren (A, ug)keny von (97), (98) existiert und dass wir diese Folge
von Eigenpaaren mit der angegebenen Methode auffinden kénnen.

Bemerkungen. a) Der Begriff “orthonormiert” bezieht sich hier auf den
Vektorraum L2((2), in dem das (degenerierte) innere Produkt gegeben ist
durch

r9) = [ 1@ o) az.
Klarerweise handelt es sich um ein zweidimensionales Integral.
b) Mit der Separationsmethode kénnen prinzipiell nur sehr spezielle RBen
behandelt werden. In praktischen Situationen sind oftmals andere Randbe-

dingungen von Bedeutung. Dies schrinkt den Einsatz der Separations-
methode zur Losung praktischer Probleme sehr ein.

Wir erinnern, dass

Q=10,a] x]0,0[,

wobei a,b € RT.
Bei diesem zweidimensionalen Problem hat der Laplace Operator die
Form

A = O0py + Oyy.
Die Eigenwertgleichung (97) hat die Gestalt

— Ozt — Oyt = Au.
Wir suchen eine ganz spezielle Losungen dieser Gleichung:

u(z,y) = v(z) - w(y).
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Mit diesem Ansatz trennen (“separieren”) wir die Abhéngigkeit von x und
y. Wir setzen in die Eigenwertgleichung ein und erhalten

—0"(z) - w(y) —v(z) - w(y) = Mo(@) - w(y),

wobei hier die Ableitungen nach den jeweiligen Variablen mit Strichen
bezeichnet werden.
Wir erhalten nach Division zumindest an jenen Stellen, an denen v(z) -
w(y) # 0 ist,
v'(z)  w'(y)
v(z)  w(y)
Dass die Summe zweier Funktionen, von denen die eine von z und die
andere von y abhéingt insgesamt konstant ist, ist unabhéngig davon, wo
v(z) - w(y) # 0 gilt, nur dann vorstellbar, wenn beide Funktionen jeweils
konstant sind.
Wir erhalten nach jeweiliger Multiplikation mit dem Nenner die zwei
(!) Eigenwertprobleme fiir ODEs (!),

(@) = A v(x), —w'(y) =Xy w(y),
wobei wir wegen der homogenen Dirichlet Daten die Randwerte
v(0) = v(a) = w(0) = w(b) =0

erhalten.
Diese Eigenwertprobleme haben wir bereits im vorherigen Kapitel gelost,
wo wir die vollstdndigen Folgen normierter Eigenpaare

<k27r2/a2, MSin(kwx/a)>k€N , (l27r2/b2, MSin(lwy/b)>

erhielten.
Erinnern wir uns an

leN

u(z,y) = v(z) - w(y),

so erhalten wir eine vollstdndige (Doppel)Folge normierter Eigenpaare:

9 K212 2 . krx . Iy
™l —5t5 |, = sm|— | sm|—= .
a’> )’ Vab a b (k,l)ENXN

Damit haben wir das Eigenwertproblem vollstandig gelost.
Die Kenntnis der vollstandigen Folge normierter Eigenpaare erlaubt es
uns einerseits die Poissongleichung

—Au=f, u=0auf o0

fiir beliebige f € L?(Q) in Form von Fourierreihen zu l5sen, andrerseits
konnen wir ganz genau so wie im letzten Abschnitt vorgehen um zB die
Warmeleitungsgleichung

u—Au= f(t,%), wu(t,.) =0 auf 0Q
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mit Anfangsdaten u(0, F) = v(¥) € L*(£2) in Form einer doppelt indizierten
Fourierreihen 16sen:
R . [ krx . ([ lmy
¢ Midatad L)
u(t,x,y) = abZUM Sln<a> sm<b>,
wobei fiir k,1 € NT,
w1 (t) \/>/ u(t, z,y) sin (kﬁz> - sin (17;y> dxdy,

k=1
genauer, nach Koeffizientenvergleich und Losen des AWPs

Wit + Akgurg = fei(t),  ug(0) = vy,

wobei fiir k,1 € NT, t € RT,

K2

ft,z,y) \/» Z fra(t) sin <k:7m:> - sin <l7l:y> ,

k=1

km l
fra(t) \ﬁ/ftx Y sm< aw) - sin <7;y> dxdy,
(%)= ()
kalSID ssmy — 1,
b
kl 1
2 . (knx ) lﬂy)
V1= — [ v(z,y)sin { — | -sin [ —= | dxdy.
N ﬁab/Qu/) (57 ) csin (13 oy

Wir erhalten fiir k,l € NT, t € RT,

t
g1 (t) ka,leA’“lt+/ 9 fy 1 (s) ds
0
Irgendwie ist diese Darstellung nicht sehr handlich.
Immerhin sehen wir, dass der Einfluss der Anfangsbedingung exponen-
ziell abklingt.



9 —Awu = f als Variationsproblem

Betrachten wir noch einmal die Poisson Gleichung, zB mit homogenen
Dirichlet Randbedingungen

—Au = f(x), u=u(x), z€Q, u =0 auf 09Q.

Wie bereits frither angedeutet, beschreibt diese PDE zB den Grenzzustand
flir t T 400 einer Warmeleitungsgleichung.

Die in den vorherigen Kapiteln angedeutete Theorie der Sturm-Liouville
Operatoren kann im Wesentlichen auch auf diese Poisson Gleichung aus-
gedehnt werden.

Im Speziellen ist bekannt, dass es unter eher geringfiigigen Bedingungen
an () (das hier allerdings beschrinkt sein muss) eine vollstdndige Folge
normierter Eigenpaare (A\g,ur)ren des negativen Laplace Operators —A
bezuglich der homogenen Dirichletdaten gibt.

Genauer:

e D<A < A< g << ...

o {uy : k € N} ist beziiglich des (degenerierten) inneren Produkts in
L2(Q),

(f,g) = / f(&) - g(¥)dz (mehrdimensionale Integration)
Q

eine vollstindige Orthonormalbasis des L?(2), dh fiir jede Funktion
f € L*(Q) gilt im L?(Q) Sinn

N

f= ngglw;m k) -

e Fiir alle k € N gilt u, = 0 auf 99.

Mit Hilfe dieser vollstdndigen ONB und unter Zuhilfenahme der Pos-
itivitdt der Eigenwerte A1,... konnen wir - zumindest theoretisch - die
eindeutige Losung der Poisson Gleichung bestimmen.

Wir setzen unbestimmt an

o)

u:Zak-uk,

k=1

bestimmen die Fourierkoeffizienten (f, ux), k € N, von f beziiglich der Or-
thonormalbasis w1, ug, us, . . . und ersetzen v und f durch ihre Fouriereihen.

[e.o]

—A (Z ag - uk> = Z<f, Uk> c Uk,
k=1

k=1
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vertauschen skrupellos (unter Ausniitzung der Linearitédt) den linearen Op-
erator —A mit der Summation und erhalten

- A <i ag - ’U,k> = - —A(ak . uk) = iak . (—Auk)

k=1 k=1 k=1
oo oo
= k- Necur =Y (foug) - ug,
k=1 k=1

woraus wir durch Koeffizientenvergleich der Basiselemente uy, k € N, er-
halten
ak-/\k:(f,uk>, k eN,

also
p= gy,
Ak
Damit haben wir die Fourierreihe von u beziiglich uy, uo, us, ... erhalten.
o0
u= s un) U, in L2(9).
= M

Dieses Verfahren hat einige Nachteile.

e Die Eigenwerte von —A beziiglich homogener Dirichlet RBen miissen
bekannt sein oder mit beliebiger Genauigkeit approximiert werden
konnen.

e Die Eigenfunktionen von —A beziiglich homogener Dirichlet RBen
miissen bekannt sein oder mit beliebiger Genauigkeit ausgewertet
werden konnen.

e Die Summation darf keine numerischen Instabilitdten aufwerfen.

e Die Berechnung eines Funktionswertes von v mit Hilfe der Fourier-
reihe ist recht aufwendig, da zB die Auswertung von uy an einer bes-
timmten Stelle unter Umstdnden den Einsatz rekursiver Methoden
verlangt.

Eigenwerte und Eigenfunktionen sind nur fiir ganz spezielle Gebiete
Q) bekannt. Fiir die Summation der Fourierreihe stehen in diesen Fallen
hochentwickelte und entsprechend genaue Verfahren zur Verfiigung.

Sobald € von den Standardgebieten (Quader, Kugel, Zylinder, Ellipsoid
etc) abweicht, sind weder Eigenfunktionen noch Eigenwerte hinreichend
genau bekannt und die Darstellung als Fourierreihe verkommt zu einer
rein theoretischen Repréasentation.

Erschwerend kommt bei dieser Methode hinzu, dass nur sehr wenige
Randbedingungen gibt, die auf bekannte Eigenwerte und Eigenfunktionen
fithren.

Bei gemischten Randbedingungen (Teile von 902 sind mit Dirichlet
RBen versehen, andere Teile von 02 mit Neumann RBen) sind in den
allermeisten Fallen weder Eigenwerte noch Eigenfunktionen verfiigbhar.
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Diese Einsichten sind Motivation genug, sich die moderneren Theorien der
Poissongleichung anzusehen.

Dies ist zugegebener Massen im Rahmen dieser Vorlesung nicht einmal
ansatzweise moglich, da die entsprechenden Hilfsmitteln, i.e.

Distributionen, distributionelle Ableitungen, schwache Formulierung der
PDE, Sobolevraume

nicht zur Verfiigung stehen.
Nichtsdestotrotz kénnen wir ohne allzu viel Aufwand den fiir die mod-
erne Theorie sehr wichtigen

Variationszugang

vorstellen.

Die Variationsformulierung nimmt die schwache Formulierung der PDE
in Sobolev Rédume vorweg. Damit sind die folgenden Darlegungen ein
FEinstieg in die moderne Theorie der Poisson Gleichung.

Wir beschréinken uns zunéchst auf den eindimensionalen Fall. Aus-
nahmsweise sind bereits bei der Behandlung dieses eindimensionalen Falls
alle wesentlichen Argumente enthalten.

Wir untersuchen

—u" = f, wu(0)=u(l)=0. (99)

Gehen wir zunéchst von stetigem f : [0,1] — R aus, so besitzt dieses
RWP eine eindeutige Losung, die durch zweimaliges Integrieren formal
hingeschrieben - eine explizite Darstellung ist in den allermeisten Fallen
nicht verfiigbar - werden kann.

Nun multiplizieren wir (99) mit einer

Testfunktion ® € CZ[0, 1],

wobei C}[0,1] jene stetig differenzierbaren Funktionen ¢ : [0,1] — R sind,
fitr die ¢(0) = ¢(1) = 0.
Wir erhalten nach Integration

_/Olu"(g;)-@(x) dm:/olf(x)~(1>(x) dz,

und wenn wir einmal partiell integrieren erhalten wir wegen ®(0) = ®(1) =
0,

_ /1 () - B(x) do = — o(z) - D)+ /1 o (2) - ¥ () da
0 =0 Jo

_ /01 W (z) - ¥(z) dz — /01 F(@) - ®(x) do |

Wir definieren nun



Ist f:]0,1] — R stiickweise stetig, so heisst u € C}[0, 1]
variationelle Losung von (99),

wenn

1 1
/ o (z) - () do = / (@) ®(x) do, fiir alle ® € CL[0,1]| (100)
0 0

An dieser Formulierung sind mehrere Dinge bemerkenswert.

e Es tritt nur mehr die erste Ableitung von u auf. Eine variationelle
Loésung von (99) muss also nicht zweimal differenzierbar sein.

e Die Funktion f muss nicht stetig sein, sondern f kann zB Spriinge
haben. In diesen Féllen gibt es gar keine zweimal differenzierbare
Lésung von (99). Dennoch gibt es eine variationelle Losung von (99).

o Ist u eine klassische, zweimal differenzierbare Losung von (99), so
ist u auch eine variationelle Losung von (99). Umgekehrt hat, wie
oben angedeutet, (99) fiir etliche Funktionen f gar keine klassische
Losung, aber dennoch eine variationelle Losung. Damit ist der Be-
griff “variationelle Losung” eine Verallgemeinerung des klassischen
Losungsbegriffs.

Wir wollen noch kurz den Begriff “variationelle Losung” erlautern.

Die Variationsrechnung hat ihre Wurzeln in der Beschreibung von Natur-
vorgangen. Etliche, wichtige Prozesse laufen so ab, dass eine bestimmte
“Fnergie” oder “Entropie” etc insgesamt kleinstmdoglich wird. Ist bekannt,
um welche “Energie”, “Entropie” etc es sich handelt, so fliesst dieses Wis-
sen in die Modellierung des Vorgangs ein.

Mittlerweile ist die Variationsrechnung ein Teilgebiet der Mathematik, bei
dem es darum geht, Funktionen zu finden, die bestimmte Ausdriicke min-
imieren oder maximieren.

Ein klassisches, mathematisches Beispiel hierfiir ist die Frage:

Gegeben sei der Punkt (xq,70) € R2. Mit welcher stetig differenzierbaren
Kurve ¢ : [0,1] — R? muss ich (0,0) mit (o, o) verbinden, so dass diese
Kurve die kleinstmogliche Lange hat 7

(Die richtige Antwort ist offensichtlich: “Mit einer geraden Strecke.”)

Mathematisch handelt es sich darum, unter all jenen stetig differen-
zierbaren Kurven c : [0,1] — R? mit ¢(0) = (0,0), ¢(1) = (z0,%0) jene zu
finden, fiir die die Bogenlange

1
/ |e(t)| dt — minimal!
0
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Die besondere Herausforderung besteht darin, eine Funktion und keinen
Punkt im R"™ zu finden, so dass ein bestimmter Ausdruck minimal oder
maximal wird.

Es gibt einen bemerkenswerten, namensgebenden Zusammenhang zwischen
der Variationsrechnung und den variationellen Losungen von (99): Die
variationellen Losungen von (99) sind genau jene Funktionen, welche ein
zugeordnetes Funktional minimieren.

Mit anderen Worten: Jede variationelle Losung von (99) minimiert dieses
Funktional und jede Funktion, die dieses Funktional minimiert, ist eine
variationelle Losung von (99).

Das Funktional, um das es hier geht ist

1 1
FCl0,1] =R, F(v)= ;/O (W (2))? da —/0 (@) - v(z) do
1 / /
= §</U 7U> - <f,U>-
Dann gilt:

e Falls u ein Minmierer von F' ist, dh wenn
F(u) < F(v), fiir alle v € C}[0,1],
dann gilt offenbar fiir alle 0 < ¢ € R und fiir alle ® € C}[0, 1],
F(u) < F(u£1t®),

woraus wir durch Subtraktion und Division durch ¢ die Ungleichungen

F(u+t®)— F
(u tt) (u)go, 0<teR

erhalten. Schreiben wir diese Ungleichungen mit Hilfe von (.,.), so
erhalten wir

t
Fiihren wir in diesen Ungleichungen ¢ | 0 aus, so erhalten wir
== (<ul? (I)/> - <fv Q)>) < 07

also
(', @) — (f,®) = 0.
Dies ist aber genau Gleichung (100)!

Also: Jeder Minimierer von F in C}[0, 1] ist eine variationelle Losung
von (99).
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e Umgekehrt sei nun u eine variationelle Losung von (99), dh
(u', ") — (f,®) =0, fiir alle ® € CL[0,1].

Wir wollen nun zeigen, dass dann v« ein Minimierer von F ist, dh
dass
F(u) < F(v), fiir alle v € C}[0,1].

Dazu setzen wir
w=v—uc C}0,1]

und betrachten wir die Abbildung
K :[0,1] = R, K(t) = F(u+ tw).
Offensichtlich ist K (ausser fir (w’,w’) = 0) ein quadratisches Poly-
nom:
2

F(u+tw) = %(u’,u') + (fru) +t- (W, w) — (f,w)) + 5(w’,w’>.

Da w eine variationelle Losung von (99) ist, verschwindet der Koef-
fizient von ¢t. Somit gilt fiir alle ¢ € [0, 1],

Flu+tw) = K(t) =

Im Speziellen folgt
Flv)=F(u+ (v—u)) = F(u+ lw) > F(u).

e Eine genauere Untersuchung ergibt, dass die vorherige Argumenta-
tion deswegen so einfach zu fithren war, weil F' konvex ist, dh fiir alle
6 € [0,1] und alle v,w € C[0,1] gilt:

FO-v+(1—-0)-w)<0-Fv)+ (1—-0)-F(w).

Dartiber hinaus gehend hat F' sogar die Eigenschaft strikt konvex zu
sein, dh

F(;-v—i—;-w) <%~F(v)+%-F(w), Yo # w, v,w € C3[0,1].
Diese strikte Konvexitat hat eine bemerkenswerte Konsequenz: F' hat
hochstens einen Minimierer.
Seien nimlich v, w zwei verschiedene Minimierer von F in C3[0,1],
dann gilt F'(v) = F(w), aber andrerseits wegen v # w und wegen der
strikten Konvexitdt von F',

F<;-v+;~w> <%-F(v)+é~F(w):F(v),



dh der Wert von F' an der Stelle % SV + % - w unterschritte den klein-
stmoglichen Wert. Das kann nicht sein.

Damit ist auch klar: Es gibt hochstens eine variationelle Losung von
(99).

e Besitzt das Funktional F' einen Minimierer 7 Gibt es eine variationelle
Losung von (99) 7 Die Antwort lautet: Ja, fiir stiickweise stetiges f ist
genau jenes u, das wir durch zweimaliges Integrieren und Anpassen
an die Randdaten erhalten, diese variationelle Losung. Den etwas
langlichen Beweis bleiben wir aus Zeitgriinden schuldig.

Nun wollen wir den interessanteren, hoherdimensionalen Fall untersuchen.
Der grosste Unterschied beim Ubergang von einer zu mehreren Raumdi-
mensionen ist die enorme Vielfalt an offenen, beschrankten Gebieten (2.

Um die Dinge einfach zu halten, beschranken wir uns entweder auf poly-
goniale Gebiete (Quader, Parallelotop, Tetraeder etc) oder auf Gebiete,
deren Berandung zumindest stetig differenzierbare Tangentialraume und
Normalenvektorfelder besitzt. (Auf eine genauere Begriffsbildung muss
verzichtet werden.)

Nicht nur eine Einschriankung der Gebiete ist notwendig, es muss auch
Einiges iiber f vorausgesetzt werden. Der Begriff “stiickweise stetig” lésst
sich ndmlich nicht ohne Weiteres auf hohere Dimensionen verallgemeinern,
da die Unstetigkeitsmengen von f sehr vielféltig sein konnen.

Wir wollen die Dinge nicht zu kompliziert machen und beschranken uns
deshalb auf stetige Funktionen f : Q — R, dh f ist nicht nur auf Q sondern
auch am Rand von 2 definiert und ausserdem {iiberall stetig.

Wir definieren wieder

C3(Q) = Menge der stetig differenzierbaren u : Q — R, die auf 902=0
sind.

Dann ist die variationelle Formulierung von
—Au=f, wu=0 auf o} (101)

gegeben durch
/(vu -V®)(Z) dT = / (@) (%) dZ, fiir alle ® € C}(Q),  (102)
Q Q

wobei es sich bei den Integralen natiirlich um mehrdimensionale Integrale
handelt.

Ganz wie im eindimensionalen Fall gilt:

u € C}(9) ist genau dann variationelle Losung von (101), wenn u das
Funktional

FLCl@) R, F(v):;/Q|Vv|2(f) d:ﬁ—/ﬂf(f)-v(f)df
1

— S = (f0)
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minimiert, dh wenn
F(u) < F(v), fiir alle v € CL(Q).

Neuerlich ist F' strikt konvex, so dass sowohl F' hochstens einen Min-
imierer besitzt als auch hochstens eine variationelle Losung von (101) ex-
istiert.

Ungleich schwieriger ist die Frage zu beantworten (die Antwort ist unter
den getroffenen Voraussetzungen: Ja), ob es eine variationelle Losung von
(101) gibt.

Dass diese Frage so schwer zu beantworten ist liegt vor allem daran,
dass es anders als im eindimensionalen Fall kein Verfahren (wie zB Integri-
eren) gibt, mit dessen Hilfe wir die Losung halbwegs explizit hinschreiben
konnen.

Insofern sind wir was die Berechenbarkeit angeht keinen Schritt weiter
als bei der Entwicklung nach Eigenfunktionen.

Andrerseits erlaubt die Variationsformulierung auf sehr einfache Weise die
Konstruktion numerischer Verfahren, die mittlerweile zu den wichtigsten
Losungsverfahren gehoren.

Diese Verfahren sind die Finite Element Methoden, die wir im néchsten
Abschnitt kennen lernen.
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12. ﬂbung “Differentialgleichungen fiir
Ingenieure”

Ausgabe: 01.07.03
Bearbeitung: 07.07.03-11.07.03 Abgabe: —

Dieses Ijbungsblatt ist zur Wiederholung und zum Ergattern
von Zusatzpunkten.
Jede Aufgabe bringt ausschliesslich als Tafelleistung 10 Punkte.

28. Finden Sie alle Losungen der ODE ¢/ — zy = .
29. Wir betrachten das ODE System

1 0 0 0
di B 1 -3 1 1
ar My, M=1 g0 o

0 2 0 -1

Ist 0 eine global asymptotisch stabile Losung ?
30. Bestimmen Sie die maximale Losung von y' = zy, y(0) = —1.

31. Bestimmen Sie die stationdren Punkte des ODE Systems erster Ord-
nung.
Klassifizieren Sie die stationdren Punkte nach folgendem Schema:
— asymptotisch stabil;
— instabil;
— keine Aussage nach der Stabilitdtsbedingung autonomer System
(Satz 8) moglich.

i =axy—a®+ 2z

g =3wy+2y° —y

32. Losen Sie das folgende homogene AWP.
i+ 4u + 5u =0, u(0) = 1, u(0) = 0.
33. Bestimmen Sie mit dem Ansatzverfahren die allgemeine Losung fol-
gender ODE.
y" +y =3coszx.
34. Losen Sie mit dem Ansatzverfahren folgendes AWP.
y'+2y +y=e"+ze”. y(0) =1,y (0) = -7/4.



35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Formulieren Sie das implizite Eulerverfahren fiir das folgende AWP.
Stellen Sie die Rekursion in expliziter Weise dar.
(yi)_<3y1+4y2) (y1(0)>_<1>

vo )\ 2u—w2 )7\ 12(0) ) \0)
xz €10,3], N =99.
Berechnen Sie mit Hilfe der Grundformel die Laplace Transformierte
von f, wobei f(t) fiir t > 0 gegeben ist und f(¢) =0 fir ¢t < 0 gilt:
f(t) = 2cost — sin(2t).
Ermitteln Sie die Laplace Transformierte von f, wobei f(t) fiir ¢ > 0
gegeben ist und f(¢) = 0 fiir t < 0 gilt:
f(t)=H(t—2)t%.

Bestimmen Sie die inverse Laplace Transformierte von

s2+25+3
Z(S) = m

Bestimmen Sie die Laplace Losung von folgendem AWP (ODE Sys-
tem).

() =(5% ) () (s )
(0 )=(0)

Bestimmen Sie die Laplace Losung von folgendem AWP.
i+2u+2u=e '+ H({t—1)-t, u(0)=u(0)=1.

Bestimmen Sie die Losungsmenge von folgendem RWP.

y" + 4y = cos(2z), y(0) = 1,y(1) = 0.

Bestimmen Sie die Losungsmenge in Abhangigkeit von L.

y" =0,5(0)+y (L) =0, y(L) =0.

Bestimmen Sie eine vollsténdige Folge von Eigenpaaren von L(u) =
—u beziiglich v/(0) = /(L) = 0.

Losen Sie mit Hilfe des Separationsverfahrens die hier speziell als
i — v’ = f gewihlte Warmeleitungsgleichung beziiglich der gegebe-
nen Funktion f und der spezifizierten Anfangs- und Randwerte. Bes-
timmen Sie die Losungsmenge der Grenzgleichung t T +o0.
f=0,u(0,z) =1, ¥/(t,0) = u(t,m) = 0.
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10 Die Finite Element Methode

In endlicher Zeit kénnen wir nur endlich viele Grundrechnungsarten von
einigen rationalen Zahlen endlicher Mantissenlédnge (oder &hnlich einfache
algebraische Umformungen einiger vordefinierter Terme) vornehmen.

Also kénnen wir (von wenigen trivialen Féllen abgesehen) von einer Funk-
tion, die Losung einer Differentialgleichung ist, nur fiir endlich viele Argu-
mente mit endlich vielen Grundrechnungsoperationen Naherungswerte fiir
den Funktionswert bestimmen.

Damit wird die Frage wichtig, wie dies auf moglichst genaue und effiziente
Weise erfolgen kann.

Eine allgemein giiltige Antwort kann nicht gegeben werden. In vielen
Féllen liefert die

Finite Element Methode

fiir PDEs durchaus brauchbare Resultate.

Bemerkung. Fiir elementare Funktionen - etwa die Exponentialfunktion
oder die Winkelfunktionen sin, cos stehen Potenzreihen zur Veriigung. Fiir
die Losungen von PDEs sind derartige Darstellungen eher selten zu haben.

1.Idee der FEM. Wir suchen eine approximierende Losung einer Differ-
entialgleichung nicht in einem unendlichdimensionalen Vektorraum (etwa
in der Menge aller differenzierbarer Funktionen mit vorgegebenem Defini-
tionsbereich), sondern in einem endlichdimensionalen Vektorraum.

Beispiel, eindimensional auf Intervall [0, 1].

Fn[0,1] = Menge der stetigen Funktionen, die auf jedem Teilintervall
[7h,(j+1)h],0<j < N, h=1/(N + 1), affin sind.

Bemerkung. Wieso ist Fiv[0,1] endlichdimensional ? Jede der Funktio-
nen aus Fy[0,1] ist durch N + 2 Parameter, namlich die Funktionswerte
an 0,h,2h, ..., Nh,1 eindeutig festgelegt. Also dimFy[0,1] = N + 2.

In F[0, 1] gibt es eine wichtige Basis, ndmlich die N + 2 “Hutfunktionen”

1, j=k
0, j#k

Diese Hutfunktionen erlauben es sehr schnell, zwischen den Funktion-
swerten und den Koeffizienten der Basisdarstellung hin und her zu schalten.

br, € Fn[0,1], bk(jh)Z{ 0<kE<N+1.

Sind fo,..., fn4+1 die Funktionswerte einer Funktion f € Fx[0,1] an den
Stellen 0, h, 2h, ..., Nh,1, so ist

f=fobo+ fr-br+...+ fny1-bnit
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2.Idee der FEM an Hand von

—y = f(z), y(0)=a,y(1) =b.

Wir gehen zur Variationsformulierung iiber:

/ (@) () do = / )

fiir alle ® € C1[0,1] mit ®(0) = ®(1) =0,

wobei

y € C0,1], y(0) =a,y(1) =0b.

In dieser Variationsformulierung ersetzen wir den unendlichdimensionalen
Vektorraum “C1[0,1]” durch den endlichdimensionalen Vektorraum
“Fn[0,1])”. Wir erhalten

/IY’(az da:—/ f(z

fir alle ¢ € Fx[0,1] mit ¢(0) = ¢(1) =0 (FEM).
Y € Fy[0,1], Y(0)=a,Y (1) =b.

In dieser Formulierung ist ein wenig Vorsicht geboten, da “Y”” und “¢’”
auftreten, ohne dass zu erwarten ist, dass eine dieser Funktionen tatsachlich
differenzierbar ist.

Ohne auf weitere Details eingehen zu konnen: Die Funktionen aus
Fnl[0,1] sind “fast” differenzierbar und wir kénnen in (FEM) die Ableitun-
gen durch stiickweise konstante Funktionen, die wir an den eventuellen
Sprungstellen h, 2h, ..., Nh der Ableitung zB durch “0” definieren, erset-
zen.

Diese Konstruktion fiithr zB fir b, auf die Funktion

N+1 , (k—=1Dh<z<kh
(@)= —(N+1) , kh<z<(k+1)h
0 , sonst

Ganz dhnlich wie in der letzten Vorlesung zeigen wir, dass es genau
eine Losung von (FEM) gibt.

Wie ist diese zu berechnen ?

Interessanter Weise fiihrt die Berechnung auf die Losung eines linearen
Gleichungssystems.

Dazu gehen wir von dem Ansatz

N+1

r) =Y y;-bjx)
j=0
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mit zu bestimmenden Koeffizienten g, ...,yn+1 € R aus.

Offenbar gilt Y (jh) =y;, 0 <j < N+ 1.

Betrachten wir (FEM) zunéchst nur fiir die endlich vielen Testfunktio-
nen ¢(x) = bi(x), 1 <k < N (dies sind genau jene Hutfunktionen, die fiir
2 =0 und x = 1 verschwinden). Dann erhalten wir die N Gleichungen

/1 Y'(z) - bp(x)de = f, 1<k<N, (103)
0

wobel wir )
fom / F@) bu(x)dz, 1<k<N,
0

verwendeten.
Nehmen wir an, dass diese N Gleichungen erfiillt sind, dann gilt fiir
beliebiges ¢ € Fy[0, 1] mit ¢(0) = ¢(1) = 0:

N

d(x) = (jh) - bj(x),

=1
und damit

/

1Y’ / dr = 1Y’ - ih)-b d
/0 <x>-¢<x>x—/ﬂ @) - [ 6Gh) b | do

=1

N N 1
= [ [ otn dx:2¢<jh> / V'(e) bl (a) da

1

e
ZN:<Z> 6(jh) / fa

j:

1 ' 1
- /0 f()- ;eb(Jh)-bj(w) dz = /0 f(z) - $(e) da

Konsequenz: Wir miissen nur die N Gleichungen (103) beriicksichtigen.
Da wir Y € Fy[0, 1] mit Y(0) = a,Y (1) = b so bestimmen wollen, dass
(103) gilt, modifizieren wir den Ansatz fiir Y und erhalten

—_

Y(z) =a-bo(x +Zy] ) +b- byt ().

Setzen wir dies in die N Gleichungen von (103) ein, so erhalten wir

/ e dx—i—Zy]/ b, () dz+b- /01 Nan (@) By () da
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Setzen wir fir 0 < j,k < N 4+ 1

1
mie= [ V(@) i) da.
0
so konnen wir dieses Gleichungssystem schreiben als

fi—a-mip—0b-my N1

M-y=f= : ;
fN—a'mN,O—b'mN,N+1
wobei
mi1r ... MIN
M =
myi1 ... TMNN

Wir erinnern daran, dass die Komponenten des Losungsvektors dieses
linearen Gleichungssystems die Approximationen an die Losung der ODE
an den Knotenpunkten 0, A, 2h,..., Nh,1 sind.

Frage: Ist dieses lineare Gleichungssystem iiberhaupt eindeutig l6sbar?

Antwort: Ja, weil M eine gutartige Tridiagonalgestalt hat:

ms =2(N +1), 1<k<N,
M kr1 =M1 = —(N+1), 1<E<N-1,

mjp =0, firlj—kl>1, 1<jk<N.

Bemerkung. Die Variationsformulierung (FEM) bezieht sich auf die Auf-
gabe, das Funktional

1 1
Py Py ] =B Extw) = 5 [ w@Pde— [ fa)-w@)dr
in der Menge
Fnap[0,1] = {w € Fn[0,1] : w(0) = a,w(1) = b}

zu minimieren. Wie im letzten Abschnitt kann ohne viel Miihe gezeigt
werden, dass Ey genau einen Minimierer Y[N] in Fiv q[0, 1] besitzt und
dieser genau durch (FEM) charakterisiert ist.

Diese Einsicht erlaubt es auf einfache (uns aber nichtsdestotrotz nicht
verflighare) Weise zu beweisen, dass

Y[N] —y, fir N ] +oo,

wobei y die eindeutige Losung von —y” = f(z), y(0) = a,y(1) = b ist.



Bemerkung. Zur Losung von —Au = f(z) auf Q C R?, d € NT, u = ug
auf 0f), kann auf dhnliche Weise eine FEM definiert werden. Allerdings
sind hier etliche geometrische Triangulierungsprobleme zu lésen. Fiir d =
2,3 gibt es hierfiir gut verstandene und oft getestete, recht zuverlissige
Programme.

Zum Abschluss dieses Kapitels beschéftigen wir uns noch einmal mit
einer eindimensionalen Warmeleitungsgleichung

w—u" = f(t,x), u(0)=u(l)=0, u(0,7)=n0(x). (104)

Wir wollen fiir diese Gleichung die FEM vorstellen.
Dazu multiplizieren wir (104) fiir festes ¢t € RJ mit ® € C}[0,1] und
integrieren von 0 bis 1 und erhalten

1 1 1
/0 u(t,z) - ®(x)dx —l—/o u'(t,z) - ®'(x)de = /0 f(t,z)  &(x)dz. (105)

Nun suchen wir eine FEM Losung von der Form

N
> up(t)-bi(z), wj R —R, 1<j<N,
j=1

indem wir fordern, dass (105) fir ® = by, 1 < k < N, giiltig ist.
Wir erhalten nach elementaren Umformungen

N ) N 1
Jz::luj(t)/o bj(z) - by () do + jz::luj(t) /0 bi(x) - by (x) dx
=fu(t), 1<k<N

wobei

fr(t) = /01 flt,z) - bp(x)de, teR{, 1<k<N.

Verwenden wir die schon frither definierte Matrix M und definieren wir

zuséatzlich
b171 e b1 N

)

bN71 .. bN,N
1
bao= [ ble) bu@)dn, 0< gk N 41,
0
so erhalten wir die Differentialgleichung mit Anfangsbedingung
di -

B0+ M-ii= f(t), (0)=7, (106)
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wobei
uy(t)

un ()
jener zeitabhéngige Vektor ist, dessen Koordinaten Approximationen an
die Losung u von (104) an den Knoten 0, h, 2h, ..., Nh,1 ist,

f1(?)
f(t) = : ,
In(t)
und die Koordinaten v1,...,vy von ¥ via

N
> i bi(x)
j=1

eine Approximation an die Anfangsbedingung représentiert.
Es ist relativ einfach zu sehen, dass die Matrix B invertierbar ist. Wir
erhalten das lineare AWP
du .

— H(BTM) i =B f(1), i(0) = 7.

Dieses ist natiirlich eindeutig global 16sbar.

Bemerkung. In der Praxis wird (106) zuverldssig durch geeignete Algo-
rithmen, die auf die Berechnung von B~ verzichten, gelost.

Bemerkung. Bei der Herleitung von (106) hatten wir stillschweigend
vorausgesetzt, dass auch die Anfangsfunktion v die richtigen Randbedin-
ungen erfiillt, i.e. dass v(0) = v(1) = 0 gilt. Ist dies NICHT der Fall, so
sind Modifikationen erforderlich.



11 Hyperbolische PDEs

Bei der mathematischen Beschreibung von Stromungsphénomenen - zB
von Fliissigkeiten oder Gasen - wird zunéchst von Erhaltungsgrossen - zB
der Masse - ausgegangen.

Die resultierenden Gleichungen sind vom “hyperbolischen Typ”. Das
Charakteristische dieses Gleichungstypus liegt darin, dass sich die Erhal-
tungsgrossen im Losungsverhalten wiederspiegeln.

Wir wollen eine der wichtigsten hyperbolischen Gleichungen, die

Kontinuitatsgleichung

kennen lernen.

Die Kontinuitatsgleichung wird aus dem Prinzip der Massenerhaltung
hergeleitet. Auf eine genaue Herleitung muss aus Zeitgrinden verzichtet
werden.

Die betrachtete Fliissigkeit wird im Zeitintervall [0, +oo[= R{, in einem
raumlichen Gebiet Q C R3 betrachtet.

Im Rahmen unseres Modells versuchen wir, die Fliissigkeit durch zwei
physikalische Grossen zu erfassen:

a) Das Geschwindigkeitsfeld
ViR xQ—R3

beschreibt die Bewegung der Fliissigkeit in folgendem Sinn: Befindet
sich ein Fliissigkeitsteilchen zur Zeit ¢t € Rg am Ort & € 2, so ist
seine Geschwindigkeit V' (t, Z).
b) Die Massendichte
p iR x Q— [0, +o0]
beschreibt die Massenverteilung in der Fliissigkeit. In einem Teilvol-

umen Q' C Q befindet sich zur Zeit t € ]R(J)r eine Fliissigkeitsmenge
der Gesammtmasse

/ ot ) i

Unter Zuhilfenahme des Gauss’schen Integralsatzes (auf Genaueres muss,
wie gesagt, verzichtet werden) erhalten wir die Kontinuitatsgleichung

p+div(pV) = 0. (107)

Im Folgenden betrachten wir die Kontinuitatsgleichung in EINER Raumdi-
mension zu untersuchen.
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11.1 p+V(t)-p =0

Reduzieren wir die Kontinuitatsgleichung (107) auf den (rédumlich) eindi-
mensionalen Fall, so wird aus dem Fliissigkeitsgebiet €2 ein offenes Intervall
la,b] und das Geschwindigkeitsfeld ist nicht mehr vektorwertig, sondern
skalar: V : Ry x [a,b] — R,

Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass a = 0,b = 1.

Die Kontinuititsgleichung erhélt die etwas freundlichere Gestalt

p+(V-p) =o0. (108)

Damit wir nicht gleich bei den auf Grund legendes Verstandnis abzie-
lenden einfachsten Argumenten in allzu vielen rechentechnischen Schrit-
ten versinken, nehmen wir einmal an, dass das Geschwindigkeitsfeld V'
raumlich homogen ist, dh nur von der Zeit ¢t abhangt.

In diesem Fall reduziert sich (108) auf

p+V(E)-p =0. (109)
Wir wollen diese PDE mit der
Charakteristikenmethode

l6sen und dabei wollen wir en passant die Frage diskutieren, welche Art von
Anfangs- und Randbedingungen sinnvoll vorgeschrieben werden kénnen.

Die Grundidee der Charakteristikenmethode ist sehr einfach. Wir suchen
Kurven
¢ I —REx[0,1], &(s)=(t(s),z(s)),

(hier héngt I von der Kurve ab), so dass die Losung von (109) entlang
dieser Kurven konstant ist, dh die Abbildung

poc:l— (0,400l s plt(s),a(s)),
soll konstant sein:
p(t(s),z(s)) = const, se€l.
Differenzieren wir diese Gleichung nach s so erhalten wir
p- % +p - Z—i =0.
Vergleichen wir diese Gleichung mit (109),
p-1+p-V(t)=0,
so erhalten wir durch Koeffizientenvergleich
dt
ds
dx
ds

, sel (110)
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Offenbar handelt es sich bei (110) um ein System gewohnlicher Differ-
entialgleichungen erster Ordnung.
Die allgemeine Losung lautet

t(s)=c1+s, x(s)=ca+P(s+c1), sel,
wobei ® eine Stammfunktion von V ist.
Die so gefundenen Kurven sind die Charakteristiken von (109).

Die Charakteristiken sind dadurch bestimmt, dass die Losung entlang
dieser Kurven konstant ist.

Wie wir durch Kenntnis der Charakteristiken die Losung von (109) an einer
bestimmten Stelle auswerten konnen und was wir mit dieser Darstellung
iiber mogliche Anfangs- und Randwerte sagen konnen, erlautern wir am
besten an Hand zweier Beispiele.

Beispiel p+ p' = 0.
Hier ist V' (t) = 1, also erhalten wir mit der Charakteristikenmethode

t(s)=c1+s, z(s)=co+s,

wobei wir zwei Konstanten zu einer einzigen Konstanten zusammen gefasst
haben. Subtraktion ergibt

t(s) —xz(s) =¢, ceR,

dh die Losung der PDE bleibt entlang der Geraden t — x = ¢, ¢ € R,
konstant. Eine graphische Diskussion zeigt: Anfangswerte konnen fiir ¢t = 0
vorgeschrieben werden,

p(0,2) = po(z), 0<z<1

und damit sind die Randwerte fur x = 1 und 0 < ¢ < 1 automatisch
festgelegt, dh

die Anfangswerte werden unveriandert transportiert.

Wir stellen fest, dass wir nur an einem Rand die Daten vorschreiben
konnen. Da offenbar ein Transport von links nach rechts erfolgt, erscheint
es sinnvoll, Randdaten am linken Rand vorzuschreiben:

p(t,0) =r(t), teRd,
wobei wir aus Stetigkeitsgriinden offenbar fordern miissen:
po(0) = 7(0).

Wie ermitteln wir nun p(to, zo)?
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Sehr einfach: Wir bestimmen die Charakteristik durch (g, zo) - das ist
die Gerade t —x = ty — x¢ - und ermitteln jenen Punkt auf dieser Geraden,
der den Teil des Randes von R} x [0, 1] schneidet, auf dem Anfangs- bzw
Randwerte von p vorgeschrieben sind.

Dies ist ein Punkt (¢, x,) mit ¢, —x, = tg —x0 und t, = 0 oder z, = 0.

Nach Konstruktion gilt p(tg, z9) = p(t«, z4).

Ist t. = 0, so gilt ., = zo — to, also p(to,z0) = p(0,24) = po(zs) =
po(zo — to)-
Ist z, = 0, so gilt t, = to— xo, also p(to, zo) = p(t«,0) = r(t.) = r(to — o).

Dazu noch ein Beispiel: Es sei po(z) = 2 — z und es sei 7(t) = 1/(1 + t2).

Wir wollen p(1/2,1/4) und p(5,1/2) bestimmen.

Der Punkt (1/4,1/2) liegt auf der Charakteristik t — 2 = —1/4, welche
die Gerade ¢t = 0 in (0,1/4) schneidet. Also gilt p(1/2,1/4) = po(1/4) =
9 1/4="7/4.

Der Punkt (5,1/2) liegt auf der Charakteristik t — x = 9/2, welche die
Gerade x = 0 im Punkt (9/2,0) schneidet. Also gilt p(5,1/2) = r(9/2) =
4/85.

Im vorliegenden Fall liegen die Verhaltnisse so einfach, dass wir auch zu
einer “expliziten” Darstellung der Losung - nun wieder fiir pg, r - kommen
konnen:

r—t) , 0<zx—t<1
p@,x)=={ Pl

rt—z) , 0<t—=x
Beispiel.
2 1 ,
)»——— p' =0.
Prriye’

Wir erhalten mit der Charakteristikenmethode die Charakteristiken
2
t=t, x(t)=c — — arctan(t+ c2).
T

Offenbar findet ein Transport von rechts nach links statt. Also konnen wir
die Daten

p(0,2) = po(z),z € [0,1], p(t,1) =r(t),t € RS

vorschreiben (wobei wir aus Stetigkeitsgriinden pg(1) = r(0) fordern).

FEine dhnliche Vorgehensweise wie bei obigem Beispiel zeigt:

2
po(m+arctant> , 0§x+%arctant§1
m
plt,x) =
T
r (tan (arctant - 5(1 — IL‘))) , 1<z+ %arctant



11.2 p+V(z) o' =W(z) - p(z)
Nun wenden wir die Charakteristikenmethode auf die PDE
p+V(x)-p=W()-p(x) (111)

an. Der wichtigste Unterschied von (111) und der im letzten Abschnitt
behandelten PDE liegt darin, dass nun die Funktion p ohne Ableitung
auftritt.

Wir modifizieren den Ansatz der Charakteristikenmethode ein wenig,
in dem wir wieder Kurven

¢ 1 —REx[0,1], &(s)=(t(s),z(s)),

suchen, entlang derer sich p “einfach” entwickelt.
Konkret versuchen wir Kurven ¢ so zu bestimmen, dass zwar

p(t(s),z(s)) = H(s), se€l (112)

flir eine nicht notwendiger Weise konstante Funktion H gilt, aber H “ein-
fach” zu ermitteln ist.
Differenzieren wir (112) nach s, so erhalten wir

dt , dz dH

oS = 113
P ds tr ds ds (113)
Vergleichen wir diese Gleichung mit (111),
pol+0 V(@)= W) pla),
so erhalten wir zunachst das ODE System
dt
2
ds
, sel. (114)
%= Vials)

Setzen wir eindeutige Losbarkeit voraus (diese Forderung bezieht sich
auf V'), so erhalten wir

t(s)=s+c1, z(s)=I(s+c2),

wobei wir die Funktion I" durch Losen der (separablen) zweiten ODE von
(114) erhalten.

Nun miissen wir noch H(s) bestimmen.

Ein Vergleich der rechten Seiten von (113) und (111) ergibt die ODE

UL W) - pt(s), 2() = WD (s + 2)) - H )
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Die allgemeine Losung dieser ODE ist
H(s)=cs- eVlste) e,

wobei ¥ eine Stammfunktion von W oI ist. Die Konstante c3 erhalten wir
durch Anpassung an die Anfangs- bzw Randdaten.

Allzu viele weitere, theoretische Untersuchungen sind hier fehl am Platz.
Fin Beispiel sollte helfen, die Dinge klarer darzulegen.

Beispiel. p+x-p' = —p.
Offenbar ist hier V(z) =  und W(x) = —1. Die Gleichung ist die eindi-
mensionale Kontinuitétsgleichung p+ (x - p)’ = 0 mit Geschwindigkeitsfeld
V(z) =x.

Bestimmen wir zunachst die Charakteristiken und versuchen, mogliche
Anfangs- und Randwerte zu identifizieren.

Das ODE System lautet

dt
P

, sel
T = afs)

Es gilt t(s) = s 4+ ¢ und z(s) = coe®, was wir kiirzer als

t=s, x(s)=ce’
schreiben konnen.
Interessanter Weise kénnen wir lediglich die Anfangsdaten

p(O,x) = ,00($), S [07 1]5

vorschreiben.
Nun wollen wir die Entwicklung von p entlang der Kurven (s, ce®) bes-
timmen.
Durch Differenzieren erhalten wir mit H(s) = p(s, ce®),
dH
— =W(ce®) - H(s) = —H(s),
ds
demnach
H(s) = c3e .

Nun wollen wir p(to, zo) bestimmen. Die Charakteristik durch (¢, zo) ist

gegeben durch ¢ = s, x(s) = zpe®* . Diese Kurve schneidet die Achse

t = 0 im Punkt zpe~ . Wir erhalten damit H(s) = po(zoe~")e %, woraus

wegen t = s und p(t(s), z(s)) = H(s) folgt: p(tg,xo) = e~ - po(wpe10).
Wir lesen die Losung ab:

t

plt) = e~ polae™).



11.3 Die Burgers Gleichung

Die Charakteristikenmethode ist im Prinzip auch zur Losung nichtlinearer
hyperbolischer PDEs einsetzbar.

Allerdings haben nichtlineare hyperbolische PDEs unter Umsténden ein
sehr kompliziertes Losungsverhalten - es gibt uU unstetige Losungen, unter
denen Entropielosungen ausgezeichnet sind, es treten uU Verdichtungs-
und Verdiinnungswellen und Schocks auf -, das im Rahmen dieser Vor-
lesung nicht einmal anndherungsweise besprochen werden kann.

Immerhin kann die Charakteristikenmethode dazu verwendet werden,
das Auftreten ungewohnlichen Losungsverhaltens zu antizipieren.

Dazu zwei Beispiele, die sich auf die Burgers Gleichung

4+ uu =0
beziehen.

Beispiel. @ +uu' =0, u(0,2) =1—2,0 <z < 1.
Wir gehen wie gewohnt vor und suchen Kurven ¢: I — Rd x [0, 1], &(s) =
(t(s), z(s)) mit u(t(s), z(s))=const. Wir erhalten das ODE System

dt

-0 -

ds

p , sel
d—i = u(t(s),z(s)) = const

dessen allgemeine Losung lautet
t(s)=s+c1, x(s)=const-s+ce, se€l.

Befremdlicher Weise tritt eine zuséatzliche Konstante in der Losungsformel
auf. Das liegt daran, dass dies Konstante eigentlich von der (noch un-
bekannten) Losung u abhéngt:

t=s, z(s)=u(s,z(s))-s+e, sel.
Fir t = s = 0 erhalten wir
t=0, z(0)=u(0,2(0))-0+c,
also ¢ = x(0) und da u(0,2(0)) = 1 — x(0), so erhalten wir
t=s, z(s)=(1-x(0))s+ z(0).

Betrachten wir diese Charakteristiken fiir 0 < z(0) < 1, so stellen wir
fest, dass sich diese Kurven im Punkt (1, 1) schneiden.

Das ist ein Warnsignal: jede der Charakteristiken transportiert einen
anderen Wert in den Punkt (1,1). Also kann es keine Losung geben, die
flir t = 1 stetig ist.
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Konsequenz: fiir 1 < t ist eine andere Losungstheorie erforderlich.
Allerdings steht uns diese nicht zur Verfiigung.

Beispiel. @+ uu' =0, u(0,2) =2, 0 < x < 1.
Es handelt sich wieder um die Burgers Gleichung, allerdings mit etwas
veranderten Anfangswerten.

Wir gehen wie soeben vor und erhalten

Nach Konstruktion gilt
u(s, z(s)) = u(0,2(0)) = (0),
also

u(t,z) =x(0), wobei z==x(0)-(14s)=u=z(0)-(1+1),

demnach

u(t,z) = T

’ 1+t
Diese Losung ist fiir alle ¢ € IRS“ definiert und beliebig oft differenzierbar.
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