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Aufgabe 1. (Torsionsfreie Zusammenhänge)
Zeigen Sie, dass ein Zusammenhang ∇ auf einer Mannigfaltigkeit M genau dann
torsionsfrei ist, wenn bzgl. jeder Karte die Christoffelsymbole Γk

ij symmetrisch

in i, j sind, d.h. Γk
ij = Γk

ji.

5 Punkte

Aufgabe 2. (Christoffelsymbole in lokalen Koordinaten)
Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und sei ∇ der Levi-Civita-Zu-
sammenhang bzgl. g. In einer Karte (U, u) sei gij := g( ∂

∂ui
, ∂
∂uj

) und die Matrix

(gij)ij sei die Inverse der Matrix (gij)ij . Seien außerdem Γk
ij die Christoffelsym-

bole bzgl. ∇ in der Karte.
Zeigen Sie

Γk
ij =

1

2

∑
l

gkl
(

∂

∂ui
gjl +

∂

∂uj
gli −

∂

∂ul
gij

)
5 Punkte

Aufgabe 3. (Konforme Änderungen von Riemannsche Metriken)
Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei f ∈ C∞(M). Zeigen Sie, dass es ein Vek-
torfeld gradg(f) ∈ Γ(TM) gibt, so dass

g(gradg(f), X) = X(f),∀X ∈ Γ(TM)

Sei g̃ := exp(2f) · g eine neue Metrik und sei ∇ bzw. ∇̃ der Levi-Civita-
Zusammenhang bzgl. g bzw. g̃. Zeigen Sie

∇̃XY −∇XY = (X · f)Y + (Y · f)X − g(X,Y ) gradg f

Tipp: Benutzen Sie die Formel aus der Vorlesung welche g(∇XY, Z), X, Y, Z ∈
Γ(TM) nur durch g und die Lieklammer ausdrückt. Benutzen Sie außerdem,
dass exp(2f) · g(∇̃XY,Z) = g̃(∇̃XY,Z).

5 Punkte
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Aufgabe 4. (Hyperbolische Ebene)
Sei H2 := {(x, y) ∈ R2|y > 0}, g(x,y)(v, w) := 1

y2 < v,w > die hyperbolische
Ebene als Riemannsche Mannigfaltigkeit wie in Blatt 8, Aufgabe 4.

1. Berechnen Sie die Christoffelsymbole der Standardkarte sowohl mit den
Formeln aus Aufgabe 2 als auch aus Aufgabe 3.

2. Eine Diffeomorphismus f : (M, gM ) → (N, gN ) zwischen Riemannschen
Mannigfaltigkeiten ist eine Isometrie wenn

gMp (v, w) = gNf(p)(df(v), df(w)), ∀p ∈M, v,w ∈ TpM

Wir definieren die folgenden Abbildungen

Ta :

(
x
y

)
7→
(
x + a
y

)
Sa :

(
x
y

)
7→
(
ax
ay

)
I :

(
x
y

)
7→ 1

x2 + y2

(
−x
y

)
Zeigen Sie, dass Ta, Sa, I, a ∈ R Isometrien sind.

5 Punkte

Viel Spass!

Abgabe ist am 21.12. in der Vorlesung.
Die Aufgabenblätter erhält man auch auf der Homepage:
http://www.math.uni-bonn.de/people/klaus
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