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Aufgabenblatt 11
zur Vorlesung Geometrie 1

Aufgabe 1. (Energie und Variation)
Fiir eine stetig differenzierbare Kurve ¢ : [a,b] — M auf einer Riemannschen

Mannigfaltigkeit (M, g) sei E(c) := f:g(c'(t), d(t))dt die Energie von c.

1. Fiir eine glatte Variation ¢, 7 € (—¢,€), ¢o = ¢ sei Y das Variationsfeld
léngs c. Zeigen Sie die folgende Variationsformel:

d b
- E(CT)=9(Y(b),6’(b))—g(Y(a)yc'(a))—/ g(Y (), (Vo c)())dt

dr =0 @ dat

2. Folgern Sie, dass ¢ genau dann eine Geodéitische ist, wenn fiir jede glatte
Variation mit festen Endpunkten ¢, gilt:

d

—| E(e;)=0
3| )

5 Punkte

Aufgabe 2. (Satz von Clairaut)
Sei ¢ eine Geodétische auf einer Rotationsfliche, «(t) der Winkel, in dem ¢ den
Breitenkreis durch ¢(t) schneidet, und p(t) der Abstand von ¢(t) zur Rotations-
achse. Zeigen Sie, dass

P COS &

konstant ist.
Tipp: Eine Moglichkeit ist, Satz 3 aus Vorlesung 21 anzuwenden.

5 Punkte

Aufgabe 3. (Isometrien erhalten Geoditische)
Sei f: (M,gM) — (N,g") eine Isometrie zwischen Riemannschen Mannigfal-
tigkeiten.

1. Zeigen Sie f. (VYY) = Vﬁxf*Y, wobei V&, VM die Levi-Civita-Zusammenhinge
auf M, N sind.

2. Zeigen Sie, dass f Geodétische in M auf Geodétische in N abbildet.

5 Punkte



Aufgabe 4. Geoditische auf dem Torus
Sei R > r >0 und

(R4 rcos(yp)) cos(d))
f(@,9) = | (R +rcos(p))sin(?)
rsin(y)

die Parametrisierung des Torus im R? mit der Unterraummetrik.

1. Zeigen Sie, dass /720”2 + (R + 1 cos(p)) 202 die Geschwindigkeit der Kur-
ve c(t) = f(p(t), (1)) ist.

2. Zeigen Sie, dass ¢ genau dann eine Geodétische ist, wenn ¢, folgende
Gleichungen erfiillen

: . 19/2
o+ %(R +reos(p)) = 0 (1)
n 2rsin(p)ed’
v R+ 7 cos(p) 0 @)

3. Folgern Sie aus (1) und (2), das folgende Ausdriicke konstant sind:

r2¢"? 4+ (R + 7 cos(p) )%
(R + 7 cos(p))?0

Zeigen Sie auBBerdem, dass 9" entweder identisch verschwindet oder nie sein
Vorzeichen dndert.

4. Seic = f(p,9) : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Geodétische
auf den Torus. Angenommen, ¢'(tg) = 0 fiir ein ¢y € I und fiir @g := @ (o)
gelte —m < g < 7.

Zeigen Sie:
~po<(t) S po Vel

(OBdA koénnen Sie ¥ > 0 annehmen.)

5 Punkte

Rauminderung: Die Mittwochsvorlesung wird ab 2011 im Raum 0.006 statt-
finden.

Abgabe ist am 18.01. in der Vorlesung.

Die Aufgabenbléitter erhdlt man auch auf der Homepage:
http://www.math.uni-bonn.de/people/klaus



