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Aufgabe 1. (Untermannigfaltigkeiten)

1. Sei M; eine m;-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit im R™ fiir i = 1, 2.
Zeigen Sie, dass die Menge

N := M; x My C R™ T2
eine (m; + my)-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™1 "2 ist.

2. Sei U eine offene Teilmenge des R™ und f : U — R™ k-fach stetig diffe-
renzierbar. Zeigen Sie, dass die Menge

M :={(p.f(p)),pe U} CR™"

eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™+™ ist.
5 Punkte

Aufgabe 2. (Differentialrechnung)
Sei GL,(R) die Menge der invertierbaren n x n Matrizen welche wir als Teil-

menge des R™ auffassen.
1. Zeigen Sie, dass GL,(R) eine offene Menge im R"" ist.

2. Sei A7 die Transponierte von A und bezeichne Sym,,(R) den Vektorraum
der symmetrischen n x n Matrizen.
Machen sie sich klar, dass Sym.,, (R) ein W—dimensionaler Vektorraum
ist.
Bezeichne f die Abbildung

f:GL,(R) = Sym,(R),A— ATA

(a) Berechnen Sie das Differential df4 an der Stelle A.
(Tipp: Berechnen Sie dies zuerst fiir A = Id)

(b) Bestimmen Sie den Kern von df 4. Wie grof} ist der Rang von df4?

5 Punkte



Aufgabe 3. (Parametrisierung von Kurven)
Sei I C R ein offenes Intervall.

1

0
Zeigen Sie, dass es eine offene Umgebung U C I von 0 und einen Dif-
feomorphismus ® : V' — U einer offenen Menge V' C R gibt, so dass die
Kurve é:=co® : V — R? von der Form eines Graphen ist

1. Sei ¢ : I — R? eine regulire Kurve, so dass 0 € I,¢(0) = 0,¢/(0) =

Zeigen Sie, dass h : R — R stetig differenzierbar ist.

2. Sei nun ¢ : I — R? irgendeine regulire Kurve und sg € I. Sei T(sq) der
Tangentialvektor an ¢(sg) und v ein Vektor welcher linear unabhéngig von
Zeigen Sie, dass es eine offene Umgebung U C I von sy und einen Dif-
feomorphismus ® : V' — U einer offenen Menge V' C R gibt, so dass die
Kurve é:=co®: V — R? von der folgenden Form ist:

é(t) = c(so) +tT'(so) + h(t)v

5 Punkte

Aufgabe 4. (Kriimmung von Kurven)

Seien hq, ho : I — R zweifach stetig differenzierbare Funktionen auf einer offenen
Menge I C R. Sei sp € I und sei h;(sg) = h}(so) =0,i=1,2.

Seien ¢; : I — R?,t > (t, h;(t)) die Graphen von h;.

Sei k;(t) die Kriitmmung von ¢;(¢) und nehmen wir an, dass x1(sg) > ka(so).
Zeigen sie, dass es eine Umgebung U von sqg gibt, so dass

ha(t) > ho(t),Vt € U — {s0}
5 Punkte
Viel Spass!

Abgabe ist am 26.10. in der Vorlesung.



