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Metrische Rdume
Metrik

Definition
Sei X eine Menge, dann heif3t eine Funktiond : X x X — R eine
Metrik auf X falls fur alle x, y, z € X gilt

@ d(x,y) >0undd(x,y) =0 x=y (Definitheit),

Q d(x,y) =d(y,x) (Symmetrie),

© d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) (Dreiecksungleichung).

Eine Menge X versehen mit einer Metrik d(-, -) nennen wir
einen metrischen Raum (X, d).

Eine Metrik d wird mitunter auch als Distanzfunktion
bezeichnet.
Die Elemente x € X werden dann manchmal Punkte genannt.
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Metrische Rdume

Dreiecksungleichung
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Metrische Rdume

Beispiel
@ Der Vektorraum R", n € N, versehen mit der Euklidischen
Norm als Metrik

dx,y):=|x—-y|, x,yeR"

bildet einen metrischen Raum.
@ Im R" bildet

__Ix-yl
WY = T Ty

ebenfalls eine Metrik.
© Sei X eine beliebige Menge, dann wird durch

d(x,y) == 1, fallsx #y,
Y= 0, falls x =y,

eine Metrik auf X erklart.
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Metrische Rdume

Das erste Beispiel legt folgende Verallgemeinerung von || - ||
nahe.

Definition
Eine Funktion || - || : R" — R heif3t eine Norm auf R", falls fir
beliebige x,y,z € R" und « € R gilt

Q |x|| >0und |x||=0«< x=0 (Definitheit),

Q |lox|| = |a||[x|| (Homogenitat),

Q |Ix+vy|| <|x|+|yll (Dreiecksungleichung).
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Metrische Rdume

Normierte Raume

@ Der Vektorraum R", n € N, versehen mit der Euklidischen
Norm

n
o= || 3% xeR
i=1

bildet einen metrischen Raum.
@ In R" definieren

n
X[l =" Ixil, xR,
i1

und

[X[loo := max [xi|, x€R",
1<i<n

ebenfalls Normen.

Prof. Dr. Reinhold Schneider Analyis | -Metrische Rédume - eine Einfiihrung in die Topologie



Metrische Rdume

Definition (Intervalle)

Unter einem offenen bzw. abgeschlossenem Intervall
(a,b) C R, bzw. [a,b] C R, a < b, verstehen wir die Menge

(a,b) :={xeR:a<x<b}

bzw.
[a,b] :={x e R:a<x<b}.

Gelegentlich verwenden wir auch halb offene Intervalle

[a,b) ={xeR:a<x< b},
(a,b] :={xeR:a< x < b},

sowie unbeschrankte Intervalle

(a,0):={xeR:a<x} , [ax0) ={xeR:a<x}.
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Metrische Raume
Umgebungen

Definition
@ Sei (X,d) ein metrischer Raum und r > 0, x € X. Dann
heif3t eine Menge

Ur(x) :={y e X:d(x,y) <r} C X

eine r-Umgebung des Punktes x, auch offene Kugel mit
Radius r genannt.

© InR" heiBt fir r > 0 und x € R" die Menge
Ki(X) = {y e R": [ x — y|| < r} eine offene Kugel mit
Mittelpunkt x und Radius r.

© Eine Menge E C R" hei3t konvex, falls fir alle x,y € E
und 0 < A < 1 stets folgt

A+ (1 =Ny eE.
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r- Umgebung des Punktes x
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Metrische Rdume
Kugelférmige Umgebungen

Kugeln K;(x) sind konvexe Mengen. Denn fir y,z € K/(x) gilt
IXx —y|| < rund |x —z| <r. Daraus folgt nun fir A € (0,1)

X =y + (1 = A)2)[| = [[Ax+ (1 = A)x =2y — (1 - N)z]|
< [Ax = Ay 4+ [I(1 = A)(x - 2)]]
= Alx =yl + (1 = A)x-2|
<A+ =XNr=r.
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Definition

Sei (X, d) ein metrischer Raum und E C X.

@ Ein Punkt p € X hei3t Haufungspunkt der Menge E, falls
in jeder r-Umgebung U,(p) stets ein g € E existiert mit
p # q, das heift

Ur(p) N (EN{p}) #0 vr>0.

@ Ist p € E kein Haufungspunkt von E, dann heif3t p ein
isolierter Punkt von E.

@ Die Menge E heif3t abgeschlossen in X, wenn jeder
Haufungspunkt von E selbst in E liegt.

@ Die Menge

E := EU {p € X : pist Haufungspunkt von E}

hei3t der Abschluss oder die AbschlieBung von E.
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Definition

@ Ein Punkt p € E heif3t ein innerer Punkt von E, falls es
eine Umgebung U, (p), r > 0, gibt mit U,(p) C E.

@ Die Menge E heif3t offen in X, falls jeder Punkt p € E ein
innerer Punkt von E ist.

@ Die Menge E° := {p € E : pistinnerer Punkt von E} heif3t
das Innere von E.

@ Die Menge 0E := E N X\ E heiBt der Rand von E. Dies
bedeutet, jede r-Umgebung U,(p) C X enthélt sowohl
innere Punkte q € E° als auch “auBBere” Punkte
qe (X\E).

@ Die Menge E heiB3t beschrankt, fallsr > 0undp € E
existieren, so dass E C U,(p).

@ Die Menge E heif3t eine in X dichte Menge, falls jeder

Punkt p € X ein Haufungspunkt von E ist, das heif3t, wenn
gilt E = X.
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Metrische Rdume

Offene und abgeschlossene Mengen
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Metrische Rdume
Offene Mengen
Jede r-Umgebung ist eine offene Menge.

Beweis.

Sei U,(p), r > 0, eine Umgebung um p € Xund g € U,(p) ein
beliebiger Punkt darin. Dann existiert ein h = h(q) > 0 mit
d(p,q) =r — h < r. Somit gilt fir beliebige Punkte x mit
d(qg,x) < h, das hei3t x € Uy(q), dass

d(p.x) < d(p,q) +d(a,x) <r—h+h=r.

Folglich ist q ist ein innerer Punkt von U,(p) und somit
Un(a) € Ur(p) Vg € Ur(p). O
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Metrische Raume
Offene und abgeschlossene Mengen

Eine Menge E C X ist genau dann offen, wenn ihr Komplement
X'\ E abgeschlossen in X ist.

Beweis.

“«<=" Sei X'\ E abgeschlossen und x € E beliebig. Dann ist

x ¢ X'\ E und somit kein Haufungspunkt dieser Menge. Das
heiBt, es existiert eine Umgebung U,(x) mit U,(x) (X \ E) = 0.
Damit ist U(x) C E und somit x € E ein innerer Punkt von E.
“—" Sei E offen und x ein Haufungspunkt von X'\ E. Dann
liegt in jeder Umgebung U, (x) einy € X\ E mit x # y. In diesem
Fall ist x kein innerer Punkt von E. Da E offen ist, d.h. nur aus
inneren Punkten besteht, gilt x € X'\ E. O
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Metrische Raume
Offene und abgeschlossene Mengen

Corollary

Das Komplement einer Menge E ist genau dann offen, wenn E
abgeschlossen ist.

Theorem

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Falls x € X ein Hdufungspunkt
der Menge E C X ist, so enthélt jede Umgebung U, (x)
unendlich viele Elemente von E.

Beweis.

Angenommen es existiert eine Umgebung U,(x), die endlich
viele Elemente p1,pa2,...,pn # X von E enthélt. Dann ist

r* := miny<j<n d(x, pi) > 0 und U+ (x) N E = {x} im Widerspruch
zur Annahme x ist Haufungspunkt von E. O
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Metrische Raume
Offene und abgeschlossene Mengen
Jede endliche Menge ist abgeschlossen.

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Q@ Sei{G;: i< |} eine Familie in X offener Mengen, dann ist
die Vereinigungsmenge | J;, Gi ebenfalls offen in X.

© Fiir jede Familie {F; : i € I} in X abgeschlossener Mengen
ist die Schnittmenge (;c, F; wieder abgeschlossen in X.

© Fdir jede endliche Familie {G; :i=1,2,...,N} in X offener
Mengen ist X, Gi = G1 NGz N ...N Gy offen in X.

O Fiir jede endliche Familie {F;:i=1,2,... ,N} inX
abgeschlossener Mengen ist die Veereinigung
UN, Fi = Fy UF, U... UFy ebenfalls abgeschlossen in X.
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Beweis.

@ Sei G = | J;Gi. Zu jedem x € G existiert ein Index i € | mit
x € G;. Da x € G; ein innerer Punkt in G; C G ist, ist x
ebenfalls innerer Punkt in G. Somit besteht G nur aus
inneren Punkten und ist daher offen.

@ Wir wenden die De Morganschen Regeln an. Dazu setzen
wir X\ Fi := G;. Da fir alle i € | die Menge G; offen ist, folgt
dass X\ Nic| Fi = Uie|(X'\ Fj) ebenfalls offen ist,

d.h. F =(),_, Fi ist nach Satz 11 bzw. Korollar 12
abgeschlossen.

© Sei G =", Giund x € G beliebig. Dafirallei=1,...,N
gilt dass x € Gi, existieren Radien r; mit U;,(x) C G,
i=1,2,...,N. Wir setzen r = min{rq,ro,...,ry} > 0, dann
ist Ur(x) € Uy, (x) fur alle i. Somit folgt schlieBlich
Ur(%) € NIty Un(x) € N4 Gi = G.

© Folgt durch Komplementbildung aus Punkt 3.

Prof. Dr. Reinhold Schneider Analyis | -Metrische Raume - eine Einfiihrung in die Topologie



Metrische Raume
Offene und abgeschlossene Mengen

Die Voraussetzung “die Indexmenge ist endlich” ist flr die dritte
und vierte Aussage wesentlich. In den ersten beiden
Aussagen kann dagegen die Indexmenge | beliebig gewahit
werden, insbesondere darf | (iberabzahlbar unendlich sein.

Beispiel

Fir k € N sei Gy das offene Intervall ( — £, £). Offensichtlich ist
jedes G eine offene Menge in R und G = [y Gk = (-1, 1)
ist offen in R. Aber die Menge F = (), Fk = {0} ist nicht offen
sondern abgeschlossen in R.
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Metrische Raume
Offene und abgeschlossene Mengen

Ist (X, d) ein metrischer und E,F,G C X, dann gelten die
folgenden Aussagen.

© AusE CF folgtE CF.

Q IstF eine in X abgeschlossene Menge und E C F, so gilt
auchE C F.

© Die Menge E ist abgeschlossen in X.
© EsistE = E genau dann, wenn E abgeschlossen ist.

© E ist die kleinste abgeschlossene Menge aus X, die E
enthélt.
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Beweis.

@ Es sei x € E beliebig, aber fest. Dann ist entweder x € E oder x ist ein
Haufungspunkt von E. Im ersten Fall gilt x € F, also auch x € E. Sei nun also x
ein Haufungspunkt von E. Dann ist fiir alle r-Umgebungen von x der Schnitt
Ur(x) N (E \ {x}) nicht leer. Wegen E C G ist aber auch der Schnitt
Ur(x) N (F \ {x}) nicht leer. Folglich ist x ein Haufungspunkt von F und damit
x e F.

Die Behauptung folgt aus der ersten Aussage mit F = F.

Eine Menge ist genau dann abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist. Also
geniigt es zu zeigen, dass X \ E eine in X offene Menge ist. Sei hierzu x € X \ E
beliebig gewahlt. Zuerst bemerken wir, dass x ¢ E und somit kein
Haufungspunkt von E ist. Es existiert also eine r-Umegbung von x mit

Ur(x) NE=0,d.h. E C X\ Ur(x). Da Ur(x) in X offen ist, ist X'\ Ur(x) in X
abgeschlossen, woraus mit der zweiten Aussage folgt, dass E C X'\ Ur(x), also
auch Ur(x) € X\ E. Demnach ist x ein innerer Punkt von X'\ E und folglich ist
X\ E offen.

o Fir x ¢ E ist x € E und somit ist x auch kein Haufungspunkt von E. Damit
existiert eine Umgebung Ur(x) mit Ur(x) N E = @. Daher ist x fiir alle x € X \ E
ein innerer Punkt von X \ E. Also ist die Menge X \ E offen und daher E
abgeschlossen.

Q Die Behauptung folgt mittelbar aus der zweiten und dritten Aussage.

00
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Kompakte Mengen

Kompakte Mengen

Definition

1) Unter einer offenen Uberdeckung einer Menge E in einem
metrischen Raum X verstehen wir eine Familie offener Mengen
{Gj:i € l,G; C X offen}, so dass

EclJG:

icl

2) Eine Teilmenge K eines metrischen Raumes hei3t kompakt,
falls jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teilmenge
besitzt, die selbst wieder eine offene Uberdeckung von K ist.
D.h. zu jeder offenen Uberdeckung {G, : « € I} existieren
Indizes aq, as, ...,ay € | mit

N
K< JGa
i=1
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Kompakte Mengen

Kompakte Mengen

Beispiel
Jede endliche Teilmenge ist kompak.

Sei K C X eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes
(X,d). Dann ist K beschrdnkt und abgeschlossen.
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Kompakte Mengen

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass K beschrinkt ist.
Zu jedem x € K definieren wir eine Umgebung Ux := U{(x) = {y € Y : d(x,y) < 1}.
Dann wird K von den Mengen Uy, x € K, Uberdeckt,

KQUUX.

xeK
Aufgrund der Kompaktheit von K existiert eine endliche Teiliiberdeckung
{Uy :i=1,...,n}mitK C UL, Uy.
Wir wahlen y € K und definieren

p:=max{d(xj,y):i=1,...,n} < co.

Dannist Uy, C U,1(y) fir jedes x;, i = 1,...,n. Hieraus folgt wegen

die Behauptung.
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Kompakte Mengen

Als néchstes zeigen wir die Abgeschlossenheit von K, indem wir beweisen, dass X \ K
eine in X offene Menge ist.

Seiy € X\ K ein beliebiges Element im Komplement von K.

Zu jedem x € X definieren wir zwei Umgebungen, mit Vx = U(y) und Wy = Ur(x) mit
r=rx = 5d(x,y).

Dann gilty € Vx und x € Wy und Wy N Vyx = (. Somit wird K von den Mengen Wy,

x € K, tberdeckt

Die Kompaktheit sichert die Existenz endlich vieler x;, i = 1,...,n mit

n
K C Wy,
i=1

Wir definieren nun e := min{r, = %d(xi,y) 1 <i<n}undV:=Uc(y).
Danngilt VNWy =0firallei=1,...,n.

Wegen VN K C VUL, Wy, = @isty ein innerer Punkt von X\ K.
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Kompakte Mengen
Kompakte Mengen

Jede abgeschlossene Teilmenge A C K einer kompakten
Menge ist selbst kompakt.
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Kompakte Mengen

Kompakte Mengen

Beweis.

Sei {V4, a € I} eine beliebige offene Uberdeckung von A, d.h. A C Uaes Yo Wegen
der Abgeschlossenheit von A ist mit Satz 11 die Komplementédrmenge X \ A ist offen in
X. Dann liefern X = (X\ A) UU ¢ Vo = Uqae(Va UX\ A) offene Uberdeckungen
der kompakten Menge K. Die Menge K kann wegen ihrer Kompaktheit mit endlich
vielen Gy, := (Vo U(X\ A)),i=1,...,n Uberdeckt werden,

n
Go; =
1 i=

-

K¢S (Vas U (X\ A)).

i il

Wegen A C K gilt

A= AmKCAmUGa,—AmU (Va; U (X \ A))
i=1

= U(Am Vo,) = AN U Vo,
i=1

i=1

und damit ist A C |J7, V. Folglich haben wir eine endliche Teilliberdeckung von A

gefunden. N
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Kompakte Mengen
Kompakte Mengen

Corollary

Sei K C X eine kompakte und A C X eine in X abgeschlossene
Menge. Dann ist A N K kompakt.

Beweis.

Wegen Satz 20 ist K und damit nach Satz 15 auch AN K
abgeschlossen. Da AN K C Kist diese Menge nach Satz 21
ebenfalls kompaki. O

v
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Kompakte Mengen
Kompakte Mengen

Theorem (Zentriertes System kompakter Mengen)

Sei {K,, : a € |} eine Familie kompakter Mengen derart, dass
zu jeder endlichen Teilfamilie {K,, : i =1,...,n} der
Durchschnitt (L, Ko, # 0. Dann ist ebenfalls (¢, Ka # 0.

[Beweis] Sei Ky € {K,, : « € I} beliebig gewéhlt. Dann sind
G, =X\ K, furalle « € I':= I\ {1} nach Satz 11 offene
Mengen. Wir nehmen nun an, dass

ﬂKa:K1mﬂKa:(Z).

a€l agl
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Kompakte Mengen

Dann gilt

K1gX\ mKa: U(X\Ka): UGa

acl’ acl’ acl’

d.h. {Gq : a € I'} ist eine offene Uberdeckung von K;. Da Ky kompakt ist, existiert
eine endliche Teilliberdeckung {Gq, : i=1,...,n} mitK; C U Ga,.
Wir wenden jetzt die de Morganschen Regeln an und erhalten

@:Km(X\LnJGa,)

i=1

=K N[ )(X\ Ga))

i=1

Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung, dass jeder endliche Durchschnitt

nichtleer ist.
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Kompakte Mengen
Kompakte Mengen

Seien () # K, C X kompakte Mengen mit K, 1 C Ky, n € N,

dann ist ey Kn # 0.

Theorem (Cantor)

Sei E C K eine unendliche Teilmenge einer kompakten Menge
K, dann besitzt E mindestens einen Haufungspunkt in K.
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Kompakte Mengen

Kompakte Mengen

Beweis.

Angenommen es existiert kein Haufungspunkt x € K von E.
Dann existiert zu jedem Punkt x € E eine Umgebung

Ux = Ur(x), r =r¢ > 0, derart, dass Ux N E = {x}. Ferner
existiert zu jedem Punkt x € K\ E eine Umgebung Uy = U,(x),
r =ryx > 0, derart, dass Uy N E = (). Dann bildet wegen

K C Uyek Ux die Familie ¢/ := {Uy, x € K} eine Uberdeckung
von K. Jeder Punkt x € E liegt in genau einer Umgebung

Ux € U. Daher kann U keine endliche Teiliberdeckung besizen,
da E unendlich ist. Dies widerspricht natlrlich der Kompaktheit
von K. O]
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Kompakte Mengen

Kompakte Mengen

Definition
Seien —oco < aj < bj < 00, i =1,...,k, dann hei3en die
Produktmengen

K
| = ] [[ai,bi] := [a1, b1] x [ag,b2] x -+ x [ax, by]
i1

:{x:(x1,...,xk):aigxigbi,i:1,...,k}ng

k—Zellen.
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Kompakte Mengen
Kompakte Mengen

Q@ Seien # 1, :=[a,b] C R, | € N, abgeschlossene
Intervalle mit ;1 C l;. Dann ist(=2, || # 0 nichtleer.

Q Seien|, = H!‘ﬂ (a1, bi] € RK, | € N, abgeschlossene
k—Zellen mitl.y C . Dann ist( 2|} # 0.
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Kompakte Mengen

Kompakte Mengen

Beweis.

@ Sei M := {a,,| € N}, dann ist M nach oben beschrankt
durch alle by, | € N. Somitista) < a:=supM < b, flr alle
| € N. Dies impliziert a € () c[ak, bk]-

© Analog definieren wir zu jedemi=1,... k
aj :=sup{aj,| € N}. Dannista = (ay,...,ax) € | fur alle
| € N auch im Schnitta € (2, I,

Ol
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Kompakte Mengen
Kompakte Mengen

@ Jedes abgeschlossene und beschrankte Intervall [a, b] mit
—00 < a < b < o ist kompakt.

© Jede nichtleere, beschrédnkte k—Zelle ist kompakt.
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Kompakte Mengen

Beweis:

@ Sei § := b — adie Lange des Intervalls. Dann gilt fur alle
X,y € | = [a,b] dass |x — y| < 4. Wir nehmen nun an, dass
| = lp = [a, b] nicht kompakt sei. Dann gibt es eine
Uberdeckung {G., a € J} von Iy, die keine endliche
Teillberdeckung enthélt. Wir zerlegen |y in zwei
gleichgroBe Teilintervalle

a+b a+b
v

IO = [av b] = |:aa 7b:| = I1,| U |1,I"

Nun existiert, sagen wir ohne Beschrankung der
Allgemeinheit, zu |y := | keine endliche Teiliberdeckung.
Wir teilen nun |y wiederum in zwei gleichgrof3e
Teilintervalle Iy = I U I, und finden unter diesen ein

l> C 14, zu dem ebenfalls keine endliche Teilliberdeckung
existiert.

Diese Vorgehensweise setzen wir fort und erhalten damit
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Kompakte Mengen

eine Familie abgeschlossener Teilintervalle |, | € Ny, mit
den folgenden Eigenschaften:

@ |y CIClyfirallel e Np.

e Esgilt |x —y| <27 '§furalle x,y € |,.

e Die Intervalle |, besitzen alle keine endliche

Teiliberdeckung.

Aufgrund von Lemma 27 existiert ein x* € | mit x* € (2, .
In der Uberdeckung {G,, : o € J} existiert eine offene
Menge G, mit x* € G,. Nun ist G,, offen und somit ist x*
ein innerer Punkt von G, das heif3t, es existiert einr > 0
mit U,(x*) C G,.
Wir wahlen n € N, so dass 27 "¢ < rist. Da aufgrund
unserer Konstruktion die Intervalle |, die Lange 2~ - ¢
haben, qilt fur alle x,y € I,

Xx—y| <2 "5 <r.

Wegen x* € I, ist I, € G,. Dies bedeutet I, wird von einer
einzigen offenen Menge Uberdeckt. Dies steht aber im
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Widerspruch zur Konstruktion der Intervalle I, da diese
alle keine endliche Teiliberdeckung besitzen.

@ Im k—dimensionalen Fall fihren wir den Beweis analog.
Dazu benétigen wir nur die folgende Modifikation. Wir
setzen

K 2
0= (Z\bi - ai|2> ;
i1

so dass ||x — y||2 < ¢ fur beliebige Vektoren x,y € | gilt.
Wir zerteilen | in 2K Teilzellen, wie zum Beispiel

ly = [T, [ai, ai;rbi}. Dann folgt die Behauptung mittels
der gleichen Argumentation wie in oben.
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Theorem (Heine—Borel)

Sei () # E C R* und d(-, -) die kanonische Metrik in R¥,

d(x,y) =[x -y

Dann sind die drei folgenden Eigenschaften alle dquivalent:
@ E ist abgeschlossen und beschrénkt.
© E ist kompakt.

© Jede unendliche Teilmenge A C E von E hat einen
Héufungspunkt in E.
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[Beweis]

@ 1. — 2.: Zu E existiert aufgrund der Beschranktheit eine
Kugel Ug(x) mit E C Ugr(x) und somit wiederum eine Zelle
I mit E C Ug(x) C I. Lemma 28 besagt, dass | kompakt ist.
Da E C | abgeschlossen in R ist, ist wegen Satz 21 E
kompak.

@ 2. — 3.: Dies ist die Aussage von Satz 25.

Q3 =1

@ Wir nehmen an, dass E nicht beschrankt sei. In diesem Fall
existieren x,, € E mit ||x,|| > n, n € N. Die Mengen
M = {x, : n € N} ist unendlich und besitzt keinen
Haufungspunkt. Denn in keiner endlichen Umgebung
liegen unendlich viele Punkte von M.

e Angenommen, es sei E nicht abgeschlossen. Dann
existiert ein Haufungspunkt x € R\ E. Damit gibt es fr
jedes n € N ein x, € E mit ||x — X,|| < 1. Die Menge
M := {x, : n € N} C Eist 0.B.d.A. eine unendliche
Teilmenge von E, die wegen der Voraussetzung einen
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Haufungspunkt x* € E, x # x* besitzt. Sei nunn € N so
gewahlt, dass ! < 1||x — x*|| gilt. Hieraus folgt fir alle | > n

1 = x| =[x = x*]| = [[x — x]]|
1
> |l =" = =
n
> 1Hx x*|| >0
-2

im Widerspruch zur Definition x* ist Hiufungspunkt von M.
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Die Voraussetzung, dass die Dimension des Raumes X = RK
endlich ist, ist wesentlich fiir die Aquivalenz “K abgeschlossen
und beschrénkt <= K ist kompakt”. In allgemeinen metrischen
R&umen (X, d) folgt nicht, dass jede abgeschlossene und
beschrankte Menge auch kompakt ist. Der Nachweis der
Kompaktheit ist dann i.a. schwieriger. Als Korollar kdnnen wir
jetzt den Satz von Bolzano—Weierstraf3 formulieren.
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Theorem (Bolzano—Weierstral3)

Jede beschrénkte und unendliche Teilmenge E des (R, d)
besitzt mindestens einen Haufungspunkt in RX.

| A

Beweis.

Zu E existiert eine hinreichend gro3e k—Zelle I mit E C I. Da |
kompakt ist, folgt die Aussage unmittelbar aus Satz 29. Ol
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