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Wir behandeln die Integration von (reellen) Funktionen einer
reellen Variablen uber einem Intervall | = [a, b]. Die
Behandlung der Integration iber Mengen werden wir erst
spater in einem allgemeineren Zusammenhang kennenlernen.
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Zerlegungen

Definition (Zerlegungen)
Gegeben sei das Intervall | = [a,b]. Unter einer Zerlegung

bzw. Partition von | (I) verstehen wir eine endliche Folge von
(geordneten) Punkten

Xp=a< Xy <o <X <0 <
Eine Zerlegung Z’ : x| < ... < x;, heiBt eine Verfeinerung von
Zfalls {xg < - -<xpm}C{a=x{<--- < xj,=b}.

Esgilt1 ¢ U, i = U™ [xi_1, X, und das halboffene Intervall
I:=a,b) = U [xi_1,%) = UL, I ist eine disjunkte
Vereinigung halboffener Teilintervalle.

Zwei Zerlegungen Zy, Z» von | besitzen eine gemeinsame
Verfeinerung Z'.
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Mafe halb-offener Mengen und Nullmengen

Definition (Maf3e halb-offener Intervalle)

Zu einem halb-offenen Intervall z.B. | := [a, b) (a < b)
definieren wir das Maf3 oder Inhalt von /

uh=1l:=b—a.
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Mafe halb-offener Mengen und Nullmengen

Definition (Maf3e halb-offener Intervalle)

Zu einem halb-offenen Intervall z.B. | := [a, b) (a < b)
definieren wir das Maf3 oder Inhalt von /

uh=1l:=b—a.

A\

Definition (Nullmengen)

Eine Teilmenge N C R heiBt eine Nullmenge, falls zu jedem
e > 0 eine Folge halb-offener Intervalle /x, k € N existiert mit

Nc | Jhkund > pu(l) <e.
k=1 k=1
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Nullmengen

Jede abzéhlbare Teilmenge N = {xy, X2, ...} C R ist eine
Nullmenge.

Beweis.

Wird wahlen fx := [xx — 2*k*16’ Xy + 27k71€) '
Fir jedes n gilt x, € I € UpZy l und somit N < g2 k.
Dartber hinaus gilt

iu(lk) = i2'27k716 =ec.
k=1 k=1

O

Insbesondere sind alle endlichen Mengen als auch z.B. Q alles
Nullmengen.
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Treppenfunktionen

Sei E C Q, z.B. Q := R, so heiBt die Funktion yg : Q — R

1, xeE
X—xe)i= 9 g x e Q\E

die charakteristische Funktion von E.

Eine Funktion f : 1 — V, V ein Vektorraum z.B. V = R, heif3t
eine Treppenfunktion, oder einfache Funktion, falls eine
Zerlegung Zund oj € V,i=1,..., mexistieren mit

Za/X/(X ), xel, f(b)=am, kurz f(x ZO"X'

Die Treppenfunktionen f : 1 — R, | = [a, b] bilden eine linearen
Raum, den wir mit T([a, b]) bezeichnen.

Beweis: Ubung
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Regelfunktionen

Definition

Eine Funktion f : 1 — R heiB3t beschrankt auf I, kurz f € B(1)
falls ||f[|oc := sUp,;1f(x)| < oo.

Eine Regelfunktion auf [a, b] ist eine beschrénkte Funktion
f:[a, b] — R, zu der eine Folge von Treppenfunktionen #,
k € N existiert, die gleichméfig gegen f konvergiert, d.h.

lim ||f — t|lcc =0,
k—oo

kurz f € R([a, b]).

R([a, b)) ist ein linearer Teilraum von B([a, b]).
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Regelfunktionen

Beweis.

Seien f, g € R([a, b]) Regelfunktionen und fx, gk € T([a, b])
Treppenfunktionen mit

If —fillc = 0, [l9 — Gklloc — O

fir k — oo und a € R. Dann folgt wegen

I(F+9) = (k + GK)llc = I(Ff = F) + (9 = gK)llo
< = flloo + 19 — klloo — 0
laf — afkllc = [alllf = flloc = O

fir k — oo, dass f + g, af € R([a, b]) ebenfalls Regelfunktionen
sind. ]
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Regelfunktionen

Seien fx € R([a, b]), k e Nundf: [a,b] — R. Falls
limg_oo ||f — fnllec — O dann ist f € R([a, b]).

Beweis.

Zu jedem f, € R([a, b]) existiert eine Treppenfunktion
te € T([a, b]) mit ||fx — t|| < + Daraus folgt

I —tllo = [I(F = f) + (F — t)lloo
1
< F = filloo + I = tilloo < If = ficlloo + 2 — 0,
far k — oo, und somit ist f € R([a, b]). O
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Corollary

Die Rdume B([a, b)), R([a, b]) versehen mit der ||.||..-Norm sind
vollstédndig.

Beweis.

Sei (fx) eine Cauchy-Folge in B([a, b]). Da R vollstandig ist
konvergiert fx(x) — f(x) fUr jedes x € [a, b].

Hf—anoo = sup |f(X)_f’7(X)’
x€|a,b]
< sup sup|f(x) — fy(X)]
x€la,b] k>n

= sup||fn— fllco — 0,
k>n

fir n — oco. Somitist (B([a, b)), ||-]|~) €in Banachraum, d.h. ein
vollstédndiger normierter Raum.

Da R([a, b]) C B([a, b]) abgeschlossen ist, ist er ebenfalls
vollsténdig. N
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Theorem

f:[a, b] — R ist genau dann eine Regelfunktion, falls in jedem
Punkt x € |[a, b] ein rechts- sowie linksseitiger Grenzwert
f~(X0) := limy_x,— f(X), bzw. f*(Xg) := limy_x,+ f(X), existiert
und einer dieser Werte angenommen wird.

Beweis.

=: Wir zeigen,dass in jedem Punkt xy € (a, B] der linksseitige
Grenzwert existiert:
Ve > 0ex.0 >0mit|f(s) — ()] <eVxp—0d <8t <X .

Sei € > 0 beliebig vorgegeben, und g € T([a, b]) mit
|If —9llc < 5 .Seid > 0sodass fir alle
s,te(xo—9,X%) C [a,b) gilt g(s) = g(t). Dann gilt
f(s) —f()] < |f(s) — g(s)| + |g(s) — 9(t)| + [9(t) — (1)]
< [If —Glloo+ 0+ If = glloo < €.

Fdr den rechtsseitigen Grenzwert verfahrt man analog. O
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Regelfunktionen

Beweis-Fortsetzung.

Angenommen f sei keine Regelfunktion, dann existiert € > 0,
aber keine Treppenfunktion g auf [a, b] mit ||f — g||« < €.
Wir fhren den indirekten Beweis mit Hilfe einer
Intervallschachtelung.

Seic:= %b, so existiert in mindestens einem Teilintervall
[a,c],[c, b] C [a, b] keine solche Treppenfunktion. Diesen
Prozess fuhren wir rekursiv fort, und finden Teilintervalle

[a, bx] C [ak—1, bk—1] C [a, b] der Lange 232, fiir die keine
Treppenfunktion mit

sup |f(x) —g(x)| <e

Xe[ak’bk]

existiert. Die Intervallgrenzen ay, by bilden Cauchyfolgen
(ak), (bk), die beiden gegen ein und denselben Grenzwert
Xo € [a, b] konvergieren.

Ol
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Regelfunktionen

Beweis-Fortsetzung.

Nach Voraussetzung existieren die links-und rechtsseitigen
Funktionsgrenzwerte f_, f, im Punkt xo, d.h. es existiert § > 0
mit

[f(x)—f_| <eVx e (Xo—9,X0), |[f(X)—Ffr] <eVx € (Xp,X0+9) .
Sei k so dass [ak, bx] € (xo — 0, Xo + 0), dann definiert

| asx<x
g(x) = f. xo<x<b

eine Treppenfunktion auf [a, b], mit SUP,c(4, b, [F(X) — g(X)[ <€
im Widerspruch zur Definition von [ak, bx]. O

Prof. Dr. Reinhold Schneider Analysis Il - Elementare Integrationstheorie



Regelfunktionen

Theorem

i) Alle auf [a, b] stetigen Funktionen sind Regelfunktionen, d.h.
C([a, b])  R([a, b])

i) Alle monotonen beschrénkte Funktionen f : [a, b] — R sind
Regelfunktionen.

Proof.

i) Fur stetige Funktionen existiert in jedem Punkt xq € (a, b) der
Funktionsgrenzwert f(xg) = limy_.x, f(x), und somit auch der
links- und rechtsseitige Funktionsgrenzwert. O

| \

v
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Regelfunktionen

Beweis - Fortsetzung.

i) Wir zeigen, dass fur jede monoton wachsende Funktion der
rechtsseitige Funktionsgrenzwert existiert. (Die restlichen Falle
zeigt man analog).

Sei (zx) eine streng monoton wachsende Folge mit

limg_. Zk = X0, Zk € (&, b). Dann ist die Folge (f(zx)) monoton
wachsend und beschrankt, und daher konvergent f(zx) — c,

k — oo.

Sei e > 0 und ny, so dass |f(zx) — ¢| < € Vk > ng, gilt fur alle

Zx < x < xo. Wegen f(z) < f(x) < c folgt hieraus dass

[f(x) — c| < e. O
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Das Regelintegral

SeiZ:a=xy <...<Xm= bein Zerlegung von [a, b], dann
definieren wir fur f : [a, b] — R,

I(Z,f):= i(xi - Xi—1)f(M1TM) :

i=1

Sei f € T([a, b]) eine Treppenfunktion zu den Zerlegungen Z;
sowie Z,, dann gilt

(2, f) = I(Zs, ) .
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Das Regelintegral

Beweis.

Sei Z' eine gemeinsame Verfeinerung von Z; und Z,, dann gilt
I(Zy,f) = I(Z', f) sowie I(Z, f) = I(Z', f). O

Definition
Fur eine Treppenfunktion f € T([a, b]) zur Zerlegung Z
definieren wir das Integral

/b f(x)dx = I(f) == I(Z, ) .
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Das Regelintegral

Lemma

Dss Integral f — I(f) = |, : f(x)dx definiert ein lineares
Funktional auf dem Raum der Treppenfunktionen, d.h. fiir
f,g € T([a, b)) gilt

b
(f+g) = / (F(x) + g(x))alx
_ I(f)+/(g):/bf(x)dx+/bg(x)dx

l(af) = /abaf(x)dx — al() :a/: f(xX)dx], a € R,

Falls fir alle x € [a, b] f(x) < g(x) dann gilt

/ab F(x)ax < /abg(x)dx.
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Das Regelintegral

Fir f € T([a, b]) gilt
b

/ () dx < (b — &) flle -
a

Sei f € T([a, b]) eine Treppenfunktion zur Zerlegung
Z: Xg < ...<Xmdann gilt

o N Xict X
Jtrolax = S IRCE) 0g - xi)
a i—1
: m
< sup (0] Y06~ xi-1) = flloe(b— a)
Xe[a,b] i—=1

Ol
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Das Regelintegral

Theorem

Seien f € R([a, b)), fr,gn € T([a, b]), n € N mit||f, — f|loc — O,

llgn — flloc — 0, N — o0, so konvergieren die Integrale und es
gilt

b b
Iim/ fa(x)dx = lim / gn(x)dx .
n—oo a n—oo a
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Das Regelintegral

Beweis.

Esgiltfirn> meN

b b
| Iim/ fn(x)dx — Iim/ fm(x)dXx|
n—oo a n—oo a

Ly "((6) — ()0

1fn — fmll oo (b — @)
(b—a)(|fa — fllo + [If = fmlloc) = 0N, M — 00 .

<
<

D.h. f fa(x)dx € R ist eine Cauchyfolge in R, und ist damit
konvergent. Ebenso gilt dies analog fur (g,) und n — oo, und

b b
| / fol(X)0x— / 9n(x)0x] < (b—a)([[fr—Flloot]|Gn—Flloc) — O
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Das Regelintegral

Definition

Sei f, € T([a, b]) eine gegen f € R([a, b]) gleichmaBig
konvergente Folge, dann definieren wir das bestimmte Integral
von f Uber [a, b]

/ab f(x)dx = lim /ab fa(x)dx .

n—oo

Wie wir gesehen haben, ist dieses Integral flr jede
Regelfunktion f wohldefiniert, d.h. das Integral hangt nicht von
der f approximierende Folge von Treppenfunktionen ab.
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Das Regelintegral

Die Abb. I : R([a, b]) — R; f - I(f) = [ f(x)ax ist linear.

Seien o, 5 € R, f,g € R([a, b]) und fn, gn € T([a, b]) mit
limy oo fn = f, liMp—o0 gn = g bzgl. der ||.||o-Norm.

b
/a (af(x) + Ba(x))dx

b
= I|m / (afn(x) + Ban(x))dx

= nl|m a/ fa(x dx+llmﬁ/ gn(x

= a/a f(x)dx—i—ﬂ/a g(x)dx
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Das Regelintegral

Sind f, g € R|a, b] mit f(x) < g(x),Vx € [a, b], so ist

b b
/ F(x)dx < / g(x)dx (Monotonie) .

Seic € (a,b), soist

b @ b
/ f(x)dx = / f(x)dx + / f(x)dx (Additivitat)
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Das Regelintegral

Beweis.

Wir approximieren g — f durch Treppenfunktionen g, — fy,

b b
| (90 = et = fim_ [ (@) = o0y > 0.
da gn(x) — fa(x) > O fir alle x € [a, b].

Seien f, Treppenfunktionen zu Zerlegungen Z,, dann wéahlen
wir eine Verfeinerung Z},, die auch den Punkt ¢ € (a, b) enthalt.

b
/f x—nllm/ fa(x)dx = I|m I(fo, Z)) =
— OO a

~ lim ( /a F(x)ax + /ben(x)dx) - / F(x)dx + / F(x)dx .

Ol
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Das Regelintegral

Theorem (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Fur alle f € R([a, b]) gilt

b b
| / f(x)0x| < / 1#(x) dx < (b— a)]fl]oe

Beweis.

Fur f, € T([a, b]) gilt f fa(x)dx < (b — a)||falloc Und flir n — oo,
mit liMp_o ||f — fal|oc = O, folgern wir

b
/f dx = nm/ n(x)0x < lim (b-a) o]0 = (b-)|| s .

n—oo a

O

Prof. Dr. Reinhold Schneider Analysis Il - Elementare Integrationstheorie



Das Regelintegral

Seien f, f, € R([a, b]) mit ||y — f||.c — 0, N — oo, dann gilt

nli_)moo /ab fa(x)dx = /ab f(x)dx

Beweis.

Fir jedes n € N existiert g, € T([a, b]) mit ||f, — gnl|co < ,17
Daher ist

1
1f=8nlloo < If=falloo+[1fa=Gnlloc < [If=Talloot+— =0, n—oco.

Zu jedem e > 0 existiert ein n € N mit ||[f — fp||cc < 5 und n < 3,
und ||f — gnllec < €. Somitist f € R([a, b]), und nach Definition

gilt
I|m / gn(x dx_/f
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Das Regelintegral

Beweis-Fortsetzung.

b b
]/a f,,(x)dx—/a gn(x)dx| =
<(b-a)|lfp—gnllw <

Daher folgt

b b
Iim/ fa(x)dx = lim / gn(x
n—oo a n—oo a

b
| / (fa(%) — gnlx)) x|
b—a

—-0,n— .

b
)dx = Iim/ f(x)dx .
n—oo a

Wir definieren

/ba f(x)dx = — /: f(x)dx und es gilt /aa f(x)dx =0.
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Differentiation und Integration

Theorem (Hauptsatz der Integralrechnung)

Ist F : [a, b] — R eine Stammfunktion von f € C°([a, b)), d.h.
F'(x) = f(x), dann gilt

/b f(x)dx = F(b) — F(a) := F(x)[2_,

Beweis.

Sei e > 0,und g € T|a, b] eine Treppenfunktion zur Zerlegung
Z:a=Xp<...<Xm=bmit|f—gl|sx <e. Nach dem
Mittelwertsatz existieren n; € (x;_1, x;) mit

F(b)—F(a) = ) (F(x)—F(xi1))

M

Il
R

(xi = Xie1)F (i) = Y _(xi = xi—1)f(m;) -

I
.MS

—_
-
—_
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Beweis-Fortsetzung.

Andererseits gilt f: g(x)dx =31, (xi — xi_1)g(n;) . Daraus

folgern wir
b m
I/ g(x)ax — (F(a) = F()| = |D_(xi—xi-1)(g(m) — f(m))|
a i=1
<Nlg—flloo Y _(Xi=Xict) = (b—2a)g— flloo = (b— a)e.
i=1
Zudem ist

b b
| / g(x)dx - / f(x)x| < (b a)g — fllo = (b a)e .

Ol

V.
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Differentiation und Integration

Fassen wir nun zusammen

b
| / f(x)ax — (F(a) — F(b))|

< |/f x)dx — /gx)dx|+|/g x)dx — (F(a) — F(b))|
< 2(b—a)e,Ve>0.

Da dies fur alle ¢ > 0 gelten muss, folgt die Behauptung. O
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Differentiation und Integration

Theorem (Integral-Darstellung des Restgliedes)

Seif:|=[a,b] — R undfec C"'([a,b]), dann gilt beliebiges
firxo € (a,b)

f(X) = Tm(X7 XO) + Rm(X7 XO)
mit dem Taylorpolynom

m

Tm(X, Xo) _ Z f(k)(XO) (X . Xo)k

k!
k=0

und dem Lagrangeschen Restglied

X £(m+1)
Rm(x,xo):/ 0 — gmat,
v m
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Differentiation und Integration

Beweis.
Wir fiihren den Beweis mittels vollstandiger Induktion.
Fir m = 0 erhalten wir die Aussage

f(x) = f(xo) + / “f(t)dt,

die dquivalent ist zum Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung.

Wir nehmen nun an, dass die Behauptung fir m € N gilt, und
zeigen, dass sie dann auch fir m + 1 folgt. Es gelte also

f(x) = Tm(X, X0) + Rm (X, Xo)-
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Beweis-Fortsetzung.

Definieren wir
f(m+1)(t)

F(t) .= mE (x —t)m+
dann folgt
(m+2) (m+1)
() = 0 = g 6 - O™ = -

und daher ist
X
F(x)—F(xo):/ F'(t)dt
Xo

X f(m+2) X f(m+1)
:/ f(t)(x—t)’"“dt—/ fi(t)(x—t)'”dt
x (M+1)! X m

= Rmi1(Xx, X0) — Rm(X, Xo)-
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Beweis-Fortsetzung.

Es ergibt sich demnach die Beziehung

Rm(X,X0) = Rm+1(X, Xo) + F(Xo).
Diese eingesetzt in die Induktionsvoraussetzung liefert

F(m+1)
n (%o)
(m+1)!

= I'm+1 (X7X0) + Rm+1 (X7X0)'

f(x) = Tm(x, Xo) (X — %)™ + Rms1(X, Xo)
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Differentiation und Integration

Corollary (Partielle Integration)

Seien F und G auf [a, b] stetig differenzierbare Funktionen mit
F' =fund G’ = g dann sindf,g € R([a, b]), und es gilt

/b F(x)g(x)dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) — [ f(x)G(x)dx.
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Differentiation und Integration

Corollary (Partielle Integration)

Seien F und G auf [a, b] stetig differenzierbare Funktionen mit
F' =fund G’ = g dann sindf,g € R([a, b]), und es gilt

b
/F(x)g(x)dx:F(b)G(b) /f G(x)dx.

Proof

Da f, g stetig sind sind sie auch Regelfunktionen. Setzen wir
H(x) = F(x)G(x), dann folgt die Behauptung direkt aus dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

F(b)G(b) — F(a)G(a) = H(b) — H(a) = | H'(x)dx

= ’ F(x)g(x)dx + ’ f(x)G(x)dx.
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Differentiation und Integration

Theorem (Substitutionsregel)

Sei v : [a,b] — [A, B] eine monoton wachsende stetig
differenzierbare Funktion. Ferner seif € CO([A, B]) (R([A, B])).
Setzen wir

a(y) :==for(y) =f((y)),
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Differentiation und Integration

Theorem (Substitutionsregel)

Sei v : [a,b] — [A, B] eine monoton wachsende stetig
differenzierbare Funktion. Ferner seif € CO([A, B]) (R([A, B])).
Setzen wir

gy) :=for(y) =f(2(y)),
dann istg € C°([a,b]) (R([a,b])) und es gilt

v(b) b
/ f(x)dx = / (v (y)) (y)dy.
v(a) a

Beweis.

Nach Voraussetzungen sind f € R([A, B]), f o v und +/ stetig
und somitist y — foy(y)v'(y) € R[a, b]. O
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Beweis - Fortsetzung.

Sei F : [A, B] — R eine Stammfuntkion von f, dann ist

B
/A f(x)dx = F(B) — F(A) = F(v(b)) — F((~(a)) -

Nach der Kettenregel gilt

Corollary (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Seif € R([a,b]) stetig, so gibt es ein & € (a,b) mit

/ i f(x)dx = (b — a)f(¢).
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Integration Uber nichtkompakte Intervalle

Das Regel-Integral f;’ f(x)dx wurde entwickelt unter der
doppelten Voraussetzung, dass sowohl die zu integrierende
Funktion f als auch das Integrationsintervall [a, b] beschréankt
sind.
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Integration Uber nichtkompakte Intervalle

Das Regel-Integral f;’ f(x)dx wurde entwickelt unter der
doppelten Voraussetzung, dass sowohl die zu integrierende
Funktion f als auch das Integrationsintervall [a, b] beschréankt
sind. L&sst man eine dieser beiden Voraussetzung fallen,
verliert das Integral zunéchst seinen Sinn. Es liegt jedoch auf
der Hand, auch fur unendliche Intervalle das Integral durch
einen entsprechenden Grenzlbergang zu definieren, etwa fir
beschranktes f, aber einem unbeschrankten Intervall

/aoof(x I|m /f )dp(x
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Integration Uber nichtkompakte Intervalle

Entsprechend wird verfahren, wenn das Intervall | = [a, b] zwar
beschréankt ist, die Funktion f jedoch unbeschrankt ist auf [a, b].
Nehmen wir an, dass f im Punkt ¢ € [a, b] unbeschrankt ist,
dann erhalten wir

/fdgo /fdgo /fdcp

= Ilm/ f(x)do(x) + lim /b f(x)de(x).

e—0+ J4 e’ —0+ e

Prof. Dr. Reinhold Schneider Analysis Il - Elementare Integrationstheorie



Integration Uber nichtkompakte Intervalle

Definition

Eine Funktion f : (a,b] — R ,a € R oder a = —o0,

(f : [a, b) — R analog,) hei3t uneigentlich integrierbar, falls der
linkseitige Grenzwert

lim /ab f(x)dx =: /ab f(x)dx

a—a,a<o

existiert. x — f(x) heif3t absolut uneigentlich integrierbar, falls
x — |f(x)| uneigentlich integrierbar ist.
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Integration Uber nichtkompakte Intervalle

Theorem

Seien f,g : [a,b) — R. Falls |g(x)| < f(x),Vx € (&, b] gilt, und f
uneigentlich integrierbar ist, so ist auch g uneigentlich
integrierbar, und es gilt

/bQ(X)O’XS /b\g(X)ldxg /b f(x)dx .
Proof

Seien G(a) := [?|g(x)|dx, F(a) := [?f(x)dx, @ < b, dann gilt
auf Grund der Monotonie 0 < G(a) < F(a) < F(a), und

a — G(«) ist monoton und beschrankt. Somit existiert

lim,—a G(a), und es folgt d daraus auch die restliche
Behauptung. O
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Integration Uber nichtkompakte Intervalle

Theorem

Sei f: [1,00) — R eine monoton fallende Funktion, seien
16n] =< [T £(x)dx, Vx € [n n+1],n € N. Falls das
une/gent//che /ntegra/ f1 x)dx existiert. Dann konvergiert
auch die Reihe "2 { n abso/ut und es gilt

Zy&nyg/ F(x)dx .
n=1 1
Es gilt

> 16|
n=1

Z 0nl(n+1 —n) / nX[n,n+1](X)dX

Z/n dx:/1 f(x)dx

IN
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Integration Uber nichtkompakte Intervalle

Wir betrachten das Integral foa x@dx far beliebiges a > 0 und
a € R. Wir finden

a a
x%dx = lim x“dx
0 e—0+ /.

L (a+1)—1(aa+1 _8a+1)’ a;ﬁ—‘l
e—0+

Ina—Ineg, a=-1,
a1
_ )& o>,
o0, a< —1.
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Integration Uber nichtkompakte Intervalle

Hingegen kehrt sich die Situation fir das Integral [ x“dx um

S y
/ x%dx = lim / x*adx
a Y= Ja

e Jlar )T — @),
y— |Iny —Ina, a=-—1,

aa+1
_ {—amv a< -1,

o0, ya > —1.
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Approximationssatz von Weierstraf3

Theorem (Approximationssatz von Weierstraf3)

Seif:[a,b] — R bzw. f : [a,b] — C stetig. Dann existiert eine
Folge von Polynomen py, die auf [a, b] gleichméBig gegen f
konvergiert. Falls f reellwertig ist, kbnnen auch die pn, reell
gewdéhlt werden.
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Beweis.

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei [a, b] = [0, 1]. Wir
kdnnen annehmen, dass f(0) = f(1) = 0. Ist nAmlich der Satz in
diesem Fall bewiesen, so betrachten wir die Funktion

g(x) := f(x) — £(0) — x(f(1) — f(0)), 0<x<T1.

Hierfur gilt g(0) = 0 = g(1) und wenn g sich als Grenzwert
einer gleichmanig konvergenten Folge von Polynomen
darstellen lasst, so qilt offensichtlich dasselbe auch fir f, da

f — g ein Polynom ist.

Wir definieren ferner f(x) = 0 auBerhalb [0, 1], d.h. f: [a,b] — R
bzw. f: [a,b] — C mit

() {f(x), x €[0,1]

0, sonst.
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Beweis-Fortsetzung.
Wir definieren fiir jedes n € N

an(x) = ca(1 = x3)"

5y = </_11(1 xz)”dx>_1,

/1 gn(x)dx = 1.
=

mit

d.h. es gilt

Prof. Dr. Reinhold Schneider Analysis Il - Elementare Integrationstheorie



Beweis-Fortsetzung.
Mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung

(1-=x*)">1-nx?, [|x] <1,

kdnnen wir ¢, abschéatzen

] 1 1 1/
— :/ (1 — x?)"dx = 2/ (1 — x®)"dx > 2/ (1 — x?)"dx
0 0

Cn 1
1/vn 2 2n 4 1
> 2 1—nx®)dx = — — = >
22—t - s = R 2
dies bedeutet
ch < V/n. (1)
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Beweis-Fortsetzung.
Fiar0 < 6 < |x| <1 gilt somit

an(X) < ca(1=6°)" <vn(1 = 6%)" —0,n— o0,

dies bedeutet, g, konvergiert gleichmafig gegen 0 auf
{x:0<|x <1}
Wir betrachten nun flr x € [0, 1],

1 1
Pn(X) = / 1c+)an (ot = /R H(x-+1)qn(t)dt = /0 (1) (t—x)dlt.

Offensichtlich ist p, ein Polynom vom Grade 2n, insbesondere
ist pn(x) reell, falls f reellwertig ist.

Wir setzen M := sup,c(o 1] [f(x)| < oo und sei e > 0 beliebig. Da
[0,1] € R kompakt ist, ist f : [0, 1] — R gleichmaBig stetig. Ol
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Beweis-Fortsetzung.
Daher existiert ein 6 > 0 mit
[f(x) —t(y)l <e/2

sogar fur alle [x —y| < §, da f(x) = 0 fur alle x ¢ (0, 1). Wegen
an(x) > 0 auf [0, 1] folgt fiir jedes x € [0, 1] die Abschéatzung
1

o)~ 1091 = | [ (FCx+ 1) = F0)) an()et

< / U1+ 1) — F00lan(t)et

—1
-0 e [0 1

< 2/\/1/ gn(t)dt + 2/ q,,(t)dt+2M/ gn(t)dt
1 -5 6

< 4M+/n(1 — 6%)" + % <e

I

£ | . o~} J n J
rar-rnreicrnenagrones 1. g.c.a.
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