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Funk-Radon Transformation

Einleitung

> Sphire S2 = {€ € R®: || = 1} g
» Funktion f:S? — C

28. Januar 2017 - Michael Quellmalz tu-chemnitz.de/~qmi


tu-chemnitz.de/~qmi

Funk-Radon Transformation

Einleitung

> Sphire S? = {€ € R?: ||¢|| = 1} g
» Funktion f:S? — C

» Kreis auf der Sphére ist Schnittmenge der
Sphare mit einer Ebene:

{nes*: (&n) =al},

£ecS? rxel-1,1]
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Funk-Radon Transformation

Einleitung

» Sphire S? = {¢ e R3: ||¢]| = 1}
» Funktion f:S? — C

» Kreis auf der Sphére ist Schnittmenge der
Sphare mit einer Ebene:

{nes*: (&n) =al},
£ecS? rxel-1,1]

Spharischer Mittelwertoperator

S: C(S?) = O(S? x [-1,1)),
Sf(E,z) = / £(m) dA(m)
(&m)==
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Funk-Radon Transformation

Einleitung

Funk—-Radon Transformation [Funk, 1913]
» Einschrankung auf GroRkreise 3
» Funk-Radon Transformation (auch

Funk-Transformation oder spharische
Radon-Transformation) 7=

F:C(S?) = CO(S?),
FrO= [ fmaxm
(&,m)=0
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Funk-Radon Transformation

Einleitung

Funk—Radon Transformation [Funk, 1913]
» Einschrankung auf GroRkreise

» Funk-Radon Transformation (auch
Funk-Transformation oder sphéarische
Radon-Transformation)

F:C(S?) = CO(S?),
FrO= [ fmaxm
(&,m)=0

Fragen

Injektivitat
(Ist f anhand deren Mittelwerte entlang aller GroRkreise rekonstruierbar?)
Bild
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Funk-Radon Transformation

Eigenschaften

Fourier-Reihe
Schreiben f € L?(S?) beziiglich Kugelflachenfunktionen (Spherical
Harmonics) Y;* vom Grad n

n=0k=—n
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Funk-Radon Transformation

Eigenschaften

Fourier-Reihe
Schreiben f € L?(S?) beziiglich Kugelflachenfunktionen (Spherical
Harmonics) Y;* vom Grad n

n=0k=—n

Eigenwert-Zerlegung [Minkowski, 1904]

Die Funk—-Radon Transformation erfiillt
(n—1)!

de
FYEE) = PAO)YEE),  Py(0)=4 T v "OMEE
n(E) ( ) n(E) ( ) {0’ nungerade.

P,, — Legendre-Polynom vom Grad n
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Funk-Radon Transformation

Eigenschaften

Fourier-Reihe

Schreiben f € L?(S?) beziiglich Kugelflachenfunktionen (Spherical
Harmonics) Y;* vom Grad n

n=0k=—n

Eigenwert-Zerlegung [Minkowski, 1904]

Die Funk—-Radon Transformation erfiillt
(n—1)!

de
FYEE) = PAO)YEE),  Py(0)=4 T v "OMEE
n(E) ( ) n(E) ( ) {0’ nungerade.

P,, — Legendre-Polynom vom Grad n

Funk-Radon Transformation ist injektiv fiir gerade Funktionen f (&) = f(—£).
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Funk-Radon Transformation

Eigenschaften

Sobolev-Raume

Sei s > 0. Der Sobolev-Raum F7°(S?) ist der Raum der Funktionen

f ' S? — C mit der Norm
R 9 1 2s
f(n,k:)‘ <n+2> .

IF12 :i Zn:

n=0k=—n
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Funk-Radon Transformation

Eigenschaften

Sobolev-Raume

Sei s > 0. Der Sobolev-Raum F7°(S?) ist der Raum der Funktionen

f ' S? — C mit der Norm
9 o0 n R 9 1 2s
172 =3% 3 [fo] (nt3) -
Theorem [Strichartz, 1981]

n=0k=—n
Die Funk—Radon Transformation ist stetig und bijektiv

1
F: L2 (S?) = HZen(S?).

even
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Funk-Radon Transformation

Bekannte Resultate

Kreise mit festem Radius
» Fiir festes ¢ € [—1, 1] setzen wir

S0 f(€) = / £(n) dn

<€7"7>=330
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Funk-Radon Transformation

Bekannte Resultate

Kreise mit festem Radius
» Fiir festes ¢ € [—1, 1] setzen wir

S0 f(€) = / £(n) dn

<€7"7>=330

» Eigenwert-Zerlegung

Sap Yy = Pu(w0)Y,)
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Funk-Radon Transformation

Bekannte Resultate

Kreise mit festem Radius
» Fiir festes ¢ € [—1, 1] setzen wir

S0 f(€) = / £(n) dn

<€7"7>=é170

» Eigenwert-Zerlegung

Sap Yy = Pu(w0)Y,)

“Freak theorem” [Schneider, 1969]

Die Menge der Werte x, fiir welche S, nicht injektiv ist, ist abzahlbar und
dichtin [—1,1].
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S0 f(€) = / £(n) dn

<€7"7>=é170

» Eigenwert-Zerlegung

Sap Yy = Pu(w0)Y,)

“Freak theorem” [Schneider, 1969]

Die Menge der Werte x, fiir welche S, nicht injektiv ist, ist abzahlbar und
dichtin [—1,1].

Spy: L2(S?) — H2(S?) ist stetig [Rubin, 2000]
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Funk-Radon Transformation

Bekannte Resultate

Kreise mit festem Radius
» Fiir festes ¢ € [—1, 1] setzen wir

S0 f(€) = / £(n) dn

<€7"7>=é170

» Eigenwert-Zerlegung

Sap Yy = Pu(w0)Y,)

“Freak theorem” [Schneider, 1969
Die Menge der Werte x, fiir welche S, nicht injektiv ist, ist abzahlbar und
dichtin [—1,1].

Spy: L2(S?) — H2(S?) ist stetig [Rubin, 2000]
Expliziter Algorithmus zur Bestimmung, ob S,., zu gegebenem z injektiv ist
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Funk-Radon Transformation

Bekannte Resultate

Vertikale Schnitte

S(6,x) = / fen)ds(n), & =0
&)=z

> Kreis_g stehen senkrecht auf
dem Aquator
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Funk-Radon Transformation

Bekannte Resultate

Vertikale Schnitte

S(6,x) = / fen)ds(n), & =0
&)=z

> Kreis_g stehen senkrecht auf
dem Aquator

» Injektiv flir symmetrische
Funktionen

f(€1,62,€3) = (61,62, —€3)
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Funk-Radon Transformation

Bekannte Resultate

Vertikale Schnitte

S(6,x) = / fen)ds(n), & =0
&)=z

> Kreis_g stehen senkrecht auf
dem Aquator

——
/. » Injektiv fiir symmetrische
2 i 1 N, A Funktionen

f(61,€2,83) = f(61, 62, —&3)
» Beweis1: Orthogonale
, vyl Projektion auf die
7)) Aquatorialebene
=/ - [Gindikin, Reeds & Shepp, 1994]
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Funk-Radon Transformation

Bekannte Resultate

Vertikale Schnitte

S(6,x) = / fen)ds(n), & =0
&)=z

> Kreis_g stehen senkrecht auf
dem Aquator

» Injektiv flir symmetrische
Funktionen

N/ f(&1,82,83) = f(&1, 62, —&3)

A~ A '/ » Beweisl: Orthogonale

ZX Projektion auf die

7)) Aquatorialebene

=/ [Gindikin, Reeds & Shepp, 1994]

/| » Beweis2: Spherical Harmonics

' [Hielscher & Q., 2016]
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Funk-Radon Transformation

Bekannte Resultate

Hohere Dimensionen

» S?... d-dimensionale Sphare
» R¥*! . (d + 1)-dimensionaler umgebender Raum
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Bekannte Resultate
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Funk-Radon Transformation

Bekannte Resultate

Hohere Dimensionen

» S?... d-dimensionale Sphare
» R¥*! . (d + 1)-dimensionaler umgebender Raum

» GroRkreis wird zu (d — 1)-dimensionaler Untersphare

» Fiir f € C(S?) definieren wir

FfE) = / F(m) dp
Sen{(&,m)=0}
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Funk-Radon Transformation

Bekannte Resultate

Hohere Dimensionen

» S?... d-dimensionale Sphare
» R¥*! . (d + 1)-dimensionaler umgebender Raum

» GroRkreis wird zu (d — 1)-dimensionaler Untersphare

» Fiir f € C(S?) definieren wir
F1©= [ Fm) d
sen{(¢,m)=0}

Theorem [Strichartz, 1981]

Die Funk—Radon Transformation ist stetig und bijektiv

d—1
F: L2 (ST = He2n(S9).
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Definition

Schnitte durch einen festen Punkt [Salman, 2016]

Ersetzen O durch den Punkt
zed+1, 0<z<1

im Inneren der Sphare. £ : (
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Definition

Schnitte durch einen festen Punkt
Ersetzen O durch den Punkt
zed+1, 0<z<1

im Inneren der Sphare.
Schnitt mit Hyperebene durch ze*! ist

{nest:(&mn) =21}

28. Januar 2017 - Michael Quellmalz
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Definition

Schnitte durch einen festen Punkt
Ersetzen O durch den Punkt
zed+1, 0<z<1

im Inneren der Sphare.
Schnitt mit Hyperebene durch ze*! ist

{ne S (&,m) = 28a41}-
U,: C(S% — C(SY,
s = [ £(m) dA(m)

(57"7>:Zfd+ 1

[Salman, 2016]
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt
Definition

Theorem [Salman, 2016]

Seien z € [0,1), 0 = /122 und f € C*(S?) habe ihren Trager im Inneren
von {& € S: —1 < ¢441 < z}. Danniist f eindeutig rekonstruierbar durch

oor) (i) -

2
(_1)%(1_2) 1+ 4fz[? (1+ 1+4\$|2> + 40?|z|?
23d—2d5d—5 1+ /1+4‘.’.E‘2

d sy
AVE /Sd 1/02(Z/{Zf)((cosﬁ)d>-i-(sin@)e”"*’l)log :c-¢—% 1— 22tan \/% o
= — 22sin? 0 cos
d > 2 gerade
2
_n5a- 21T 4z (1 ++/1+ 4\:c|2> + 402 |z|?
==l grd=2 1+ +/1+4]z?
40de

22 [ @en)cost)o + Gmno)etth) o ¢ - 3vT= P ran
sd-1 Jo

V1= 22sin2fcos

d > 3 ungerade.
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt
Zerlegung

Theorem [Q.,2017]

Sei z € [0, 1). Die verallgemeinerte Radon-Transformation 4, ist darstellbar
durch

U, = N,FM,.
vi—=z\""
_ - d
> M. f(§) = <1+Z§d+1> foh(§), £eS

d
he) =3 V=2 iy 2 e
P 1+ 28441 " 14 28441
» F ... Funk—Radon Transformation

> N.f(€) = (1-22€3,,)""F fog(¢), ¢€est

d
H=-———— (Z Gie' + mgdﬂed“)
V1 —2265,, i1
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Geometrische Interpretation

Geometrische Interpretation von £ (fiir S?)

Die Abbildung
h(g) = =" ( e w(&))

1—2

ist konform und besteht aus
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Geometrische Interpretation

Geometrische Interpretation von £ (fiir S?)

Die Abbildung
h(g) = =" ( e w(&))

1—2

ist konform und besteht aus

1. Stereografischer Projektion 7: S — R?
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Geometrische Interpretation

Geometrische Interpretation von £ (fiir S?)

Die Abbildung
h(g) = =" ( e w(&))

1—2

ist konform und besteht aus
1. Stereografischer Projektion 7: S — R?

2. Zentrischer Streckung RY — R?, @ — /12 @
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Geometrische Interpretation

Geometrische Interpretation von £ (fiir S?)

Die Abbildung
h(g) = =" ( e w(&))

1—2

ist konform und besteht aus
1. Stereografischer Projektion 7: S — R?
2. Zentrischer Streckung RY — R?, @ — /12 @

3. Inverser stereografischer Projektion 7—1: R? — S¢
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Geometrische Interpretation

Geometrische Interpretation von £ (fiir S?)
Satz
Die Abbildung

he) = nL ( e w(&))

1—2

ist konform und besteht aus
1. Stereografischer Projektion 7: S — R?
2. Zentrischer Streckung RY — R?, @ — /12 @

3. Inverser stereografischer Projektion 7—1: R? — S¢

Wir werden sehen
h bildet GroRkreise auf Kleinkreise durch ze?*1! ab.
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Geometrische Interpretation

1) Stereografische Projektion 7

» (... GroRkreis in S2 0.0
» E ... Aquator von S? ( 1 )
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Geometrische Interpretation

1) Stereografische Projektion 7

» (... GroRkreis in S2
» E ... Aquator von S?

» (G schneidet £ in zwei
antipodischen Punkten (or
ist identisch zu £)
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Geometrische Interpretation

1) Stereografische Projektion 7

G ... GroBkreis in S2
E ... Aquator von S?

v

v

G schneidet E in zwei
antipodischen Punkten (or
ist identisch zu £)

v

» T(E)=F
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Geometrische Interpretation

1) Stereografische Projektion 7

v

G ... GroBkreis in S2
E ... Aquator von S?

v

» ( schneidet E in zwei
antipodischen Punkten (or
ist identisch zu F)

» T(E)=F

» 7(@G) ist Kreis oder Gerade
in R? und schneidet 7(F)
in zwei antipodischen
Punkten
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Geometrische Interpretation

2) Zentrische Streckung

» Zentrische Streckung um

Faktor o = |/ 1£2 |
E
m(G)
\
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Geometrische Interpretation

2) Zentrische Streckung

» Zentrische Streckung um

Faktor o = |/ 1£2

» Einheitskreis £ wird zu
Kreis o (7(E)) mit
Radius o m (G)

o7 77(5) )
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Geometrische Interpretation

2) Zentrische Streckung

» Zentrische Streckung um A
Faktor o = |/ 1£2

» Einheitskreis £ wird zu
Kreis o (7(E)) mit
Radius o

» o(m(G)) schneidet o
o(7(E)) inzwei k) |
antipodischen Punkten o(TT(G))
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt
Geometrische Interpretation
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Geometrische Interpretation

3) Inverse stereografische Projektion 7!

\
» Kreis mit Radius s wird zu
Breitenkreis z;
h(E)
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Geometrische Interpretation

3) Inverse stereografische Projektion 7!
N

» Kreis mit Radius s wird zu
Breitenkreis z;
h(E)

> W(G) =7 (o(n(G)))
schneidet 2 (E) in zwei
antipodischen Punkten
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Geometrische Interpretation

3) Inverse stereografische Projektion 7!

» Kreis mit Radius s wird zu
Breitenkreis z;
h(E)

> W(G) =7 (o(n(G)))
schneidet 2 (E) in zwei
antipodischen Punkten

» h(G) ist Kleinkreis durch
(0,0, 2)
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Eigenschaften

Kern von U4,

Theorem [Q.,2017]

Zu ¢ € S? setzen wir ¢* € S? als die Punkt-
spiegelung der Sphare um den Punkt zed*1.
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Eigenschaften

Kern von U4,

Theorem [Q.,2017]

Zu ¢ € S? setzen wir ¢* € S? als die Punkt-
spiegelung der Sphare um den Punkt zed*1.

Sei f € L?(S?). Dann ist
U f =0

genau dann, wenn fiir fast alle £ € S? gilt

O )d_lf(ﬁ*)-

1+ 22 — 22mg41
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt

Eigenschaften

Bild von U4,

Theorem [Q.,2017]

Die verallgemeinerte Radon-Transformation

d—1

U,: L2(S? — H. 2 (8%

ist bijektiv und stetig.

» _22 d—1
- I2(s%) = {f e IX(sY) | £(€) = ( ! ) f(&)}

1422 — 220441

d—1
> H.? (S?) ... Sobolev-Raum der geraden Funktionen mit Glattheit 45
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Beweisskizze

u: 124 M2t Las(st) X g sd)
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Beweisskizze

u: 12 M2t Las (st Yo g sd)

Haben i
Vg )
M. f(&) <1+Z§d+1> foh(§), £ES
mit

d
h(g):z \/1—22 fel+ Z+§d+1 €d+1
<1+ 28411 ' 1+ 28a+1
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Beweisskizze

u: 12 M2t Las (st Yo g sd)
Haben i
2
M.1(€) (1+1§d+1) foh(g), gesd
mit

d
h(g):z mfel—|— Z+§d+1 ed+1
<1+ 28411 ' 1+ 28411

Lemma
M. : L*(S%) — L2(S?) ist stetig und bijektiv.
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Beweisskizze

d—

= (s) 2 BT (s

u: L34 Y3128t Lom

Theorem [Strichartz, 1981]

Die Funk—-Radon Transformation in den Raumen

F: L2

even

=
(S?) = HeZn(SY)

ist stetig und bijektiv.
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Beweisskizze

U: L2(s4) M2t LS (st X g (sY)

Haben .
Nf(€)=(1-2°,)" 2 fog (&), &€
Multiplikation Verkettung
mit

g:S*—= 8% g(€) =

W(Z&e—i-vl—zfdﬂe )
T F 81 \i=l
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Beweisskizze

U: L2(s4) M2t LS (st X g (sY)

Lemma 1

Sei s € Nound g € C*(S%). Dann existiert c,, so dass

1790 rresey < s 1 Nresay l9llossay  Vf € HP(SY), Vg € C3(SY).
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Beweisskizze

U: L2(s4) M2t LS (st X g (sY)

Lemma 1

Sei s € Nound g € C*(S%). Dann existiert c,, so dass

1790 rresey < s 1 Nresay l9llossay  Vf € HP(SY), Vg € C3(SY).

Lemma 2

Sei s € No und g € C*(S? — S?) ein Diffeomorphismus. Dann existiert C, ,
so dass

1£ 0 glliresty < Cos Ifllgeey  VF € H(SY.
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Beweisskizze

U: L2(s4) M2t LS (st X g (sY)

» Die Lemmas implizieren, dass N, : H® — H*® stetigist fiir s € Ny
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Beweisskizze

U: L2(s4) M2t LS (st X g (sY)

» Die Lemmas implizieren, dass N, : H® — H*® stetigist fiir s € Ny
» Dasselbe gilt fiir A"
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Funk-Radon-Transformation fiir Schnitte durch festen Punkt
Eigenschaften

Beweisskizze

U: L2(s4) M2t LS (st X g (sY)

» Die Lemmas implizieren, dass N, : H® — H*® stetigist fiir s € Ny
» Dasselbe gilt fiir A"

» Stetigkeit fiir allgemeines s > 0 folgt mithilfe der Theorie der
Interpolationsraume [Triebel, 1995])
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