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Einleitung

I Sphäre S2 = {ξ ∈ R3 : ‖ξ‖ = 1}
I Funktion f : S2 → C auf der Sphäre
I Funk–Radon–Transformation

berechnet die Integrale entlang aller
Großkreise

Rf(ξ) =
∫
〈ξ,η〉=0

f(η) ds(η)

Aufgabe

Berechne f aus den gegebenen Werten (inverses Problem)
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2. Sphärische Faltungsoperatoren

Definition
Kugelflächenfunktionen als Eigenfunktionen von Faltungsoperatoren
Klassifizierung durch Sobolevräume
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Sphärische Faltungsoperatoren
Definition

Faltungsoperatoren auf der Sphäre

I Funktion f : S2 → C auf der Sphäre
I Faltungskern h : [−1, 1]→ C auf dem Intervall

Definition
Der OperatorMh der Faltung mit h ist definiert durch

Mhf(ξ) = h ? f(ξ)

=

∫
S2
f(η)h(ξ · η) ds(η), ξ ∈ S2.
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Sphärische Faltungsoperatoren
Kugelflächenfunktionen als Eigenfunktionen von Faltungsoperatoren

I Jede Funktion f ∈ L2(S2) lässt sich als Fourierreihe

f =

∞∑
n=0

n∑
k=−n

f̂(n, k)Y k
n

mit den Fourierkoeffizienten f̂(n, k) :=
∫
S2 f(ξ)Y

k
n (ξ) dξ schreiben

I Kugelflächenfunktionen Y k
n sind Polynome vom Grad n

Funk–Hecke–Formel (für Faltungsoperatoren)

Mhf =

∞∑
n=0

n∑
k=−n

M̂h(n)f̂(n, k)Y
k
n

mit
M̂h(n) = 2π

∫ 1

−1
h(t)Pn(t) dt

Pn — Legendre–Polynom vom Grade n
TUC, MA · 31.01.2015 · Michael Quellmalz 8 / 26 https://www.tu-chemnitz.de/∼qmi

https://www.tu-chemnitz.de/~qmi
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Sphärische Faltungsoperatoren
Klassifizierung durch Sobolevräume

Definition
Sei s ≥ 0. Der Sobolevraum Hs(S2) ist die Abschließung des Raumes aller
Polynome f : S2 → C bezüglich der Norm

‖f‖2s :=
∞∑
n=0

n∑
k=−n

∣∣∣f̂(n, k)∣∣∣2(n+
1

2

)2s

.

Annahme
Für s > 0 und β > 0 sei der Faltungsoperator

M : Hs(S2)→ Hs+β(S2)

bijektiv und stetig (dann ist auchM−1 stetig)

I ist erfüllt, falls M̂(n) ∼ n−β
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Sphärische Faltungsoperatoren
Beispiele

I Funk–Radon–Transformation ist die Faltung mit
der Delta–Distribution h(t) = δ(t)

R : Hs
e (S2)→ H

s+ 1
2

e (S2)

I Halbsphären–Transformation ist die Faltung mit h(t) = 1t≥0(t)

H : Hs
o(S2)→ H

s+ 3
2

o (S2)

I sphärische Kosinus–Transformation ist die Faltung mit der
Betragsfunktion h(t) = |t| (Petty, 1961)

C : Hs
e (S2)→ H

s+ 5
2

e (S2)
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Inversion sphärischer Faltungsoperatoren
Verrauschte Daten

Gegeben: g =Mf ∈ Hs+β(S2)
Gesucht: f ∈ Hs(S2)

I Mithilfe der Zerlegung in Eigenwerte ergibt sich

f =M†g =

∞∑
n=0

n∑
k=−n

ĝ(n, k)

M̂(n)
Y k
n (1)

I Summe konvergiert in Hs⇐⇒ g ∈ Hs+β

I Störung ε
I Idee: Multipliziere die Fourierkoeffizienten in (1) mit geeigneten

Filterkoeffizienten ψ̂(n) ∈ [0, 1]

I entspricht Faltung mit ψ: Mollifier–Methode (Louis & Maas, 1990)
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Inversion sphärischer Faltungsoperatoren
Verrauschte Daten
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Inversion sphärischer Faltungsoperatoren
Diskrete Daten

I Haben diskrete, verrauschte Daten

g(ξm) =Mf(ξm) + ε(ξm), m = 1, . . . ,M.

I Idee: Benutze eine Quadraturformel für

ĝ(n, k) =

∫
S2
g(ξ)Y k

n (ξ) dξ ≈
M∑
m=1

ωmg(ξm)Y
k
n (ξm)

I Definieren: Hyperinterpolation vom Grade N

LNg =

N∑
n=0

n∑
k=−n

(
M∑
m=1

ωmg(ξm)Y
k
n (ξm)

)
Y k
n

I Berechnen den Schätzer

EN,ψ(g) = ψ ?M†LN (g).
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ĝ(n, k) =

∫
S2
g(ξ)Y k

n (ξ) dξ ≈
M∑
m=1

ωmg(ξm)Y
k
n (ξm)

I Definieren: Hyperinterpolation vom Grade N

LNg =

N∑
n=0

n∑
k=−n

(
M∑
m=1

ωmg(ξm)Y
k
n (ξm)

)
Y k
n

I Berechnen den Schätzer

EN,ψ(g) = ψ ?M†LN (g).

TUC, MA · 31.01.2015 · Michael Quellmalz 13 / 26 https://www.tu-chemnitz.de/∼qmi

https://www.tu-chemnitz.de/~qmi


Inversion sphärischer Faltungsoperatoren
Diskrete Daten

I Haben diskrete, verrauschte Daten

g(ξm) =Mf(ξm) + ε(ξm), m = 1, . . . ,M.

I Idee: Benutze eine Quadraturformel für
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Inversion sphärischer Faltungsoperatoren
Diskrete Daten

I Hyperinterpolation (Sloan, 1995) (Hesse & Sloan, 2006)

LNg =

N∑
n=0

n∑
k=−n

(
M∑
m=1

ωmg(ξm)Y
k
n (ξm)

)
Y k
n

I LN ist keine Interpolation für N ≥ 3

I Wir nennen LN exakt, falls sie eine Projektor ist, also L2N = LN
I Ist die Quadratur exakt für Polynome vom Grade 2N , dann ist LN exakt

I Im Fall konstanter Gewichte ωm = 4π
M heißen die Punkte ξm von exakten

Quadraturformeln sphärische Designs
I Es gibt sphärische Designs mit M ∼ N2 (Bondarenko et. al., 2010)

I Wenn die Quadraturknoten ξm ,,gut“ verteilt sind, dann gilt für die
Gewichte (Pesenson & Geller, 2013)

δ1
4π

M
≤ ωm ≤ δ2

4π

M
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I Es gibt sphärische Designs mit M ∼ N2 (Bondarenko et. al., 2010)

I Wenn die Quadraturknoten ξm ,,gut“ verteilt sind, dann gilt für die
Gewichte (Pesenson & Geller, 2013)

δ1
4π

M
≤ ωm ≤ δ2

4π

M

TUC, MA · 31.01.2015 · Michael Quellmalz 14 / 26 https://www.tu-chemnitz.de/∼qmi

https://www.tu-chemnitz.de/~qmi


Inversion sphärischer Faltungsoperatoren
Diskrete Daten

I Hyperinterpolation (Sloan, 1995) (Hesse & Sloan, 2006)

LNg =

N∑
n=0

n∑
k=−n

(
M∑
m=1

ωmg(ξm)Y
k
n (ξm)

)
Y k
n

I LN ist keine Interpolation für N ≥ 3

I Wir nennen LN exakt, falls sie eine Projektor ist, also L2N = LN
I Ist die Quadratur exakt für Polynome vom Grade 2N , dann ist LN exakt

I Im Fall konstanter Gewichte ωm = 4π
M heißen die Punkte ξm von exakten

Quadraturformeln sphärische Designs
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Inversion sphärischer Faltungsoperatoren
Diskrete Daten

I Mittlerer integrierter quadratischer Fehler MISE

E ‖f − EN,ψ(Mf + ε)‖2L2 =E
∫
S2
|f(ξ)− EN,ψ(Mf + ε)(ξ)|2 dξ

I Seien s, S ≥ 0. Definieren die Funktionenklasse

F (s, S) =
{
f ∈ Hs(S2) : ‖f‖s ≤ S

}
I Betrachten maximales Risiko

sup
f∈F (s,S)

E ‖f − EN,ψ(Mf + ε)‖2L2

I Minimax–Fehler

inf
ψ

sup
f∈F (s,S)

E ‖f − EN,ψ(Mf + ε)‖2L2
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Inversion sphärischer Faltungsoperatoren
Asymptotisch optimale Mollifier

I Seien s > 1−β
2 + 1

2

√
β2 + 2β + 5 und S > 0

I FaltungsoperatorM : Hs(S2)→ Hs+β(S2) bijektiv und stetig
I Für jedes N ∈ N sei die Hyperinterpolation LN exakt mit M ∼ N2

Quadraturknoten und annähernd konstanten Gewichten
I Datenfehler ε (ξm) sei unkorreliert mit Erwartungswert 0 und Varianz σ2

Theorem
Es existiert eine asymptotisch optimale Familie von Mollifiern {ψsL}L∈R+

für die
Funktionenklasse F (s, S): FürN →∞ gibt es Parameter L(N) sodass

sup
f∈F (s,S)

E ‖f − EN,ψs
L(N)

(Mf + ε)‖2L2

' inf
ψ

sup
f∈F (s,S)

E ‖f − EN,ψ(Mf + ε)‖2L2 ' konst ·M
−s

s+β+1 .
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Inversion sphärischer Faltungsoperatoren
Beweisidee

1. Zerlegen den MISE in Bias und Varianz

E ‖f − EN,ψ(Mf + ε)‖2L2 = ‖f − EN,ψ(Mf)‖2L2 + E ‖EN,ψε‖2L2

2. Varianz–Term E ‖EN,ψε‖2L2 ≈ 4πσ
M ‖M

†ψ‖2L2

3. Zerlegen den Bias–Term in Glättungs– und Diskretisierungs–Fehler

‖f − ψ ?M†LN (Mf)‖L2 ≤ ‖f − ψ ? f‖+ ‖ψ ? (f −M†LNMf)‖

4. Abschätzung des Glättungs–Fehlers

‖f − ψ ? f‖2 ≤max
n∈N

∣∣∣1− ψ̂(n)∣∣∣2(
n+ 1

2

)2s ‖f‖2s
5. Definiere Mollifier ψsL, der sowohl Varianz–Fehler als auch

Glättungs–Fehler verringert
6. Diskretisierungs–Fehler ist vernachlässigbar klein, falls f glatt genug ist
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Inversion sphärischer Faltungsoperatoren
Beweisidee

ψsL =

L∑
n=0

2n+ 1

4π

(
1−

(
n+ 1

2

L+ 1
2

)s )
Pn
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Anwendung
Numerische Resultate für Funk–Radon–Transformation

Algorithmus für die Berechnung des Schätzers

Gegeben: g(ξm) und Quadraturgewichte ωm, m = 1, . . . ,M

1. Berechne Fourierkoeffizienten L̂Ng(n, k) =
M∑
m=1

ωmg(ξm)Y
k
n (ξm)

2. Berechne Regularisierung ÊN,ψ(n, k) =
ψ̂(n)

M̂(n)
L̂Ng(n, k)

3. Berechne Schätzer EN,ψg =

N∑
n=0

n∑
k=−n

ÊN,ψ(n, k)Y k
n

I Aufwand:O(N2 log2N) mit schneller sphärischer Fouriertransformation
(Driscoll & Healy, 1994) (Potts, Steidl & Tasche, 1998) (Kunis & Potts, 2003)

(Keiner & Potts, 2008)
I Nutzen approximative sphärische Designs (Gräf & Potts, 2012)
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Anwendung
Numerische Resultate für Funk–Radon–Transformation

Testfunktion f (quadratischer Spline) Funk–Radon–Transformierte von f

Rf(ξ) =
∫
〈ξ,η〉=0

f(η) ds(η)
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Anwendung
Numerische Resultate für Funk–Radon–Transformation
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Anwendung
Numerische Resultate für Funk–Radon–Transformation

25 50 100 250 500

10−2

10−1

100

Polynomgrad N

re
la

tiv
er

M
IS

E

theoretische Minimax–Rate
optimaler Kern
Dirichlet–Kern

TUC, MA · 31.01.2015 · Michael Quellmalz 23 / 26 https://www.tu-chemnitz.de/∼qmi

https://www.tu-chemnitz.de/~qmi


Anwendung
Verallgemeinerung: Kreismittelwert–Transformation

Kreise senkrecht zum Äquator (Gindkin et. al., 1993) (Zangerl & Scherzer, 2010)

T f(σ, t) := 1

2π
√
1− t2

∫
〈η,eσ〉=t

f(η) ds(η), σ ∈ S1, t ∈ [−1, 1]
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Anwendung
Verallgemeinerung: Kreismittelwert–Transformation

I Wichtigster Unterschied T : S2 → S1 × [−1, 1]
I Basisfunktionen Bk

n(σ, t) = eikσPn(t)

I Sei s > (1 +
√
10)/2, S > 0 und σ > 0

I Für jedes sei LN exakt und erfülle M ∈ O
(
N2
)

I Regularitätsbedingung an Quadraturformel:

γ
4π

M
≤

M∑
m=1

|wmBn,k (σm, tm)|2 ≤ γ
4π

M

I Datenfehler ε (m) unkorreliert mit Erwartungswert 0 und Varianz σ2

Theorem
Die Familie {ψL}L∈R+

ist asymptotisch optimal für die Inversion der
Kreismittelwert–Transformation T
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I Regularitätsbedingung an Quadraturformel:

γ
4π

M
≤

M∑
m=1

|wmBn,k (σm, tm)|2 ≤ γ
4π

M

I Datenfehler ε (m) unkorreliert mit Erwartungswert 0 und Varianz σ2

Theorem
Die Familie {ψL}L∈R+

ist asymptotisch optimal für die Inversion der
Kreismittelwert–Transformation T

TUC, MA · 31.01.2015 · Michael Quellmalz 25 / 26 https://www.tu-chemnitz.de/∼qmi

https://www.tu-chemnitz.de/~qmi


Anwendung
Verallgemeinerung: Kreismittelwert–Transformation

I Wichtigster Unterschied T : S2 → S1 × [−1, 1]
I Basisfunktionen Bk

n(σ, t) = eikσPn(t)

I Sei s > (1 +
√
10)/2, S > 0 und σ > 0

I Für jedes sei LN exakt und erfülle M ∈ O
(
N2
)
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Das Ende

\endinput
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