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‘ Einleitung

» Sphdre S? = {¢ e R3: ||¢]| = 1}
» Funktion f:S? — C auf der Sphare

» Funk-Radon-Transformation
berechnet die Integrale entlang aller
GroRkreise

Ri@=[ T i
(&m=0 7 : 7

v

Aufgabe

Berechne f aus den gegebenen Werten (inverses Problem)
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Sphérische Faltungsoperatoren

Definition

Faltungsoperatoren auf der Sphare

» Funktion f :S? — C auf der Sphére
» Faltungskern h : [—1,1] — C auf dem Intervall

Definition

Der Operator M, der Faltung mit 7 ist definiert durch

Muf(€) = hx £(€)
/f h(€-m)ds(n), €eS2.
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Sphérische Faltungsoperatoren

Kugelflachenfunktionen als Eigenfunktionen von Faltungsoperatoren

» Jede Funktion f € L?(S?) lasst sich als Fourierreihe
F=Y> fnk)Y)
n=0k=—n

mit den Fourierkoeffizienten f n, k) fSQ )ds schreiben
» Kugelfldchenfunktionen Y;* sind Ponnome vom Grad n
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Sphérische Faltungsoperatoren

Kugelflachenfunktionen als Eigenfunktionen von Faltungsoperatoren

» Jede Funktion f € L?(S?) lasst sich als Fourierreihe
F=Y> fnk)Y)
n=0k=—n

mit den Fourierkoeffizienten f n, k) fSQ &) d¢ schreiben
» Kugelfldchenfunktionen Y;* sind Ponnome vom Grad n

Funk—Hecke—Formel (fiir Faltungsoperatoren)

Mpf = Z Z Ma(n) f(n, k)Y,

n=0 k=—n
mit .
Mpy(n) = 2 / h(t) Py (t) dt
—1
P,, — Legendre—Polynom vom Grade n
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Sphérische Faltungsoperatoren
Klassifizierung durch Sobolevraume

Sei s > 0. Der Sobolevraum H*(S?) ist die AbschlieRung des Raumes aller
Polynome f : S? — C beziiglich der Norm

IFI1Z == i Z

n=0k=—n

. k)f (n—l— %)2
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Sphérische Faltungsoperatoren
Klassifizierung durch Sobolevraume

Definition

Sei s > 0. Der Sobolevraum H*(S?) ist die AbschlieRung des Raumes aller
Polynome f : S? — C beziiglich der Norm

E=3 3 Fn, )| (n+%)28.

n=0k=—n

Annahme
Fiir s > Ound 3 > 0 sei der Faltungsoperator

M : H¥(S?) — H*HA(S?)
bijektiv und stetig (dann ist auch M~ stetig)

> ist erfiillt, falls M (n) ~ n =5
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Sphérische Faltungsoperatoren

Beispiele
£
» Funk-Radon-Transformation ist die Faltung mit
der Delta—Distribution h(t) = 6(t) =0

T nm1g)

1
R : HY(S?) — He 7 (S?)

TUC, MA - 31.01.2015 - Michael Quellmalz 10/26 https://www.tu-chemnitz.de/~qgmi


https://www.tu-chemnitz.de/~qmi

Sphérische Faltungsoperatoren

Beispiele
£
» Funk-Radon-Transformation ist die Faltung mit
der Delta—Distribution h(t) = 6(t) 0

1
R : HY(S?) — He 7 (S?)

» Halbspharen-Transformation ist die Faltung mit /() = 1,>0(¢)

3
2

W HE(S?) — HYT2(S?)
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Sphérische Faltungsoperatoren

Beispiele
£
» Funk-Radon-Transformation ist die Faltung mit
der Delta—Distribution h(t) = 6(t) 0

1
R : HY(S?) — He 7 (S?)
» Halbspharen-Transformation ist die Faltung mit /() = 1,>0(¢)

3
2

W HE(S?) — HYT2(S?)

» spharische Kosinus-Transformation ist die Faltung mit der
Betragsfunktion h(t) = |¢| (Petty, 1961)

5
C: H3(S?) — HJ2(S?)
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‘ Inversion spharischer Faltungsoperatoren
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Verrauschte Daten

Gegeben: g = Mf € HTH(S?)
Gesucht: f € H*(S?)
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Verrauschte Daten

Gegeben: g = Mf € H*tA(S?)
Gesucht: f € H*(S?)

» Mithilfe der Zerlegung in Eigenwerte ergibt sich

» Summe konvergiert in H* < g ¢ H**5
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Verrauschte Daten

Gegeben: g = Mf + ¢
Gesucht: f € H*(S?)

» Mithilfe der Zerlegung in Eigenwerte ergibt sich

» Summe konvergiert in H* < g ¢ H**5

» Storung =

TUC, MA - 31.01.2015 - Michael Quellmalz 12/26 https://www.tu-chemnitz.de/~qgmi


https://www.tu-chemnitz.de/~qmi

Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Verrauschte Daten

Gegeben: g = Mf + ¢
Gesucht: f € H*(S?)

» Mithilfe der Zerlegung in Eigenwerte ergibt sich

*f = Mg = Y h(n Q(An’k)Yf 1
Uxf = xMly ;j%:z_jnw()wn) (1)

» Summe konvergiert in H* < g ¢ H**5

» Storung =

> Idee: Multipliziere die Fourierkoeffizienten in (1) mit geeigneten
Filterkoeffizienten «)(n) € [0, 1]

» entspricht Faltung mit ¢): Mollifier-Methode (Louis & Maas, 1990)
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Diskrete Daten

» Haben diskrete, verrauschte Daten

9&n) = Mf(&n) +e(€n), m=1,.... M.
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Diskrete Daten

» Haben diskrete, verrauschte Daten

g(ﬁm):Mf(Em)"’—g(gm): m=1,..., M.

» |dee: Benutze eine Quadraturformel fiir
M

) = [ o VEQ e~ 3 wngl€n)VEER)

=1
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Diskrete Daten

v

Haben diskrete, verrauschte Daten

g(ﬁm):Mf(Em)"’—g(gm): m=1,..., M.

Idee: Benutze eine Quadraturformel fiir

v

M

) = [ o VEQ e~ 3 wngl€n)VEER)

=1

v

Definieren: Hyperinterpolation vom Grade V

N n M
S (z wmg@m)msm)) v

n=0k=—n \m=1

Berechnen den Schatzer

Enwlg) =¥ x MILx(g).

v
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Diskrete Daten

» Hyperinterpolation (Sloan, 1995) (Hesse & Sloan, 2006)

N n M

n=0k=—n \m=1

» L ist keine Interpolation fiir N > 3
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Diskrete Daten

v

Hyperinterpolation (Sloan, 1995) (Hesse & Sloan, 2006)

N n M

n=0k=—n \m=1

» L ist keine Interpolation fiir N > 3

v

Wir nennen £y exakt, falls sie eine Projektor ist, also £2, = Ly
Ist die Quadratur exakt fiir Polynome vom Grade 2NV, dann ist £ 5 exakt

v
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Diskrete Daten

» Hyperinterpolation (Sloan, 1995) (Hesse & Sloan, 2006)
N n
£x= 3 3" (S anatenVHED ) v
n=0k=—n \m=1

» L ist keine Interpolation fiir N > 3
» Wir nennen £ exakt, falls sie eine Projektor ist, also £3, = Ly
» Ist die Quadratur exakt fiir Polynome vom Grade 2NV, dann ist £ exakt
> Im Fall konstanter Gewichte w,,, = 37 heien die Punkte &, von exakten

Quadraturformeln spharische Designs
» Es gibt sphérische Designs mit M/ ~ N2 (Bondarenko et. al., 2010)
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Diskrete Daten

» Hyperinterpolation (Sloan, 1995) (Hesse & Sloan, 2006)

EN9=§: i: (Zwmg V(& )) Yy

n=0k=—n \m=1

» L ist keine Interpolation fiir N > 3

» Wir nennen £ exakt, falls sie eine Projektor ist, also £2, = Ly
» Ist die Quadratur exakt fiir Polynome vom Grade 2NV, dann ist £ 5 exakt

> Im Fall konstanter Gewichte w,,, = 37 heien die Punkte &, von exakten
Quadraturformeln spharische Designs
» Es gibt sphérische Designs mit M/ ~ N2 (Bondarenko et. al., 2010)

» Wenn die Quadraturknoten &,,, ,,gut” verteilt sind, dann gilt fiir die
Gewichte (Pesenson & Geller, 2013)

A7 47
51M <wp < 52M
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Diskrete Daten

» Mittlerer integrierter quadratischer Fehler MISE

BIf = En(MF +0)E =2 [ 116) = Enu(MF + (€)1 de
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Diskrete Daten

» Mittlerer integrierter quadratischer Fehler MISE

BIf = En(MF +0)E =2 [ 116) = Enu(MF + (€)1 de

» Seien s,.S > 0. Definieren die Funktionenklasse

F(s,9) = {f e H}S?) : | f]|, < S}
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Diskrete Daten

» Mittlerer integrierter quadratischer Fehler MISE

BIf = En(MF +0)E =2 [ 116) = Enu(MF + (€)1 de
» Seien s,.S > 0. Definieren die Funktionenklasse
F(s,8) ={f € HS"): | fll, < S}
» Betrachten maximales Risiko

sup E|f — Enp(Mf +e)|7
fEF(s,9)
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Diskrete Daten

v

Mittlerer integrierter quadratischer Fehler MISE

BIf = En(MF +0)E =2 [ 116) = Enu(MF + (€)1 de

v

Seien s, S > 0. Definieren die Funktionenklasse
F(s,8) ={f € HS"): | fll, < S}

Betrachten maximales Risiko

v

sup E|f — Enp(Mf +e)|7
fEF(s,9)

Minimax-Fehler

v

inf sup E|f —Enp(Mf +e)|2
Y feF(s,9)
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Asymptotisch optimale Mollifier

Seiens > 152 + 1./B2 + 23 +5und S > 0
Faltungsoperator M : H*(S?) — H*+#(S?) bijektiv und stetig

Fiir jedes V € N sei die Hyperinterpolation £ exakt mit M ~ N2
Quadraturknoten und annahernd konstanten Gewichten

Datenfehler ¢ (¢,,,) sei unkorreliert mit Erwartungswert 0 und Varianz o2

v

v

v

v

Theorem
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Asymptotisch optimale Mollifier

v

Seiens > 152 + 1./B2 + 23 +5und S > 0
Faltungsoperator M : H*(S?) — H*+#(S?) bijektiv und stetig

Fiir jedes V € N sei die Hyperinterpolation £ exakt mit M ~ N2
Quadraturknoten und annahernd konstanten Gewichten

Datenfehler ¢ (¢,,,) sei unkorreliert mit Erwartungswert 0 und Varianz o2

v

v

v

Theorem

Es existiert eine asymptotisch optimale Familie von Mollifiern {+)3 } , R, fiir die
Funktionenklasse .7 (s, S): Fiir N — oo gibt es Parameter L(N') sodass

sup E|f — Enpy ) (MS +e)l72
FeZ(s,9)

~inf sup E|f —Eny(Mf +e)|%s ~ konst - MsF5+1,
¥ reg(s,S)
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Beweisidee

1. Zerlegen den MISE in Bias und Varianz

E|f — EnpMF +6)2e = |f — Enp(MP)|22 + B |[En el
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Beweisidee

1. Zerlegen den MISE in Bias und Varianz
E|f - Enup(MS +)lI72 = If = Enp (M7 + E [Enpel7e

2. Varianz-Term E ||Ex 2|7 = 212 | My|[7,
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Beweisidee

1. Zerlegen den MISE in Bias und Varianz
E|f - Enup(MS +)lI72 = If = Enp (M7 + E [Enpel7e

2. Varianz-Term E ||Ex 2|7 = 212 | My|[7,
3. Zerlegen den Bias—Term in Glattungs— und Diskretisierungs—Fehler

1f =« MILN(MP) g2 S (1F = & x fll+ [ x (f = MLy M)

TUC, MA - 31.01.2015 - Michael Quellmalz 17/26 https://www.tu-chemnitz.de/~gmi


https://www.tu-chemnitz.de/~qmi

Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Beweisidee

1. Zerlegen den MISE in Bias und Varianz
E|f - Enup(MS +)lI72 = If = Enp (M7 + E [Enpel7e
2. Varianz-Term E ||Ex 2|7 = 212 | My|[7,
3. Zerlegen den Bias—Term in Glattungs— und Diskretisierungs—Fehler
1f = x MILN (M) 2 < I =% I+ Il % (f = MTLNMF)|
4. Abschatzung des Glattungs—Fehlers

2

1
)

17 = e fI* < ma 1712
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Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Beweisidee

1. Zerlegen den MISE in Bias und Varianz
E|f - Enup(MS +)lI72 = If = Enp (M7 + E [Enpel7e
2. Varianz-Term E || Ex e 72 = 22 | My)|[7,
3. Zerlegen den Bias—Term in Glattungs— und Diskretisierungs—Fehler
1f = x MILN (M) 2 < I =% I+ Il % (f = MTLNMF)|
4. Abschatzung des Glattungs—Fehlers

2

B 1_
If =1 f]|* <max ’

2 g

5. Definiere Mollifier 13, der sowohl Varianz—Fehler als auch
Glattungs—Fehler verringert

I£13
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6.

Inversion spharischer Faltungsoperatoren

Beweisidee

. Zerlegen den MISE in Bias und Varianz

E|f - Enup(MS +)lI72 = If = Enp (M7 + E [Enpel7e
Varianz-Term E ||Ey ye|72 ~ dro [ MTp)13,
Zerlegen den Bias—Term in Glattungs— und Diskretisierungs—Fehler
1f = x MILN (M) 2 < I =% I+ Il % (f = MTLNMF)|
Abschatzung des Glattungs—Fehlers

2

’1 B
Hf—w*ﬂﬁénmx————f;
et )
Definiere Mollifier ¢)3, der sowohl Varianz—Fehler als auch

Glattungs—Fehler verringert
Diskretisierungs—Fehler ist vernachldssigbar klein, falls f glatt genug ist

I£13
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Anwendung
Numerische Resultate fiir Funk—Radon-Transformation

Algorithmus fiir die Berechnung des Schatzers

Gegeben: g(&,,,) und Quadraturgewichte w,,,, m=1,..., M

1. Berechne Fourierkoeffizienten LNg n, k) Z wimg(&)YE(E,,)
@(n)
M(n)

N n
3. Berechne Schiitzer Exyg =Y > Eny(n k)Y,
n=0k=—n

2. Berechne Regularisierung S/ij(n, k) = Lng(n, k)
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Anwendung
Numerische Resultate fiir Funk—Radon-Transformation

Algorithmus fiir die Berechnung des Schatzers

Gegeben: g(&,,,) und Quadraturgewichte w,,,, m=1,..., M

1. Berechne Fourierkoeffizienten Zyg(n, k) Z wmg(€n)YF(E,)
@(n)
M(n)

N n
3. Berechne Schiitzer Exyg =Y > Eny(n k)Y,
n=0k=—n

Lng(n, k)

2. Berechne Regularisierung S/ij(n, k) =

» Aufwand: O(N?log® N) mit schneller sphérischer Fouriertransformation
(Driscoll & Healy, 1994) (Potts, Steidl & Tasche, 1998) (Kunis & Potts, 2003)

(Keiner & Potts, 2008)

» Nutzen approximative sphérische Designs (Graf & Potts, 2012)
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Anwendung
Numerische Resultate fiir Funk—Radon-Transformation

Testfunktion f (quadratischer Spline) Funk—Radon-Transformierte von f

RIO= [ st
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Anwendung
Numerische Resultate fiir Funk—Radon-Transformation
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Anwendung

Numerische Resultate fiir Funk—Radon—Transformation
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Anwendung

Verallgemeinerung: Kreismittelwert—Transformation

Kreise senkrecht zum Aquator (Gindkin et. al., 1993) (Zangerl & Scherzer, 2010)

1
Tf(o,t) = =R /<nvea>:tf(77) ds(n),

oS! te[-1,1]

// /
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Anwendung

Verallgemeinerung: Kreismittelwert—Transformation

» Wichtigster Unterschied 7 : S? — S* x [-1,1]
» Basisfunktionen BX (0, 1) = €% P, (t)
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Anwendung

Verallgemeinerung: Kreismittelwert—Transformation

v

Wichtigster Unterschied 7 : S? — St x [-1,1]
Basisfunktionen BX (o, 1) = €% P, (t)

v

v

Seis > (14+/10)/2,S >0undo >0
Fiir jedes sei £y exakt und erfiille M/ € O (N?)
Regularitatsbedingung an Quadraturformel:

v

v

dr U A
"YM <n§:1’wm nk(amytm)‘ SWM

v

Datenfehler ¢ (m) unkorreliert mit Erwartungswert 0 und Varianz o2
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= Anwendung

Verallgemeinerung: Kreismittelwert—Transformation

v

Wichtigster Unterschied 7 : S? — St x [-1,1]
Basisfunktionen BX (o, 1) = €% P, (t)

v

v

Seis > (14+/10)/2,S >0undo >0
Fiir jedes sei £y exakt und erfiille M/ € O (N?)
Regularitatsbedingung an Quadraturformel:

v

v

47
’Y*< Z’wm n,k Umytm)‘ SWM

» Datenfehler ¢ (m) unkorreliert mit Erwartungswert 0 und Varianz o

Theorem

Die Familie {)1.} ., ist asymptotisch optimal fiir die Inversion der
Kreismittelwert-Transformation T
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Das Ende

\endinput
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