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Einleitung

In dem Artikel “Induced Surfaces and Their Integrable Dynamics” ' stellt
Boris KONOPELCHENKO eine Methode vor, Flichen in IR? durch Losun-
gen von linearen partiellen Differentialgleichungen in zwei Variablen darzu-
stellen. Durch diese Darstellung induziert eine zu einer solchen Gleichung
assoziierte integrable nichtlineare partielle Differentialgleichung eine glatte
Transformation von Flichen. Ein einfaches Beispiel fiir diese Methode ist
die WEIERSTRASS—Darstellung von Drehflichen und die modifizierte KOR-
TEWEG-DE VRIES-Gleichung (kurz mKdV-Gleichung)

Ut — Uppyr — 6u2u$ =0.

Dieses Beispiel wurde bereits von Iskander TAIMANOV in [Tai 97b] ndher
untersucht. Die in diesem Artikel angestellten Untersuchungen sind der Aus-
gangspunkt der vorliegenden Arbeit.

Der Zusammenhang zwischen der mKdV-Gleichung und der WEIER-
SsTRASS—Darstellung von Drehflachen 148t sich folgendermafien beschreiben.
Sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit mit komplexer Struktur und
f: M — TR? eine konforme Immersion von M in den 3-dimensionalen
euklidischen Raum, dann besitzt f in jeder holomorphen Karte z: M D
V' — C eine (lokale) WEIERSTRASS-Darstellung. Dies ist eine Abbildung

1/;:(3;);1\4—@2, so daB

df = (1 + kapo) dz j (1 + kb) (*)

gilt, wobei IR? mit ImH = IRi® Rj @ Rk, dem Imaginérteil der Quaternio-
nen, identifiziert wird, und A die zu A € H konjugierte Quaternion ist. Die
rechte Seite dieser Gleichung ist genau dann eine exakte Differentialform,
wenn es ein sogenanntes reelles Potential u: V' — IR gibt, so dafl ¢ eine
Losung der DIrRAC-Gleichung

o _1,
D=0 mit D= (‘92 2 >

L, 2

2 0z
ist. Das Potential u einer gegebenen Fléche f in der Koordinate z ergibt
sich aus der Gleichung H|df| = u|dz|, dabei bezeichnet H die mittlere
Kriimmung von f. Umgekehrt definiert jede Losung der DIRAC—Gleichung
durch die lokale WEIERSTRASS—Darstellung () eine konforme Immersion
f:V = 1R3 falls V C M einfach zusammenhingend ist.

![Kon 96|
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Fiir Drehflichen reduziert sich die DIRAC-Gleichung auf
o)

) 21y,
_ 4 R €
Ly =0 mit L-( 8 1)

u 8_x+§

fiir eine Abbildung ¢ = (gl ): R — IR2. Die WEIERSTRASS Darstellung
2
der um die i—Achse rotierten Fliache erhélt man dann aus

(a3 - (e) =

Der Operator L kommutiert genau dann mit dem Operator

P u® + % Uy + Uy + 20 +u
B=— — X ,
ot Uy + Uy — 2u® —u —u? — 3

d.h. [L, BJY = L(B(x)) — B(L(¢))) = 0 fiir alle ¢: IR — IR?, wenn das Po-
tential u der mKdV—-Gleichung geniigt. Somit ist die mKdV-Gleichung eine
zu L im Sinne von [Kon 96| assoziierte nicht-lineare partielle Differential-
gleichung. Sei fy eine Drehfliche und v: R — IR? die durch die WEIER-
SsTRASS—Darstellung (*) und (%) von fy definierte Abbildung. Kommutieren
die Operatoren L und B, dann gibt es genau eine Losung v des Systems
gewohnlicher Differentialgleichungen Ly = 0, By = 0 mit :‘ +—o Yo. Der
durch ¥, (%) und (*x) definierte Flul von Drehfléchen f; ist der mKdV-Fluf}
von fy.

Im ersten Kapitel dieser Arbeit werden zunichst konform parametri-
sierte Fliachen in IR? eingefiihrt. Im zweiten Kapitel wird dann gezeigt, dafl
die globale WEIERSTRASS—Darstellung eine ganz natiirliche Darstellung fiir
konform parametrisierte Flichen ist, wenn man die Drehstreckungen des
R3 mit Hilfe der Spin-Uberlagerung durch Quaternionen T, = T\ {0} be-
schreibt. Besonders elegant 148t sich diese Darstellung mit den Mitteln der
quaternionischen Funktionentheorie herleiten. Diese Theorie wurde erstmals
in [KPP 98] vorgestellt. In “Quaternionic Analysis on Riemann Surfaces
and Differential Geometry” [PePi 98] von Franz PEDIT und Ulrich PIN-
KALL findet man sie als das Standardbeispiel wieder.

Im dritten Kapitel werden Drehflichen und ihr mKdV-Fluf} eingefiihrt.
Es wird gezeigt, dal das Potential der Dualfliche einer Drehfléche bis auf
einen Faktor die geodétische Kriimmung « der Meridiankurve dieser Fliche
ist, wenn man sie als Kurve in der POINCAREschen Halbebene auffaft.
Die kritischen Punkte der hyperbolischen Biegeenergie der Meridiankurve
werden als spezielle stationédre Losungen der mKdV—-Gleichung identifiziert.
Als Endergebnis dieses Kapitels erhalten wir, dafl die Kriimmungen s des
mKdV-Flusses einer Drehfliche der mKdV—-Gleichung geniigen. D.h. der
Fluf§ der Dualflichen des mKdV-Flusses einer Drehfliche ist wieder ein
mKdV-Fluf.

Im vierten Kapitel wird eine Vermutung von Ulrich PINKALL bewiesen,
wonach der Ubergang zum dualen mKdV-FluB eine BACKLUND-Transfor-
mation der mKdV—Gleichung darstellt, mit der sich die N—Solitonen der
mKdV-Gleichung aus der trivialen Losung v = 0 konstruieren lassen. Diese
Transformation fithrt auf eine explizite Darstellung (bis auf Quadraturen)
aller Drehflichen, deren Potential ein N—Soliton der mKdV—-Gleichung ist.
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I. Konform parametrisierte Flichen in IR®

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Begriffe zur Behandlung
konfom parametrisierter Flichen f: M — IR? eingefiihrt und ihr Zusammen-
hang mit komplexen und konformen Strukturen auf der zugrundeliegenden
2—-dimensionalen Mannigfaltigkeit M dargestellt.

Der im Abschnitt 4 beschriebene Ubergang von einer konform parame-
trisierten Flidche zu einer beliebigen anderen fithrt im néchsten Kapitel zu
der WEIERSTRASS—Darstellung konform parametrisierter Fléichen.

1. Parametrisierte Flichen in R3

1.1. Eine parametrisierte Fliche in IR? ist eine 2-dimensionale glatte Man-
nigfaltigkeit M zusammen mit einer glatten Immersion

f: M — IR
Durch eine solche Immersion wird auf M eine RIEMANNsche Metrik
9(X,Y) = (df (X),df (Y)),

fir X,Y € T,M und p € M induziert, wobei (, ) das kanonische Skalarpro-
dukt von IR? bezeichnet.

BiLD 1. Eine Immersion des Torus in den IR3.

1.2. Eine Orientierung O auf einer n—dimensionalen Mannigfaltigkeit M
ist eine Aquivalenzklasse von nicht verschwindenden n-Formen w mit der
Relation: w ist dquivalent zu @ genau dann, wenn es eine positive reellwertige
Funktion r: M — IR~ gibt, so dafl w = r@ ist.

Gibt es iiberhaupt eine nicht verschwindende n—Form auf M, so heifit
M orientierbar. Auf einer orientierbaren zusammenhéngenden Mannigfaltig-
keit M gibt es genau zwei Orientierungen, weil zwei nicht verschwindende

1



2 1. PARAMETRISIERTE FLACHEN IN R3

n—Formen w und @ genau dann dquivalent sind, wenn w(X7,...,X,) und
@(X1,...,Xp) in einem Punkt p € M fiir eine Basis (X1, ..., X)) von T, M
das gleiche Vorzeichen besitzen. Wurde auf M eine Orientierung gewé&hlt, so
nennt man (M, O) eine orientierte Mannigfaltigkeit. Eine Basis (X1, ..., X},)
von T, M heilt positiv orientiert, wenn w(Xy,...,X;,) > 0 fir ein w € O ist.

1.3. Ein Normalenvektor N der parametrisierten Fldche (M, f) ist eine
glatte Abbildung

N: M — 5% c R3,
so dal N(p) in allen Punkten p € M senkrecht auf df (T, M) steht.

1.4. Satz. Sei (M, f) eine parametrisierte Fliche. Dann g¢ibt es zu ei-
ner Orientierung auf M genau einen Normalenvektor N: M — S?, so
daf eine Basis (X,Y) von TyM genau dann positiv orientiert ist, wenn
(df (X),df(Y),N(p)) eine positiv orientierte Basis von IR? ist.

Umgekehrt gibt es zu jedem Normalenvektor N: M — S? von (M, f)
genau eine Orientierung, so dafl positiv orientierte Basen von T,M wund
entsprechende von R auf diese Art zueinander in Beziehung stehen.

Beweis. Sei auf (M, f) eine Orientierung O gegeben. Wihle eine positiv
orientierte Basis (X,Y’) von T, M und definiere den Normalenvektor in p €
M durch .

N = g, 7 < iy W0 X I
Man sieht sofort N(p) € S? und N(p) L df(T,M). AuBerdem ist die De-
finition von N(p) unabhéngig von der Wahl der positiv orientierten Basis.
Denn fiir eine weitere Basis X = aX +bY,Y = cX +dY, a,b,¢,d € R und
eine 2-Form w € O gilt w(X,Y) = (ad — bc) w(X,Y). Demnach ist (X,Y)
genau dann positiv orientiert, wenn (ad — bc) > 0 ist. Daraus folgt

1 ; ; 1
17 %) ary T ) = e aray Y < ).

Damit erfiillt N(p) die gewiinschte Bedingung, denn

(df (X),df(Y), N(p)) ist positiv orientiert
= 0< (df(X) x df(Y),N(p)) = (ad — be) {df (X) x df (Y), N (p))
<= 0< (ad —be)
< (X,Y) ist positiv orientiert.

Aus der Unabhingigkeit der Definition von N(p) von der Wahl der posi-
tiv orientierten Basis (X,Y) folgt, dal N glatt von p abhéngt. Denn in einer
Umgebung U C M von p lassen sich X und Y zu glatten, linear unabhéngi-
gen Vektorfeldern X, Y € F’U(M ) fortsetzen. In jedem Punkt g € U bilden

dann X (¢) und Y(q) eine positiv orientierte Basis von T, M. Also ist der
Normalenvektor auf U duch die glatte Abbildung

1
MO = gy < arorayy ) < @)

gegeben.
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Die Eindeutigkeit von N folgt aus der Tatsache, dafl es zu jedem p € M
genau zwei normierte Vektoren, N (p) und —N(p), gibt, die in IR? senkrecht
auf df (T, M) stehen. Die Basis (df (X),df(Y),—N(p)) ist aber nicht positiv
orientiert, wenn (df (X),df(Y), N(p)) positiv orientiert ist.

Sei umgekehrt ein Normalenvektor N von (M, f) gegeben. Dann wird
durch wy(X,Y) := (df(X) x df(Y), N) eine 2-Form auf M definiert. Weil
wy(X,Y) = 2||df(X) x df(Y)|| fiir zwei linear unabhéngige Vektoren X
und Y € T, M nicht null ist, ist wy eine nicht verschwindende 2-Form, die
eine Orientierung auf M definiert, in der (df(X) x df(Y'), N(p)) genau dann
positiv orientiert ist, wenn (X,Y’) eine positiv orientierte Basis von T,M
ist. ]

2. Konforme Strukturen

2.1. Definition. Zwei RIEMANNsche Metriken g und ¢ auf M heiflen genau
dann konform dquivalent, wenn es eine glatte Funktion u: M — IR gibt mit

g= 62“9.

Die Funktion u wird der konforme Faktor von § bzgl. g genannt. Eine Aqui-
valenzklasse konformer Metriken heifit konforme Struktur auf M.

2.2. Zum Rechnen in konformen Strukturen ist die folgende Umformulie-
rung des Satzes von PYTHAGORAS sehr niitzlich.

Lemma. Seig eine RIEMANNsche Metrik auf M und seien X und Y zwei
gleich lange orthogonale Vektoren in T,M, d.h. || X||* = ||Y||? und g(X,Y) =
0. Dann gilt fiir beliebige a,b € IR:

laX +bY || = |a + bi] || X]||.

Hier steht i € C fiir die imagindre Einheit der komplexen Zahlen.

Beweis. Nach dem Satz von PYTHAGORAS gilt fiir die beiden aufeinan-
der senkrecht stehenden Vektoren a X und bY

laX + Y[ = [laX||* + [bY[|* = (a* + )] X*.
O

2.3. Satz. Zwei RIEMANNsche Metriken g und g auf einer 2-dimensio-
nalen Mannigfaltigkeit M sind genau dann konform dquivalent, wenn es in
jedem Punkt p € M zwei bzgl. g gleich lange orthogonale Vektoren X und
Y € T,M \ {0} gibt, die auch bzgl. § gleich lang und orthogonal sind.

Fiir konform dquivalente Metriken g und g sind sogar beliebige Vektoren
aus T,M genau dann bzgl. g gleich lang oder orthogonal, wenn sie es bzgl.
g sind.

Beweis. Sei u: M — IR, so dal § = e?“g gilt und seien X, Y € T,M
Vektoren mit

9(X, X)=¢g,Y) und g(X,Y)=0.
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Dann ist
§(X, X) = eMg(X, X) = e*g(Y,Y) = §(Y,Y)
G(X,Y) =e?g(X,Y) =0.

Damit ist die eine Richtung gezeigt.
Definiere fiir die Umkehrung den konformen Faktor durch

u(p) = 5(§(Z,2) ~ ng(7, 2)

fir ein Z € T,M \ {0}. Diese Definition héngt nicht von der Wahl von Z
ab. Denn Z a8t sich als Z = aX 4+ bY, a,b € IR schreiben, wobei X und Y
die beiden Vektoren in T),M sind, die bzgl. g sowie bzgl. g gleich lang und
orthogonal sind. Aus Lemma 2.2 erhlalt man:

L (B22) (et UlaE)
9(Z,7) la+bi| g(X, X))
Also ist die Definition von u(p) unabhingig von der Wahl von Z. Insbeson-

dere ist u damit glatt vom Punkt p € M abhingig. Es bleibt noch nachzu-
rechnen, dafl u der gesuchte konforme Faktor ist. Es gilt

. 9(Z,7) n§(Z,2)~1In g(Z,7) 2
Z,7) = 7,7) = en9\42)m gl 7, 7)=e"g(Z, 7
g( ? ) g(Z, Z) g( ? ) € g( ? ) € g( ? )
fir alle Z € T,M \ {0}. Also sind g und § konform &quivalent. O

3. Komplexe Strukturen

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, daf} es gentigt, in jedem Punkt einer
2—-dimensionalen Mannigfaltigkeit M zwei Tangentialvektoren zu finden, die
bzgl. zweier RIEMANNscher Metriken gleich lang und orthogonal sind, um
zu beweisen, dafl die beiden Metriken konform &dquivalent sind.

FEin Paar solcher Vektoren erhélt man aus einem beliebigen, von Null
verschiedenen Vektor, indem man ihn um +90° oder um —90° dreht. Die
Drehungen um £90° in T, M zeichnen sich dadurch aus, daf sie Isometrien
sind und ihr Quadrat gleich —Idg, sy ist. Durch diese beiden Eigenschaften
werden die Drehungen um £90° in 7T, M vollsténdig charakterisiert.

3.1. Definition. Sei M eine 2k-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine fast
komplexe Struktur auf T'M (bzw. auf M) ist ein glatter Tensor

J:TM —TM mit J>=—TIdpry.

Eine Mannigfaltigkeit zusammen mit einer fast komplexen Struktur (M, .J)
heifit fast komplex. Gibt es fiir jeden Punkt p € M eine Umgebung U C M
und eine holomorphe Karte z: U — CF, d.h.:

dz(JX) =1idz(X)

fiir alle X € TM, dann nennt man (M, J) eine kompleze Mannigfaltigkeit
und J eine komplexe Struktur.

Durch eine fast komplexe Struktur J wird jeder Tangentialraum an M
durch

(a+0bi) - X :=aX +bJX, furalle X eT,M, a+bieC,
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zu einem komplexen Vektorraum. Deshalb spricht man auch von einer k—
dimensionalen (fast) komplexen Mannigfaltigkeit M, falls M eine 2k—dimen-
sionale Mannigfaltigkeit mit (fast) komplexer Struktur ist. In dieser Arbeit
bezeichnet “(fast) komplexe 2-dimensionale Mannigfaltigkeit” hingegen eine
reell 2-dimensionale Mannigfaltigkeit mit (fast) komplexer Struktur.

3.2. Definition. Eine fast komplexe Struktur J auf einer RIEMANNschen
Mannigfaltigkeit (M, g) heifit mit der Metrik vertrdglich, falls

9(J X, JX) = g(X, X)
fir alle X € T,M, p € M gilt.

Eine fast komplexe Struktur J ist genau dann mit einer zu g konform
dquivalenten Metrik g vertréglich, wenn J mit g vertréglich ist. Man kann
daher auch von der Vertréglichkeit von J mit einer konformen Struktur
sprechen.

3.3. Fiir eine mit g vertrigliche fast komplexe Struktur J gelten auflerdem
die Gleichungen

g(JX,JY) = ~|g(J(X +Y), J(X +Y))

=

—g9(J(X -Y), J(X -Y))| =9(X.Y),

= g(JX,Y) =g(J?X,JY) = —g(X, JY),
—  g(JX,X) = —g(X,JX) =0

fiir alle X,Y € T,M, p € M. Die erste und die dritte Gleichung zeigen, dafl
J eine Isometrie ist, fiir die X 1 JX gilt. Wenn X und JX eine positiv
orientierte Basis in der auf M gegebenen Orientierung bilden, folgt, dafl J
die 90°-Drehung der Metrik g mit positivem Drehsinn ist.

3.4. Die komplexen Strukturen auf 2—dimensionalen Mannigfaltigkeiten ste-
hen, bis auf die Wahl einer Orientierung, in eineindeutiger Beziehung zu den
konformen Strukturen.

Satz. i) Zu jeder komplexen Struktur J auf einer 2-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M gibt es genau eine konforme Struktur, mit der J vertrdglich
ist. Auflerdem gibt es genau eine Orientierung von M, so daff das Paar
(X, JX) fir alle X € T,M \ {0} eine positiv orientierte Basis von Tp,M ist.

it) Umgekehrt definieren eine konforme Struktur und eine Orientierung
auf M genau eine mit der konformen Struktur vertrigliche komplexe Struk-
tur J, so dafs X und JX fir alle X € T,M \ {0} eine positiv orientierte
Basis von T, M bilden.

Beweis. 1) Sei h eine beliebige RIEMANNsche Metrik auf M. Dann ist J
mit der Metrik

g(X,Y) :=h(X,Y)+h(JX,JY), X, YeT,M

vertréglich. Ist J mit einer weiteren RIEMANNschen Metrik ¢ vertréglich,
dann folgt mit der letzten Formel von 3.3, dal X und JX zwei bzgl. g und



[§ 3. KOMPLEXE STRUKTUREN

g gleich lange und orthogonale Vektoren sind. Also sind g und § konform
dquivalent (Satz 2.3).

Die 2-Form w(X,Y) := —g(X,JY) definiert eine Orientierung O von
M, in der die Vektoren X und JX eine positiv orientierte Basis bilden, weil
w(X,JX) = | X]||? > 0ist. In der anderen durch —w definierten Orientierung
von M ist X, JX nicht positiv orientiert, dadurch ist O eindeutig bestimmt.

ii) Seien nun eine Orientierung und eine konforme Struktur auf M ge-
geben. Seien X und Y gleich lange orthogonale Vektoren, die eine positiv
orientierte Basis von T}, M bilden. Definiere

Jp(aX +0Y) := —bX +aY

fiir beliebige Vektoren aX +bY € T},M. Man sieht sofort, dal J 2= — Idr,
gilt.

Sei Z = aX +bY € T,M ein beliebiger Vektor und g ein Représentant
der konformen Struktur. Dann ist

9(J2,72) = (a® + V)| X| = 9(2, 2).

Die komplexe Struktur J ist also mit der konformen Struktur von g ver-
tréaglich.
Fiir einen Représentanten der Orientierung w erhélt man

w(Z,JZ) = w(aX +bY, —bX +aY) = (a® + b*)w(X,Y) > 0,

falls Z # 0 ist. Daraus folgt, da§ J die Drehung um +90° ist, unabhégig
von der Wahl der Vektoren X und Y. J ist damit eindeutig bestimmt und

differenzierbar vom Punkt p € M abhéngig.
O

3.5. Fiir die duale Abbildung einer fast komplexen Struktur ist die folgende
Schreibweise sehr niitzlich.

Definition (x—Operator). Sei (M, J) eine fast komplexe Mannigfaltigkeit.
Dann definiert J eine Abbildung * auf den 1-Formen durch

x: T*M — T*M
a — aold

die duale Abbildung zu J.

Es gilt *2 = —IdTg M, demnach ist x eine fast komplexe Struktur auf
T*M. Auflerdem ist der *—Operator der negative Hodge—Operator jeder mit
J vertriglichen Metrik g. Denn fiir einen Vektor X € T, M der Linge 1
bilden w*X := g(X,-) und w’/¥ := g(J X, ) eine Orthonormalbasis von TyM,
auf welcher der Hodge—Operator und der Operator ‘—x’ iibereinstimmen, da
aus der zweiten Formel in 3.3 die Gleichungen *wX = —w’X und sw’/X = w¥X
folgen.

4. Konform parametrisierte Flichen

4.1. Definition. Sei (M, J) eine komplexe 2-dimensionale Mannigfaltig-
keit. Dann heifit eine glatte Abbildung

f:M—TR3
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konform, falls

ldf (X)) = [[xdf (X (%)
fiir alle X € TM gilt. Das Tripel (M, J, f) ist eine konform parametrisierte
Fliche, falls f eine konforme Immersion ist.

4.2. Bemerkungen. i) Eine Immersion f: M — IR3 ist genau dann kon-
form, wenn J mit der durch f auf M induzierten Metrik vertriglich ist. Mit
Satz 3.4 folgt, daf} alle konformen Immersionen f dieselbe konforme Struktur
auf M definieren.

ii) Aus 3.3 ergeben sich fiir konforme Abbildungen f die folgenden drei
Gleichungen:

(xdf (X),+df (Y)) = (df (X),df (Y)),
(df (X),*df (Y)) = —(xdf (X),df (Y)),
df (X) L «df (X)
fiir alle X und Y € T,M, p € M.

iii) Nach Lemma 2.2 geniigt es, in jedem Punkt p € M einen Vektor
X € T,M \ {0} zu finden, fiir den

ldf (X = [lxdf (X)]| und (df (X), #df (X)) = 0

gilt, um zu zeigen, dal f konform ist.
iv) Fiir eine konforme Immersion f folgt andererseits

ldf (aX + bJX)|| = [a + bi| [|df (X))
fir alle X € T, M und a,b € R.

4.3. Der nichste Satz bildet die Grundlage der im folgenden vorgestell-
ten Fliachentheorie. Er beschreibt die Gruppe der Transformationen zwi-
schen zwei beliebigen Immersionen einer 2—-dimensionalen Mannigfaltigkeit
M, welche dieselbe konforme Struktur auf M induzieren.

Satz. Seien durch (M,J,f) und (M,J,f) zwei konform parametrisierte
Flichen gegeben. Dann gibt es genau eine Drehstreckung, die ihre Diffe-
rentiale df und df aufeinander abbildet. Das heifit, es gibt zwei glatte Abbil-
dungen u: M — R und A: M — SO(IR?), so daf8

df(X) = e" P A(p)(df (X))
fiir alle X € T,M und p € M gilt.

df (JX)
df(JX)
af(x)
P A@p) @
Fv
f(M)

BILD 2. Zwei konforme Immersionen f und f des Torus.
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Die Darstellung einer Drehstreckung durch eine reelle Zahl v und eine
Drehung A ist ein Isomorphismus zwischen IR x SO(IR?) und der Gruppe
der Drehstreckungen des R3.

Beweis. Fixiere einen Punkt p € M und einen Vektor X € T,,M \ {0}.
Dann existiert genau eine Drehung Af,{ € SO(IR?), die

AX -
df (X) P af(Xx)
Tdf (Xl ldf (X))l

und

dIx) M dfux)
TFT ~— af x|

aufeinander abbildet. Diese Drehung ist nicht von X abhiingig. Denn fiir
einen weiteren Vektor X = aX + bJX € T,M \ {0} folgt mit Lemma 2.2:

Agf( df (X) ) _ de%:: (aAgf (M) +bA§<( df (JX) ))

10 = T Tar T Liees]
_lldf Xl df(X) df(JX)
= Tt bl [df (X <“ IIdf(X)H) +o <de(JX)II)
1 1 Fovy o df(X)
= el Jaroon X = i

Analog zeigt man:

Ax( df (JX) ) _ df(JX)

P\ ldf (J X)) ldf (72X

Daher stimmen die beiden Drehungen Aff und Ag auf zwei linear unabhéngi-
gen Vektoren des IR? iiberein, d.h. sie sind gleich.

Da f und f konform dquivalente Metriken auf M induzieren, existiert
eine glatte Funktion u: M — IR, so daB fiir alle X € T,M, X # 0 gilt:

cu) — ldf(X)]|

ldf (X1
Damit haben wir eine glatte Abbildung A: M — SO(IR?) gefunden, die mit
e*: M — IR~ multipliziert df auf df abbildet. O




II. Weierstra3—Darstellung
von Flichen in IR?

Im Abschnitt 4 haben wir gesehen, dafl man alle konformen Immersionen
f : M — R? aus einer konformen Referenzimmersion f erhélt, indem man
eine Drehstreckung e“A auf das Differential df von f anwendet. Es stellt
sich nun die Frage, fiir welche Drehstreckungen die 1-Form e“A(df) exakt
ist, d.h. welche Drehstreckungen zumindest lokal bzw. auf der universellen
Uberlagerung von M eine neue konforme Immersion definieren.

Dazu ist es niitzlich, sich den euklidischen Raum IR?® C H als Teilmenge
der Quaternionen vorzustellen, und die Drehstreckung durch IR3 3 3 — Ay
fiir ein Element A € H, := H \ {0} darzustellen. Als Grundlagen werden
Quaternionen, die Spin(3)-Uberlagerung der SO(IR?®) und Differentialfor-
men mit Werten in den Quaternionen eingefiihrt.

Mit diesen Voraussetzungen lassen sich die Drehstreckungen e*A durch
Abbildungen A: M — H, darstellen. Mit den Mitteln der quaternionischen
Funktionentheorie erhélt man sehr einfach die Antwort auf obige Frage: Die
Spin—Transformation A muf} eine gewisse zu f gehérende DIRAC-Gleichung
erfiillen. Die Darstellung einer Immersion f als Spin-Transformation einer
Referenzimmersion f ist eine WEIERSTRASS—Darstellung von f. Schlieflich
wird gezeigt, daB jede konform parametrisierte Fliche f in IR? eine lokale
WEIERSTRASS—Darstellung besitzt.

5. Quaternionen
In diesem Abschnitt werden die Definition der Quaternionen und einige
Rechenregeln fiir Quaternionen ohne Beweis zusammengefaft. 2
5.1. Bezeichne 1,1, j,k die kanonische Basis des IR*, d.h.:
1:=e; =(1,0,0,0), i:=ex=(0,1,0,0),
j:=e3=1(0,0,1,0), k:=e4 =(0,0,0,1).
Durch
i2=j=-1 und ij=—ji=k, (%)
wird durch IR-bilineare Fortsetzung eine Multiplikation zwischen den Vek-
toren des IR* beschrieben, die sogenannte HAMILTONsche Multiplikation.

Die dadurch definierte 4-dimensionale assoziative Algebra iiber IR wird die
Algebra der Quaternionen H genannt.

2Eine ausfiihrliche Einfiihrung in die Quaternionen von Max KOECHER und Reinhold
REMMERT findet sich im 7. Kapitel des Buches [Zahlen)].

9
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An dieser Stelle miifite man eigentlich nachrechnen oder wie in [Zahlen]
aus der Darstellung der Quaternionen als Untergruppe von GL(2, C) folgern,
daf die Quaternionen mit (x) wirklich eine assoziative Algebra bilden. Fiir
das Produkt beliebiger Quaternionen erhélt man dann:

(a +bi+cj+ dk)(e + fi+ gj + hk)
=ae —bf —cg—dh+ (af + be + ch — dg)i
+ (ag — bh + ce + df )j + (ah + bg — ¢f + de)k.

5.2. In H findet man den Korper der reellen Zahlen als al fiir ¢ € IR und
den Vektorraum IR? als bi + ¢j + dk fiir (b, c,d) € IR® wieder. Im folgenden
werden wir nicht zwischen IR bzw. IR? und den entprechenden Teilmengen
der Quaternionen unterscheiden. Die Additionen und Multiplikationen von
R und R? werden durch die Addition und die Multiplikation in IH beschrie-
ben. Man kann beispielsweise das Produkt a - z fiir @ € R und z € IR? als
Multiplikation mit Skalaren des Vektorraums IR® oder als HAMILTONsche
Multiplikation interpretieren.

5.3. Analog zum Real- und Imagindrteil von komplexen Zahlen definiert
man folgende Projektionen

Re:IH— R, al+bi+cj+dkr— al,
Im: H— R?, al+ bi+cj+ dk — bi+ cj+ dk.

Damit gilt
H =R & R? = Re(H) @ Im(IH).

Die Konjugierte einer Quaternion wird durch die Gleichung

a+bi+cj+dk:=a—bi—cj—dk
und der Betrag einer Quaternion durch
|z|? ==z

definiert. Dies ist die gewdhnliche Linge der Quaternion z als Vektor in IR*.
Damit 148t sich das Inverse einer Quaternion = € IH, := H \ {0} berechnen

1
-1 _
T = —’$|2x

Die Quaternionen bilden daher einen Schiefkorper, der wegen ij # ji nicht
kommutativ ist.

5.4. Im folgenden Satz werden einige wichtige Rechenregeln fiir Quaternio-
nen sowie Beziehungen zwischen der HAMILTONschen Multiplikation, dem
Skalarprodukt (, ) des IR* und dem Vektorprodukt x des IR® ohne Beweis
angegeben.

Satz (Rechenregeln fiir Quaternionen).

) Re(z) = §(z + ), Im(z) = 3(z — 2).
) lzyl = lzllyl.

) TY = yz.

) Die Skalarproduktformel: Re(zy) = (z,y).

5) Ein Orthogonalititskriterium: x Ly < (z,y) =0 < x5 € R3.

1
(2
(3
(4
(
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(6) Die Produktformel fiir imagindre Quaternionen x,y € R3:

ry = —(2,y) + 7 Xy,
Insbesondere gilt:
a) zy = —yr oy c R3 < Ly,
b) zy= yr SzyeR x| y.

6. Die Spin—Uberlagerung der Drehungen des R?

6.1. Definition. Seien X und Y zwei zusammenhéingende und lokal weg-
zusammenhéngende topologische Rdume. Dann heifit eine stetige, surjektive
Abbildung
T X —Y

eine n-fache Uberlagerung von Y, wenn fiir jeden Punkt y € Y eine weg-
zusammenhéngende Umgebung U C Y existiert, so dafl sich ihr Urbild
a7 Y(U) = V1 U... UV, als disjunkte Vereinigung n offener Mengen aus
X schreiben 148t, auf denen W‘Va ein Hom6omorphismus V,, — U ist.

Sei Z ein weiterer topologischer Raum und ¢: Z — Y eine stetige Ab-
bildung, dann heifit ¢ eine (stetige) Hochhebung von ¢, wenn mo ¢ = ¢
gilt.

6.2. Aus der Uberlagerungstheorie itbernehmen wir den Satz iiber die Exis-
tenz und Eindeutigkeit einer stetigen Hochhebung ohne Beweis.?

Satz. Sei m: X — Y eine Uberlagerung. Sei Z ein weiterer wegzusam-
menhdngender und lokal wegzusammenhdngender topologischer Raum und
p: Z — Y eine stetige Abbildung. Wihle einen Basispunkt zo € Z wund
z9 € 7 Y(p(20)). Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent.

a) Es ezistiert genau eine stetige Hochhebung ¢: Z — X wvon ¢ mit
&(20) = xo, d.h. ¢ vervollstindigt das folgende Diagramm zu einem kom-
mutativen Diagramm stetiger Abbildungen:

(X7 1'0)
g
//// ™
-7
(Z, 20) (Y, v(20))

b) Das Bild der durch ¢ induzierten Abbildung
put m(Z, 20) — (Y, (20))
liegt im Bild der durch w induzierten Abbildung

my: (X, x0) — m(Y, o(20)),

d.h. pu(m1(Z,20)) C mu(mi(X,x0)). Hier bezeichnet w1 (V,vo) die 1. Funda-
mentalgruppe eines topologischen Raumes V' zum Basispunkt vg € V.

3Einen Beweis dieses Satzes findet man z.B. in den Biichern von Frank WARNER [War,
Chapter 3, Coverings], Glen BREDON [Bredon, Chapter I1I, 3. Covering Spaces] und Klaus
JANICH [Jénich, Kapitel 9]. In den letzten beiden Biichern findet sich auch eine Einfiihrung
in die Homotopietheorie, aus der wir hier die Definition der Fundamentalgruppe 71 eines
toplogischen Raums und der zu einer stetigen Abbildung f: X — Y gehérenden Abbildung
fa: m(X) — m1(Y) verwenden.



12 6. DIE SPIN-UBERLAGERUNG DER DREHUNGEN DES R?

6.3. Im folgenden wird es wichtig sein, daf3 sich auch die Differenzierbarkeit
von ¢ auf die Hochhebung ¢ iibertréagt.

Satz. Seien X, Y und Z glatte, zusammenhdngende Manigfaltigkeiten und
7: X — Y eine Uberlagerung. Sei auferdem w ein lokaler Diffeomorphis-
mus. Sei ¢ eine Hochhebung einer differenzierbaren Abbildung p: Z — X,
d.h. mo @ = . Dann ist ¢ differenzierbar.

Beweis. Die Differenzierbarkeit in z € Z folgt direkt aus der lokalen
differenzierbaren Umkehrbarkeit von 7. Denn es existiert immer eine Umge-
bung U von ¢(z) und eine offene Umgebung V' von ¢(z), so dafl F‘Vi V—-U
ein Diffeomorphismus ist. Dann ist

S0‘4‘0*1(U) = (7r|V)_1 © (plap*l(U)'

Damit ist ¢ differenzierbar auf der offenen Umgebung ¢~1(U) von z, also
auf ganz Z. ([l

6.4. Mit diesen Vorbemerkungen kann man die Darstellung der Drehungen
in den Quaternionen als Uberlagerung verstehen. Die Existenz einer quater-
nionalen Darstellung der Drehung A: M — SO(IR?) aus Abschnitt 4 durch
eine Abbildung \: M — S3 C H ist dann dquivalent zur Existenz einer
Hochhebung von A in den Uberlagerungsraum S3 der Drehungen.

Satz und Definition (Spin-Uberlagerung). Sei A € S? € H. Dann wird
durch

LN): R — R3

r — Az

eine Drehung des R definiert. Dabei fassen wir IR3, wie immer, als Teil-
menge der Quaternionen auf.
Die so beschreibene Abbildung

L£: 5% = SO(R?)

ist eine 2-fache Uberlagerung von SO(IR?) mit ker(L) = {+1}. Sie ist au-
Berdem ein lokaler Diffeomorphismus zwischen den LIE-Gruppen (S3,-) und
(SO(IR?), 0), wobei die Operation - durch x -7y = ya definiert ist, und o fiir
die Komposition von Abbildungen steht.

Schreibt man X € S* als A = cos(§) — sin(§)a mit « € R und a € S?,
dann ist L(A) die Drehung um den Winkel o in positiver Richtung um die
Achse a.

Stellt man sich die S® als 3-dimensionale Vollku-

*N‘fdpd gel mit dem Radius 27 vor, deren Rand mit einem
Punkt, z.B. dem Nordpol, identifiziert wird, dann 1at

o sich £ folgendermafien veranschaulichen. £ bildet je-
den Punkt x dieser Vollkugel auf diejenige Drehung

ab, deren Drehwinkel durch den Abstand zum Null-
punkt |[z|| und deren Drehachse durch ﬁ x gegeben

ist. Dabei werden die beiden Punkte aa und (a — 27)a fiir a € S? und
a € [0, 7] auf dieselbe Drehung abgebildet.
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6.5. Bemerkung. Diese Uberlagerung liBt sich fiir die Drehungen des R™
beliebiger Dimensionen n € IN verallgemeinern. Der Uberlagerungsraum von
SO(IR™) wird in diesem Zusammenhang die Spin—Gruppe Spin(n) genannt.
Die 3-Sphire S? ist als Lie-Gruppe isomorph zu Spin(3). Die Abbildung £
ist also die Spin(3)-Uberlagerung der SO(IR?).*

Beweis. Eine Quaternion \ liegt genau dann in S2, wenn es ein a € IR
und ein a € §% C IR? gibt, so daB

A= cos(%) - sin(%) a.

Sei nun 2 € R3. Um die Wirkung von £()\) auf x untersuchen zu kénnen,
zerlegt man = = z- + 2/l in den zu a senkrechten und den zu a parallelen
Teil. Dann folgt mit den Rechenregeln (6)a) und (6)b) Satz 5.4:

art = —zta und az!l = zlla.

Wie fiir alle Vektoren aus R? gilt @ = —a und somit a?> = —|a|?> = —1, fiir

a € S?. Damit gilt

LN (@) = (cos(5) +sin(3) a) (@ +al)(cos(5) = sin(F) a)

= COSQ(E)(ml +zlhy — si]f12(§)(a(xL + zlha)

+ cos(%) Sin(%) a(zt + 2l — (2t + 2l)a)
= (0082(5) + sinz(E))xH + (cos2(§) - st(E))acL
+ 2COS(%) sin(%)cwcL
=zl + cos(a)zt + sin(a)a x z. (%)

Der letzte Ausdruck ist gerade die Drehung von x um die Achse ¢ um den
Winkel . Damit ist gezeigt, da £()\) € SO(IR?) liegt, und daB £ surjektiv
und glatt ist.

Aus der Rechenregel (3) Satz 5.4 folgt

L(n-N(@) = LOw)(@) = pha i = L)L) () = L(1) o L) (@)

fir A\, p € S und 2 € R3. Somit ist £ ein Homomorphismus zwischen den
Lie-Gruppen (S3,-) und (SO(IR?), o).

Ohne Schwierigkeiten 18t sich hier direkt nachrechnen, daf £ eine Uber-
lagerung ist. Dabei wiirden wir genauso vorgehen wie beim Beweis des allge-
meineren Satzes, der besagt, dafl jeder Homomorphismus zwischen zusam-
menhingenden Lie-Gruppen genau dann eine Uberlagerung ist, wenn sein
Differential an der Stelle 1 ein Isomorphismus ist (siche [War, Porpositi-
on 3.26]). Da die dabei verwendeten Methoden spéter nicht mehr bendtigt
werden, verwenden wir diesen Satz hier ohne Beweis, und zeigen nur, dafl
di1L: T1 S — Tig SO(IR?) ein Isomorphismus ist.

4Eine Einfiihrung in die allgemeinere Theorie der Spin—Uberlagerungen findet man
in den Biichern von H. Blaine LAWSON und Marie-Louise MICHELSOHN [LawMi] und
Thomas FRIEDRICH [Friedrich].
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Betrachte dazu die 3 Kurven

Y (—=1,1) — 83, 1€ {1,2,3},

11(8) = cos(5) — sin(3)i, - a(t) = cos(3) — sin(3)i.

q@(t)::cos(%)—fsin(%)k.

Dann sind die Vektoren 7/(0) € 71.5% im Tangentialraum von S* an 1 ent-
halten. Mit der Formel (%) erhélt man

Il 0 0
IL(m)(z) —1 ([ 0 ) +cos(t)| z2 | +sin(t)ix |x2])
ot g Otly\ g 3 3
0 0
=1X T2 = —I3 )
xs3 2

fir x = (%) € IR3. Analog sieht man, daB di £(74(0)) = (:z: — ( o )) und

oy
diL(v5(0)(x)) = (x — (%2)) ist. Also haben wir 3 linear unabhéngige
Vektoren in Im(d;£) gefunden. Daraus folgt, dal di£ ein Isomorphismus
ist, denn dim 715® = dim T3q SO(IR?) = 3.

L ist eine 2-fache Uberlagerung, da ker(£) = {1, —1} ist. Denn fiir ein
A € ker(L) gilt

L) =1dgs == LO\)(z)=2 &= Ml=12 & A=)z

fir alle z € R?, weil A\ = 1 fiir A € S? ist. Da die reellen Zahlen in H
mit allen Quaternionen kommutieren, bedeutet die letzte Gleichung, dafl
Im(\) mit allen Vektoren aus IR® kommutiert. Aus der Rechenregel (6)b)
Satz 5.4 folgt nun, da Im()\) zu allen Vektoren aus IR?® parallel ist. Somit
ist Im(A) = 0 und es gilt A = Re(\) = £1. O

7. Spin—Transformationen und Weierstraf3i—Darstellung

7.1. In Abschnitt 4 haben wir gesehen, dafl sich zwei konform parame-
trisierte Flachen (M, J, f) und (M, J, f) durch zwei eindeutig bestimm-
te Abbildungen u: M — TR und A: M — SO(IR3) mit der Gleichung
df = e?"A(df) ineinander iiberfiihren lassen. Existiert nun eine Hochhe-
bung p: M — S% € H von A unter £, d.h. A(x) = fzp fir alle 2 € IR3,
dann erhélt man fiir A = e¥p die Transformationsgleichung d f = Adf . Die-
se Gleichung soll nun unser Ausgangspunkt sein. Aus den Ergebnissen des
letzten Abschnitts 148t sich eine Bedingung fiir die Existenz einer solchen
Abbildung A ableiten.

7.2. Definition (Weierstraf3-Darstellung einer Fldche).

Zwei Immersionen f, f : M — R3? heiBen spin—dquivalent, wenn es eine
glatte Abbildung A\: M — H, gibt, so dafl

df = Ndf\. (*)
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Die Abbildung A heifit dann Spin—Transformation zu f, und f die Spin—
Transformierte von f unter A. Die Gleichung (x) ist eine (globale) WEIER~
STRASS—Darstellung von f (bzgl. f via \).

7.3. Definition (lokale Weierstrai—Darstellung einer Fliiche).
Sei (M, J, f) eine konform parametrisierte Fliche und \: M — H, eine
Spin—Transformation, so dafl

df = Ndzj A (%)

in U C M gilt, wobei z: U — C eine holomorphe Karte von (M, .J) ist,
d.h. fiir die Abbildung z gilt *dz = idz. Die Gleichung (*x) ist eine lokale
WEIERSTRASS—-Darstellung von f in der Koordinate z.

7.4. Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit einer Spin—Transfor-
mation zu zwei vorgegebenen konform parametrisierten Fléachen 148t sich
mit Hilfe der Sétze 6.2 und 6.3 iiber die Existenz, Eindeutigkeit und Diffe-
renzierbarkeit einer Hochhebung beantworten.

Satz. Seien f und f: M — R? zwei konforme Immersionen auf einer kom-
plexen 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit (M,.J) und A: M — SO(IR®) die
nach Satz 4.8 durch f und f eindeutig bestimmte Drehung.

Die beiden Immersionen f und f sind genau dann spin—dquivalent, wenn
die Abbildung Ay : 71 (M) — m1(SO(IR?)) trivial ist, d.h. Ay(mi(M)) = {e}
ist. Die zu f und f gehorende Spin—Transformation \: M — H, ist bis auf
die Transformation A — —\ eindeutig bestimmdt.

Zwei konform parametrisierte Flachen sind also genau dann spin—édqui-
valent, wenn die zu ihnen gehérige Drehung A: M — SO(IR?) geschlossene
Wege in M auf zusammenziehbare Wege in SO(IR?) abbildet.

7.5. Korollar. Alle konform parametrisierten Fldchen auf einer einfach
zusammenhdingenden Mannigfaltigkeit M, d.h. 71 (M) = {e}, sind spin—
dquivalent.

Beweis des Satzes. Sei u der eindeutig bestimmte konforme Faktor und
A die eindeutig bestimmte Drehung zu f und f aus Satz 4.3.

Eine Abbildung A: M — IH, ist genau dann eine Spin—Transformation
von f nach f, wenn das folgende Diagramm fiir y = |—/1\‘>\ kommutiert und
[A| = e ist.

(53,.%0)
/ ‘
L
A
(M, po) (SO(IR?), A(po))

Nach dem Satz 6.2 iiber die Existenz und Eindeutigkeit einer Hochhe-
bung existiert 1 genau dann, wenn A (w1 (M, po)) C Ly (m1(S3,x0)) ist. Da
die Gruppe 71(53) = {e} trivial ist, ist die letzte Bedingung dquivalent dazu,
daB A4 die triviale Abbildung ist.

Die Existenz der Abbildung i héingt nicht von der Wahl des Basispunktes
x9 € L7Y(A(po)) ab, und p ist bis auf die Wahl des Basispunktes eindeutig
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bestimmt. Daher ist A = e“u wegen |\| = e bis auf die Transformation
A — —)\ eindeutig. O

8. Differentialformen mit Werten in den Quaternionen

8.1. In den nichsten Abschnitten werden wir uns mit der Frage ausein-
andersetzen, wann es zu einer gegebenen konform parametrisierten Fldche
(M, J, f) und einer Spin—Transformation A eine zu f unter \ spin—#quiva-
lente Fliche f gibt. Wenn M einfach zusammenhiingend ist, dann redu-
ziert sich diese Frage auf die folgende: Wann ist die 1-Form 7 := \df\
geschlossen? Die 1-Form 7 kann man einerseits als 1-Form mit Werten in
den imagindren Quaternionen oder als 3 reelle 1-Formen ansehen. Fiir die
Rechnungen erweist sich die erste Sichtweise als giinstig. Deshalb werden in
diesem Abschnitt quaternionenwertige Differentialformen eingefiihrt.

8.2. Eine quaternionenwertige n—Form wird durch vier reelle n—Formen
at, ..., o4 mittels

= (1 +a2i+a3j —i—a4k

gegeben. Quaternionenwertige O—Formen sind damit Funktionen f: M — H,
1-Formen sind Schnitte in T*M ®gr H u.s.w.

8.3. Auf den quaternionenwertigen 1-Formen 148t sich ein Dachprodukt mit
der iiblichen Formel einfiihren:

aABX)Y) :=a(X)B(Y) — a(Y)B(X)
firoa, feT*M @ Hund X, Y € T,M, pe M. Es gelten die Rechenregeln
aANB=—-FAa und aAhB=ahAp.

Weil die Quaternionen nicht kommutativ sind, gibt es keine allgemeine Re-
gel fiir das Vertauschen quaternionenwertiger Differentialformen im Dach-
produkt.

8.4. Das Differential einer quaternionenwertigen 1-Form wird komponen-
tenweise definiert da := day + dasi + dasj + dagk. Es gilt

d(ha) =dh ANa+hda und d(ah) =dah—aAdh

firh: M = Hund a € T"M @ H.

8.5. Ist (M, J) eine komplexe 2-dimensionale Mannigfaltigkeit, dann exis-
tiert fiir quaternionenwertige 1-Formen « wie in 3.5 ein *—Operator

*o = o J.

Uber die komplexe Struktur .JJ auf M lassen sich die 2-Formen w auf M mit
den quadratischen Formen mittels

5(X) = w(X, JX)

identifizieren. Wir werden 2—Formen im folgenden immer auf diese Art als
quadratische Formen auf T'M auffassen. Die Formel fiir das Dachprodukt

lautet dann a A B =a(x8) — (xa)p.
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9. Quaternionische Funktionentheorie

9.1. Konforme Immersionen einer komplexen 2—dimensionalen Mannigfal-
tigkeit in den IR? lassen sich nun dadurch beschreiben, da8 es eine Abbil-
dung N: M — HH gibt, so dafl der *—Operator der Multiplikation mit N
entspricht. In dem Artikel [KPP 98] von George KAMBEROV, Franz PEDIT
und Ulrich PINKALL wird dies in Lemma 2.1. folgendermaflen formuliert.

Lemma. Sei (M,J) eine kompleze 2-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine
Immersion f: M — R3? ist genau dann konform, wenn es eine Abbildung
N: M — H gibt, so dafl

xdf = N df. (%)

Wenn (%) erfiillt ist, dann ist N: M — S?> C H der Normalenvektor von
(M, J, f).

Beweis. Sei f: M — IR? eine Immersion und N: M — HH eine Abbil-
dung, so daf} die Gleichung *df = Ndf erfiillt ist. Dann folgt

N2df = sxdf = —df.

Da f eine Immersion ist, folgt N2 = —1, somit ist [N| = 1 und wegen
N?=—-1=—|N|?=—-NN gilt N =—N. Also ist N € §? ¢ R?. Wenn ()
erfiillt ist, ist Ndf € IR? und daher N L df. Somit ist N der Normalenvektor
von f. Auflerdem ist f konform, weil

xdf| = |Ndf| = |df].

Sei umgekehrt (M, J, f) eine konform parametrisierte Fliche und N der
zugehorige Normalenvektor. Fiir jede imaginire Quaternion z € IR® mit
x L N(p) folgt aus der Produktformel

N(p)x = —(N(p),z) + N(p) x x = N(p) x =.

Die HAMILTONsche Multiplikation mit N(p) induziert daher die Drehung
um 90° in positiver Richtung in df (T, M ). Dasselbe gilt fiir die Abbildung
df (X) + df(JX), weil J mit der durch f auf M induzierten Metrik ver-
traglich ist (siehe 3.3). Also gilt *df = Ndf. O

9.2. Bemerkung. In der Funktionentheorie betrachtet man holomorphe
Abbildungen, d.h. Abbildungen f: C — C, die die CAUCHY-RIEMANN-Dif-
ferentialgleichungen df(iz) = idf(z) fiir alle z € C erfiillen. Fafit man C
zusammen mit der Multiplikation mit i als eine komplexe 2—-dimensionale
Mannigfaltigkeit auf, dann erhélt man als Bedingung fiir die Holomorphie
von f die Gleichung *dfj = idfj, d.h. f ist genau dann holomorph, wenn
(C,1i, fj) eine konform parametrisierte Fliche mit dem konstanten Norma-
lenvektor N :=1 ist.

In diesem Sinne ist die hier vorgestellte quaternionische Funktionen-
theorie eine Verallgemeinerung der komplexen Funktionentheorie. Sie wurde
erstmalig in dem Artikel [KPP 98] beschrieben und zur lokalen Klassifika-
tion aller BONNET-Paare verwendet. Das sind alle Paare von Immersionen
f, f: M — IR3 einer 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit in den IR3, die die
gleiche Metrik auf M induzieren und deren mittlere Kriitmmungen iiberein-
stimmen.
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9.3. Definition. Sei (M, J) eine komplexe 2—dimensionale Mannigfaltig-
keit und N: M — S? € R? ein variables i. Dann heifit eine IR®-wertige
1-Form o € T*M @ R? konform, wenn o = N, und antikonform, wenn
xq = —Na gilt.

Jede IR?wertige 1-Form « zerfillt in einen konformen Teil oy und einen
antikonformen Teil a._, d.h.

1
a=oar+oa. mit agp= §(a¢]\7*a).

Wir werden von N—konform bzw. N—antikonform sprechen, wenn aus dem
Zusammenhang nicht ersichtlich ist, auf welches variable i sich die Konfor-
mitdt der 1-Form bezieht.

9.4. Wichtige geometrische Daten einer Fliche (M, J, f) in IR? lassen sich
aus dem Differential dN des Normalenvektors N ablesen. Wegen |N| = 1
gilt dN(X) € df (T,M) fiir alle X € T, M und man erhélt

2(dN(X), Ndf (X)) = (
= {
=1

(X) — N%dN(X), Ndf (X))
(X), Ndf (X)) — (+dN(X), df (X))
I(X,JX) —TI(JX, X) =0,

dN
dN

wobei II die 2. Fundamentalform von f ist. Daher ist dN(X) | df(X)
fir alle X € T,M. Damit kénnen wir die mittlere Kriimmung H von f
ausrechnen. Fiir X € T,M gilt:

denn 2H ist die Spur der 2. Fundamentalform II bzgl. der durch f auf M in-
duzierten Riemannschen Metrik (df (X), df(Y)). Fiir einen Tangentialvektor
X # 0 gilt df(X)~™! = —df(X) |df(X)|~2 und man erhlt die sehr wichtige
Gleichung:

H =dN{(X)(df(X))™" bzw. dN = Hdf +dN_.

10. Weierstrafi—Darstellung und Dirac—Gleichung

10.1. Hier soll nun, wie in Abschnitt 8 angekiindigt, die Frage geklirt wer-
den: Unter welchen Voraussetzungen ist die 1-Form 1 = A df A geschlossen?
Diese Frage wird in [KPP 98, Lemma 2.2] beantwortet.

10.2. Theorem (WEIERSTRASS-Darstellung).
Sei (M, J, f) eine konform parametrisierte Fliche mit dem Normalenvek-
tor N: M — IR? und \: M — H, eine Spin-Transformation. Dann ist die
1-Form

n=X\df A
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genau dann geschlossen, wenn es eine glatte Funktion u: M — R gibt, so
dafs A die DIRAC-Gleichung von f mit dem reellen Potential u

*d)\ + NdX = udf )\ ()

erfiillt. Das Potential w ist durch X\ und f eindeutig bestimmt. Die IR~
wertige 1-Form n ist (A" NX)~konform.

10.3. Bemerkungen. (i) Die beiden Seiten der DIRAC-Gleichung (*) sind
N-konforme 1-Formen, denn es gilt *(udf\) = NudfA und *(xd\+Nd\) =
—dA+ Nxd\ = N (*d\ + Nd)). Damit ist die Gleichung genau dann erfiillt,
wenn sie in jedem Punkt p € M fiir einen Vektor X € T,M \ {0} gilt.

(ii) AuBlerdem ist die Gleichung (x) quaternionisch rechts—linear, d.h.
jede Losung A\: M — H, induziert eine 4-Parameterfamilie von Lésungen
Aa, a € H von (x). Die Multiplikation mit der Kontstante a € IH entspricht
einer konstanten Drehstreckung der Bildvektoren von 7.

Beweis. Die 1-Form 7 ist genau dann geschlossen, wenn
dn = d\ANdf X\ — Xdf AdA
= Xdf AdX\— Xdf AdX
= —2Im(Adf Ad)\) =0
ist. Dabei wurden die Rechenregeln fiir quaternionenwertige Differentialfor-
men aus Abschnitt 8 und df = —df verwendet.

Fafit man nun df A dX als die quadratische Form X — (df A d\)(X, JX)
auf, dann gilt df A d\ = dfxdX — xdfd\. Da die reellwertigen quadratischen
Formen in jedem Punkt p € M einen 1-dimensionalen, reellen Vektorraum
bilden, ist n genau dann geschlossen, wenn Adf A dA ein reelles Vielfaches
der quadratischen Form |df|? ist, d.h. genau dann, wenn es eine reellwertige
Funktion u: M — IR gibt, so daB gilt:

Ndf A dX = —u | M?| |df|?
< dfkd\ — xdfd\ = —u |df |\
< dfxd\+df Nd\ = udfdf
< *xdA+ NdX = udf .

Da |df|? nicht verschwindet, ist u durch A und f eindeutig bestimmt. Schlief3-
lich gilt *n = A*df A = ANdfA = AN|A|2ANdf A = A "IN 9. (]

10.4. Korollar. Sei (M, J, f) eine konform parametrisierte Fliche auf ei-
ner einfach zusammenhdngenden Mannigfaltigkeit. Dann gehort zu jeder
Losung A: M — H, der DIRAC—-Gleichung

*dA + Nd\ = udf A

mit einem reellen Potential u: M — IR eine zu f via \ spin—dquivalente
Immersion

f: M — R3.
Die Fldche f ist bis auf eine Translation durch \ und f eindeutig bestimmd.

Beweis. Lost A die DIRAC-Gleichung von f fiir ein reelles Potential A,
dann ist die 1-Form 1 = A df A geschlossen. Da M einfach zusammenhéngend
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ist, gibt es eine Stammfunktion f von 7. D.h. df =17 = Adf\. Die 1-Form
1 bestimmt die Abbildung f bis auf eine Translation eindeutig. O

10.5. Korollar. Sei f: M — IR3 eine via \: M — H, zu einer konform
parametrisierten Fliche (M, J, f) spin—dquivalente Immersion, d.h.

df = Ndf.

Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes reelles Potential u: M — IR, so
daf$ A\ und u die DIRAC—-Gleichung (x) von f erfillen. Weiterhin gilt:

(i) (M, J, f) ist eine konform parametrisierte Fliche mit dem Norma-
lenvektor N =\ 1N

(i) Fir die quadratischen Formen der durch f und f auf M induzierten

Metriken gilt df|2 = |\ |df |2
(iii) Die mittlere Kriimmung H von f ergibt sich aus
H|df| = (H +u) |df|.

Beweis. Aus df = Adf\ = n folgt, daB n geschlossen ist. Damit existiert
ein reelles Potential u: M — IR, so dafl A und v der DIRAC-Gleichung
(%) geniigen. AuBerdem ist 7 eine (A\~!N\)-konforme 1-Form, das bedeutet
aber gerade xdf = Ndf fir N = A"'N\. Also folgt Behauptung (i). Die
Behauptung (i) ist einfach |df|2 = [XdfA|2 = |A[* |df|2.

Die Formel (iii) folgt mit (i) und (i), Ndf = —df N, df = Adf X und der
Dirac—Gleichung *d\ + NdA = wdf A:

2Hdf = 2dN, = dN — NxdN = dN — (A" N)\)«dN
= - ATDANTINAF AN + AN
— (= ATIN*dTINA + AT IN#dN X — A7 1xd))
= A" H(Vsd\ — dA)AIN A
— _1 1
uNdfA  + X7 (AN — NxdN) XA+ A7 (NdX + *d\)
N—_——— N—_———
dN wdfA
= AN Yudf\+ NTR2HA + X udf
= 2u|\"2df + 2H|\|72df = 2(H + )|\ "2df
— HN?=H+u
— H|df| = (H + u)|df|.

11. Lokale Weierstra3—Darstellung

11.1. Sei (V,z) eine holomorphe Karte einer komplexen 2-dimensionalen
Mannigfaltigkeit (M, J), d.h. V' C M ist offen und z: V' — C mit *dz = idz.
Dann fassen wir zj als eine lokale Referenzimmersion mit dem Normalen-
vektor N =i auf.

Setze X = 6% und Y = a% mit z = x 4 iy. Dann gilt ¥ = JX,
xdr = —dy und xdy = dx. Die DIRAC-Gleichung von zj lafit sich nun
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folgendermaflen umformen
*dX +1dA = udzji
< *d\X) +1d\X) = udz(X)jA
= Ay FiNg = ujA
<~ 2i\, = ujA
Hier werden die iiblichen Bezeichnungen

0 0 1 . 1 .
%)\, )\y = 8—y)\, )\Z = 5()\1- — 1)\y), )\5 = 5()\1 + lAy)

verwendet. Die Spin—Transformation A: V — IH, wird nun durch eine Ab-
bildung ¢ = (ﬁ;) : V — C? mit A\ = 11 + ka)o dargestellt. Damit L8t sich
die DIRAC—-Gleichung weiter umformen:
2i(Y1 + kip2): = uj(v1 + ko)
= 2i(Y1 + kihaz) = uj(¥1 + kip2)
— 21, — 22, = ujhr + uithy

o _1,

0z 2 ¢:0
— |\, 2

2 0z

11.2. Definition. Sei (V,z) eine holomorphe Karte einer komplexen 2-di-
mensionalen Mannigfaltigkeit (M, J) und u: V' — TR eine glatte Funktion.

Dann ist 5
1
’ L, 9o
2 0z

der DIRAC—Operator mit dem Potential u in der lokalen holomorphen Ko-
ordinate (V, z). Die Gleichung

Mg 1=

Dep=0
ist die DIRAC-Gleichung in der Koordinate (V, z).

11.3. Bemerkung. Der Operator D hingt von dem Potential « ab. Wenn
diese Abhéngigkeit eine wesentlich Rolle spielt, werden wir D,, oder D(u)
schreiben. Die Schreibweise “1i) ist eine Losung von D1 = 07 bedeutet, es
gibt ein Potential u, so daf ¢ die Gleichung D4 = 0 erfiillt. In der Literatur®
geht das Potential w von D mit unterschiedlichen Faktoren ein.

11.4. Aus Theorem 10.2 folgt nun, daB (¢1 + kipa) dzj (1 + kep2) genau
dann geschlossen ist, wenn ¢ die Gleichung Dy = 0 erfiillt. Damit haben
wir die WEIERSTRASS—Darstellung hergeleitet, wie sie von Boris KONOPEL-
CHENKO in [Kon 96, Abschnitt 8] und Iskander TAIMANOV in [Tai 97a]
eingefithrt und verwendet wurde, um eine Verbindung zwischen der Theorie
integrabler Systeme und der Flachentheorie herzustellen.

Urspriinglich hat WEIERSTRASS diese Darstellung fiir Minimalfléichen,
d.h. Flachen mit dem Potential v = 0, verwendet. In diesem Fall erfiillt
genau dann die DIRAC-Gleichung, wenn 1/, und 15 holomorphe Funktionen
sind.

5Kon 96, Gleichung (8.1)] oder [Tai 97a, Gleichung (3.4)]
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Die lokale WEIERSTRASS—Darstellung ist eine Variante von Theorem
10.2 fiir den Spezialfall der Referenzimmersion (V, .J ’U, zj).

Theorem (lokale WEIERSTRASS—Darstellung). Sei (M, J) eine kompleze
2—-dimensionale Mannigfaltigkeit, V. C M eine offene, einfach zusammenhdngend
Teilmenge, (V,z) eine holomorphe Karte und w: V — IR ein reelles Poten-
tial.

Dann beschreibt jede nicht verschwindende Losung v = (ﬁ;) 1V — C?

der DIRAC—-Gleichung
Dy=0
eine bis auf Translation eindeutig bestimmte konform parametrisierte Fldche
(V,J, f) mit
df = Adzjh mit A =11 + k.

Die Immersion f ergibt sich bis auf eine Translation aus der Integralformel:

$0) = [ s+ =)+ (7R = 3. (%

0

Das Integral ist dabei tiber einen beliebigen Integrationsweg zwischen einem
fest gewdihlten Punkt pg € V und p € V' zu nehmen. Weiterhin gilt:

|[1]* = [a/? {9 P11y i
912 + |12 |91]2 + [eb2]? ™

(i) |df|* = (|1 * + [92]?)?dz]?,
(iii) H|df| = u|dz|.

(i) N =

Umgekehrt gehért zu jeder konformen Immersion (V,J, f) eine bis auf
Y +— —1 eindeutig bestimmte Abbildung v: V — C2, so dafi f durch die
Integralformel (%) bis auf eine Translation reproduziert wird. Es gilt aufler-

dem D1 = 0 mit dem Potential u(p) = H O iy einen beliebigen Vektor
X € T,M \ {0}.

|dz(X)

BiLp 3. Lokale WEIERSTRASS—Darstellung des Torus.
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Beweis. Bereits am Anfang dieses Abschnitts wurde gezeigt, dal ¢ =

Vi) YV 2 genau dann eine Losung der Gleichung Dy = 0 ist, wenn
2

die Spin—Transformation A = 1 + ks die Gleichung *\ + id\ = udzjA
16st.

Also folgt aus D+ = 0 und Korollar 10.4, daf} es eine bis auf Translation
eindeutig bestimmte Immersion f: M — IR? gibt, so daB df = \dzj\ ist.
Die Integralformel (x) folgt aus

df = Ndzjh = (Y1 — Pok) dzj (1 + kebo)
= (7dzj + Prihadzi + Y11padzi — §5dz]
= (Pidz — P3d2)j + (Y1ihadz + r19Pad2)i.

Da die mittlere Kriimmung der Fliche (V, J, zj) Null ist, folgen die Glei-
chungen (i)—(iii) direkt aus dem Korollar 10.5.

Sei nun umgekehrt eine konform parametrisierte Fléche (V, J, f) vorge-
geben. Dann sind (V, J, f) und (V, J, zj) nach Korollar 7.5 spin—dquivalent,
weil V' einfach zusammenhiéingend ist. Sei A: V' — IH. die zugehérige, bis
auf A — —\ eindeutig bestimmte Spin-Transformation mit df = AdzjA. Die
Integralformel (x) bedeutet gerade, dal 1)1 + ki die Spin—Transformation
von zj nach f ist. Also folgt A = 91 + kibs. Weil A nach Korollar 10.5 die

Gleichung *dA + id\ = wdzjA erfiillt, folgt schliefilich D¢ = 0 mit dem
durch die Formel (iii): H|df| = u|dz| bestimmten Potential u: M — R. O

11.5. Bemerkung. Zu einer konform parametrisierten Fliche (M, J, f)
und einer holomorphen Koordinate (V, z) mit einer einfach zusammenhéng-
enden Teilmenge V' C M gehort also ein reelles Potential u: V' — IR. Dieses
Potential wird durch die Gleichung (iii) bestimmt. An dieser Gleichung er-
kennt man, daB u unter eigentlichen Bewegungen und Streckungen des IR?
invariant ist.






III. Drehflichen und die mKdV—-Gleichung

In diesem Kapitel wird die WEIERSTRASS—Darstellung einer Drehfléche
und ihre Beziehung zur mKdV-Gleichung

Ut — Ugpe — 6UPUg = 0

untersucht. Es werden Formeln fiir das Potential u einer Drehfléche f und
die geodétische Kriimmung  ihrer Meridiankurve  als Kurve in der POIN-
CAREschen Halbebene hergeleitet. Es wird gezeigt, dafi die Kriimmung
gerade —2u* ist, wobei u* das Potential der Dualfliche f* von f ist. Diese
Formeln bilden die Basis der BACKLUND-Transformation, mit der wir uns
im letzten Kapitel beschéftigen.

Die Untersuchung der kritischen Punkte der hyperbolischen Biegeener-
gie von +y fithrt zu wandernden Wellenlésungen bzw. stationéiren Losungen
der mKdV-Gleichung. Mit der dabei hergeleiteten Formel fiir die Ablei-
tung der Kriimmung x nach der Zeit wird gezeigt, daf —%I{ = u* die
mKdV-Gleichung 16st, wenn (y(z,t))ier eine Schar von Kurven in der
PoiNcAREschen Halbebene ist, die der Gleichung

1
7:(§n2+1)T+/€’N,

geniigt. SchlieBlich wird gezeigt, dafl unter derselben Voraussetzung auch
das Potential v die mKdV—-Gleichung 16st.

12. Quaternionische Funktionentheorie fiir Drehflédchen

12.1. Eine Drehfliche entsteht aus einer Kurve + in der i-j-Ebene des IR?
durch Rotation dieser Kurve um die i-Achse. Die Kurve

vy=rj+ hi: R — Rj® Ri

nennt man die Meridiankurve der Drehfliche. Eine Parametrisierung f die-
ser Fliache erhélt man durch

f: C — TR?
(z+ i) — r(x)efj+ h(z)i=e2ly(z)e 2l
12.2. Da e¥! eine 27 periodische Abbildung ist, konnen wir f auch als
Funktion auf dem Zylinder
Z = (C/{kai\kez}
25
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BiLD 4. Kanonische Parametrisierung einer Drehfléche.

auffassen. Damit erhiilt man aus der universellen Uberlagerung f die “ei-
gentliche” Drehfliche. Diese Bemerkung im Hinterkopf behaltend, wollen
wir im folgenden jedoch direkt mit der Uberlagerung f: C — IR? arbeiten.

12.3. Auf der 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit C ist die Multiplikation
mit der imaginéren Einheit i eine komplexe Struktur. Eine holomorphe Karte
ist dann die Identitat
z=x+¢i: C — C.
Die Abbildung f: C — IR? ist nach Bemerkung 4.2(iii) genau dann eine
konforme Immersion, wenn |f,| = |f,| # 0 und (fs, f,) = 0 gilt.
Die Ableitungen von f nach x und ¢ sind

fol@ + i) = 7' (@)ej + B (2)i = e/ (@)e 5,
folz + i) = r(z)efik.

Hier und im folgenden bezeichnen die Indizes x, ¢ und weiter unten auch
t Ableitungen nach den entsprechenden Variablen. Wenn sich aus Griinden
der Ubersichtlichkeit ein Index nicht anbietet, wird % u.s.w. geschrieben.
AuBerdem ist manchmal die besonders kurze Schreibweise ’ fiir die Ableitung
nach x und " fiir die Ableitung nach ¢ niitzlich.

Aus obigen Ableitungsformeln folgt (fs, f,) = 0, und da8l f nur dann
eine Immersion ist, wenn r(x) nicht verschwindet. O.B.d.A. kann man an-
nehmen, daf »(z) > 0 fiir alle z € R gilt, d.h.:

~vy=rj+hi: R — Rsoj P Ri.
Damit ist (C,1i, f) genau dann eine konform parametrisierte Flidche, wenn ~
die Gleichung
(@) + W (2)?
r(z)?
erfiillt. Das bedeutet, dafl die Kurve v in der POINCAREschen Halbebene

H := R-0j © Ri nach der Bogenldnge parametrisiert ist. Dabei ist die
Metrik der Halbebene H durch

(s TjeniH x TrjniH — R
(z,y) =— 77%z,y)

=1
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definiert, wenn man T;j4piH mit IRj & Ri C H identifiziert. Die POIN-
cAREsche Halbebene (H, (, ) ) ist ein Modell des 2-dimensionalen hyperbo-
lischen Raumes. Die Kurve v: IR — H heif3t deshalb nach der hyperbolischen
Bogenlinge parametrisiert, wenn ||y (x)|| g = (v, 7Yy = 1 gilt.

12.4. Lemma. Seiy=rj+ hi: R —- H :=R-0j® Ri C H eine Kurve
in der POINCAREschen Halbebene H. Die durch v definierte Drehfliche

f: C — R?
r+pi — egi'y(x)efgi

ist genau dann eine konforme Immersion, wenn v nach der hyperbolischen
Bogenlinge parametrisiert ist, d.h.

()2 )2
I @)l = () o) = Ay

In diesem Fuall gelten die folgenden Formeln:

(i) Der Normalenvektor von f ist

Nz + i) = % (' (2)i — B (2)e).

(ii) Fir die auf C induzierte Metrik gilt
dosgid] = 1(@)dz] = r(@)lda + dyil.

(iii) Die mittlere Kriimmung von f ist unabhdngig von ¢ und ergibt sich
aus der Formel
1

H(2) = 5 (@) + 1 @ (@) =1 (@) (@)

(iv) Das Differential df von f berechnet sich aus

detoif = (T/(x)ewij + h/(l’)i) dx + T(x)e"pik dep.

Im folgenden werden wir oft die Argumente der Funktionen weglassen,
um die Ubersichtlichkeit der Formeln zu erhohen. Beispielsweise schreiben
wir fiir (iii) kurz H = — g5 (h'r +r'B" —1"}’).

Beweis. Es sind nur noch die drei Formeln (i)—(iii) zu zeigen. Aus |f;| =
| fy| und Lemma 2.2 folgt

|df| = [fe| |dz] = r|dz].

Das ist die Formel (ii). Der Normalenvektor 148t sich folgendermafen be-

rechnen

]_ 1 ]- / Wi' /e (’pl 1 /e ! (’Di'

N:ﬁfxxfwzﬁfxfw:ﬁ(re j+R')(re k):;(rl—he )
Das Doppelte der mittleren Kriimmung H von f ist die Spur der 2.

Fundamentalform II(X,Y) = (df(X),dN(Y)) bezogen auf die 1. Funda-

mentalform I(X,Y) = (df (X),df(Y)). Die Basis (X := %(%,Y = %%) ist
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eine Orthonormalbasis der 1. Fundamentalform, man erhélt damit

2Hr? = r? I(X, X) + 2 1LY, Y) = (fo, No) + (fo, N)

; e —r? W=, o 1 ;
= (r'e¥'j + h'i, 3 i— = e?'j) — (re'k, . h'e?'k)
o h'r — By Y Py — ' Y
=T 2 2
1
— H=———(hr+on" —r"n).
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13. Weierstraf3i—Darstellung von Drehflichen

13.1. Sei f die durch v = rj+hi: R — H, ||7||g = 1 definierte Drehfliche.
Nach Theorem 11.4 existiert eine Spin—Transformation A = ¢; + ks mit

P = <;ﬁ;) : C — C?, so daB f bis auf eine Translation durch die Gleichung

P _ P _ _ _ _
ﬂmz/Awnz/kwwﬁ+wwwwuﬁM—%ﬁﬁ

Po Po

fiir p, po € C gegeben ist. AuBerdem 16st ¢ die DIRAC—Gleichung (vgl. 11.2):
D1 = 0.

13.2. Man kann eine in 7 und h explizite Formel fiir die Spin—Transforma-
tion ¢ herleiten. Denn einerseits erhélt man aus obiger Integralformel

df = (¥112dZ + Pripad2)i + (Pidz — Y3d2);
= (Y1h2 + Prpo)ida + (Pf — 43)j da + (V7 + 93k dy
+ (P1hg — hrtpa)dep
und andererseits ist nach Lemma 12.4(iv) das Differential von f durch
df = (r'e?'j 4+ W'i) dz + re¥k dy
gegeben. Damit erhilt man folgende Formeln fiir 1:
0?2 = (r+ r’)eﬂ"i, np3 = (r — r’)e*‘pi, 2p11hy = R/,
D.h.:
A =1y +kiby = (1 + dok)e B
mit
20 =r+r,  Wi=r—r, 2 =N.

Diese Formeln stimmen mit den von Iskander TAIMANOV in [Tai 97b,
Formeln (7) und (8)] fiir die WEIERSTRASS-Darstellung von Drehfléchen
angegebenen Formeln iiberein.%

6TAIMANOV verwendet 0, o fir r, h sowie r, s fir 1, Pa.
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13.3. Satz. Fiir jedes reelle Potential u: IR, — IR beschreiben die Lisungen

= (1@1) : R — IR? der Gleichung
P2

_ o1 _y
Lp=0 mit L=|[% 2 y
U T
durch )
f(p):/ Adzj A mit /\:(1/;1+1/~12k)e*%i (x)
Po

eine konform parametrisierte Drehfliche (C,1i, f). Die nach der hyperboli-

schen Bogenlinge parametrisierte Meridiankurve von f ist durch ¢ und die

Gleichung

v =4 hi = (3 4+ )3+ 2 [ i dot

bis auf eine Translation parallel zur i—-Achse eindeutig bestimmt.
Umgekehrt gehort zu jeder Drehfliche (C,i, f = e%i’ye_%i) mit vy = rj+

hi und |7 ||g = 1 ein bis auf das Vorzeichen eindeutig durch

208 =r+r',  Wi=r—v Wiy =W
bestimmtes Paar reellwertiger Funktionen, so daf f bis auf eine Translation

durch (x) gegeben ist. Aufserdem gilt Lip = 0 mit dem Potential

1
u=Hr = —ﬁ(h’r +7'h" —"H).

Beweis. Zuerst zeigen wir, dafl unter der Voraussetzung ¢ = @Z)e—%i die
Gleichung D = 0 dquivalent ist zu Ly = 0.

0 1 T =%
£ —zu 1€72
D=0 < <fz ;)(dj £.>=
U 3z ) \Yee 2
SO iy
100 g 1T —8i 1, T —2i
5(5p02 + 5¢2)e” 2" + uppre” 2t =

Gilt nun Lzﬁ = 0, dann gibt es nach Theorem 11.4 eine bis auf eine
Translation eindeutig bestimmte, konform parametrisierte Fliche (V,1i, f),
so daf ) 3 .

df = XdzjA mit A=y + kg = (1 + thok)e 2!
gilt. Fiir das Differential dieser Fliche erhilt man
df = Adzj X = 1 + kiba dzj (2 + kipo)
= (1902dZ + P1ipadz)i + (P7dz — ¢5d2);]
= ((WF — 93)ej + 2019ni) da + (9F + §3) Pk dyp.
Dies ist gerade das Differential der Drehfldche, die durch die Meridiankurve

N = (2 4 92) + 2 / Dy dai
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erzeugt wird (vgl. Lemma 12.4(iv)). Denn mit Lt = 0 gilt
- - - - -1~ - -1~ -
(V7 +103) = 2019 + 2oty = 2¢1(§¢1 + uthg) — 2¢2(§¢2 +utpr)
— -

Umgekehrt haben wir bereits am Anfang dieses Abschnittes gesehen,
daf die zu f nach Theorem 11.4 gehérende Spin-Transformation die Form
P = weszei annimmt. Da 1 der Gleichung D1 = 0 geniigt, folgt mit obiger
Aquivalenz die Gleichung Lt = 0. Aus H|df| = u|dz| (s. Theorem 11.4(iii)),
|df| = r|dz| und H = —555 (h'r + r’h” k') (s. Lemma 12.4(iii)) folgt die
Gleichung fiir das Potential u = — 515 (h'r + r'B” — 1"}). O

13.4. Beispiel. Die 2-dimensionale Sphére S? lifit sich ohne Nord— und
Siidpol als Drehfliche verstehen. Die nach der hyperbolischen Bogenlédnge
parametrisierte Meridiankurve der S? ist

vg2(x) = sech(x)j + tanh(x)i,

.. inh T_o—T
dabei ist sech(z) = ezfe—m = COS}ll(l‘) und tanh(x) = (S;:)I;h((i)) = S5
Mit den Formeln sech’(z) = —sech(z)tanh(z), tanh’(z) = sech(z)? und
sech(z)? + tanh(z)? = 1 erhélt man fiir das Potential von e%lyg2e™ 31

1

ugz(x) = — <sech2(:c) sech(z) + 2sech(z)® tanh(z)?

2sech?(z)
— (sech(z) tanh?(z) — sech®(x)) sech? (x))
= —sech(x).

13.5 Eine iibersichtlichere Formel fiir das Potential u ei-
ner Kurve v in H erhilt man, wenn man u mit Hilfe des
auf die j—Achse bezogenen Anstellwinkels ¢: IR — R
des Tangenteneinheitsvektors 7' der nach der hyperbo-
lischen Bogenlénge parametrisierten Kurve v darstellt.
Es gilt dann

rj+hi=+" =T =r(cospj+sinpi)

und wir haben fir wu:

U= 53 (h'r +r'h" — "1

r’ r! , . .
sin p + cos ¢ ( —smcp—l—gp cosp) — (—cosp — ¢’ siny) sing
r

—2u = sinp + ¢’

14. Der mKdV—Flufl einer Drehfliche
14.1. Die Darstellung von Drehflichen mit Losungen der Gleichung

L, =0 mit Lu=<f’f 2 )

0 1
u oz T2
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ist fiir die Behandlung dieser Fléchen nicht besonders interessant, denn sie
lassen sich viel einfacher durch ihre Meridiankurve beschreiben. Anderer-
seits ist der Operator L, der Ausgangspunkt zur Losung der modifizierten
KORTEWEG-DE VRIES-Gleichung (mKdV-Gleichung)

Up — Ugpe — 6UPUg = 0

mit der inversen Streumethode (inverse scattering method”). Diese Losungs-
methode fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen entstand nach ei-
ner bahnbrechenden Entdeckung von Norman ZABUSKY und Martin KRUS-
KAL [ZaKru 65]. Sie untersuchten die von D.J. KORTEWEG und G. DE
VRIES in [KdV 1895] zur Beschreibung solitirer Wasserwellen eingefiihrte
Differentialgleichung

Up — Ugpypy — Ouu, =0,

die sogenannte KdV-Gleichung. Diese Gleichung ist das erste mathematische
Modell fiir die von dem Experimentalphysiker Scott RUSSELL im Jahre 1844
beschriebenen solitdren Wasserwellen. Er beschreibt seine Entdeckung mit
den folgenden Worten:

“I believe I shall best introduce this phee nomenon by describing the
circumstances of my own first acquaintance with it. I was observing the
motion of a boat which was rapidly drawn along a narrow channel by a pair
of horses, when the boat suddenly stopped—not so the mass of water in the
channel which it had put in motion; it accumulated round the prow of the
vessel in a state of violent agitation, then suddenly leaving it behind, rolled
forward with great velocity, assuming the form of a large solitary elevation, a
rounded, smooth and well-defined heap of water, which continued its course
along the channel apparently without change of form or diminution of speed.
I followed it on horseback, and overtook it still rolling on at a rate of some
eight or nine miles an hour, preserving its original figure some thirty feet
long and a foot to a foot and a half in height. Its height gradually diminished,
and after a chase of one or two miles I lost it in the windings of the channel.
Such, in the month of August 1834, was my first chance interview with that
singular and beautiful phse nomenon ...”.%

In Experimenten fand RUSSELL weiterhin heraus, daff hohere solitére
Wellen steiler sind und sich schneller bewegen als flachere Wellen. RUSSELL
gibt auch eine Gleichung fiir die Geschwindigkeit v dieser Wellen an

v? = g(h+ k),

wobei g die Erdbeschleunigung, h die Wassertiefe der ruhenden Fliissigkeit
und k die Hohe der Welle iiber der ruhenden Wasseroberflache ist.

Erst 1895 fanden KORTEWEG und DE VRIES mit der nach ihnen benann-
ten Gleichung eine mathematische Beschreibung des von RUSSELL beschrie-
benen Phénomens. Neben denjenigen Losungen der mKdV-Gleichung, die

"Eine gut zugéngliche Einfiihrung in dieses Losungsverfahren und verwandte Losungs-
methoden fiir Solitonen—Gleichungen findet man in [DEGM)]. Das Buch [DraJo] ist eine
Einfithrung im Stil der angewandten Mathematik. Weitere Monographien zu diesem The-
ma sind [FaTa], [Lamb], [AbloSe] und [DKN 85].

8Dieses Zitat entstammt dem sehr ausfiihrlichen Bericht von Scott RUSSELL an die
“British Association for the Advancement of Sciences” [Ru 1844].
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BILD 5. 2—Solitonen—L6sung, wesentlicher Hohenunterschied.

die solitdren Wellen beschreiben, war das Verhalten allgemeiner Lésungen
dieser Gleichung nicht bekannt.

Frst in den 60iger Jahren entdeckten Norman ZABUSKY und Martin
KRUSKAL in Computerexperimenten [Za 67], dafl es Losungen gibt, die aus
zwei solitdren Wellen bestehen, die sogenannten 2-Solitonen. Fiir ¢ < 0
befindet sich die groflere und damit schnellere Welle links von der kleineren
Welle. Bei fortschreitender Zeit bewegen sich beide Wellen wie zwei einzelne
solitdre Wellen. Wenn die groflere Welle die kleinere einholt, kommt es zu
einer nichtlinearen Interaktion der beiden Wellen. Nach einer gewissen Zeit
treten beide Wellen, die groflere nun rechts von der kleineren, wieder hervor,
nehmen ihre urspriingliche Form wieder an und bewegen sich so fort als wére
nichts geschehen. Der einzige nach der Interaktion beobachtbare Effekt ist
eine Phasenverschiebung, die groflere Welle hat sich “wéhrend der Interak-
tion” schneller fortbewegt als vorher und die kleinere Welle langsamer.

Waihrend der Interaktion treten zwei qualitativ verschiedene Verhaltens-
weisen der Wellen auf. Wenn die eine Welle wesentlich héher ist als die
andere, dann schluckt die grolere die kleinere Welle. Sie bilden einen wohl-
geformten, glatten Wellenberg, dessen Hohe sich zwischen den Hohen der
einzelnen Wellenberge befindet (s. Bild 5). Das zeigt, neben der Phasenver-
schiebung, daf} keine lineare Interaktion vorliegt, denn sonst miifite die Hohe
des Wellenberges die Summe der einzelnen Berge sein.

Sind die Hohen der beiden Wellen vergleichbar, nimmt die gréflere Welle
an Hohe ab und die kleinere zu, bis beide Wellen gleich hoch sind. In diesem
Moment tauschen die Wellen ihre Rollen aus, ohne zu einem Wellenberg zu
verschmelzen. Die rechtere Welle nimmt nun wieder an Hohe zu, die linke-
re wird wieder kleiner, bis beide Wellen ihre urspriinglichen Hohen wieder
angenommen haben (s. Bild 6 und 7).

Kurz nach der Entdeckung dieser 2—Solitonen Losungen der KdV-Glei-
chung stellten Clifford GARDNER, John GREENE, Martin KRUSKAL und
Robert MIURA in [GGKM 67] eine Methode vor, mit der sich die N—
Solitonen—Loésungen der KdV—Gleichung, das sind die Losungen, welche aus
einer Uberlagerung von N € IN solitéiren Wellen bzw. 1-Solitonen entstehen,
explizit angeben lassen.

14.2. Peter LAX gibt in [Lax 68| eine Methode an, weitere Differentialglei-
chungen zu konstruieren, die dann moglicherweise mit der inversen Streume-
thode 16sbar sind. Eine Reihe von Arbeiten in den 70iger Jahren zeigt, daf3
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BILD 7. 2-Solitonen—L6sung, dhnliche Hohen.

sich die LAXsche Methode wirklich dazu verwenden 148t, neben der KdV—
Gleichung weitere physikalisch relevante Differentialgleichungen zu l6sen.

Die LAxXsche Methode beruht darauf, zwei von einer Funktion u abhén-
gige Differentialoperatoren A, und B, auf einem “passenden HILBERTraum”
zu finden, so daf die Gleichung [A,, B,| = AyB, — B, A, = 0 zu einer nicht-
linearen partiellen Differentialgleichung in w dquivalent ist. Die Operatoren
A, und B, werden das LAax—Paar der Differentialgleichung [A4,, B,] = 0
genannt. In unserem Fall geht es darum, einen weiteren Operator B,, zu L,
zu finden, so daB [B,, L,| = 0 dquivalent zur mKdV-Gleichung ist. Da die
Funktionalanalysis der LAXschen Methode im folgenden keine Rolle spielt,
betrachten wir hier den Raum der glatten Abbildungen von IR? in sich, der
selbst kein HILBERTraum ist. Zur Anwendung funktionalanalytischer Metho-
den konnte man sich beispielsweise auf den Unterraum der schnell fallenden
Funktionen beschrianken, der sich dicht in einen “passenden” HILBERTraum
einbetten l&aft.
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14.3. Satz. Seiu: R x IR — IR ein glattes reelles Potential und seien Ly,
(vgl. Satz 13.3) und B, die folgendermaflen definierten Differentialoperato-
ren:

d 1w
%:——thtM:<2 ),

1
Ox —y -1
0 u?+ 3 Upe + Uz + 2u3 + 1
B,= = - K, mit K,= 2 T
ot Uy + Uy — 2uP —u —u? — 3

auf C®(R x R,R?), wobei % die Ableitung nach der ersten und % die
Ableitung nach der zweiten Koordinate von IR x IR ist.”
Die Operatoren L, und B, sind genau dann kompatibel, d.h.

{Lu) Bu] — O)
wenn das Potential u die mKdV-Gleichung
Ut — Ugppy — 6u2ux =0

erfillt. Dabei bezeichnet [L,, By] = LBy — ByLy, den Kommutator der
beiden Operatoren.

Die Kompatibilitdt von L, und B, hat die folgende Bedeutung: Seien
g, to € R und vy: R — R? eine Lésung von

Lu(x,to)wo =0

und gelte [L,, By] = 0, dann gibt es eine eindeutig bestimmte Ldosung 1p: IR X
R — IR? des Anfangswertproblems

Luw = 07 Buw =0 mit 1/1(33,150) - ¢0($)

Dieser Satz definiert folgendermaflen den mKdV-Fluf§ einer konform pa-
rametrisierten Drehfliche (C,1i, f). Sei u: R x R — IR eine Losung der
mKdV-Gleichung und f eine Drehfliche mit dem Potential u(x,0). Dann
wird durch die WEIERSTRASS—Darstellung von f (Satz 13.3) eine Losung
Yo von Ly0)%0 = 0 gegeben. Nach obigem Satz gibt es nun eine Spin-
Transformation

)\(1‘ + (pi7t) - (lﬁl(%t) + 'lﬂg([]},t)k)e_gi,

die fiir jede Zeit t € IR durch die WEIERSTRASS—Darstellung eine Drehfléche
(C.i, f(2,t)) mit
df = Xdzj A

und der Meridiankurve

= (W2 R+ 2 / nipnda

definiert. Die Familie { f(z,t) }+cr ist der sogenannte mKdV-Fluff von f(z) =
f(2,0).

9Die Formel fiir den Operator B,, habe ich aus der Formel (26) in [Tai 97b, S. 5] und
einer Variablentransformation berechnet.
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Beweis. Sei ¢: R x R — IR? beliebig, dann folgt
0 0
[LuyBu]w - [% - Muy & - Ku]w
o 0 0 0

Fiir die ersten drei Summanden gilt:

A A

ox’ ot'"  dxdt Oxdt

0 0K, 0 0 0K,
[ Kuhb = ¢+Ku Q/) ¢ =

oz’ oz or “Or  ox ¥
9, oY OM, oY _0Mu
[Muv a]d) - Mu 61& 875 Q;Z) Mu 81& - 8t ¢
Daraus folgt:
0K, OM,
[LU7BU] - _W + 875 + [MU7KU]

—2Uly, —Uggy — Ugy — 6UP UL — Uy
Bl — Uz + GuPug +
Ugpgzax — Uza U Uy T Ug

2utty
( 0 Ut>
+
— Ut 0

T+ 1) L (ugg + ug + 2u® 4+ u)
Fu(— gy + Uy — 20® — ) +u(—u? — 1)
+
—u(u? + ) —u(Ugg + g + 2u® + )
_%(_u$z+uzv_2u3_u) _%<_u2_%)
T+ 3) u(u® + 1)

—U(Ugy + Up +20° +Uu)  — 5 (Ugy + Uy + 2u” + )

%(—u,m + Uy — 2ud — u)  u(—Ugy + Uy — 2u? — )

—u(—u® — 3) (v’ -1)

0 Up — Ugpy — OU UL
B —(ug — Ugge — 6uuy) 0

Damit ist [Ly, B,] = 0 dquivalent zu wu; — Ugee — 6uuy, = 0.
Seien nun L, und B, kompatibel. Die beiden Gleichungen L, = 0 und

ByY = 0 kann man in der fiir gewohnliche, lineare Differentialgleichungen
iiblichen Art und Weise schreiben:

1)y = My und 2) ¢ = K1

mit’:(% und "=

Slo
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Die gegebene Abbildung 1p: IR — IR? bestimmt durch 9 (z,tg) = 1bo(x)
einen Anfangswert fiir die Differentialgleichung 2), dabei ist € IR als Para-
meter zu verstehen. Dieses Anfangswertproblem besitzt fiir jedes = € IR eine
eindeutig bestimmte, auf ganz R definierte Losung.'® Bezeichne mit 1 (x, t)
die fiir jedes feste z € IR eindeutig besimmte Losung der Gleichung 2) mit
Y(x,to) = ¢o(x). Diese Abbildung ist nach dem Satz von der Differenzier-
barkeit nach der Anfangsbedingung'! glatt.

Damit haben wir fiir ¢:

B, =0 fir alle z, t € IR
und

L,y =0 fir alle z € R

Es bleibt zu zeigen, dal L, = 0 nun automatisch fiir beliebige ¢ € IR erfiillt
ist.

Aus der Kompatibilitdt der beiden Operatoren L, und B, und By =0
folgt allerdings

Bu(Lulm = Lu(Buw) - [Lm Bu]w =0

fiir alle (,t) € IR x R. D.h. @ (t) := (Ly(zn%) (7, t) ist fiir jedes x € IR eine
Losung von 2) mit dem Anfangswert ¢, (t0) = (Ly(g,t0)%)(7,t0) = 0, also
ist ¢ = 0 die eindeutig bestimmte Losung dieses Anfangswertproblems, d.h.
L,y =0 fiir alle z, t € IR. O

15. Symmetrien der mKdV—Gleichung und Drehflichen

15.1. Wie man leicht sieht, besitzt die mKdV-Gleichung folgende Symme-
trien.

Satz. Ist u: R xR — R eine Lisung der mKdV—-Gleichung
Ut — Uppy — 6u2um =0,
dann losen
a(z,t) == au(az, a®t)
fiir jedes a € R und
u(x,t) == —u(z,t)
auch die mKdV-Gleichung.

15.2. Es stellt sich nun die Frage: Welche Transformationen von Dreh-
flichen erzeugen bei den Potentialen u dieser Drehflichen die Transformatio-
nen aus obigem Satz? Das Potential der lokalen WEIERSTRASS—Darstellung
(Theorem 11.4) in der holomorphen Koordinate z einer konform parametri-
sierten Flidche (C,i, f) wird durch die Gleichung H|df| = u|dz| bestimmt.

10Den Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen fin-
det man z.B. in [Arnol’d, Folgerung 3, S.94], genauso wie den Satz von der beliebigen
Fortsetzbarkeit der Losung einer linearen Differentialgleichung [Arnol’d, S. 246].
ll[Arnol’d, S. 94, Folgerung 4].
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Daran erkennt man, daf§ sich das Potential von f bei Umparametrisierungen
dndert. Sei a € R\ {0}, dann ist

f(2) = f(az)

eine konforme Parametrisierung derselben Drehfliiche mit |d,f| = |a||dz|
und H(z) = H(az), weil die mittlere Kriimmung als halbe Spur des WEIN-
GARTEN—Operators von der Parametrisierung unabhéngig ist. Das Potential
transformiert sich dann mit

u(z) = |a|u(az).
Dies ergibt den folgenden Satz.

Satz. Sei (C,1i, f(2,t))icr eine Familie von Drehflichen, und geniigen ihre
Potentiale u(x,t) der mKdV-Gleichung, dann erfillen auch die Potentiale
der Umparametrisierungen

f(z,t) == flaz,a’t)
fir a € R die mKdV-Gleichung. Die Potentiale berechnen sich aus
a(z,t) = |alu(az, a3t).
15.3. In 13.5 wurde fiir das Potential einer nach der hyperbolischen Bo-
genléinge parametrisierten Kurve ~y die Formel —2u = ¢’ + sin ¢ hergeleitet.

Sei nun y*(z) := y(ax) fiir a € R eine andere Parametrisierung derselben
Kurve, dann haben wir fiir das Potential u® dieser Kurve:

—2u(z) = —2au(az) = a(¢'(ax) + sinp(ax)) = (¢(az)) + asinp(az)
& —2u® = (p%) + asin

dabei ist p*(z) = p(ax) der Anstellwinkel der Parametrisierung ~¢.

16. Die Poincarésche Halbebene

16.1. Per Definition wird eine Drehfliche durch ihre Meridiankurve be-
stimmt. Ist v eine nach der hyperbolischen Bogenlénge parametrisierte Kur-
ve in der POINCAREschen Halbebene

H=R>0®Ri={rj+hi|r,heR,r >0}
mit der Metrik
<$,y>H = T’_2<.T,y> = _71_2 Re(a:y),

so ist f(z + ¢i) = eZ'y(x)e 2! cine konforme Parametrisierung der zu ~y

gehorenden Drehfliche. Im Sinne von Satz 15.2 gehoren zu dieser Parame-
trisierung die Parametrisierungen f®(z) = f(az) fiir

ac R>0
derselben Drehflache. Diese erhélt man aus der Meridiankurve v durch
Fx + i) = 5l y(ax) 2.

16.2. Die Parametrisierung v%(x) := v(ax) der Kurve + ist gerade die Bo-
genlédngenparametrisierung von -y, wenn man H mit der Metrik

(@, 9) 1, = a (@, y)i = (ar)"*(z,y) = —(ar) "> Re(ay)
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versieht. Die GAusssche Kriimmung der RIEMANNschen Mannigfaltigkeit
H, := (H,{,)p,) ist dann'?
2 0%u _ 2

—5 = —a”.

or?
Wenn man also Drehflichen zur Untersuchung der mKdV-Gleichung ver-
wendet, ist es naheliegend sich die Drehfliche als Kurve in H vorzustellen,
deren Bogenlidngenparametrisierungen in den Rdumen H,, a € R~ gerade
die Schar der Potentiale au(az) reprisentiert, welche als Anfangsbedingun-
gen fiir eine Losung der mKdV-Gleichung nach Satz 15.1 gleichwertig sind.
In diesem Abschnitt soll deshalb die Kurve = als Kurve in H, und ihre
geodétische Kriimmung untersucht werden.

Ky, = e*(Kgs — Au) = —(ra)

16.3. Die geoditische Kriimmung einer Kurve v in der RIEMANNschen
Mannigfaltigkeit H, ist folgendermaflen definiert

ko= (VET, Nyg,,

dabei ist T' = ||+ H;Iify der Tangenteneinheitsvektor und N = T’k der Nor-

maleneinheitsvektor von ~. Der LEVI-CIVITA-Zusammenhang Ve von H,
wird durch die Formel'3:

VY = dY(X) + du(Y)X + du(X)Y —(X,Y) g, G
beschrieben, wobei G der Gradient des konformen Faktors uw = —In(ar)
bezogen auf die Metrik (, )g, ist, d.h. G = (aT)Q(g—;fj + %i) = —a?rj.
Damit gilt fir die Kriimmung s von ~y(z) = r(x)j + h(x)i, falls 7 nach der
Bogenldange in H, parametrisiert ist:

k= (V3 Nyg, = (" +2du(y' )y = (', 7)1, G, N,

= (' —G,N)u, = (ar)2("j+ Wi+ a®rj, —Wj+ '),

= (ar) "2 (=a®rh +'B" —r"H).
16.4. Entsteht nun v%(z) = v(az) = r(ax)j + h(azx)i aus einer Bogenléng-
enparametrisierung v einer Kurve in Hj, dann erhélt man die Kriimmung
k% der Kurve in H, aus der Kriitmmung « derselben Kurve in H; wie folgt:
k%(z) = (ar(az))?(— a®r(az)ah’(az) + ar'(az)a®h" (az) — a*r" (az)ah/ (ax))

= ak(ax).

Betrachtet man die Bogenldngenparametrisierung ~(z) der Kurve v in Hy
als eine Referenzparametrisierung mit der Kriimmung x und dem Poten-
tial u der zugehorigen Drehfliche, dann transformieren sich demnach die

Kriimmung und das Potential auf ein und dieselbe Weise, wenn wir + an-
statt als Kurve in H; als Kurve in H, betrachten (s.a. Satz 15.2).

16.5. Wie in 15.3 148t sich auch fiir k* eine Formel angeben, in die nur
¢*: R — IR3, der auf die j-Achse bezogene Anstellwinkel des Tangential-
vektors von v, eingeht. Vergleicht man die Formel in 13.5 fiir das Potential
u mit der oben fiir kK berechneten, erhilt man sofort

R (@) = ()’ — sin "

12[Willmore, Formel (3.24), S.106): n = 2, 7 = 2Ky, , 7 = 2Kgs = 0, u = — In(ar).
13[Willmore, Formel (3.29), S.109]: o = du, a* = G, VxY = V&Y = dY(X).



16. DIE POINCARESCHE HALBEBENE 39

16.6. Die geodatische Kriimmung % einer Kurve ist invariant unter den
Isometrien von H,.

Satz. Die folgenden Abbildungen der POINCAREschen Halbebene H in sich
sind Isometrien von H, fiir beliebiges a € IR~g.
(i) Translationen parallel zuri-Achse: T.: H — H, x +— x+ci, ¢ € R.
(ii) Streckungen im Nullpunkt: S.: H — H, z + cx, ¢ € Rxo.
(iii) Spiegelung an der j—Achse: R: H — H, x =rj+ hi— T’J — hi.

T

(iv) Inversion am Einheitskreis: I: H — H, x +— nE = —1

Die Translationen und die Streckungen erhalten die Orientierung von
H, die Spiegelung und die Inversion hingegen kehren die Orientierung um.

Beweis. Wir identifizieren die Tangentialrdume 7,4 p,;H auf kanonische
Weise mit Rj @ Ri. Dann ist das Differential der Translation, der Streckung
und der Spiegelung unabhéngig vom Punkt p = rj+ hi € H und es gilt:

(i) dT.=ldpjer: fiir alle ce€ IR,
(ii) dS. = CIde@Ri fir alle c¢ € R-g,
(i) dR=R
Das Differential der Inversion ist:
: 1 P\ P
(iv) dpIl(X) = —(X —2(X, —)—=).
! [p|? [pl " [p]

Die Abbildung d,I ist also die Komposition einer Spiegelung an der zu
p senkrechten Geraden durch Null in IRj & IRi und einer Streckung in Null
mit dem Streckungsfaktor |p|=2.

Da es nun auf die Abhéngigkeit der Metrik vom Punkt p = rj+ hi € H
ankommt, notieren wir

9(X,Y) = (X,Y )y, = (ar)*(X,Y)
fiir alle X, Y € IRj ® Ri = T, H. Dann gilt

(i) ) (dTe(X),dT(Y)) = Grjt(h+0)i(X,Y) = gp(X,Y),
(1) gs.p)(dSe(X),dSe(Y)) = gep(cX, cY) = ¢ *gy(cX,cY) = gp(X,Y),
(i)  gr@p)(@R(X),dR(Y)) = grj-ni(R(X), R(Y)) = g,(X,Y),
(iv) gz(p)(de(X) pI(Y)) =92 (dpl(X),dpI(Y))
= \pl“gp P 72X, |p|?Y) = g(X,Y).

Die Wirkung der Abbildungen auf die Orientierung folgt direkt aus den
Gleichungen fiir ihre Differentiale. O

16.7. Abschlieflend sollen die Geodidten von H, bestimmt werden. Dazu
verwenden wir die Tatsache, dafl jede Kurve, die unter einer orientierungs-
umkehrenden Isometrie punktweise fest bleibt, eine Geodéte ist. Denn unter
einer solchen Isometrie wechselt die geodétische Kriimmung von Kurven ihr
Vorzeichen. Da die Kurve aber unter der Isometrie fest bleiben soll, &ndert
sich ihre Kriitmmung nicht. Dies ist nur dann moglich, wenn die geodétische
Kriimmung dieser Kurve Null ist.
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Die Abbildungen T, 0 S, 0l 0 S 10 T o fir cl, 2 € R, ¢2 > 0 sind

orientierungsumkehrende Isometrien, dle jeweils den Halbkreis mit Mittel-
punkt cli und Radius ¢2 in H fest lassen. Die Abbildung T, o [ o T, ist
eine orientierungsumkehrende Isometrie, die den Strahl IRj @ {ci} fest 1&8t.
Damit haben wir die Geodéten von H, gefunden:

Satz. Die senkrecht auf der i—Achse stehenden Kreise und Strahlen in H
sind die Geoddten von H,, a € Rxg.

17. Dualflichen

In diesem Abschnitt soll eine geometrische Transformation von Fléchen
eingefiihrt werden, die auf eine Drehfliche angewandt, eine BACKLUND—
Transformation der mKdV—-Gleichung darstellt.

17.1. Definition. Sei (M, J, f) eine konform parametrisierte Fliche mit
dem Normalenvektor N: M — S2. Eine weitere konform parametrisierte
Fliache (M, J, f*) heit Dualfliche von f, falls —N der zu f* gehorende
Normalenvektor ist.

17.2. Lemma. Seien (M, J, f) und (M, J, f*) zwei konform parametrisier-
te Flichen und N: M — S? der Normalenvektor von f. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Die Fliche (M, J, f*) ist eine Dualfliche von f.

(11) *df* + Ndf* = 0.

(117) df A df* = 0.

Beweis. “(i) < (ii)”: Nach Lemma 9.1 und Definition 17.1 ist f* genau
dann eine Dualfldche von f, wenn xdf* = —Ndf* gilt.
“(ii) < (iii)”: FaBt man df A df* als quadratische Form auf, so folgt:

df Ndf* = df«df* — xdfdf* = dfxdf* — Ndfdf* = df (xdf* + Ndf™).
Da f eine Immersion ist, folgt daraus die Behauptung. O

17.3. Bemerkung. Sei c€ H\ {—f*(p) | p € M } eine Konstante. Dann
ist (f* +¢): M — H, wegen (ii) eine Spin-Transformation zu f mit dem
Potential v = 0.

Allgemein heifit eine Spin—Transformation \: M — H, einer konformen
Immersion (M, J, f) isopotential, wenn A die DIRAC-Gleichung zu f mit dem
Potential u = 0 16st, d.h. es gilt *d\ + NdA = 0 bzw. df A d\ = 0.

FEine Dualfliche f* einer konformen Immersion f auf einer einfach zu-
sammenhiéngenden Mannigfaltigkeit liefert also eine 4-Parameterfamilie von
Flichen df. = (f* +¢)df (f* + ¢), fiir die das Produkt H.|df.| unabhéingig
von c ist.

17.4. Ein Punkt p € M heiBt Nabelpunkt der Fliche f: M — IR3, falls
die beiden Eigenwerte des WEINGARTEN-Operators A = df ~' o dN von f
in p gleich sind. Dies ist wegen dN = Hdf + dN_ (vgl. 9.4) dquivalent zu
dN_ = 0. Zur Eindeutigkeit der Dualfliche einer nabelpunktfreien Fliche
findet sich in der Vorlesung von Ulrich PINKALL [Pinkall 96| das folgende
Lemma.
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Lemma. Sei (M, J, f) eine konform parametrisierte, nabelpunktfreie Fli-
che mit dem Normalenvektor N: M — S2%. Besitzt f eine Dualfliche f*,
dann ist sie bis auf eine Translation und eine Streckung (mit maéglicherweise
negativem Faktor) eindeutig bestimmt. Es gilt AN_ = —H*df*, wobei H* die
nicht verschwindende mittlere Kriimmung von f* ist.

Beweis. Fiir den Normalenvektor N* = —N von f* gilt

dN? = %(dN* _ N*dN*) = %(—dN — N#dN) = —dN_.
In 9.4 wurde gezeigt, dal N = H*df* ist. Also ist dN_ = —H*df*.

Da die 1-Formen dN_ und df nicht verschwinden, ist H* # 0 auf ganz
M. Die Transformation f* — — f* verdndert den Normalenvektor nicht, d.h.
dNy = H*df* ist invariant unter dieser Transformation, daher transformiert
sich H* — —H®*. Man kann deshalb annehmen, dafi H* < 0 ist. Dann

existiert eine Funktion g: M — R mit e? = —H".
Sei nun (M, J, f*) eine weitere Dualfliche von f. Dann gilt genauso
dN_ = —H*df*. Sei 6: M — IR so gewihlt, dafl e = —H* gilt. Dann folgt

aus e?df* = eedf* = dN_:

0 = (e2dg) A df* — (e2do) Ndf* = dg A dN_ — do A dN_
=d(o0—0) NdN_ =d(p — 0)*dN_ — *d(0 — 0)dN_

Da dN_ antikonform ist, sind die Vektoren dN_(X) und dN_(JX) fiir jedes
X € TM \ {0} linear unabhiingig. Damit ist d(¢ — ) = 0, und es gibt eine
Konstante ¢ € IR, so dafl 9 = o + ¢ ist. Es gilt also df* = e~ “df*. (|

17.5. Bemerkung. Aus diesem Lemma und der Symmetrie der Gleichung
df ANdf* = 0 folgt, dafl das Bilden der Dualfléiche fiir nabelpunktfreie Flichen
mit nicht verschwindender mittlerer Kriimmung eine Involution ist. Modulo
Translation und Streckung gilt somit

()=
17.6. Zu einer Drehfliche gibt es immer eine duale Drehflache. Ihre Meri-
diankurve 148t sich explizit angeben.

Lemma. Seivy =rj+hi: IR — H eine nach der hyperbolischen Bogenlinge
parametrisierte Kurve in der POINCAREschen Halbebene H. Dann ist die
durch die Meridiankurve
1
Y =7+ bR omit == und (h") =—-5H
r r
definierte Drehfiiche f* = egi'y*efgi eine Dualfiiche zu f = egi’ye*%i. Die
mittlere Krimmung von f* ist durch folgende Formel gegeben
1
H* == (h'r —o'n" +"h").
r
Bei Drehfléchen, auch bei denen, deren Dualfliche nicht eindeutig be-
stimmt ist, werden wir von der Dualfliche f* sprechen, und die in diesem

Lemma angegebene Flidche meinen. In diesem Sinne ist die hier angegebene
Kurve v* die duale Kurve von ~.
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Beweis. Wir zeigen N* = —N. Fiir den Normalenvektor einer Drehflidche
f gilt nach Lemma 12.4 (i):

1 . r! hoo . 1 .
N = = (#'i — Wefi}) = — . oopis) & Vi = (h*) e
SOt = p (<D et) = - ()i ety
= —N*,
wenn r* und h* durch obige Gleichungen definiert sind. Die Formel fiir die
mittlere Kriimmung folgt mit den Formeln fiir 7* und (h*)" aus Lemma 12.4
(iii):
1 !/ *\/ *\// " *\/
s (A7 + ) (07" = (7))

14 (_E’l r’ (h'r — 2h'r") B (r"r — 2(r")?) i’)

H* =—

r2r  r2 r3 r3 r2

O

17.7. Aus der Formel fiir die mittlere Kriimmung der dualen Drehfliche
erhilt man

1
—2u* = —2H*r* = ——2(—h’r +7'h" —7"1) = &,
r

die hyperbolische Kriimmung der Meridiankurve v von f (vgl. 16.3). Fir
die auf die j—Achse bezogenen Anstellwinkel ¢, ¢*: IR — IR der Tangenti-
alvektoren von « und v* gilt

=y,
denn diese Gleichung bedeutet, dafl der Tangentialvektor von v und damit
ebenfalls der Normalenvektor von v um 180° gedreht werden. Das ist gerade
die Definition der Dualfliche von f.

Damit erhélt man folgende Beziehungen zwischen dem Anstellwinkel ¢
von -, den hyperbolischen Kriimmungen &, k* sowie den Potentialen u, u*
von v und y*:

—2H*r* = —2u* =k = ¢' —asiny,
—2Hr = —2u = k" = ¢ +asing,

wenn man v als Kurve in H, betrachtet (vgl. 15.3).

18. Die 1. Variationsgleichung der hyperbolischen Biegeenergie

18.1. Sei v: [0,L] — H = Rs0i ® Rj eine Kurve in der POINCAREschen
Halbebene H;. Bezeichne v = ||7/||p, ihre Geschwindigkeit, T' = v~14/ ihren
Tangenteneinheitsvektor und N = Tk ihren Normaleneinheitsvektor. Dann

1st . .
1 1
E:/ /{2ds:/ k20 dx
2 Jo 2 Jo

die (hyperbolische) Biegeenergie von v, wobei k = (V7T, N)p, die Kriim-
mung von -y in Hy ist. In diesem Abschnitt sollen kritische Punkte dieses
Funktionals auf dem Raum aller Kurven in H untersucht werden. Eine Kurve
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~v:[0,L] — H heifit kritischer Punkt der Biegeenergie E, wenn fiir jede
Variation der Kurve y

v [07L] X (_676) —H
mit y(z,0) = y(z), der Punkt ¢ = 0 ein kritischer Punkt der Funktion

L
E(t) = 2/0 w2 (z, t)v(z, t) de

ist, d.h. E(t) = 0. Da der Integrand eine glatte Funktion eines kompakten
Rechtecks ist, kann man Integration und Differentiation vertauschen. Es
folgt:

T ot ), 2
Diese Gleichung kann man auch als die Richtungsableitung von E in Rich-
tung von + im Punkt + ansehen.

: o (L1, L 1.
E(t) —k“vdr = KKV + 3f vdz. (18.1)
0 0

18.2. Es gilt nun Formeln fiir #(z,0) und ©(z,0) in Abhingigkeit von
4(x,0) zu finden. Dazu schreiben wir

$(e,t) = ale, ) T(z,t) + Az, t) N(x,1) (18.2)
fiir zwei glatte Funktionen «, (: [0,L] X (—€,¢) — IR. Wir notieren wie
zuvor | = % und = % Wir schreiben weiterhin Vyv, Vv und Vv fiir

Vektorfelder v entlang v und meinen die eindeutig bestimmte kovariante
Ableitung entlang v (s. [Spivak, Vol. I, Chapter 6, Proposition 2]), d.h.
Ve =01V, v= % und Viv = %. Ein Abbildung v: [0, L] x (—¢,€) —

TH heiBit dabei ein Vektorfeld entlang von v, wenn v(z,t) € Ty H ist.
Mit diesen Bezeichnungen gilt:

Viy = Vyd =14,71=0.
Sei 0.B.d.A. ||¥/(z,0)|| = 1 und € so klein, daB v(z,t) # 0 ist, fiir alle
(x,t) € [0, L] X (—€,€). Dann haben wir
d

K= a <VTT, N>H1 = (VﬁVTT, N>H1 + <VTT, V:YN>H1 . (18.3)
Aus V7T = kN und (Vi N, N)y, =0 folgt
(VrT, V&N)Hl =0. (18.4)

Bezeichne R den Kriimmungstensor von Hi, dann erhilt man aus den For-
meln (18.3) und (18.4):

i =(V5VrT,Nyu, = (R(Y, )T, N)u, + (Vo VT, Ny, + <v[f‘y,T]T7 N)m, .
(18.5)
Fiir die einzelnen Summanden dieser Formel ergibt sich

(R(%,T)T,N)g, = B{R(N, T)T,N)g, = —f, (18.6)
da die GAusssche Kriimmung von H; gleich —1 ist (nach 16.2),
['77T] = [f‘%vilfyl] = Uﬁl[;}’;’)/] — 1')7)72"}// = —1')’[)71T

oy 1 .1 (187)
— (Vi T, N, = o0 (VT N) g, = vk
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und
ViT = V(v 1) = =02y + 071 V.5
= 0o T+ v (/T + F'N + avsN — BurT) (18.8)
= (=0 +a —vBr)v T + (8 +var)v I N.

Aus den Gleichungen (18.8) und (VsT,T)y, = 0 erhélt man die beiden
Gleichungen

v =a —vPk (18.9)
= (Bv ! +ar)N (18.10)
Setzt man nun (18.6), (18.7), (18.9) und (18.10) in (18.5) ein, so folgt:
k=—-0+(Vr ((B’U_1 +ar)N),N)u, — vk

18.11
=B+ B = Bvv? + o'k +ar’ —o'vT e + Br? ( )
Mit v(z,0) =1 folgt (18.9) und (18.11):
v=| o —pk (18.12)
=0
R=| B +6(K>—1)+ar (18.13)
=0

18.3. Die Gleichungen (18.12) und (18.13) in (18.1) eingesetzt fithren zu
. L 1
BO) = [ (8" + 50— 1)+ awyw + 0 — e
0

L /1 1 3 1 2\/
:/ 8"k + B(=k” — k) + = (ak®) dz
0 2 2

Sind die Kurven « geschlossen oder beschrénkt man sich auf Variationen mit
festen Endpunkten, d.h. auf solche Variationen fiir die es ein § € R~ gibt,
so daB y(z,t) = y(x) fiir alle (x,t) € [0,0) x (—0,0) U (L — 6, L] x (=9,9).
Dann folgt mit partieller Integration

/ﬂ/i + = m — k)dz

18.4. Fiir jede Kurve v: [0, L] — IR und Jede Funktion (: [0, L] — R, die
nahe 0 und L konstant ist, gibt es eine Variation von 7, so daf} die Funktion
B(x,t) in (18.2) zur Zeit t = 0 mit G(z) iibereinstimmt. Damit ist £(0) = 0
genau dann, wenn £” + 213 — K = 0 ist.

Lemma. Fine Kurve v: [0,L] — H ist genau dann ein kritischer Punkt
der hyperbolischen Biegeenergie (unter den geschlossenen oder nahe 0 und
L identischen Kurven), wenn die hyperbolische Kriimmung k von ~ die Glei-
chung

1
K+ 553 — k=0 (18.14)

erfillt.
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18.5. Ist x eine Losung der Gleichung (18.14), dann ist
1
u(x,t) = §cm(C$ + 3t)

fiir jede Konstante ¢ € IR eine Losung der mKdV—-Gleichung u; — tgpr —
6u’u, = 0. Denn aus (18.14) folgt
2 4 2

— 0 = Ugpr + 6u2um — czux

— 0= u — Upge — 6U Uy.

Diese Losungen der mKdV-Gleichung sind mit der Geschwindigkeit c?
wandernde Wellen, deren Form aus der Kriimmung x der fiir die Biege-
energie kritischen Kurve v durch Streckung um % in z—Richtung und um ¢
in u—Richtung entsteht. Solche wandernden Wellen werden auch stationdre
Losungen der mKdV—Gleichung genannt, da ihre Form zu allen Zeiten un-

verandert bleibt.

19. Der mKdV—Fluf3} der Meridiankurve

Mit den Formeln aus dem letzten Abschnitt 148t sich der fogende Satz
beweisen.

19.1. Satz. Sei~y: R X [—€,¢] — H eine glatte Kurvenschar in der POIN-
CAREschen Halbebene H und ~(x,0) nach der hyperbolischen Bogenlinge
parametrisiert. Bezeichne T den Tangenteneinheitsvektor und N den Nor-
maleneinheitsvektor der Kurven ~y(xz,t = const). Erfillt v die Differential-
gleichung

1
ﬁ:%ﬁ+DT+#N, (19.1)

dann sind alle Kurven v(x,t = const) nach der hyperbolischen Bogenlinge
parametrisiert und ihre hyperbolischen Krimmungen k(x,t) erfillen

3
k—ﬁ—aﬁﬁzo (19.2)
19.2. Bemerkung. Mit der Substitution k = —2u ist die Gleichung (19.2)
dquivalent zur mKdV-Gleichung

Ut — Uppr — 6u2ux =0.

Deshalb wird (19.2) oft genauso wie u; — Ugee — 6u?u, = 0 als mKdV-
Gleichung bezeichnet.

Es gibt eine Reihe weiterer Gleichungen, die iiber eine “triviale” Losungs-
transformation aus der mKdV-Gleichung in der Form u; — tgqs — 6u?uz = 0
hervorgehen, jede dieser Gleichungen wird “mKdV-Gleichung” genannt.

Sei beispielsweise @(z,t) = au(bx — ct,et) + f mit a, b, ¢, e, f € R und
a#0,b+#0 sowie e # 0. Dann ist @y — @igys — 642U, = 0 dquivalent zu

0 = a(—cug + eu) — ab uzpy — 6a*(u + f)*abu,

==  0=eus — bPugey — 6a’buPu, — 120%bfuu, — (6a%bf% + c)uy
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Es lassen sich also beliebige Koeffizienten vor den einzelnen Termen reali-
sieren, nur das Vorzeichen der Koeffizienten vor vy, und v?v, ist in allen
Fallen gleich.

Beweis. Wir kénnen die im vorigen Abschnitt hergeleiteten Gleichungen
verwenden. Die Gleichung (18.2) wird (19.1) wenn wir

1
oz:§/<;2—|—1 und B =~k

setzen. Aus (18.9) folgt dann
V=ad —vhk=kKr—vKK

Diese Gleichung ist fiir jedes x eine gewthnliche Differentialgleichung in ¢ mit
dem Anfangswert v(x,0) = 1. Also ist v(x,t) = 1 ihre eindeutig bestimmte
Losung. Damit sind die Kurven ~y(x,t = const) nach der hyperbolischen
Bogenldnge parametrisiert.
Mit v = 1 und Gleichung (18.11) folgt
3 /! 2 / n /.2 !/ 1 2./ /
k=0"+0(Kk"—1)+ar ="+ KK — K —|—§/£ K+ K
" 2

+ 3k
=K —K K .
2

O

19.3. Der vorangehende Satz wird dadurch interessant, dafl unter den sel-
ben Voraussetzungen auch das Potential v der Kurvenschar die mKdV-
Gleichung 16st.

Satz. Seiv: R x[—¢,e] — H eine glatte Kurvenschar und v(x,0) nach der
hyperbolischen Bogenlinge parametrisiert. Erfillt v die Differentialgleichung

1
y:§ﬁ+nT+4N, (19.3)

dann erfillt das Potential u(z,t) der Kurven ~vy(z,t = const) die mKdV-
Gleichung

u—u" — 6uu = 0.
Beweis. Die Differentialgleichung (19.1) ergibt fiir die Komponenten r
und h:
7 =ar’ — pgh
h=ah' + Br',
dabei ist wie zuvor o = %/{2 +1und 8 =K.
Sei ¢: IR x [—€,¢] — IR der Anstellwinkel des Tangentialvektors der
Kurven 7(z,t = const), dann gilt nach 17.7:

2u=¢ +sing = —2u=¢ +pcosp.

Wir berechnen zuerst ¢. Da die Kurven (¢, t = const) nach Satz 19.1 fiir
alle Zeiten nach der hyperbolischen Bogenlinge parametrisiert sind, kénnen
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wir 7> + h'> = 12 und die Ableitung dieser Gleichung r'r” + h'h" = 71’
verwenden.

0 (W 'R — B
— — arctan { — e
LT r’ 72
or'h + ar'h + B/TIQ + ﬂT’IT” — o' — ar"h + 5/h/2 + ﬁh/h”
- 2

,
T/h// _ ,r,//h/ T,
=a——5— +ﬂ’+ﬂ? =ay + [ + Beose.

Fiir die Ableitung von u nach der Zeit ergibt sich mit

—2u=da'¢ +ap’ + 3"+ 3 cosp — B¢ sinp
+ o’ cosp + [ cosp + Beos® p  (19.4)
= a(¢” + ¢’ cosp) + ' + B(cos® p — ¢ sin ) + 26 cosp +

Mit k = ¢’ —siny (s. 17.7) erhalten wir fiir die Ableitungen von « und S:

a= %F&2+1: %(ap'—singo)2+1 = %@'2—<p’sin<p+%sin2cp+l,
o =" — ¢ sinp — @’2 cos i + ¢ sin ¢ cos ¢,

B=r=¢" -y cosp,

B =" — " cosp+ ¢ sing,
B =" — " cosp+ 300" sinp + @'3 oS (.

Setzen wir diese Gleichungen in (19.4) ein, so folgt

1 1
— = 590/280// _ 80/30// sin o + 590// sin? o+ 4,0//

1 3 /2 . 1, . 2 ,
+§<p cosp — smgocosw—i—igo SIN” Y COs Y + ' COS P
+ 2" — " sing — ¢'® cosp + ¢ sin g cos ¢
—|—<p”cos2<p—cp’cos3g0—g0’<p"sin<p+<p’2sin<pcos<p
+ 2¢
_1_90////

"

cos ¢ — 2¢" cos? ¢ + 2@’2 sin  cos ¢

/N

— " cosp + 3¢ p sin<p+g0'3cosgp

3 1 1
= §LP/2<,0/' + 5@" sin? @+ 90” + 5@'3 cos Y + 34,0'2 sin ¢ cos ¢

"

1
+ 5(,0’ sin ¢ cos p + ¢’ cos p — ¢ cos? o — ' cos® o + " cos p + ¢

3 3 1
= 5%0/280” + 5@” sin® p+ 5«,0’3 cos p + 34,0’2 sin ¢ cos ¢
3
+ §g0’ sin2 pcosp + go”’ cosp + go””



48 19. DER MKDV-FLUSS DER MERIDIANKURVE

In der letzten Gleichung wurde zweimal cos? ¢ durch 1 — sin? ¢ ersetzt. Mit
—2u = ¢/ + sin ¢ erhilt man andererseits

3
—2u" =120’ = (¢ +sin )" + S (¢ +5in0)*(¢' + sin )’

3
:gD””+QOWCOSQ0—3g0/g0”SiIl<,0—g0/3COSg0+5@/2(QOII+QOICOS<,0)

3
+ 3¢’ sin p(¢" + ¢’ cos ) + 3 sin? (" + ¢ cos )

1 3
:ap””—i—cp’”cosgo—&—5(,0’3005@—1—5@’24,0”

3 3
+ 3@'2 sin ¢ cos ¢ + 5@" sin? w+ Ego' sin? (p Ccos @
Damit ist die Behauptung gezeigt. O



IV. Eine BACKLUND-Transformation der
mKdV—-Gleichung

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden die 1-Solitonen der mKdV—
Gleichung bestimmt. Wir leiten dann unter der Annahme, daf der Uber-
gang von einer Drehfliche zu ihrer dualen Drehfliche Losungen der mKdV-—
Gleichung in Losungen der mKdV-Gleichung tiberfiihrt, eine BACKLUND—
Transformation dieser Gleichung her und beweisen, daf dieser Ubergang
wirklich eine BACKLUND-Transformation der mKdV—Gleichung ist.

Wie bei der BACKLUND—Transformation der sine-GORDON-Gleichung
gilt hier der BiANCHIsche Vertauschbarkeitsatz, mit dem sich die aufein-
anderfolgenden BACKLUND-Transformationen einer gegebenen Losung der
mKdV-Gleichung nach dem ersten Schritt ohne weiteres Losen von Dif-
ferentialgleichungen berechnen lassen. Diesen Satz wenden wir im letzten
Abschnitt auf die triviale Losung v = 0 der mKdV—-Gleichung an und er-
halten die von Ryogo HIROTA in [Hirota 74| angegebene Formel fiir die
N-Solitonen-Lésungen der mKdV—Gleichung.

Die BAckLUND—Transformation der mKdV-Gleichung hat die Eigen-
schaft, dal eine Losung der mKdV—-Gleichung und ihre BACKLUND—Trans-
formierte eine Kurve in der POINCAREschen Halbebene bestimmen, deren
Kriimmung mit der Ausgangslosung und deren Potential mit der transfor-
mierten Losung der mKdV-Gleichung iibereinstimmt. Dieser Satz bedeutet,
auf die N—Solitonen angewandt, dafl zu jedem N—Soliton und jedem aus ihm
durch eine BACKLUND—Transformation hervorgehenden (NN + 1)-Soliton ei-
ne Kurve in der POINCAREschen Halbebene gehort, deren Kriimmung das
N-Soliton und deren Potential das (N + 1)-Soliton ist. Der Anstellwinkel
des Tangentialvektors dieser Kurve ist, wie die N—Solitonen der mKdV—
Gleichung, durch eine explizite Formel gegeben.

20. Die 1-Solitonen der mKdV—Gleichung

In diesem Abschnitt sollen solitdre Wellen bzw. wandernde Wellenlésun-
gen der mKdV—-Gleichung untersucht werden. Das sind die Lésungen der
mKdV-Gleichung, welche aus einer Funktion f: R — IR durch

u(z,t) = f(x+ct)

hervorgehen. Dabei ist ¢ € IR die konstante Wanderungsgeschwindigkeit der
Welle.

49



50 20. DIE 1-SOLITONEN DER MKDV-GLEICHUNG
20.1. Setzt man diese Gleichung in die mKdV-Gleichung ein, so 148t sich
das Ergebnis folgendermaflen integrieren:
0=ut — Ugps — 6u2u$
— O=cf —f" —6ff
— a=cf—f"—2f3.

Dabei ist a € IR eine Integrationskonstante. Schlieen wir lokal konstante
Lésungen aus, dann ist R\ {z € R | f'(z) = 0} dicht in R und die
Multiplikation mit f’ eine Aquivalenzumformung:

a:cf—f”—2f3
— af =cff' = f'f =21°f
— af+b:%cf2—%f’2—%f4
— 2 =—f 4+ cf? = 2af — 2b. (%)

Diese Gleichung ist eine elliptische Differentialgleichung. Fallen Nullstellen
des Polynoms F(f) = —f4+cf?—2af—2b zusammen, so besitzt () explizite
Losungen. Andernfalls sind die Losungen Umkehrungen elliptischer Integrale
und damit elliptische Funktionen.

20.2. Wir setzen nun voraus, dafl f mit all seinen Ableitungen fiir x — 400
gegen Null konvergiert. Dann gilt a = b = 0 und es folgt, dal (%) nur fir
positive Geschwindigkeiten c¢ reelle Losungen besitzt. D.h. in diesem Fall ist

die Gleichung
[N e Ny
/L ==z
fe—f?

fiir ¢ € Rsg zu losen. Nach [Bronstein, 1.1.3.3, Nr. 258] erhalten wir

f(z) = £v/csech(v/ex + d)

mit einer beliebigen Integrationskonstante d € IR. Damit haben wir alle
1-Solitonen—Lésungen

sa(z,t) = xasech(azx + a3t + d)

der mKdV—-Gleichung fiir beliebige Konstanten a, d € IR ermittelt. Fiir jedes
feste t € IR ist dies das Potential der als Drehfléiche parametrisierten S? ohne
Nord— und Siidpol, wenn die Meridiankurve in H, nach der Bogenldnge
parametrisiert ist (vgl. 13.4).

21. Eine Bicklund—Transformation fiir die mKdV—-Gleichung

21.1. In der Literatur findet sich keine allgemein akzeptierte Definition fiir
den Begriff “BACKLUND—Transformation”. Mehrere Beispiele und allgemei-
ne Beschreibungen von BACKLUND—Transformationen findet man in einem
von Robert MIURA zusammengestellten Tagungsbericht [Miural].

Die Untersuchung von Fléchentransformationen [B& 1873| und insbe-
sondere von Flidchen mit konstanter negativer Kriimmung [B& 1883] fiihrte
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Albert V. BACKLUND auf eine Verallgemeinerung der BIANCHIschen Trans-
formation'® solcher Flichen. Diese Transformation soll hier als ein Beispiel
kurz vorgestellt werden.!?

21.2. Die Flichen (M,g) konstanter negativer Kriitmmung K = —-; be-
0

sitzen lokal Asymptotenlinienparametrisierungen f: IR?> > U — M mit
(u,v) — f(u,v) (s. [Spivak, S. 322]), in denen die quadratische Form g¢°
der RIEMANNschen Metrik g die Gestalt

¢’ = QZ(alu2 + 2 cos 2w dudv + va)

annimmt, wobei 2w der Winkel zwischen den Asymptotenlinien ist. Jeder
Losung w der partiellen Differentialgleichung

d?w
Judv

entspricht eine Flidche mit konstanter Kriimmung [Bianchi, §67]. Diese Glei-
chung wird auch die sine-GORDON—Gleichung genannt. Jede Losung w(x, t)
dieser Gleichung erzeugt durch w(au, év) fiir eine beliebige Konstante a € IR
eine 1-parametrige Schar von Losungen. Diese Losungstransformation wird
von BIANCHI als LiEsche Transformation der sine-GORDON-Gleichung be-
zeichnet.

Die von Luigi BIANCHI in seiner Dissertation [B 1879] geometrisch ein-
gefiihrte und von ihm als Komplementértransformation bezeichnete Fléchen-
transformation kann man folgendermafien beschreiben. Geniigt die Funktion
w(u,v) der sine-GORDON—Gleichung, dann besitzt das System von gewohn-
lichen Differentialgleichungen

(¥ — w)y = sin(¥ + w),
(¥ 4+ w)y = sin(¥ — w)

= sin(2w)

fiir jeden Anfangswert w(xg,ty) = wp eine eindeutig bestimmte Losung 1.
Diese Losung ist dann immer auch eine Losung der sine—-GORDON-Glei-
chung. Sie heifit die Komplementértransformierte von w. Wendet man zu-
sitzlich die Liesche Transformation ©(u,v) := ¥(au, 1v) und Q(u,v) =
w(au, 1v) fiir a € R an, so erhilt man die BACKLUND-Transformation der

sine-GORDON—-Gleichung
(0 —Q), =asin(© + Q),
(©+Q), = ésin(@ — Q).

21.3. Wir zeigen nun, dafl der Ubergang zur Familie der Dualflichen ei-
ner gegeben Familie von Drehflichen eine BACKLUND—-Transformation der
mKdV-Gleichung fiir die hyperbolische Kriimmung x(z,t) und x*(z,t) ih-
rer Meridiankuven bzw. fiir ihre Potential u*(z,¢) und u(x,t) darstellt. Nach

1Djese Flichentransormation wird von Luigi BIANCHI in seiner Dissertation [B 1879]
eingefiihrt. Es existiert auch eine deutsche Zusammenfassung dieser Arbeit [B 1880].

BDabei folge ich den “Vorlesungen iiber Differentialgeometrie” von Luigi BIANCHI
[Bianchi, Kapitel XVII, besonders §268].
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17.7 gelten die Formeln
—2u" =K =, —asiny,
—2u = K" = @, + asinp, (%)

wobei die Meridiankurven als Kurven in H,, a € IRsg betrachtet werden.
Die gesuchte BACKLUND—Transformation 148t sich am besten mit den in
direktem Zusammenhang zu k und x* stehenden Grofien

w(z,t) :——/ju(&,t)c@—@—l(ﬂ = U= —W,,

w(z,t) ::—/Oxu*(g,t)dg_%’t)_i_l(t) — U =—uw

formulieren.'® Dabei ist : IR — IR eine beliebige Funktion, die durch das
folgende Lemma néher bestimmt wird. Addieren wir die beiden Gleichungen
in (%) zusammen, so gilt

(WHw)s=p; = wt+w" =0
Diese Gleichung, in die Differenz der Gleichungen (x) eingesetzt, ergibt
(w—w"), = asin(p) = asin(w + w").

Man beachte die Ahnlichkeit dieser Gleichung mit denen der BACKLUND—
Transformation der sine-GORDON-Gleichung 21.2.

21.4. Fiir die vollsténdige BACKLUND—Transformation ist eine weitere Glei-
chung fiir die Ableitung nach der Zeit erforderlich. Diese ergibt sich aus der
Bedingung, dafl v und u* die mKdV—-Gleichung 16sen sollen. Bevor wir die
vollstiandige BACKLUND—Transformation angeben kénnen, ist es wichtig, den
Zusammenhang von w und u, falls v eine Losung der mKdV—-Gleichung ist,
klarzustellen.

Lemma. Seiu: R x IR — IR eine Losung der mKdV-Gleichung
Ut — Uppy — 6u2ux =0.

Dann gibt es eine Funktion [: IR — IR, so daf

(@, 1) = — /Oxu(ﬁ,t) de — “’(g’ Dy

eine Losung der Gleichung

Wi — Wege — 2w§ =0

ist. w ist bis auf die Addition einer Konstante eindeutig bestimmt. w wird
wegen der Gleichung u = —w, ein Potential von u genannt.

Beweis. Sei @(x,t) := —fo u(&,t) dé — @(Ot , dann gilt v = —w,. Setzt
man diese Gleichung in d1e mKdV- Glelchung fur u ein, so folgt

2
Wyt — Wegzr — 6(.«)1,(0133 =0,
16Djeses Vorgehen geht auf den Artikel “Bécklund transformation for solutions of

the Korteweg—de Vries equation” von Hugo WAHLQUIST und, Frank ESTABROOK zuriick
[WaEs 73|.
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also ist @p — Wype — 203 unabhiingig von z. Damit folgt die Behauptung
genau dann, wenn man

t
I(t) := / Ot (2,T) — Qg (z,7) — 203 (z, 7) d7 + 1
0

setzt, wobei [y € IR eine frei wiahlbare Konstante ist. O

21.5. Satz (BACKLUND-Transformation der mKdV-Gleichung).
Sei w*: R x R — R eine glatte Abbildung, bezeichne x die erste und t
die zweite Koordinate von IR X IR und sei a € R eine beliebige Konstante.

Die Abbildung w* geniigt unter diesen Voraussetzungen genau dann der
Gleichung

*_

Wi — Wypy — 2w;3 =0, (xx)

wenn das System gewdhnlicher Differentialgleichungen

(w—w"), = asin(w + w")
(w—w") = 2aw;, cos(w + w") (B)

+ (2aw? + %) sin(w + w*) + 2a® W’

eine Losung w: IR X R — IR besitzt. Die Lisung w ist, ebenso wie w*, eine
Lésung der Gleichung (*x).

Mit Lemma 21.4 folgt aus diesem Satz:

21.6. Korollar. Das System (B) ist eine BACKLUND-Transformation der
mKdV-Gleichung.

Beweis des Satzes. Leitet man die erste Gleichung von (B) nach ¢, die
zweite nach z ab, dann erhélt man (wobei im folgenden aus Griinden der
Ubersichtlichkeit das Argument w + w* von sin und cos weggelassen wird):

* *
Wt = Wy + a(w + w*)¢ cos
= wyy + 2aw; cos +a(w — w™); cos
2 :
=wy +a <2w;“ + 2aw, cos +2a wk” sin +2a* Wi + @ sm> Cos,
Wie = Wiy + 2a W, cos —daw’, w’ sin —2a® W’ sin® +4a w’,w’ sin

2 :
+ 4aw’? cos +2a% wi? sin cos +2a° W’ cos +a* sin cos +2a% W,

=w;, +a <2w;m + 2aw?, cos +4w’? + 2aw*? sin +2a°w? + a® sin) Cos .

Losen nun w und w* das Gleichungssystem (B), dann erfiillt wegen wyy = wyy
die Abbildung w* die Gleichung (#x*). Umgekehrt erkennt man, dafl (xx) die
Kompatibilitdtsbedingung des Systems (B) im Sinne von Satz 14.3 darstellt.
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Weiterhin erhalt man fiir w:

w;® = (Wi + asin)?

= w? 4 3aw?? sin +3a’w} sin? +-a% sin®,
Wrgr = (W) + asin)ze = wi,, + a((2w] + asin) cos),

— ¥ 2

* 2 % 2 3o
= Wy + 2aw, cos +2a”w, cos” +a” sin cos

2 2 3 3

— daw?? sin —4a’w’ sin? —a® sin®,

2 . .
wi = wi + 2aw?, cos +2aw? sin +a® sin +2a% W,

Daraus folgt
Wi — Wagr — 2wx3 = 0.
O

21.7. Die BACKLUND-Transformation (B) 148t sich dazu verwenden, aus
einer Losung der mKdV—-Gleichung v ein ganzes Gitter von Losungen dieser
Gleichung zu erzeugen. Fiir jede Folge (a;);en in IR definiert (B) mit Lemma
21.4 eine Folge von Losungen (u;);en der mKdV—-Gleichung, wobei in jedem
Schritt der Anfangswert von u; frei wahlbar ist. Die Losung wu;11 heifit die
BAcCKLUND-Transformierte von w; unter der BACKLUND-Transformation

By, - Diese Konstruktion 148t sich mit dem folgenden Schema veranschau-
lichen:
Ba, By Ba,
u —_— u1 —_— UQ o oe. uz —_— ul+1 ...
. B :
Dabei bedeutet v —— u*, daBl w und w* mit v = —w, und v* = —w} das

System (B) lésen.

21.8. Beispiel. Sei uv* = 0 die triviale Losung der mKdV—-Gleichung. Nach
Lemma 21.4 gehort dazu w* = 0, die triviale Losung von (kx). Das System
(B) nimmt dann die Form

wz = a sin(w)
{ w; = a® sin(w)
an. Die allgemeine Losung dieses Differentialgleichungssystems ist
w = +2arctan(e’) mit 6 =azx+ a3t +ec,
= u = wj, = fasech(0).
Dies sind die 1-Solitonen der mKdV-Gleichung (vgl. 20.2).

21.9. Satz. Sei w eine BACKLUND-Transformierte von w* via B,. Dann
gibt es zu jeder Zeit t € R eine (bis auf Streckung in Null und Transla-
tion entlang der i—Achse) eindeutig bestimmte Kurve in H,, so daf8 ihre
Kriimmung k in H, und ihr Potential durch

k=2w, und u=—wy

gegeben sind. Der auf die j—Achse bezogene Anstellwinkel des Tangentialvek-
tors dieser Kurve ist

p=w+w".
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Beweis. Da w eine BACKLUND—Transformierte von w* via B, ist, gilt
(w—w")y = asin(w+ w*) = a sin(p).
Daraus und aus 17.7 folgt
2wy = (W—w")p + (W+w")z = asin(p) + v, = —2u,
wr = —(w—w")s+ (w+w)y = —a sin(p) + ¢, = k.

Sei umgekehrt eine Kurve in H, mit der Kriimmung x und dem Poten-
tial u gegeben und sei ¢ der auf die j—Achse bezogene Anstellwinkel ihres
Tangentialvektors, dann gelten nach 17.7 die Gleichungen

K= —Q(N+1) sm(gp) + und —2u= A(N+1) 811'1(90) + Pz

Der Winkel ¢ ist durch diese Gleichungen eindeutig bestimmt.
Jede Funktion ¢: IR — IR definiert durch

r = a(ny1)rcosy, r>0 und h = a(N41)rsing

modulo Verschiebung entlang der i-Achse und Streckung in Null eindeutig
eine Kurve v = rj+ hi in H,, so dafl ihr Anstellwinkel gleich ¢ ist. U

22. Der Bianchische Vertauschbarkeitssatz
22.1. Wir haben gesehen, daf sich das Differentialgleichungssystem (B)

im Falle w* = 0 leicht 16sen 148t. Der néchste Schritt w BL? fiihrt be-
reits auf eine RICATTIsche Differentialgleichung. Dem Anschein nach wird
es immer schwieriger, weitere BACKLUND—Transformationen B, auf die be-
reits gefundenen Losungen anzuwenden. Dies ist jedoch nicht der Fall. Nach
dem BIANCHIschen Vertauschbarkeitssatz gibt es eine explizite Gleichung,
mit der sich alle nach dem ersten Schritt in dem Gitter 21.7 auftretenden
BAcCKLUND—Transformationen berechnen lassen.

Satz (BIANCHI'S Vertauschbarkeitssatz).

Seien wy und we BACKLUND-Transformierte via By, bzw. B,, von wy mit
a1 # as. Dann gibt es eine gemeinsame BACKLUND-Transformierte w von
w1 via By, und von we via By, die durch folgende Gleichung eindeutig be-

stimmt ist:
w — wo ai + az w1 — wg
tan = tan | —— | .
2 al — as 2

Dieser Satz lifst sich mit folgendem Schema veranschaulichen:

wOBa/l' 1%5,‘)
- -

Ba2 w2 Ba1
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Beweis. Nehmen wir zuerst an, es gibt eine gemeinsame BACKLUND—
Transformierte w von wy via as und ws via a1. Dann erfiillen wg, wy, wo und
w die folgenden vier Gleichungen fiir die Ableitungen nach z:

(w1 — wo)z = a1 sin(wy + wo), (w2 — wo)a = azsin(ws + wo),
(W—w1), =azsin(w+ wi), (w—wa)y = agsin(w + ws).

Addieren wir die linken Gleichungen zusammen und ziehen die rechten davon
ab, so erhalten wir

0= (w1 —wo)z — (w2 —wo)e + (W —wi)e — (W—w2)s
= a3 sin(wy + wp) — ag sin(wg + wp)
+ ag sin(w + wy) — a; sin(w + wa)

< 0 = a1 sin (%) cos (%)

+ agsin (wl—w22—wo+w) COS (w1+w2;rw0+w)
— 0=a, (sin (%) CoS (@) +sin (wOQ—w)cos (W15w2))
+a (sin (2152) cos (4072) — sin (72 cos (£152))
— 0= (a1+a2)sin(“’15w2)cos ("’02_“’)
+ (a1 — ag) sin (£372) cos (£1522)
— tan (952) = G192 tan (“1592)

Gibt es also ein w mit obigen Eigenschaften, dann ist w durch

w = wo + 2arctan Ay tan (£542))

mit A1y = £ gegeben,
al _a2 . . . . .. .
Wegen der Symmetrie dieser Gleichung in w; und wy gentigt es zu zeigen,
dafl w eine BACKLUND-Transformierte zu w; via By, ist, anders gesagt, es

bleibt zu zeigen, daf§ w eine Lisung des Systems

(W —w1)t = 20 Wizg cos(w + w1) + 2awiz? 4+ a®) sin(w + w1) + 26wy,

(%)

{ (W—w1)y = azsin(w + w1)

ist.
Fiir die linke Seite der ersten Gleichung dieses Systems gilt

Ao (1 + tanQ) w1 — Wy
1+ A2, tan? 2 .

(Ww—wi)z = (wo —w1)z +2

von tan aus Griinden der Ubersichtlichkeit

dabei wurde das Argument
im folgenden weggelassen. Mit

w1 —w2
2

1 — A2, tan?
cos (2arctan (Aqo tan)) = ——22
( (412 ) 1+ A%Q tan?

2A12 tan

sin (2 arctan (A2 tan)) = ————
n (2arctan (Ao tan)) = == S
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folgt fiir die rechte Seite der ersten Gleichung von (x):
az sin(w + wy)

1-— A%Q tan2 2A12 tan
1+ A2,tan? 1+ A%, tan?

= ay <sin(w1 + wo) cos(wy + w0)> .

Setzt man nun die Gleichungen fiir (wp—w1 ), und (wp—ws2), in die erste Glei-
chung von (*) ein und multipliziert die ganze Gleichung mit (1 + A3, tan2),
so erhilt man die folgende, zur ersten Gleichung von (%) dquivalente Glei-
chung:

— aysin(wy + wp) (1 + A3, tan?)
+ A (1+ tan?) (a1 sin(wi + wp) — ag sin(ws + wp)) ()
= agsin(w; + wp) (1 — A%2 tan2) + 2ag cos(wy + wp)Ajg tan

Aus A5 — 1 =222 folgt:

a
ags—ai

Apa(1 4 tan?) — (1 4+ A2, tan?) = 2 @

(1 — Ao tanQ) .

al — ag
Damit ist (#*) dquivalent zu

a1a2
2

sin(wy + wp) (1 — Ao tan2) — agAqgsin(ws + wy) (1 + tan2)
a1 — ag

= ag sin(wy + wp) (1 — A%Q tan2) + 2a9 A1 cos(wy + wp) tan

<  agzsin(w; + wp) (2a1 —2a1A19 tan2)
— as(a1 + az) sin(ws + wp) (1 + tan?)
= ag sin(wy + wp) (a1 —ay — (a1 + az)Aq tan2)

+ 2as(a1 + a2) cos(wi + wp) tan

<  az(a1 + a2)sin(w; + wp) (1 — tanz)
— as(a1 + az) sin(ws + wp) (1 + tan?)
= 2as(a + a2) cos(wy + wp) tan

< 2cos(wy + wp) tan = sin(wy 4+ wp) — sin(wz + wp)

— (sin(wy 4 wo) + sin(ws + wp)) tan?
<  cos(w1 +wp)tan = cos (wiﬁ“’;“wo) sin (#1542

— sin (%ﬁ%o) sin (%) tan

— COS(wl + WO) = coS (w1+w§+2wg) oS (wl sz)

w1+w§+2m)) sin (W1 5w2) .

—sin(

Damit ist die erste Gleichung von (x) bewiesen. Die zweite 1i8t sich analog
zeigen. Der Beweis ist entsprechend ldnger, da man die eben vollzogenen
Schritte fiir die Koeffizienten von wg,, wozz, wgz und die verbleibenden Terme
auszufithren hat. Darauf soll hier jedoch verzichtet werden. O
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23. N—-Solitonen der mKdV—Gleichung
und die zugehoérigen Drehflichen

In diesem Abschnitt soll das im Beispiel 21.8 begonnene Gitter von
BAcCKLUND—Transformierten der trivialen Lésung v = 0 der mKdV—Glei-
chung fortgesetzt werden. Es stellt sich heraus, da} der N-te Gitterpunkt
die N—Solitonen der mKdV—-Gleichung beschreibt.

23.1. In 21.8 haben wir bereits die 1-Solitonen

Sq(x,t) = i%wa(x,t) = i%@ arctan(e?)) = +a sech(6)
mit 6 =ax +a’t+c sowie a,c€ IR,

der mKdV-Gleichung als die BACKLUND—Transformierten der trivialen Lo-
sung v = 0 via B, erkannt. Diese bilden den Ausgangspunkt fiir die Anwen-
dung des BiANCHIschen Vertauschbarkeitssatzes 22.1.

Um die Formeln einfacher zu gestalten, verwenden wir neue Notationen.
Das Vorzeichen =+ laf3t sich in der frei wihlbaren Konstante ¢ verstecken,
indem man ¢ € R UIR + {in} beliebig variiert. Fiir die Potentiale w von
Losungen der mKdV—Gleichung w fithren wir folgende Darstellung ein.

Definition. Eine Abbildung f: IR x IR — C heif}t ein Reprdsentant von w
bzw. u = —w,, falls

ﬂ%ﬂ)

Mnﬂ:im<ﬂ%ﬂ

gilt. 17

Die Funktion f ist durch w nur bis auf einen reellen, von x und ¢ abhéngi-

gen Faktor bestimmt.

23.2. Die 1-Solitonen lassen sich folgendermafien darstellen:

fi=1+ief
9 1—ief
si(z,t) = %iln <T;Z@> = asech(f).

SchlieBlich soll der Faktor i vor e’ noch in der Variable # untergebracht
werden. Im folgenden verwenden wir

0:ax+a3t+c+%7r
anstelle obiger Definition von #. Dann ist f; = 1 + e’.

23.3. Der Sinn dieser Vorarbeit ist, die Formel aus dem BIANCHIschen Ver-
tauschbarkeitssatz

w — wo aj + aq w1 — w2
tan = tan
2 a1 — ag 2

Djiese Darstellung wurde von Ryogo HIROTA in [Hirota 74] verwendet, um mit
anderen Mitteln als den hier vorgestellten eine Formel fiir die N—Solitonen der mKdV-
Gleichung herzuleiten.
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einer Hintereinanderausfithrung etwas zugénglicher zu machen. Seien also
9o, g1, g2 und g Représentanten von wqg, wi, we und w. Dann ist die obige
Gleichung mit tan(x) = —itanh(iz) dquivalent zu:

3 (5) -z () = (g (5) -2 (2))
tanh( =In( =] —=In | = =tanh(=-In{= | —=In( =
<2 <9> 2 <90 2 g1 2 92

_ 99 1 — 9192

990 _ 9192
1 gﬂ 1 g192
+ 990 + 9192

_ 909192 + 9192 — A12(9192 — G192)
90 9192 + G192 + A12(91G2 — §192)

Q |l

Damit ist
9= 90(9192 + 9192 + A12(9192 — 9192))
ein Représentant der gemeinsamen BACKLUND-Transformierten der durch

g1 und go représentierten Losung der mKdV-Gleichung. Mit dieser Formel
konnen wir nun den folgenden Satz beweisen.

23.4. Satz. Die sukzessive durch 21.5 bestimmten BACKLUND-Transfor-
mierten der trivialen Losung u =0 der mKdV-Gleichung werden durch

N N
fy = Z Hemei H Ay;ﬁﬂﬂ (%)

pe{0,1}N i=1 j=it1
reprdsentiert, dabei ist

i , .
0; = a;x + a?t +c + §7T, a; € IR paarweise verschieden

sowie ¢ € RUR+ {in}, A;; = ai 1 4

a; — aj
firi#j3 und di,5=1,...,N.

Die Laufvariable g der Summation (%) kann man sich als natiirliche
Zahl in Binédrschreibweise mit N Stellen vorstellen. Dann ist p; ihre i-te
Stelle bzw. ihr i-tes Bit und |p; — ;| steht fiir das exklusive Oder zwischen
dem i—ten und j—ten Bit. Diese Formel stimmt mit der von Ryogo HIROTA in
[Hirota 74] angegebenen Formel fiir die N—Solitonen der mKdV—Gleichung
iiberein.

23.5. Wir beweisen den folgenden, etwas genaueren Satz.
Satz. Sei N € IN, N > 2. Seien
a;€R, ¢ €e RUR+ {ir}, fir i¢,j=1,...,N

beliebig, aber fest gewdhlt und sei

Gi:aix+a?t+0i+%7r, fir i,5=1,...,(N —=1),

3 i
9N:aN:r+aNt+cN—§7r,
a; + a;
Al‘jzil—i_ J f’lﬂ’l%]
a,-—aj
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Seien weiterhin go = f(n—2), 91 = f(v—1) und g2 = f(ny—1) durch die Formel
(x) gegeben, wobei in der Formel fiir go die Variable O y_1y durch O ersetzt
wurde.

Dann sind g1 und go Reprisentanten der BACKLUND-Transformierten
via Ba(Ni1 bzw. By, der durch gog reprdasentierten Losung der mKdV-Glei-
chung. Die Abbildung g = fn reprdsentiert die nach dem BIANCHIschen
Vertauschbarkeitssatz 22.1 zu g1 und g2 via B,y bzw. Ba(N—l) gehdrende
gemeinsame BACKLUND-Transformierte, dabei wird in der Formel fiir g
wieder die ibliche Form der Variable

3 i
On :aNx+aNt+cN+§7r
verwendet.

23.6. Korollar. Sei N € IN,

k(z,t) = 25% <i In <%>) ein N —-Soliton und

o (. ﬁN+1)(x7t) . .
w(x,t) = —— |iln | ————F———= ein (N + 1)-Soliton
(2,0) = = ( ( T (N +1)
mit den selben Konstanten a; und c;. Dann ist
fn(z,t Jt
oo, t) = iln [ 2D ven (@)
In(z,t) fingr)(z, )

zu jeder Zeit t € IR der auf die j—Achse bezogene Anstellwinkel des Tan-
gentialvektors einer Kurve, deren Kriimmung in Ha<N+1> gleich k und deren
Potential gleich w ist. Die Kurve ist durch k und w (bis auf Streckung in
Null und Translation entlang der i-Achse) eindeutig bestimmit.

Beweis. Das Korollar folgt mit Satz 21.9 direkt aus Satz 23.5. g

23.7. Korollar. Seien k und u wie in Korollar 25.6 gegeben. Dann ent-
spricht die Variation der Konstanten c(y41) € RUIR+{ir} einer MOBIUS -
Transformation'® der zu k und u zu jedem Zeitpunkt t € IR gehérenden
Kurve.

Beweis. Da k bei dieser Variation der Konstanten fest bleibt, folgt die
Aussage aus der Tatsache, dafl eine Kurve im hyperbolischen Raum H a1
durch ihre Kriimmung bis auf eine MOBIUs—Transformation eindeutig be-
stimmt ist. U

Beweis des Satzes. Wir beweisen diesen Satz durch vollsténdige Indukti-
on. Der Induktionsanfang ist mit der Bestimmung der 1-Solitonen als BACK-
LUND—Transformierte der trivialen Losung v = 0 der mKdV—Gleichung, die
durch fp = 1 représentiert wird, erledigt worden (vgl. 21.8 und 23.2).

Es bleibt also zu zeigen, dafl ¢ = fn bis auf einen reellen Faktor der
Gleichung

9= 90(9192 + G192 + An—1)n (9192 — 192))

18Rine Abbildung des hyperbolischen Raumes in sich heifit MOBIUS-Transformation,
falls sie eine Komposition der in Satz 16.6 angegebenen Isometrien von H,, a € R ist.
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geniigt (s. 23.3). Die Formel fiir g ist
9o = Z He““HA‘”’ =

ne{0,1}N-2 i=1 J=i+1

In den Formeln fiir g; und gy spalten wir die Summanden ab, die e/~
bzw. e~ enthalten'

g1 = Z HA’“ 1)6“”1_[/1|“Z zl

ne{0,1}N-2 =1 j=i+1
(3 Mo I aie) o
ne{0, 1}N 2 =1 Jj=i+1
go = Z H A/h 6“16 H A|Mz ]
ne{0,1}VN-2 i=1 Jj=i+1
s e T ape) e
pe{0,1}N-2 i=1 j=i+1

Damit kénnen wir das Produkt von ¢g; und go berechnen, wobei jetzt die
Summe in vier Summandengruppen aufgeteilt wird.

i A i+vi)0; i — g1+ vi—vj|
9192 = ZH D" Ay Afyelrit) H At ’

v 1=1 J=i+1

_ E H VzAl Hi )A]- Vze ,Uf7,+V7, i H A'Nz /’LJ|+|V74 VJl eeN—1+9N
v =1 =i+l

_ g H VZAMZ )Al Vze /1'7,+V7, i H A'Mz /LL]|+|U’L_VJ| €9N
v =1 =i+l

(Tt ateveon TT atsomucen) v
wy =1 j=i+1

Die Summen gehen hier iiber alle u, v € {0,1}V2.

Jetzt berechnen wir go(g192 + 9192 + A(v—1)n (9192 — §192)). Der Realteil
von g1g2 wird dabei mit go, der Imaginéirteil mit A y_;)x go multipliziert.
Aus der Formel fiir 6; folgt, daf§ ein Summand in g1 g reell ist, wenn er eine
gerade Anzahl von Faktoren e’ enthilt, d.h. wenn

N-2
Z Hi + v
i=1

gerade ist. Andernfalls ist der Summand imagindr. Wir definieren die fol-
gende Hilfsfunktion

N-2
V)= (Z 75 —|—1/¢> mod 2,
i=1
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welche gerade dann Null ist, wenn der entsprechende Summand reell, und
Eins, falls er imaginér ist. Damit erhalten wir

90(9192 + 9192 — A(n—1)N (91§2 — 9192))

)
-5 e T e
(3
v, 7€{0,1}V =2 i=1
H Alﬁ%‘_.uj|+|Vi_l’j‘+‘7—i_7—j|
ij
j=i+1
N—2
+ S Ay TTnmagy Ay el
— T
pv,TE{0,1}N =2 =1
H A‘Nz NJ"HW VJ"HTl 7—7‘ eeN—l“'eN
j=i+1
+ 2. A 1”)’N 1) Affy_p) Ayttt
K2
— + —
H A‘Nz N7|+|V1 VJ‘ ‘Tl 7—7‘ 69N
j=i+1
f[X A TLvmat, e
1
povTE{0,1}N =2 Z=1
N—2
H A‘Zl;l pg |-y —vj |+ T — 69N*1
j=it1

Die Formel fiir ¢ nimmt mit der Variable 5 = ayx + a}?’vt +ecn — ;w die
Form

g= Z H Au A%ema H A|.“z gl

ue{0,1}N-2 i=1 Jj=i+1
. 1—p; 1—pi  p1:0; H |1 —p5] ON_1+0N
> H At Ainte A e
ne{0,1}N =2 =1 j=i+l
1 1 1
_ Z H A” AN” ehifi H A"“ 1] An-1n N
ﬂ,VE{O,l}N 2 i=1 ] Z+1
N-2 N-2 ‘ ‘
1—pu Hi i H Hi—Hj On-1
+ Z H Ay iy Aine Ay An-1ne
pve{0,1}N-2 i=1 j=i+1

an. Die beiden Minuszeichen entsprechen genau der Tatsache, dafl wir hier
g mit der Variable 0 von gs geschrieben haben.
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Multipliziert man diese Formel mit dem reellen Faktor |go|? so erhilt
man

_ a i 7 i T L
gogog = Z H )" A#N 1)A5N€(“ HritT)
v, 7€{0,1}N-2 =1

H All‘l g |+ |vi—vj |+ =51
Jj=i+1

_ Z H uzAl i )Al Hi o (pitvitTi)0;

ne{0,1}N -2 =1

H A|.Hi*l‘j|+\l’z‘*l’j [+]7i—5] 691\7—1+9N
)

j=it1

_ Vz i 1—pi (ui+vi+7:)0;
§ : H AZ(N )AiN €
pv€{0,1}NV -2 i=1

H Alri—msltlvi—vilHni—mil | oy
ij
j=it+1

+ Z H l/lAl Hi )A‘” o(HitvitTi)0;

pv€{0,1}N -2 i=1

H A“‘l pjl|vi—vi| 4| =] 691\7—1
Jj=i+1

Vergleicht man nun die Koeffizienten der Summanden, in denen gleiche
Produkte von e auftreten in den Summen go(g1g2 + §192 +An—1)n (9192 —
g192)) und |go|?g, sortiert nach h(u,v) = 0 und h(pu,v) = 1 unter Verwen-
dung der Identitét

1- AlmAln = Amn(Alm - Aln)
fiir beliebige, paarweise verschieden m, n, [ € IN, so folgt
901%9 = 90(91G2 + G192 — A(v—1)n (912 — §192))-
Damit ist der Satz bewiesen. ([l
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