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Einleitung

In dem Artikel “Induced Surfaces and Their Integrable Dynamics”1 stellt
Boris Konopelchenko eine Methode vor, Flächen in IR3 durch Lösun-
gen von linearen partiellen Differentialgleichungen in zwei Variablen darzu-
stellen. Durch diese Darstellung induziert eine zu einer solchen Gleichung
assoziierte integrable nichtlineare partielle Differentialgleichung eine glatte
Transformation von Flächen. Ein einfaches Beispiel für diese Methode ist
die Weierstraß–Darstellung von Drehflächen und die modifizierte Kor-

teweg–de Vries–Gleichung (kurz mKdV–Gleichung)

ut − uxxx − 6u2ux = 0.

Dieses Beispiel wurde bereits von Iskander Taimanov in [Tai 97b] näher
untersucht. Die in diesem Artikel angestellten Untersuchungen sind der Aus-
gangspunkt der vorliegenden Arbeit.

Der Zusammenhang zwischen der mKdV–Gleichung und der Weier-

straß–Darstellung von Drehflächen läßt sich folgendermaßen beschreiben.
Sei M eine 2–dimensionale Mannigfaltigkeit mit komplexer Struktur und
f : M → IR3 eine konforme Immersion von M in den 3–dimensionalen
euklidischen Raum, dann besitzt f in jeder holomorphen Karte z : M ⊃
V → C eine (lokale) Weierstraß–Darstellung. Dies ist eine Abbildung

ψ =
(
ψ1

ψ2

)

: M → C
2, so daß

df = (ψ1 + kψ2) dz j (ψ1 + kψ2) (∗)
gilt, wobei IR3 mit Im IH = IRi⊕ IRj⊕ IRk, dem Imaginärteil der Quaternio-
nen, identifiziert wird, und λ̄ die zu λ ∈ IH konjugierte Quaternion ist. Die
rechte Seite dieser Gleichung ist genau dann eine exakte Differentialform,
wenn es ein sogenanntes reelles Potential u : V → IR gibt, so daß ψ eine
Lösung der Dirac–Gleichung

Dψ = 0 mit D =

(
∂
∂z

−1
2u

1
2u

∂
∂z̄

)

ist. Das Potential u einer gegebenen Fläche f in der Koordinate z ergibt
sich aus der Gleichung H|df | = u|dz|, dabei bezeichnet H die mittlere
Krümmung von f . Umgekehrt definiert jede Lösung der Dirac–Gleichung
durch die lokale Weierstraß–Darstellung (∗) eine konforme Immersion
f : V → IR3, falls V ⊂M einfach zusammenhängend ist.

1[Kon 96]
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Für Drehflächen reduziert sich die Dirac–Gleichung auf

Lψ̃ = 0 mit L =

(
∂
∂x

− 1
2 −u

u ∂
∂x

+ 1
2

)

für eine Abbildung ψ̃ =
(
ψ̃1

ψ̃2

)

: IR → IR2. Die Weierstraß–Darstellung

der um die i–Achse rotierten Fläche erhält man dann aus
(
ψ1(x+ iϕ)
ψ2(x+ iϕ)

)

=

(
ψ̃1(x)e

−i
ϕ
2

ψ̃2(x)e
−i

ϕ
2

)

. (∗∗)

Der Operator L kommutiert genau dann mit dem Operator

B =
∂

∂t
−
(

u2 + 1
2 uxx + ux + 2u3 + u

−uxx + ux − 2u3 − u −u2 − 1
2

)

,

d.h. [L,B]ψ = L(B(ψ)) − B(L(ψ)) = 0 für alle ψ : IR → IR2, wenn das Po-
tential u der mKdV–Gleichung genügt. Somit ist die mKdV–Gleichung eine
zu L im Sinne von [Kon 96] assoziierte nicht–lineare partielle Differential-
gleichung. Sei f0 eine Drehfläche und ψ0 : IR → IR2 die durch die Weier-

straß–Darstellung (∗) und (∗∗) von f0 definierte Abbildung. Kommutieren
die Operatoren L und B, dann gibt es genau eine Lösung ψ des Systems
gewöhnlicher Differentialgleichungen Lψ = 0, Bψ = 0 mit ψ =

∣
∣
t=0

ψ0. Der
durch ψ, (∗) und (∗∗) definierte Fluß von Drehflächen ft ist der mKdV–Fluß
von f0.

Im ersten Kapitel dieser Arbeit werden zunächst konform parametri-
sierte Flächen in IR3 eingeführt. Im zweiten Kapitel wird dann gezeigt, daß
die globale Weierstraß–Darstellung eine ganz natürliche Darstellung für
konform parametrisierte Flächen ist, wenn man die Drehstreckungen des
IR3 mit Hilfe der Spin–Überlagerung durch Quaternionen IH∗ = IH \ {0} be-
schreibt. Besonders elegant läßt sich diese Darstellung mit den Mitteln der
quaternionischen Funktionentheorie herleiten. Diese Theorie wurde erstmals
in [KPP 98] vorgestellt. In “Quaternionic Analysis on Riemann Surfaces
and Differential Geometry” [PePi 98] von Franz Pedit und Ulrich Pin-

kall findet man sie als das Standardbeispiel wieder.
Im dritten Kapitel werden Drehflächen und ihr mKdV–Fluß eingeführt.

Es wird gezeigt, daß das Potential der Dualfläche einer Drehfläche bis auf
einen Faktor die geodätische Krümmung κ der Meridiankurve dieser Fläche
ist, wenn man sie als Kurve in der Poincaréschen Halbebene auffaßt.
Die kritischen Punkte der hyperbolischen Biegeenergie der Meridiankurve
werden als spezielle stationäre Lösungen der mKdV–Gleichung identifiziert.
Als Endergebnis dieses Kapitels erhalten wir, daß die Krümmungen κ des
mKdV–Flusses einer Drehfläche der mKdV–Gleichung genügen. D.h. der
Fluß der Dualflächen des mKdV–Flusses einer Drehfläche ist wieder ein
mKdV–Fluß.

Im vierten Kapitel wird eine Vermutung von Ulrich Pinkall bewiesen,
wonach der Übergang zum dualen mKdV–Fluß eine Bäcklund–Transfor-
mation der mKdV–Gleichung darstellt, mit der sich die N–Solitonen der
mKdV–Gleichung aus der trivialen Lösung u = 0 konstruieren lassen. Diese
Transformation führt auf eine explizite Darstellung (bis auf Quadraturen)
aller Drehflächen, deren Potential ein N–Soliton der mKdV–Gleichung ist.
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2. Konforme Strukturen 3
3. Komplexe Strukturen 4
4. Konform parametrisierte Flächen 6
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I. Konform parametrisierte Flächen in IR
3

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Begriffe zur Behandlung
konfom parametrisierter Flächen f : M → IR3 eingeführt und ihr Zusammen-
hang mit komplexen und konformen Strukturen auf der zugrundeliegenden
2–dimensionalen Mannigfaltigkeit M dargestellt.

Der im Abschnitt 4 beschriebene Übergang von einer konform parame-
trisierten Fläche zu einer beliebigen anderen führt im nächsten Kapitel zu
der Weierstraß–Darstellung konform parametrisierter Flächen.

1. Parametrisierte Flächen in IR3

1.1. Eine parametrisierte Fläche in IR3 ist eine 2–dimensionale glatte Man-
nigfaltigkeit M zusammen mit einer glatten Immersion

f : M −→ IR3.

Durch eine solche Immersion wird auf M eine Riemannsche Metrik

g(X,Y ) := 〈df(X), df(Y )〉,
für X,Y ∈ TpM und p ∈M induziert, wobei 〈 , 〉 das kanonische Skalarpro-
dukt von IR3 bezeichnet.

b

b

aa

p

O

N

f(p)

IR3

dpf(Y )

f

dpf(X)

df(TpM)

X

Y

Bild 1. Eine Immersion des Torus in den IR3.

1.2. Eine Orientierung O auf einer n–dimensionalen Mannigfaltigkeit M
ist eine Äquivalenzklasse von nicht verschwindenden n–Formen ω mit der
Relation: ω ist äquivalent zu ω̃ genau dann, wenn es eine positive reellwertige
Funktion r : M → IR>0 gibt, so daß ω = rω̃ ist.

Gibt es überhaupt eine nicht verschwindende n–Form auf M , so heißt
M orientierbar. Auf einer orientierbaren zusammenhängenden Mannigfaltig-
keit M gibt es genau zwei Orientierungen, weil zwei nicht verschwindende

1



2 1. PARAMETRISIERTE FLÄCHEN IN IR3

n–Formen ω und ω̃ genau dann äquivalent sind, wenn ω(X1, . . . , Xn) und
ω̃(X1, . . . , Xn) in einem Punkt p ∈M für eine Basis (X1, . . . , Xn) von TpM
das gleiche Vorzeichen besitzen. Wurde auf M eine Orientierung gewählt, so
nennt man (M,O) eine orientierte Mannigfaltigkeit. Eine Basis (X1, . . . , Xn)
von TpM heißt positiv orientiert, wenn ω(X1, . . . , Xn) > 0 für ein ω ∈ O ist.

1.3. Ein Normalenvektor N der parametrisierten Fläche (M,f) ist eine
glatte Abbildung

N : M −→ S2 ⊂ IR3,

so daß N(p) in allen Punkten p ∈M senkrecht auf df(TpM) steht.

1.4. Satz. Sei (M,f) eine parametrisierte Fläche. Dann gibt es zu ei-
ner Orientierung auf M genau einen Normalenvektor N : M → S2, so
daß eine Basis (X,Y ) von TpM genau dann positiv orientiert ist, wenn
(df(X), df(Y ), N(p)) eine positiv orientierte Basis von IR3 ist.

Umgekehrt gibt es zu jedem Normalenvektor N : M → S2 von (M,f)
genau eine Orientierung, so daß positiv orientierte Basen von TpM und
entsprechende von IR3 auf diese Art zueinander in Beziehung stehen.

Beweis. Sei auf (M,f) eine Orientierung O gegeben. Wähle eine positiv
orientierte Basis (X,Y ) von TpM und definiere den Normalenvektor in p ∈
M durch

N(p) :=
1

‖dpf(X) × dpf(Y )‖ dpf(X) × dpf(Y ).

Man sieht sofort N(p) ∈ S2 und N(p) ⊥ df(TpM). Außerdem ist die De-
finition von N(p) unabhängig von der Wahl der positiv orientierten Basis.

Denn für eine weitere Basis X̃ = aX + bY , Ỹ = cX + dY , a, b, c, d ∈ IR und
eine 2–Form ω ∈ O gilt ω(X̃, Ỹ ) = (ad − bc)ω(X,Y ). Demnach ist (X̃, Ỹ )
genau dann positiv orientiert, wenn (ad− bc) > 0 ist. Daraus folgt

1

‖df(X̃) × df(Ỹ )‖
df(X̃) × df(Ỹ ) =

1

‖df(X) × df(Y )‖ df(X) × df(Y ).

Damit erfüllt N(p) die gewünschte Bedingung, denn

(df(X̃), df(Ỹ ), N(p)) ist positiv orientiert

⇐⇒ 0 < 〈df(X̃) × df(Ỹ ), N(p)〉 = (ad− bc) 〈df(X) × df(Y ), N(p)〉
⇐⇒ 0 < (ad− bc)

⇐⇒ (X̃, Ỹ ) ist positiv orientiert.

Aus der Unabhängigkeit der Definition von N(p) von der Wahl der posi-
tiv orientierten Basis (X,Y ) folgt, daß N glatt von p abhängt. Denn in einer
Umgebung U ⊂M von p lassen sich X und Y zu glatten, linear unabhängi-
gen Vektorfeldern X, Y ∈ Γ

∣
∣
U
(M) fortsetzen. In jedem Punkt q ∈ U bilden

dann X(q) und Y (q) eine positiv orientierte Basis von TqM . Also ist der
Normalenvektor auf U duch die glatte Abbildung

N(q) =
1

‖df(X(q)) × df(Y (q))‖ df(X(q)) × df(Y (q))

gegeben.
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Die Eindeutigkeit von N folgt aus der Tatsache, daß es zu jedem p ∈M

genau zwei normierte Vektoren, N(p) und −N(p), gibt, die in IR3 senkrecht
auf df(TpM) stehen. Die Basis (df(X), df(Y ),−N(p)) ist aber nicht positiv
orientiert, wenn (df(X), df(Y ), N(p)) positiv orientiert ist.

Sei umgekehrt ein Normalenvektor N von (M,f) gegeben. Dann wird
durch ωN (X,Y ) := 〈df(X) × df(Y ), N〉 eine 2–Form auf M definiert. Weil
ωN (X,Y ) = ±‖df(X) × df(Y )‖ für zwei linear unabhängige Vektoren X

und Y ∈ TpM nicht null ist, ist ωN eine nicht verschwindende 2–Form, die
eine Orientierung auf M definiert, in der 〈df(X)×df(Y ), N(p)〉 genau dann
positiv orientiert ist, wenn (X,Y ) eine positiv orientierte Basis von TpM

ist. ¤

2. Konforme Strukturen

2.1. Definition. Zwei Riemannsche Metriken g und g̃ auf M heißen genau
dann konform äquivalent, wenn es eine glatte Funktion u : M → IR gibt mit

g̃ = e2ug.

Die Funktion u wird der konforme Faktor von g̃ bzgl. g genannt. Eine Äqui-
valenzklasse konformer Metriken heißt konforme Struktur auf M .

2.2. Zum Rechnen in konformen Strukturen ist die folgende Umformulie-
rung des Satzes von Pythagoras sehr nützlich.

Lemma. Sei g eine Riemannsche Metrik auf M und seien X und Y zwei
gleich lange orthogonale Vektoren in TpM , d.h. ‖X‖2 = ‖Y ‖2 und g(X,Y ) =
0. Dann gilt für beliebige a, b ∈ IR:

‖aX + bY ‖ = |a+ bi| ‖X‖.

Hier steht i ∈ C für die imaginäre Einheit der komplexen Zahlen.

Beweis. Nach dem Satz von Pythagoras gilt für die beiden aufeinan-
der senkrecht stehenden Vektoren aX und bY

‖aX + bY ‖2 = ‖aX‖2 + ‖bY ‖2 = (a2 + b2)‖X‖2.

¤

2.3. Satz. Zwei Riemannsche Metriken g und g̃ auf einer 2–dimensio-
nalen Mannigfaltigkeit M sind genau dann konform äquivalent, wenn es in
jedem Punkt p ∈ M zwei bzgl. g gleich lange orthogonale Vektoren X und
Y ∈ TpM \ {0} gibt, die auch bzgl. g̃ gleich lang und orthogonal sind.

Für konform äquivalente Metriken g und g̃ sind sogar beliebige Vektoren
aus TpM genau dann bzgl. g gleich lang oder orthogonal, wenn sie es bzgl.
g̃ sind.

Beweis. Sei u : M → IR, so daß g̃ = e2ug gilt und seien X, Y ∈ TpM

Vektoren mit

g(X,X) = g(Y, Y ) und g(X,Y ) = 0.
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Dann ist

g̃(X,X) = e2ug(X,X) = e2ug(Y, Y ) = g̃(Y, Y )

g̃(X,Y ) = e2ug(X,Y ) = 0.

Damit ist die eine Richtung gezeigt.
Definiere für die Umkehrung den konformen Faktor durch

u(p) :=
1

2
(ln g̃(Z,Z) − ln g(Z,Z))

für ein Z ∈ TpM \ {0}. Diese Definition hängt nicht von der Wahl von Z

ab. Denn Z läßt sich als Z = aX + bY , a, b ∈ IR schreiben, wobei X und Y
die beiden Vektoren in TpM sind, die bzgl. g sowie bzgl. g̃ gleich lang und
orthogonal sind. Aus Lemma 2.2 erhlält man:

ln

(
g̃(Z,Z)

g(Z,Z)

)

= ln

( |a+ bi| g̃(X,X)

|a+ bi| g(X,X)

)

.

Also ist die Definition von u(p) unabhängig von der Wahl von Z. Insbeson-
dere ist u damit glatt vom Punkt p ∈ M abhängig. Es bleibt noch nachzu-
rechnen, daß u der gesuchte konforme Faktor ist. Es gilt

g̃(Z,Z) =
g̃(Z,Z)

g(Z,Z)
g(Z,Z) = eln g̃(Z,Z)−ln g(Z,Z)g(Z,Z) = e2ug(Z,Z)

für alle Z ∈ TpM \ {0}. Also sind g und g̃ konform äquivalent. ¤

3. Komplexe Strukturen

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, daß es genügt, in jedem Punkt einer
2–dimensionalen Mannigfaltigkeit M zwei Tangentialvektoren zu finden, die
bzgl. zweier Riemannscher Metriken gleich lang und orthogonal sind, um
zu beweisen, daß die beiden Metriken konform äquivalent sind.

Ein Paar solcher Vektoren erhält man aus einem beliebigen, von Null
verschiedenen Vektor, indem man ihn um +90◦ oder um −90◦ dreht. Die
Drehungen um ±90◦ in TpM zeichnen sich dadurch aus, daß sie Isometrien
sind und ihr Quadrat gleich − IdTpM ist. Durch diese beiden Eigenschaften
werden die Drehungen um ±90◦ in TpM vollständig charakterisiert.

3.1. Definition. Sei M eine 2k–dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine fast
komplexe Struktur auf TM (bzw. auf M) ist ein glatter Tensor

J : TM −→ TM mit J2 = − IdTM .

Eine Mannigfaltigkeit zusammen mit einer fast komplexen Struktur (M,J)
heißt fast komplex. Gibt es für jeden Punkt p ∈ M eine Umgebung U ⊂ M

und eine holomorphe Karte z : U → C
k, d.h.:

dz(JX) = i dz(X)

für alle X ∈ TM , dann nennt man (M,J) eine komplexe Mannigfaltigkeit
und J eine komplexe Struktur.

Durch eine fast komplexe Struktur J wird jeder Tangentialraum an M

durch

(a+ bi) ·X := aX + bJX, für alle X ∈ TpM, a+ bi ∈ C,
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zu einem komplexen Vektorraum. Deshalb spricht man auch von einer k–
dimensionalen (fast) komplexen Mannigfaltigkeit M , falls M eine 2k–dimen-
sionale Mannigfaltigkeit mit (fast) komplexer Struktur ist. In dieser Arbeit
bezeichnet “(fast) komplexe 2–dimensionale Mannigfaltigkeit” hingegen eine
reell 2–dimensionale Mannigfaltigkeit mit (fast) komplexer Struktur.

3.2. Definition. Eine fast komplexe Struktur J auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g) heißt mit der Metrik verträglich, falls

g(JX, JX) = g(X,X)

für alle X ∈ TpM , p ∈M gilt.

Eine fast komplexe Struktur J ist genau dann mit einer zu g konform
äquivalenten Metrik g̃ verträglich, wenn J mit g verträglich ist. Man kann
daher auch von der Verträglichkeit von J mit einer konformen Struktur
sprechen.

3.3. Für eine mit g verträgliche fast komplexe Struktur J gelten außerdem
die Gleichungen

g(JX, JY ) =
1

4

[

g
(
J(X + Y ), J(X + Y )

)

− g
(
J(X − Y ), J(X − Y )

)
]

= g(X,Y ),

=⇒ g(JX, Y ) = g(J2X, JY ) = −g(X, JY ),

=⇒ g(JX,X) = −g(X, JX) = 0

für alle X,Y ∈ TpM , p ∈M . Die erste und die dritte Gleichung zeigen, daß
J eine Isometrie ist, für die X ⊥ JX gilt. Wenn X und JX eine positiv
orientierte Basis in der auf M gegebenen Orientierung bilden, folgt, daß J
die 90◦–Drehung der Metrik g mit positivem Drehsinn ist.

3.4. Die komplexen Strukturen auf 2–dimensionalen Mannigfaltigkeiten ste-
hen, bis auf die Wahl einer Orientierung, in eineindeutiger Beziehung zu den
konformen Strukturen.

Satz. i) Zu jeder komplexen Struktur J auf einer 2–dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M gibt es genau eine konforme Struktur, mit der J verträglich
ist. Außerdem gibt es genau eine Orientierung von M , so daß das Paar
(X, JX) für alle X ∈ TpM \ {0} eine positiv orientierte Basis von TpM ist.

ii) Umgekehrt definieren eine konforme Struktur und eine Orientierung
auf M genau eine mit der konformen Struktur verträgliche komplexe Struk-
tur J , so daß X und JX für alle X ∈ TpM \ {0} eine positiv orientierte
Basis von TpM bilden.

Beweis. i) Sei h eine beliebige Riemannsche Metrik auf M . Dann ist J
mit der Metrik

g(X,Y ) := h(X,Y ) + h(JX, JY ), X, Y ∈ TpM

verträglich. Ist J mit einer weiteren Riemannschen Metrik g̃ verträglich,
dann folgt mit der letzten Formel von 3.3, daß X und JX zwei bzgl. g und
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g̃ gleich lange und orthogonale Vektoren sind. Also sind g und g̃ konform
äquivalent (Satz 2.3).

Die 2–Form ω(X,Y ) := −g(X, JY ) definiert eine Orientierung O von
M , in der die Vektoren X und JX eine positiv orientierte Basis bilden, weil
ω(X, JX) = ‖X‖2 > 0 ist. In der anderen durch −ω definierten Orientierung
von M ist X, JX nicht positiv orientiert, dadurch ist O eindeutig bestimmt.

ii) Seien nun eine Orientierung und eine konforme Struktur auf M ge-
geben. Seien X und Y gleich lange orthogonale Vektoren, die eine positiv
orientierte Basis von TpM bilden. Definiere

Jp(aX + bY ) := −bX + aY

für beliebige Vektoren aX+bY ∈ TpM . Man sieht sofort, daß J2 = − IdTpM

gilt.
Sei Z = aX + bY ∈ TpM ein beliebiger Vektor und g ein Repräsentant

der konformen Struktur. Dann ist

g(JZ, JZ) = (a2 + b2)‖X‖ = g(Z,Z).

Die komplexe Struktur J ist also mit der konformen Struktur von g ver-
träglich.

Für einen Repräsentanten der Orientierung ω erhält man

ω(Z, JZ) = ω(aX + bY,−bX + aY ) = (a2 + b2)ω(X,Y ) > 0,

falls Z 6= 0 ist. Daraus folgt, daß J die Drehung um +90◦ ist, unabhägig
von der Wahl der Vektoren X und Y . J ist damit eindeutig bestimmt und
differenzierbar vom Punkt p ∈M abhängig.

¤

3.5. Für die duale Abbildung einer fast komplexen Struktur ist die folgende
Schreibweise sehr nützlich.

Definition (∗–Operator). Sei (M,J) eine fast komplexe Mannigfaltigkeit.
Dann definiert J eine Abbildung ∗ auf den 1–Formen durch

∗ : T ∗M −→ T ∗M

α 7−→ α ◦ J
die duale Abbildung zu J .

Es gilt ∗2 = − IdT ∗
pM , demnach ist ∗ eine fast komplexe Struktur auf

T ∗M . Außerdem ist der ∗–Operator der negative Hodge–Operator jeder mit
J verträglichen Metrik g. Denn für einen Vektor X ∈ TpM der Länge 1
bilden ωX := g(X, ·) und ωJX := g(JX, ·) eine Orthonormalbasis von T ∗

pM ,
auf welcher der Hodge–Operator und der Operator ‘−∗’ übereinstimmen, da
aus der zweiten Formel in 3.3 die Gleichungen ∗ωX = −ωJX und ∗ωJX = ωX

folgen.

4. Konform parametrisierte Flächen

4.1. Definition. Sei (M,J) eine komplexe 2–dimensionale Mannigfaltig-
keit. Dann heißt eine glatte Abbildung

f : M −→ IR3
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konform, falls

‖df(X)‖ = ‖∗df(X)‖ (∗)
für alle X ∈ TM gilt. Das Tripel (M,J, f) ist eine konform parametrisierte
Fläche, falls f eine konforme Immersion ist.

4.2. Bemerkungen. i) Eine Immersion f : M → IR3 ist genau dann kon-
form, wenn J mit der durch f auf M induzierten Metrik verträglich ist. Mit
Satz 3.4 folgt, daß alle konformen Immersionen f dieselbe konforme Struktur
auf M definieren.

ii) Aus 3.3 ergeben sich für konforme Abbildungen f die folgenden drei
Gleichungen:

〈∗df(X), ∗df(Y )〉 = 〈df(X), df(Y )〉,
〈df(X), ∗df(Y )〉 = −〈∗df(X), df(Y )〉,

df(X) ⊥ ∗df(X)

für alle X und Y ∈ TpM , p ∈M .
iii) Nach Lemma 2.2 genügt es, in jedem Punkt p ∈ M einen Vektor

X ∈ TpM \ {0} zu finden, für den

‖df(X)‖ = ‖∗df(X)‖ und 〈df(X), ∗df(X)〉 = 0

gilt, um zu zeigen, daß f konform ist.
iv) Für eine konforme Immersion f folgt andererseits

‖df(aX + bJX)‖ = |a+ bi| ‖df(X)‖
für alle X ∈ TpM und a, b ∈ IR.

4.3. Der nächste Satz bildet die Grundlage der im folgenden vorgestell-
ten Flächentheorie. Er beschreibt die Gruppe der Transformationen zwi-
schen zwei beliebigen Immersionen einer 2–dimensionalen Mannigfaltigkeit
M , welche dieselbe konforme Struktur auf M induzieren.

Satz. Seien durch (M,J, f) und (M,J, f̃) zwei konform parametrisierte
Flächen gegeben. Dann gibt es genau eine Drehstreckung, die ihre Diffe-
rentiale df und df̃ aufeinander abbildet. Das heißt, es gibt zwei glatte Abbil-
dungen u : M → IR und Λ: M → SO(IR3), so daß

df̃(X) = eu(p)Λ(p)(df(X))

für alle X ∈ TpM und p ∈M gilt.

df(JX)

df(X)
df̃(X)

df̃(JX)

eu(p)Λ(p)

f(M)

f̃(M)

p
f̃(p)

Bild 2. Zwei konforme Immersionen f und f̃ des Torus.



8 4. KONFORM PARAMETRISIERTE FLÄCHEN

Die Darstellung einer Drehstreckung durch eine reelle Zahl u und eine
Drehung Λ ist ein Isomorphismus zwischen IR × SO(IR3) und der Gruppe
der Drehstreckungen des IR3.

Beweis. Fixiere einen Punkt p ∈ M und einen Vektor X ∈ TpM \ {0}.
Dann existiert genau eine Drehung ΛXp ∈ SO(IR3), die

df(X)
‖df(X)‖

ΛX
p

−−→ df̃(X)

‖df̃(X)‖

und

df(JX)
‖df(JX)‖

ΛX
p−−→ df̃(JX)

‖df̃(JX)‖

aufeinander abbildet. Diese Drehung ist nicht von X abhängig. Denn für
einen weiteren Vektor X̃ = aX + bJX ∈ TpM \ {0} folgt mit Lemma 2.2:

ΛXp

(
df(X̃)

‖df(X̃)‖

)

= ‖df(X)‖

‖df(X̃)‖

(

aΛXp

(
df(X)

‖df(X)‖

)

+ bΛXp

(
df(JX)

‖df(JX)‖

))

= ‖df(X)‖
|a+bi| ‖df(X)‖

(

a
df̃(X)

‖df̃(X)‖

)

+ b
(

df̃(JX)

‖df̃(JX)‖

)

= 1
|a+bi|

1
‖df̃(X)‖

df̃(X̃) = df̃(X̃)

‖df̃(X̃)‖
.

Analog zeigt man:

ΛXp

(
df(JX̃)

‖df(JX̃)‖

)

= df̃(JX̃)

‖df̃(JX̃)‖
.

Daher stimmen die beiden Drehungen ΛXp und ΛX̃p auf zwei linear unabhängi-

gen Vektoren des IR3 überein, d.h. sie sind gleich.
Da f und f̃ konform äquivalente Metriken auf M induzieren, existiert

eine glatte Funktion u : M → IR, so daß für alle X ∈ TpM , X 6= 0 gilt:

eu(p) = ‖df̃(X)‖
‖df(X)‖ .

Damit haben wir eine glatte Abbildung Λ: M → SO(IR3) gefunden, die mit

eu : M → IR>0 multipliziert df auf df̃ abbildet. ¤



II. Weierstraß–Darstellung

von Flächen in IR
3

Im Abschnitt 4 haben wir gesehen, daß man alle konformen Immersionen
f̃ : M → IR3 aus einer konformen Referenzimmersion f erhält, indem man
eine Drehstreckung euΛ auf das Differential df von f anwendet. Es stellt
sich nun die Frage, für welche Drehstreckungen die 1–Form euΛ(df) exakt
ist, d.h. welche Drehstreckungen zumindest lokal bzw. auf der universellen
Überlagerung von M eine neue konforme Immersion definieren.

Dazu ist es nützlich, sich den euklidischen Raum IR3 ⊂ IH als Teilmenge
der Quaternionen vorzustellen, und die Drehstreckung durch IR3 3 y 7→ λ̄yλ

für ein Element λ ∈ IH∗ := IH \ {0} darzustellen. Als Grundlagen werden
Quaternionen, die Spin(3)–Überlagerung der SO(IR3) und Differentialfor-
men mit Werten in den Quaternionen eingeführt.

Mit diesen Voraussetzungen lassen sich die Drehstreckungen euΛ durch
Abbildungen λ : M → H∗ darstellen. Mit den Mitteln der quaternionischen
Funktionentheorie erhält man sehr einfach die Antwort auf obige Frage: Die
Spin–Transformation λ muß eine gewisse zu f gehörende Dirac–Gleichung
erfüllen. Die Darstellung einer Immersion f̃ als Spin–Transformation einer
Referenzimmersion f ist eine Weierstraß–Darstellung von f̃ . Schließlich
wird gezeigt, daß jede konform parametrisierte Fläche f in IR3 eine lokale
Weierstraß–Darstellung besitzt.

5. Quaternionen

In diesem Abschnitt werden die Definition der Quaternionen und einige
Rechenregeln für Quaternionen ohne Beweis zusammengefaßt. 2

5.1. Bezeichne 1, i, j,k die kanonische Basis des IR4, d.h.:

1 := e1 = (1, 0, 0, 0), i := e2 = (0, 1, 0, 0),

j := e3 = (0, 0, 1, 0), k := e4 = (0, 0, 0, 1).

Durch
i2 = j2 = −1 und ij = −ji = k, (∗)

wird durch IR–bilineare Fortsetzung eine Multiplikation zwischen den Vek-
toren des IR4 beschrieben, die sogenannte Hamiltonsche Multiplikation.
Die dadurch definierte 4–dimensionale assoziative Algebra über IR wird die
Algebra der Quaternionen IH genannt.

2Eine ausführliche Einführung in die Quaternionen von Max Koecher und Reinhold
Remmert findet sich im 7. Kapitel des Buches [Zahlen].

9



10 5. QUATERNIONEN

An dieser Stelle müßte man eigentlich nachrechnen oder wie in [Zahlen]
aus der Darstellung der Quaternionen als Untergruppe von GL(2,C) folgern,
daß die Quaternionen mit (∗) wirklich eine assoziative Algebra bilden. Für
das Produkt beliebiger Quaternionen erhält man dann:

(a+ bi + cj + dk)(e+ f i + gj + hk)

= ae− bf − cg − dh+ (af + be+ ch− dg)i

+ (ag − bh+ ce+ df)j + (ah+ bg − cf + de)k.

5.2. In IH findet man den Körper der reellen Zahlen als a1 für a ∈ IR und
den Vektorraum IR3 als bi + cj + dk für (b, c, d) ∈ IR3 wieder. Im folgenden
werden wir nicht zwischen IR bzw. IR3 und den entprechenden Teilmengen
der Quaternionen unterscheiden. Die Additionen und Multiplikationen von
IR und IR3 werden durch die Addition und die Multiplikation in IH beschrie-
ben. Man kann beispielsweise das Produkt a · x für a ∈ IR und x ∈ IR3 als
Multiplikation mit Skalaren des Vektorraums IR3 oder als Hamiltonsche
Multiplikation interpretieren.

5.3. Analog zum Real- und Imaginärteil von komplexen Zahlen definiert
man folgende Projektionen

Re: IH −→ IR, a1 + bi + cj + dk 7−→ a1,

Im: IH −→ IR3, a1 + bi + cj + dk 7−→ bi + cj + dk.

Damit gilt

IH = IR ⊕ IR3 = Re(IH) ⊕ Im(IH).

Die Konjugierte einer Quaternion wird durch die Gleichung

a+ bi + cj + dk := a− bi − cj − dk

und der Betrag einer Quaternion durch

|x|2 := xx̄

definiert. Dies ist die gewöhnliche Länge der Quaternion x als Vektor in IR4.
Damit läßt sich das Inverse einer Quaternion x ∈ IH∗ := IH \ {0} berechnen

x−1 =
1

|x|2 x̄.

Die Quaternionen bilden daher einen Schiefkörper, der wegen ij 6= ji nicht
kommutativ ist.

5.4. Im folgenden Satz werden einige wichtige Rechenregeln für Quaternio-
nen sowie Beziehungen zwischen der Hamiltonschen Multiplikation, dem
Skalarprodukt 〈 , 〉 des IR4 und dem Vektorprodukt × des IR3 ohne Beweis
angegeben.

Satz (Rechenregeln für Quaternionen).

(1) Re(x) = 1
2(x+ x̄), Im(x) = 1

2(x− x̄).
(2) |xy| = |x||y|.
(3) xy = ȳx̄.
(4) Die Skalarproduktformel: Re(xȳ) = 〈x, y〉.
(5) Ein Orthogonalitätskriterium: x ⊥ y ⇔ 〈x, y〉 = 0 ⇔ xȳ ∈ IR3.
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(6) Die Produktformel für imaginäre Quaternionen x,y ∈ IR3:

xy = −〈x, y〉 + x× y,

Insbesondere gilt:
a) xy = −yx⇔ xy ∈ IR3 ⇔ x ⊥ y,
b) xy = yx ⇔ xy ∈ IR ⇔ x ‖ y.

6. Die Spin–Überlagerung der Drehungen des IR3

6.1. Definition. Seien X und Y zwei zusammenhängende und lokal weg-
zusammenhängende topologische Räume. Dann heißt eine stetige, surjektive
Abbildung

π : X −→ Y

eine n–fache Überlagerung von Y, wenn für jeden Punkt y ∈ Y eine weg-
zusammenhängende Umgebung U ⊂ Y existiert, so daß sich ihr Urbild
π−1(U) = V1 ∪̇ . . . ∪̇ Vn als disjunkte Vereinigung n offener Mengen aus
X schreiben läßt, auf denen π

∣
∣
Vα

ein Homöomorphismus Vα → U ist.

Sei Z ein weiterer topologischer Raum und ϕ : Z → Y eine stetige Ab-
bildung, dann heißt ϕ̃ eine (stetige) Hochhebung von ϕ, wenn π ◦ ϕ̃ = ϕ

gilt.

6.2. Aus der Überlagerungstheorie übernehmen wir den Satz über die Exis-
tenz und Eindeutigkeit einer stetigen Hochhebung ohne Beweis.3

Satz. Sei π : X → Y eine Überlagerung. Sei Z ein weiterer wegzusam-
menhängender und lokal wegzusammenhängender topologischer Raum und
ϕ : Z → Y eine stetige Abbildung. Wähle einen Basispunkt z0 ∈ Z und
x0 ∈ π−1(ϕ(z0)). Dann sind die folgenden beiden Aussagen äquivalent.

a) Es existiert genau eine stetige Hochhebung ϕ̃ : Z → X von ϕ mit
ϕ̃(z0) = x0, d.h. ϕ̃ vervollständigt das folgende Diagramm zu einem kom-
mutativen Diagramm stetiger Abbildungen:

(X,x0)

(Z, z0) (Y, ϕ(z0))

∃!ϕ̃

ϕ

π

b) Das Bild der durch ϕ induzierten Abbildung

ϕ# : π1(Z, z0) → π1(Y, ϕ(z0))

liegt im Bild der durch π induzierten Abbildung

π# : π1(X,x0) → π1(Y, ϕ(z0)),

d.h. ϕ#(π1(Z, z0)) ⊂ π#(π1(X,x0)). Hier bezeichnet π1(V, v0) die 1. Funda-
mentalgruppe eines topologischen Raumes V zum Basispunkt v0 ∈ V .

3Einen Beweis dieses Satzes findet man z.B. in den Büchern von Frank Warner [War,
Chapter 3, Coverings], Glen Bredon [Bredon, Chapter III, 3. Covering Spaces] und Klaus
Jänich [Jänich, Kapitel 9]. In den letzten beiden Büchern findet sich auch eine Einführung
in die Homotopietheorie, aus der wir hier die Definition der Fundamentalgruppe π1 eines
toplogischen Raums und der zu einer stetigen Abbildung f : X → Y gehörenden Abbildung
f# : π1(X) → π1(Y ) verwenden.
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6.3. Im folgenden wird es wichtig sein, daß sich auch die Differenzierbarkeit
von ϕ auf die Hochhebung ϕ̃ überträgt.

Satz. Seien X, Y und Z glatte, zusammenhängende Manigfaltigkeiten und
π : X → Y eine Überlagerung. Sei außerdem π ein lokaler Diffeomorphis-
mus. Sei ϕ̃ eine Hochhebung einer differenzierbaren Abbildung ϕ : Z → X,
d.h. π ◦ ϕ̃ = ϕ. Dann ist ϕ̃ differenzierbar.

Beweis. Die Differenzierbarkeit in z ∈ Z folgt direkt aus der lokalen
differenzierbaren Umkehrbarkeit von π. Denn es existiert immer eine Umge-
bung U von ϕ(z) und eine offene Umgebung V von ϕ̃(z), so daß π

∣
∣
V

: V → U

ein Diffeomorphismus ist. Dann ist

ϕ̃
∣
∣
ϕ−1(U)

=
(
π
∣
∣
V

)−1 ◦ ϕ
∣
∣
ϕ−1(U)

.

Damit ist ϕ̃ differenzierbar auf der offenen Umgebung ϕ−1(U) von z, also
auf ganz Z. ¤

6.4. Mit diesen Vorbemerkungen kann man die Darstellung der Drehungen
in den Quaternionen als Überlagerung verstehen. Die Existenz einer quater-
nionalen Darstellung der Drehung Λ: M → SO(IR3) aus Abschnitt 4 durch
eine Abbildung λ : M → S3 ⊂ IH ist dann äquivalent zur Existenz einer
Hochhebung von Λ in den Überlagerungsraum S3 der Drehungen.

Satz und Definition (Spin–Überlagerung). Sei λ ∈ S3 ⊂ IH. Dann wird
durch

L(λ) : IR3 −→ IR3

x 7−→ λ̄ x λ

eine Drehung des IR3 definiert. Dabei fassen wir IR3, wie immer, als Teil-
menge der Quaternionen auf.

Die so beschreibene Abbildung

L : S3 → SO(IR3)

ist eine 2–fache Überlagerung von SO(IR3) mit ker(L) = {±1}. Sie ist au-
ßerdem ein lokaler Diffeomorphismus zwischen den Lie–Gruppen (S3, ·) und
(SO(IR3), ◦), wobei die Operation · durch x · y := yx definiert ist, und ◦ für
die Komposition von Abbildungen steht.

Schreibt man λ ∈ S3 als λ = cos(α2 ) − sin(α2 )a mit α ∈ IR und a ∈ S2,
dann ist L(λ) die Drehung um den Winkel α in positiver Richtung um die
Achse a.

0

(α − 2π)a

αa
π 2π

Nordpol

a

Stellt man sich die S3 als 3–dimensionale Vollku-
gel mit dem Radius 2π vor, deren Rand mit einem
Punkt, z.B. dem Nordpol, identifiziert wird, dann läßt
sich L folgendermaßen veranschaulichen. L bildet je-
den Punkt x dieser Vollkugel auf diejenige Drehung
ab, deren Drehwinkel durch den Abstand zum Null-
punkt ‖x‖ und deren Drehachse durch 1

‖x‖ x gegeben

ist. Dabei werden die beiden Punkte αa und (α − 2π) a für a ∈ S2 und
α ∈ [0, π] auf dieselbe Drehung abgebildet.
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6.5. Bemerkung. Diese Überlagerung läßt sich für die Drehungen des IRn

beliebiger Dimensionen n ∈ IN verallgemeinern. Der Überlagerungsraum von
SO(IRn) wird in diesem Zusammenhang die Spin–Gruppe Spin(n) genannt.
Die 3–Sphäre S3 ist als Lie–Gruppe isomorph zu Spin(3). Die Abbildung L
ist also die Spin(3)–Überlagerung der SO(IR3).4

Beweis. Eine Quaternion λ liegt genau dann in S3, wenn es ein α ∈ IR
und ein a ∈ S2 ⊂ IR3 gibt, so daß

λ = cos(
α

2
) − sin(

α

2
) a.

Sei nun x ∈ IR3. Um die Wirkung von L(λ) auf x untersuchen zu können,

zerlegt man x = x⊥ + x‖ in den zu a senkrechten und den zu a parallelen
Teil. Dann folgt mit den Rechenregeln (6)a) und (6)b) Satz 5.4:

ax⊥ = −x⊥a und ax‖ = x‖a.

Wie für alle Vektoren aus IR3 gilt ā = −a und somit a2 = −|a|2 = −1, für
a ∈ S2. Damit gilt

L(λ)(x) = (cos(
α

2
) + sin(

α

2
) a)(x⊥ + x‖)(cos(

α

2
) − sin(

α

2
) a)

= cos2(
α

2
)(x⊥ + x‖) − sin2(

α

2
)(a(x⊥ + x‖)a)

+ cos(
α

2
) sin(

α

2
)(a(x⊥ + x‖) − (x⊥ + x‖)a)

= (cos2(
α

2
) + sin2(

α

2
))x‖ + (cos2(

α

2
) − sin2(

α

2
))x⊥

+ 2 cos(
α

2
) sin(

α

2
)ax⊥

= x‖ + cos(α)x⊥ + sin(α)a× x⊥. (∗)
Der letzte Ausdruck ist gerade die Drehung von x um die Achse a um den
Winkel α. Damit ist gezeigt, daß L(λ) ∈ SO(IR3) liegt, und daß L surjektiv
und glatt ist.

Aus der Rechenregel (3) Satz 5.4 folgt

L(µ · λ)(x) = L(λµ)(x) = µ̄λ̄ x λµ = L(µ)(L(λ)(x)) = L(µ) ◦ L(λ)(x)

für λ, µ ∈ S3 und x ∈ IR3. Somit ist L ein Homomorphismus zwischen den
Lie–Gruppen (S3, ·) und (SO(IR3), ◦).

Ohne Schwierigkeiten läßt sich hier direkt nachrechnen, daß L eine Über-
lagerung ist. Dabei würden wir genauso vorgehen wie beim Beweis des allge-
meineren Satzes, der besagt, daß jeder Homomorphismus zwischen zusam-
menhängenden Lie–Gruppen genau dann eine Überlagerung ist, wenn sein
Differential an der Stelle 1 ein Isomorphismus ist (siehe [War, Porpositi-
on 3.26]). Da die dabei verwendeten Methoden später nicht mehr benötigt
werden, verwenden wir diesen Satz hier ohne Beweis, und zeigen nur, daß
d1L : T1S

3 → TId SO(IR3) ein Isomorphismus ist.

4Eine Einführung in die allgemeinere Theorie der Spin–Überlagerungen findet man
in den Büchern von H. Blaine Lawson und Marie–Louise Michelsohn [LawMi] und
Thomas Friedrich [Friedrich].
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Betrachte dazu die 3 Kurven

γl : (−1, 1) → S3, l ∈ {1, 2, 3},

γ1(t) = cos(
t

2
) − sin(

t

2
)i, γ2(t) = cos(

t

2
) − sin(

t

2
)j,

γ3(t) = cos(
t

2
) − sin(

t

2
)k.

Dann sind die Vektoren γ ′l(0) ∈ T1S
3 im Tangentialraum von S3 an 1 ent-

halten. Mit der Formel (∗) erhält man

∂L(γ1)(x)

∂t

∣
∣
∣
∣
0

=
∂

∂t

∣
∣
∣
∣
0

(





x1

0
0



+ cos(t)





0
x2

x3



+ sin(t)i ×





0
x2

x3



)

= i ×





0
x2

x3



 =





0
−x3

x2



 ,

für x =
(
x1
x2
x3

)

∈ IR3. Analog sieht man, daß d1L(γ′2(0)) =
(

x 7→
( x3

0
−x1

))

und

d1L(γ′3(0)(x)) =
(

x 7→
(

−x2
x1
0

))

ist. Also haben wir 3 linear unabhängige

Vektoren in Im(d1L) gefunden. Daraus folgt, daß d1L ein Isomorphismus
ist, denn dimT1S

3 = dimTId SO(IR3) = 3.
L ist eine 2–fache Überlagerung, da ker(L) = {1,−1} ist. Denn für ein

λ ∈ ker(L) gilt

L(λ) = IdIR3 ⇐⇒ L(λ)(x) = x ⇐⇒ λ̄xλ = x ⇐⇒ xλ = λx

für alle x ∈ IR3, weil λλ̄ = 1 für λ ∈ S3 ist. Da die reellen Zahlen in IH
mit allen Quaternionen kommutieren, bedeutet die letzte Gleichung, daß
Im(λ) mit allen Vektoren aus IR3 kommutiert. Aus der Rechenregel (6)b)
Satz 5.4 folgt nun, daß Im(λ) zu allen Vektoren aus IR3 parallel ist. Somit
ist Im(λ) = 0 und es gilt λ = Re(λ) = ±1. ¤

7. Spin–Transformationen und Weierstraß–Darstellung

7.1. In Abschnitt 4 haben wir gesehen, daß sich zwei konform parame-
trisierte Flächen (M,J, f) und (M,J, f̃) durch zwei eindeutig bestimm-
te Abbildungen u : M → IR und Λ: M → SO(IR3) mit der Gleichung

df̃ = e2uΛ(df) ineinander überführen lassen. Existiert nun eine Hochhe-
bung µ : M → S3 ⊂ IH von Λ unter L, d.h. Λ(x) = µ̄xµ für alle x ∈ IR3,

dann erhält man für λ = euµ die Transformationsgleichung df̃ = λ̄ dfλ. Die-
se Gleichung soll nun unser Ausgangspunkt sein. Aus den Ergebnissen des
letzten Abschnitts läßt sich eine Bedingung für die Existenz einer solchen
Abbildung λ ableiten.

7.2. Definition (Weierstraß–Darstellung einer Fläche).

Zwei Immersionen f , f̃ : M → IR3 heißen spin–äquivalent, wenn es eine
glatte Abbildung λ : M → IH∗ gibt, so daß

df̃ = λ̄ dfλ. (∗)
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Die Abbildung λ heißt dann Spin–Transformation zu f , und f̃ die Spin–
Transformierte von f unter λ. Die Gleichung (∗) ist eine (globale) Weier-

strass–Darstellung von f̃ (bzgl. f via λ).

7.3. Definition (lokale Weierstraß–Darstellung einer Fläche).
Sei (M,J, f) eine konform parametrisierte Fläche und λ : M → H∗ eine
Spin–Transformation, so daß

df = λ̄ dzjλ (∗∗)
in U ⊂ M gilt, wobei z : U → C eine holomorphe Karte von (M,J) ist,
d.h. für die Abbildung z gilt ∗dz = i dz. Die Gleichung (∗∗) ist eine lokale
Weierstraß–Darstellung von f in der Koordinate z.

7.4. Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit einer Spin–Transfor-
mation zu zwei vorgegebenen konform parametrisierten Flächen läßt sich
mit Hilfe der Sätze 6.2 und 6.3 über die Existenz, Eindeutigkeit und Diffe-
renzierbarkeit einer Hochhebung beantworten.

Satz. Seien f und f̃ : M → IR3 zwei konforme Immersionen auf einer kom-
plexen 2–dimensionalen Mannigfaltigkeit (M,J) und Λ: M → SO(IR3) die

nach Satz 4.3 durch f und f̃ eindeutig bestimmte Drehung.
Die beiden Immersionen f und f̃ sind genau dann spin–äquivalent, wenn

die Abbildung Λ# : π1(M) → π1(SO(IR3)) trivial ist, d.h. Λ#(π1(M)) = {e}
ist. Die zu f und f̃ gehörende Spin–Transformation λ : M → IH∗ ist bis auf
die Transformation λ 7→ −λ eindeutig bestimmt.

Zwei konform parametrisierte Flächen sind also genau dann spin–äqui-
valent, wenn die zu ihnen gehörige Drehung Λ: M → SO(IR3) geschlossene
Wege in M auf zusammenziehbare Wege in SO(IR3) abbildet.

7.5. Korollar. Alle konform parametrisierten Flächen auf einer einfach
zusammenhängenden Mannigfaltigkeit M , d.h. π1(M) = {e}, sind spin–
äquivalent.

Beweis des Satzes. Sei u der eindeutig bestimmte konforme Faktor und
Λ die eindeutig bestimmte Drehung zu f und f̃ aus Satz 4.3.

Eine Abbildung λ : M → IH∗ ist genau dann eine Spin–Transformation
von f nach f̃ , wenn das folgende Diagramm für µ = 1

|λ|λ kommutiert und

|λ| = eu ist.

(S3, x0)

(M,p0) (SO(IR3),Λ(p0))

µ

Λ

L

Nach dem Satz 6.2 über die Existenz und Eindeutigkeit einer Hochhe-
bung existiert µ genau dann, wenn Λ#(π1(M,p0)) ⊂ L#(π1(S

3, x0)) ist. Da
die Gruppe π1(S

3) = {e} trivial ist, ist die letzte Bedingung äquivalent dazu,
daß Λ# die triviale Abbildung ist.

Die Existenz der Abbildung µ hängt nicht von der Wahl des Basispunktes
x0 ∈ L−1(Λ(p0)) ab, und µ ist bis auf die Wahl des Basispunktes eindeutig
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bestimmt. Daher ist λ = euµ wegen |λ| = eu bis auf die Transformation
λ 7→ −λ eindeutig. ¤

8. Differentialformen mit Werten in den Quaternionen

8.1. In den nächsten Abschnitten werden wir uns mit der Frage ausein-
andersetzen, wann es zu einer gegebenen konform parametrisierten Fläche
(M,J, f) und einer Spin–Transformation λ eine zu f unter λ spin–äquiva-

lente Fläche f̃ gibt. Wenn M einfach zusammenhängend ist, dann redu-
ziert sich diese Frage auf die folgende: Wann ist die 1–Form η := λ̄ dfλ

geschlossen? Die 1–Form η kann man einerseits als 1–Form mit Werten in
den imaginären Quaternionen oder als 3 reelle 1–Formen ansehen. Für die
Rechnungen erweist sich die erste Sichtweise als günstig. Deshalb werden in
diesem Abschnitt quaternionenwertige Differentialformen eingeführt.

8.2. Eine quaternionenwertige n–Form wird durch vier reelle n–Formen
α1, . . . , α4 mittels

α := α1 + α2i + α3j + α4k

gegeben. Quaternionenwertige 0–Formen sind damit Funktionen f : M → IH,
1–Formen sind Schnitte in T ∗M ⊗IR IH u.s.w.

8.3. Auf den quaternionenwertigen 1–Formen läßt sich ein Dachprodukt mit
der üblichen Formel einführen:

α ∧ β(X,Y ) := α(X)β(Y ) − α(Y )β(X)

für α, β ∈ T ∗M ⊗ IH und X, Y ∈ TpM , p ∈M . Es gelten die Rechenregeln

α ∧ β = −β̄ ∧ ᾱ und α ∧ hβ = αh ∧ β.

Weil die Quaternionen nicht kommutativ sind, gibt es keine allgemeine Re-
gel für das Vertauschen quaternionenwertiger Differentialformen im Dach-
produkt.

8.4. Das Differential einer quaternionenwertigen 1–Form wird komponen-
tenweise definiert dα := dα1 + dα2i + dα3j + dα4k. Es gilt

d(hα) = dh ∧ α+ h dα und d(αh) = dαh− α ∧ dh

für h : M → IH und α ∈ T ∗M ⊗ IH.

8.5. Ist (M,J) eine komplexe 2–dimensionale Mannigfaltigkeit, dann exis-
tiert für quaternionenwertige 1–Formen α wie in 3.5 ein ∗–Operator

∗α := α ◦ J.

Über die komplexe Struktur J auf M lassen sich die 2–Formen ω auf M mit
den quadratischen Formen mittels

ω̃(X) = ω(X, JX)

identifizieren. Wir werden 2–Formen im folgenden immer auf diese Art als
quadratische Formen auf TM auffassen. Die Formel für das Dachprodukt
lautet dann

α ∧ β = α(∗β) − (∗α)β.
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9. Quaternionische Funktionentheorie

9.1. Konforme Immersionen einer komplexen 2–dimensionalen Mannigfal-
tigkeit in den IR3 lassen sich nun dadurch beschreiben, daß es eine Abbil-
dung N : M → IH gibt, so daß der ∗–Operator der Multiplikation mit N
entspricht. In dem Artikel [KPP 98] von George Kamberov, Franz Pedit

und Ulrich Pinkall wird dies in Lemma 2.1. folgendermaßen formuliert.

Lemma. Sei (M,J) eine komplexe 2–dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine
Immersion f : M → IR3 ist genau dann konform, wenn es eine Abbildung
N : M → IH gibt, so daß

∗df = N df. (∗)
Wenn (∗) erfüllt ist, dann ist N : M → S2 ⊂ IH der Normalenvektor von
(M,J, f).

Beweis. Sei f : M → IR3 eine Immersion und N : M → IH eine Abbil-
dung, so daß die Gleichung ∗df = Ndf erfüllt ist. Dann folgt

N2df = ∗∗df = −df.
Da f eine Immersion ist, folgt N 2 = −1, somit ist |N | = 1 und wegen
N2 = −1 = −|N |2 = −NN̄ gilt N = −N̄ . Also ist N ∈ S2 ⊂ IR3. Wenn (∗)
erfüllt ist, ist Ndf ∈ IR3 und daher N ⊥ df . Somit ist N der Normalenvektor
von f . Außerdem ist f konform, weil

|∗df | = |Ndf | = |df |.
Sei umgekehrt (M,J, f) eine konform parametrisierte Fläche und N der

zugehörige Normalenvektor. Für jede imaginäre Quaternion x ∈ IR3 mit
x ⊥ N(p) folgt aus der Produktformel

N(p)x = −〈N(p), x〉 +N(p) × x = N(p) × x.

Die Hamiltonsche Multiplikation mit N(p) induziert daher die Drehung
um 90◦ in positiver Richtung in df(TpM). Dasselbe gilt für die Abbildung
df(X) 7→ df(JX), weil J mit der durch f auf M induzierten Metrik ver-
träglich ist (siehe 3.3). Also gilt ∗df = Ndf . ¤

9.2. Bemerkung. In der Funktionentheorie betrachtet man holomorphe
Abbildungen, d.h. Abbildungen f : C → C, die die Cauchy–Riemann–Dif-
ferentialgleichungen df(iz) = i df(z) für alle z ∈ C erfüllen. Faßt man C

zusammen mit der Multiplikation mit i als eine komplexe 2–dimensionale
Mannigfaltigkeit auf, dann erhält man als Bedingung für die Holomorphie
von f die Gleichung ∗df j = i df j, d.h. f ist genau dann holomorph, wenn
(C, i, f j) eine konform parametrisierte Fläche mit dem konstanten Norma-
lenvektor N := i ist.

In diesem Sinne ist die hier vorgestellte quaternionische Funktionen-
theorie eine Verallgemeinerung der komplexen Funktionentheorie. Sie wurde
erstmalig in dem Artikel [KPP 98] beschrieben und zur lokalen Klassifika-
tion aller Bonnet–Paare verwendet. Das sind alle Paare von Immersionen
f , f̃ : M → IR3 einer 2–dimensionalen Mannigfaltigkeit in den IR3, die die
gleiche Metrik auf M induzieren und deren mittlere Krümmungen überein-
stimmen.
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9.3. Definition. Sei (M,J) eine komplexe 2–dimensionale Mannigfaltig-
keit und N : M → S2 ∈ IR3 ein variables i. Dann heißt eine IR3–wertige
1–Form α ∈ T ∗M ⊗ IR3 konform, wenn ∗α = Nα, und antikonform, wenn
∗α = −Nα gilt.

Jede IR3–wertige 1–Form α zerfällt in einen konformen Teil α+ und einen
antikonformen Teil α−, d.h.

α = α+ + α− mit α± =
1

2
(α∓N∗α).

Wir werden von N–konform bzw. N–antikonform sprechen, wenn aus dem
Zusammenhang nicht ersichtlich ist, auf welches variable i sich die Konfor-
mität der 1–Form bezieht.

9.4. Wichtige geometrische Daten einer Fläche (M,J, f) in IR3 lassen sich
aus dem Differential dN des Normalenvektors N ablesen. Wegen |N | = 1
gilt dN(X) ∈ df(TpM) für alle X ∈ TpM und man erhält

2〈dN+(X), Ndf(X)〉 = 〈dN(X) −N∗dN(X), Ndf(X)〉
= 〈dN(X), Ndf(X)〉 − 〈∗dN(X), df(X)〉
= II(X, JX) − II(JX,X) = 0,

wobei II die 2. Fundamentalform von f ist. Daher ist dN+(X) ‖ df(X)
für alle X ∈ TpM . Damit können wir die mittlere Krümmung H von f

ausrechnen. Für X ∈ TpM gilt:

2H|df(X)|2 = 〈dN(X), df(X)〉 + 〈dN(JX), df(JX)〉
= 〈dN(X), df(X)〉 + 〈∗dN(X), Ndf(X)〉
= 〈dN(X) −N∗dN(X), df(X)〉 = 2〈dN+(X), df(X)〉
= −2dN+(X)df(X) + 2dN+(X) × df(X)

= −2dN+(X)df(X),

denn 2H ist die Spur der 2. Fundamentalform II bzgl. der durch f auf M in-
duzierten Riemannschen Metrik 〈df(X), df(Y )〉. Für einen Tangentialvektor
X 6= 0 gilt df(X)−1 = −df(X) |df(X)|−2 und man erhält die sehr wichtige
Gleichung:

H = dN+(X)(df(X))−1 bzw. dN = Hdf + dN−.

10. Weierstraß–Darstellung und Dirac–Gleichung

10.1. Hier soll nun, wie in Abschnitt 8 angekündigt, die Frage geklärt wer-
den: Unter welchen Voraussetzungen ist die 1–Form η = λ̄ df λ geschlossen?
Diese Frage wird in [KPP 98, Lemma 2.2] beantwortet.

10.2. Theorem (Weierstrass–Darstellung).
Sei (M,J, f) eine konform parametrisierte Fläche mit dem Normalenvek-
tor N : M → IR3 und λ : M → IH∗ eine Spin–Transformation. Dann ist die
1–Form

η = λ̄ df λ
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genau dann geschlossen, wenn es eine glatte Funktion u : M → IR gibt, so
daß λ die Dirac–Gleichung von f mit dem reellen Potential u

∗dλ+Ndλ = u dfλ (∗)
erfüllt. Das Potential u ist durch λ und f eindeutig bestimmt. Die IR3–
wertige 1–Form η ist (λ−1Nλ)–konform.

10.3. Bemerkungen. (i) Die beiden Seiten der Dirac–Gleichung (∗) sind
N–konforme 1–Formen, denn es gilt ∗(u dfλ) = Nudfλ und ∗(∗dλ+Ndλ) =
−dλ+N∗dλ = N(∗dλ+Ndλ). Damit ist die Gleichung genau dann erfüllt,
wenn sie in jedem Punkt p ∈M für einen Vektor X ∈ TpM \ {0} gilt.

(ii) Außerdem ist die Gleichung (∗) quaternionisch rechts–linear, d.h.
jede Lösung λ : M → IH∗ induziert eine 4–Parameterfamilie von Lösungen
λa, a ∈ IH von (∗). Die Multiplikation mit der Kontstante a ∈ IH entspricht
einer konstanten Drehstreckung der Bildvektoren von η.

Beweis. Die 1–Form η ist genau dann geschlossen, wenn

dη = dλ̄ ∧ dfλ− λ̄ df ∧ dλ
= λ̄ df ∧ dλ− λ̄ df ∧ dλ
= −2 Im(λ̄ df ∧ dλ) = 0

ist. Dabei wurden die Rechenregeln für quaternionenwertige Differentialfor-
men aus Abschnitt 8 und df̄ = −df verwendet.

Faßt man nun df ∧ dλ als die quadratische Form X 7→ (df ∧ dλ)(X, JX)
auf, dann gilt df ∧ dλ = df∗dλ− ∗dfdλ. Da die reellwertigen quadratischen
Formen in jedem Punkt p ∈ M einen 1–dimensionalen, reellen Vektorraum
bilden, ist η genau dann geschlossen, wenn λ̄ df ∧ dλ ein reelles Vielfaches
der quadratischen Form |df |2 ist, d.h. genau dann, wenn es eine reellwertige
Funktion u : M → IR gibt, so daß gilt:

λ̄ df ∧ dλ = −u |λ|2| |df |2

⇐⇒ df∗dλ− ∗dfdλ = −u |df |λ
⇐⇒ df∗dλ+ dfNdλ = u dfdfλ

⇐⇒ ∗dλ+Ndλ = u dfλ.

Da |df |2 nicht verschwindet, ist u durch λ und f eindeutig bestimmt. Schließ-
lich gilt ∗η = λ̄ ∗dfλ = λ̄Ndfλ = λ̄N |λ|−2λλ̄ dfλ = λ−1Nλη. ¤

10.4. Korollar. Sei (M,J, f) eine konform parametrisierte Fläche auf ei-
ner einfach zusammenhängenden Mannigfaltigkeit. Dann gehört zu jeder
Lösung λ : M → H∗ der Dirac–Gleichung

∗dλ+Ndλ = u dfλ

mit einem reellen Potential u : M → IR eine zu f via λ spin–äquivalente
Immersion

f̃ : M → IR3.

Die Fläche f̃ ist bis auf eine Translation durch λ und f eindeutig bestimmt.

Beweis. Löst λ die Dirac–Gleichung von f für ein reelles Potential λ,
dann ist die 1–Form η = λ̄ dfλ geschlossen. DaM einfach zusammenhängend
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ist, gibt es eine Stammfunktion f̃ von η. D.h. df̃ = η = λ̄ dfλ. Die 1–Form
η bestimmt die Abbildung f̃ bis auf eine Translation eindeutig. ¤

10.5. Korollar. Sei f̃ : M → IR3 eine via λ : M → IH∗ zu einer konform
parametrisierten Fläche (M,J, f) spin–äquivalente Immersion, d.h.

df̃ = λ̄ dfλ.

Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes reelles Potential u : M → IR, so
daß λ und u die Dirac–Gleichung (∗) von f erfüllen. Weiterhin gilt:

(i) (M,J, f̃) ist eine konform parametrisierte Fläche mit dem Norma-
lenvektor Ñ = λ−1Nλ.

(ii) Für die quadratischen Formen der durch f und f̃ auf M induzierten
Metriken gilt |df̃ |2 = |λ|4 |df |2.

(iii) Die mittlere Krümmung H̃ von f̃ ergibt sich aus

H̃|df̃ | = (H + u) |df |.

Beweis. Aus df̃ = λ̄ dfλ = η folgt, daß η geschlossen ist. Damit existiert
ein reelles Potential u : M → IR, so daß λ und u der Dirac–Gleichung
(∗) genügen. Außerdem ist η eine (λ−1Nλ)–konforme 1–Form, das bedeutet

aber gerade ∗df̃ = Ñdf̃ für Ñ = λ−1Nλ. Also folgt Behauptung (i). Die

Behauptung (ii) ist einfach |df̃ |2 = |λ̄ dfλ|2 = |λ|4 |df |2.
Die Formel (iii) folgt mit (i) und (ii), Ndf = −df N , df̃ = λ̄ dfλ und der

Dirac–Gleichung ∗dλ+Ndλ = u dfλ:

2H̃df̃ = 2dÑ+ = dÑ − Ñ∗dÑ = dÑ − (λ−1Nλ)∗dÑ
= −λ−1dλλ−1Nλ+ λ−1dNλ+ λ−1Ndλ

− (−λ−1N∗dλλ−1Nλ+ λ−1N∗dNλ− λ−1∗dλ)

= λ−1(N∗dλ− dλ)
︸ ︷︷ ︸

uNdfλ

λ−1Nλ

+ λ−1 (dN −N∗dN)
︸ ︷︷ ︸

dN+

λ+ λ−1 (Ndλ+ ∗dλ)
︸ ︷︷ ︸

u dfλ

= λ−1u dfλ+ λ−12Hdfλ+ λ−1u dfλ

= 2u|λ|−2df̃ + 2H|λ|−2df̃ = 2(H + u)|λ|−2df̃

⇐⇒ H̃|λ|2 = H + u

⇐⇒ H̃|df̃ | = (H + u)|df |.
¤

11. Lokale Weierstraß–Darstellung

11.1. Sei (V, z) eine holomorphe Karte einer komplexen 2–dimensionalen
Mannigfaltigkeit (M,J), d.h. V ⊂M ist offen und z : V → C mit ∗dz = idz.
Dann fassen wir zj als eine lokale Referenzimmersion mit dem Normalen-
vektor N = i auf.

Setze X := ∂
∂x

und Y := ∂
∂y

mit z = x + iy. Dann gilt Y = JX,

∗dx = −dy und ∗dy = dx. Die Dirac–Gleichung von zj läßt sich nun
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folgendermaßen umformen

∗dλ+ i dλ = u dzjλ

⇐⇒ ∗dλ(X) + i dλ(X) = u dz(X)jλ

⇐⇒ λy + iλx = u jλ

⇐⇒ 2iλz = u jλ.

Hier werden die üblichen Bezeichnungen

λx :=
∂

∂x
λ, λy :=

∂

∂y
λ, λz :=

1

2
(λx − iλy), λz̄ :=

1

2
(λx + iλy)

verwendet. Die Spin–Transformation λ : V → IH∗ wird nun durch eine Ab-

bildung ψ =
(
ψ1

ψ2

)

: V → C
2 mit λ = ψ1 + kψ2 dargestellt. Damit läßt sich

die Dirac–Gleichung weiter umformen:

2i(ψ1 + kψ2)z = uj(ψ1 + kψ2)

⇐⇒ 2i(ψ1z + kψ2z̄) = uj(ψ1 + kψ2)

⇐⇒ 2iψ1z − 2jψ2z = ujψ1 + uiψ2

⇐⇒
(

∂
∂z

−1
2u

1
2u

∂
∂z̄

)

ψ = 0

11.2. Definition. Sei (V, z) eine holomorphe Karte einer komplexen 2–di-
mensionalen Mannigfaltigkeit (M,J) und u : V → IR eine glatte Funktion.
Dann ist

D :=

(
∂
∂z

−1
2u

1
2u

∂
∂z̄

)

der Dirac–Operator mit dem Potential u in der lokalen holomorphen Ko-
ordinate (V, z). Die Gleichung

Dψ = 0

ist die Dirac–Gleichung in der Koordinate (V, z).

11.3. Bemerkung. Der Operator D hängt von dem Potential u ab. Wenn
diese Abhängigkeit eine wesentlich Rolle spielt, werden wir Du oder D(u)
schreiben. Die Schreibweise “ψ ist eine Lösung von Dψ = 0” bedeutet, es
gibt ein Potential u, so daß ψ die Gleichung Dψ = 0 erfüllt. In der Literatur5

geht das Potential u von D mit unterschiedlichen Faktoren ein.

11.4. Aus Theorem 10.2 folgt nun, daß (ψ1 + kψ2) dzj (ψ1 + kψ2) genau
dann geschlossen ist, wenn ψ die Gleichung Dψ = 0 erfüllt. Damit haben
wir die Weierstrass–Darstellung hergeleitet, wie sie von Boris Konopel-

chenko in [Kon 96, Abschnitt 8] und Iskander Taimanov in [Tai 97a]
eingeführt und verwendet wurde, um eine Verbindung zwischen der Theorie
integrabler Systeme und der Flächentheorie herzustellen.

Ursprünglich hat Weierstraß diese Darstellung für Minimalflächen,
d.h. Flächen mit dem Potential u = 0, verwendet. In diesem Fall erfüllt ψ
genau dann die Dirac–Gleichung, wenn ψ̄1 und ψ2 holomorphe Funktionen
sind.

5[Kon 96, Gleichung (8.1)] oder [Tai 97a, Gleichung (3.4)]
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Die lokale Weierstraß–Darstellung ist eine Variante von Theorem
10.2 für den Spezialfall der Referenzimmersion (V, J

∣
∣
U
, zj).

Theorem (lokale Weierstraß–Darstellung). Sei (M,J) eine komplexe
2–dimensionale Mannigfaltigkeit, V ⊂M eine offene, einfach zusammenhängend
Teilmenge, (V, z) eine holomorphe Karte und u : V → IR ein reelles Poten-
tial.

Dann beschreibt jede nicht verschwindende Lösung ψ =
(
ψ1

ψ2

)

: V → C
2

der Dirac–Gleichung

Dψ = 0

eine bis auf Translation eindeutig bestimmte konform parametrisierte Fläche
(V, J, f) mit

df = λ̄ dzjλ mit λ = ψ1 + kψ2.

Die Immersion f ergibt sich bis auf eine Translation aus der Integralformel:

f(p) =

∫ p

p0

(ψ1ψ̄2dz̄ + ψ̄1ψ2dz)i + (ψ̄2
1dz − ψ̄2

2dz̄)j. (∗)

Das Integral ist dabei über einen beliebigen Integrationsweg zwischen einem
fest gewählten Punkt p0 ∈ V und p ∈ V zu nehmen. Weiterhin gilt:

(i) N =
|ψ1|2 − |ψ2|2
|ψ1|2 + |ψ2|2

i − 2
ψ̄1ψ̄2

|ψ1|2 + |ψ2|2
j,

(ii) |df |2 = (|ψ1|2 + |ψ2|2)2|dz|2,
(iii) H|df | = u |dz|.
Umgekehrt gehört zu jeder konformen Immersion (V, J, f) eine bis auf

ψ 7→ −ψ eindeutig bestimmte Abbildung ψ : V → C
2, so daß f durch die

Integralformel (∗) bis auf eine Translation reproduziert wird. Es gilt außer-

dem Dψ = 0 mit dem Potential u(p) = H
|df(X)|
|dz(X)| für einen beliebigen Vektor

X ∈ TpM \ {0}.

b

b

aa

M
f

z j

j

i

V

Y

X

j

k

N

z(V ) j

λ̄ dzj λ

f(V )
i

k

df(Y )

df(X)

dz(Y )

i

dz(X)

Bild 3. Lokale Weierstraß–Darstellung des Torus.
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Beweis. Bereits am Anfang dieses Abschnitts wurde gezeigt, daß ψ =(
ψ1

ψ2

)

: V → C
2 genau dann eine Lösung der Gleichung Dψ = 0 ist, wenn

die Spin–Transformation λ = ψ1 + kψ2 die Gleichung ∗λ + i dλ = u dzjλ

löst.
Also folgt aus Dψ = 0 und Korollar 10.4, daß es eine bis auf Translation

eindeutig bestimmte Immersion f : M → IR3 gibt, so daß df = λ̄ dzjλ ist.
Die Integralformel (∗) folgt aus

df = λ̄ dzjλ = (ψ̄1 − ψ̄2k) dzj (ψ1 + kψ2)

= (ψ̄2
1dzj + ψ1ψ̄2dz̄i + ψ̄1ψ2dzi − ψ̄2

2dz̄j

= (ψ̄2
1dz − ψ̄2

2dz̄)j + (ψ1ψ̄2dz̄ + ψ̄1ψ2dz)i.

Da die mittlere Krümmung der Fläche (V, J, zj) Null ist, folgen die Glei-
chungen (i)–(iii) direkt aus dem Korollar 10.5.

Sei nun umgekehrt eine konform parametrisierte Fläche (V, J, f) vorge-
geben. Dann sind (V, J, f) und (V, J, zj) nach Korollar 7.5 spin–äquivalent,
weil V einfach zusammenhängend ist. Sei λ : V → IH∗ die zugehörige, bis
auf λ 7→ −λ eindeutig bestimmte Spin-Transformation mit df = λ̄ dzjλ. Die
Integralformel (∗) bedeutet gerade, daß ψ1 + kψ2 die Spin–Transformation
von zj nach f ist. Also folgt λ = ψ1 + kψ2. Weil λ nach Korollar 10.5 die
Gleichung ∗dλ + i dλ = u dzjλ erfüllt, folgt schließlich Dψ = 0 mit dem
durch die Formel (iii): H|df | = u |dz| bestimmten Potential u : M → IR. ¤

11.5. Bemerkung. Zu einer konform parametrisierten Fläche (M,J, f)
und einer holomorphen Koordinate (V, z) mit einer einfach zusammenhäng-
enden Teilmenge V ⊂M gehört also ein reelles Potential u : V → IR. Dieses
Potential wird durch die Gleichung (iii) bestimmt. An dieser Gleichung er-
kennt man, daß u unter eigentlichen Bewegungen und Streckungen des IR3

invariant ist.





III. Drehflächen und die mKdV–Gleichung

In diesem Kapitel wird die Weierstraß–Darstellung einer Drehfläche
und ihre Beziehung zur mKdV–Gleichung

ut − uxxx − 6u2ux = 0

untersucht. Es werden Formeln für das Potential u einer Drehfläche f und
die geodätische Krümmung κ ihrer Meridiankurve γ als Kurve in der Poin-

caréschen Halbebene hergeleitet. Es wird gezeigt, daß die Krümmung κ

gerade −2u∗ ist, wobei u∗ das Potential der Dualfläche f∗ von f ist. Diese
Formeln bilden die Basis der Bäcklund–Transformation, mit der wir uns
im letzten Kapitel beschäftigen.

Die Untersuchung der kritischen Punkte der hyperbolischen Biegeener-
gie von γ führt zu wandernden Wellenlösungen bzw. stationären Lösungen
der mKdV–Gleichung. Mit der dabei hergeleiteten Formel für die Ablei-
tung der Krümmung κ nach der Zeit wird gezeigt, daß − 1

2κ = u∗ die
mKdV–Gleichung löst, wenn (γ(x, t))t∈IR eine Schar von Kurven in der
Poincaréschen Halbebene ist, die der Gleichung

γ̇ = (
1

2
κ2 + 1)T + κ′N,

genügt. Schließlich wird gezeigt, daß unter derselben Voraussetzung auch
das Potential u die mKdV–Gleichung löst.

12. Quaternionische Funktionentheorie für Drehflächen

12.1. Eine Drehfläche entsteht aus einer Kurve γ in der i–j–Ebene des IR3

durch Rotation dieser Kurve um die i–Achse. Die Kurve

γ = rj + hi : IR −→ IRj ⊕ IRi

nennt man die Meridiankurve der Drehfläche. Eine Parametrisierung f die-
ser Fläche erhält man durch

f : C −→ IR3

(x+ ϕi) 7−→ r(x)eϕij + h(x)i = e
ϕ
2
iγ(x)e−

ϕ
2
i.

12.2. Da eϕi eine 2π–periodische Abbildung ist, können wir f auch als
Funktion auf dem Zylinder

Z := C
/

{ 2kπi|k∈Z }

25
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IR3
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0
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p′
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−2πi

N

f(p) = f(p′)

Bild 4. Kanonische Parametrisierung einer Drehfläche.

auffassen. Damit erhält man aus der universellen Überlagerung f die “ei-
gentliche” Drehfläche. Diese Bemerkung im Hinterkopf behaltend, wollen
wir im folgenden jedoch direkt mit der Überlagerung f : C → IR3 arbeiten.

12.3. Auf der 2–dimensionalen Mannigfaltigkeit C ist die Multiplikation
mit der imaginären Einheit i eine komplexe Struktur. Eine holomorphe Karte
ist dann die Identität

z = x+ ϕi : C −→ C.

Die Abbildung f : C → IR3 ist nach Bemerkung 4.2(iii) genau dann eine
konforme Immersion, wenn |fx| = |fϕ| 6= 0 und 〈fx, fϕ〉 = 0 gilt.

Die Ableitungen von f nach x und ϕ sind

fx(x+ ϕi) = r′(x)eϕij + h′(x)i = e
ϕ
2
iγ′(x)e−

ϕ
2
i,

fϕ(x+ ϕi) = r(x)eϕik.

Hier und im folgenden bezeichnen die Indizes x, ϕ und weiter unten auch
t Ableitungen nach den entsprechenden Variablen. Wenn sich aus Gründen
der Übersichtlichkeit ein Index nicht anbietet, wird ∂

∂x
u.s.w. geschrieben.

Außerdem ist manchmal die besonders kurze Schreibweise ′ für die Ableitung
nach x und ˙ für die Ableitung nach t nützlich.

Aus obigen Ableitungsformeln folgt 〈fx, fϕ〉 = 0, und daß f nur dann
eine Immersion ist, wenn r(x) nicht verschwindet. O.B.d.A. kann man an-
nehmen, daß r(x) > 0 für alle x ∈ IR gilt, d.h.:

γ = rj + hi : IR −→ IR>0 j ⊕ IRi.

Damit ist (C, i, f) genau dann eine konform parametrisierte Fläche, wenn γ
die Gleichung

r′(x)2 + h′(x)2

r(x)2
= 1

erfüllt. Das bedeutet, daß die Kurve γ in der Poincaréschen Halbebene
H := IR>0 j ⊕ IRi nach der Bogenlänge parametrisiert ist. Dabei ist die
Metrik der Halbebene H durch

〈 , 〉H : Trj+hiH × Trj+hiH −→ IR

(x, y) 7−→ r−2〈x, y〉
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definiert, wenn man Trj+hiH mit IRj ⊕ IRi ⊂ IH identifiziert. Die Poin-

carésche Halbebene (H, 〈 , 〉H) ist ein Modell des 2–dimensionalen hyperbo-
lischen Raumes. Die Kurve γ : IR → H heißt deshalb nach der hyperbolischen
Bogenlänge parametrisiert, wenn ‖γ ′(x)‖H = 〈γ′, γ′〉H = 1 gilt.

12.4. Lemma. Sei γ = rj + hi : IR → H := IR>0 j ⊕ IRi ⊂ IH eine Kurve
in der Poincaréschen Halbebene H. Die durch γ definierte Drehfläche

f : C −→ IR3

x+ ϕi 7−→ e
ϕ
2
iγ(x)e−

ϕ
2
i

ist genau dann eine konforme Immersion, wenn γ nach der hyperbolischen
Bogenlänge parametrisiert ist, d.h.

‖γ′(x)‖H = 〈γ′(x), γ′(x)〉H =
r′(x)2 + h′(x)2

r(x)2
= 1.

In diesem Fall gelten die folgenden Formeln:

(i) Der Normalenvektor von f ist

N(x+ ϕi) =
1

r(x)
(r′(x)i − h′(x)eϕij).

(ii) Für die auf C induzierte Metrik gilt

|dx+ϕif | = r(x)|dz| = r(x)|dx+ dϕi|.

(iii) Die mittlere Krümmung von f ist unabhängig von ϕ und ergibt sich
aus der Formel

H(x) = − 1

2r(x)3
(h′(x)r(x) + r′(x)h′′(x) − r′′(x)h′(x)).

(iv) Das Differential df von f berechnet sich aus

dx+ϕif = (r′(x)eϕij + h′(x)i) dx+ r(x)eϕik dϕ.

Im folgenden werden wir oft die Argumente der Funktionen weglassen,
um die Übersichtlichkeit der Formeln zu erhöhen. Beispielsweise schreiben
wir für (iii) kurz H = − 1

2r3
(h′r + r′h′′ − r′′h′).

Beweis. Es sind nur noch die drei Formeln (i)–(iii) zu zeigen. Aus |fx| =
|fy| und Lemma 2.2 folgt

|df | = |fx| |dz| = r|dz|.

Das ist die Formel (ii). Der Normalenvektor läßt sich folgendermaßen be-
rechnen

N =
1

r2
fx × fϕ =

1

r2
fxfϕ =

1

r2
(r′eϕij + h′i) (reϕik) =

1

r
(r′i − h′eϕij).

Das Doppelte der mittleren Krümmung H von f ist die Spur der 2.
Fundamentalform II(X,Y ) = 〈df(X), dN(Y )〉 bezogen auf die 1. Funda-
mentalform I(X,Y ) = 〈df(X), df(Y )〉. Die Basis (X := 1

r
∂
∂x
, Y := 1

r
∂
∂ϕ

) ist
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eine Orthonormalbasis der 1. Fundamentalform, man erhält damit

2Hr2 = r2 II(X,X) + r2 II(Y, Y ) = 〈fx, Nx〉 + 〈fϕ, Nϕ〉

= 〈r′eϕij + h′i,
r′′r − r′

2

r2
i − h′′r − h′r′

r2
eϕij〉 − 〈reϕik,

1

r
h′eϕik〉

= −r′ h
′′r − h′r′

r2
+ h′

r′′r − r′
2

r2
− h′

⇐⇒ H = − 1

2r3
(h′r + r′h′′ − r′′h′).

¤

13. Weierstraß–Darstellung von Drehflächen

13.1. Sei f die durch γ = rj+hi : IR → H, ‖γ‖H = 1 definierte Drehfläche.
Nach Theorem 11.4 existiert eine Spin–Transformation λ = ψ1 + kψ2 mit

ψ =
(
ψ1

ψ2

)

: C → C
2, so daß f bis auf eine Translation durch die Gleichung

f(p) =

∫ p

p0

λ̄ dzjλ =

∫ p

p0

(ψ1ψ̄2dz̄ + ψ̄1ψ2dz)i + (ψ̄2
1dz − ψ̄2

2dz̄)j

für p, p0 ∈ C gegeben ist. Außerdem löst ψ die Dirac–Gleichung (vgl. 11.2):

Dψ = 0.

13.2. Man kann eine in r und h explizite Formel für die Spin–Transforma-
tion ψ herleiten. Denn einerseits erhält man aus obiger Integralformel

df = (ψ1ψ̄2dz̄ + ψ̄1ψ2dz)i + (ψ̄2
1dz − ψ̄2

2dz̄)j

= (ψ1ψ̄2 + ψ̄1ψ2)i dx+ (ψ̄2
1 − ψ̄2

2)j dx+ (ψ̄2
1 + ψ̄2

2)k dϕ

+ (ψ1ψ̄2 − ψ̄1ψ2)dϕ

und andererseits ist nach Lemma 12.4(iv) das Differential von f durch

df = (r′eϕij + h′i) dx+ reϕik dϕ

gegeben. Damit erhält man folgende Formeln für ψ:

2ψ2
1 = (r + r′)e−ϕi, 2ψ2

2 = (r − r′)e−ϕi, 2ψ1ψ̄2 = h′.

D.h.:

λ = ψ1 + kψ2 = (ψ̃1 + ψ̃2k)e−
ϕ
2
i

mit

2ψ̃2
1 = r + r′, 2ψ̃2

2 = r − r′, 2ψ̃1ψ̃2 = h′.

Diese Formeln stimmen mit den von Iskander Taimanov in [Tai 97b,
Formeln (7) und (8)] für die Weierstraß–Darstellung von Drehflächen
angegebenen Formeln überein.6

6Taimanov verwendet θ, ϕ für r, h sowie r, s für ψ̃1, ψ̃2.
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13.3. Satz. Für jedes reelle Potential u : IR → IR beschreiben die Lösungen

ψ̃ =
(
ψ̃1

ψ̃2

)

: IR → IR2 der Gleichung

Lψ̃ = 0 mit L =

(
∂
∂x

− 1
2 −u

u ∂
∂x

+ 1
2

)

durch

f(p) =

∫ p

p0

λ̄ dzjλ mit λ = (ψ̃1 + ψ̃2k)e−
ϕ
2
i (∗)

eine konform parametrisierte Drehfläche (C, i, f). Die nach der hyperboli-

schen Bogenlänge parametrisierte Meridiankurve von f ist durch ψ̃ und die
Gleichung

γ = rj + hi = (ψ̃2
1 + ψ̃2

2)j + 2

∫

ψ̃1ψ̃2 dxi

bis auf eine Translation parallel zur i–Achse eindeutig bestimmt.

Umgekehrt gehört zu jeder Drehfläche (C, i, f = e
ϕ
2
iγe−

ϕ
2
i) mit γ = rj +

hi und ‖γ′‖H = 1 ein bis auf das Vorzeichen eindeutig durch

2ψ̃2
1 = r + r′, 2ψ̃2

2 = r − r′, 2ψ̃1ψ̃2 = h′

bestimmtes Paar reellwertiger Funktionen, so daß f bis auf eine Translation
durch (∗) gegeben ist. Außerdem gilt Lψ̃ = 0 mit dem Potential

u = Hr = − 1

2r2
(h′r + r′h′′ − r′′h′).

Beweis. Zuerst zeigen wir, daß unter der Voraussetzung ψ = ψ̃e−
ϕ
2
i die

Gleichung Dψ = 0 äquivalent ist zu Lψ̃ = 0.

Dψ = 0 ⇐⇒
(

∂
∂z

−1
2u

1
2u

∂
∂z̄

)(

ψ̃1e
−ϕ

2
i

ψ̃2e
−ϕ

2
i

)

= 0

⇐⇒
{

1
2( ∂
∂x
ψ̃1 − 1

2 ψ̃1)e
−ϕ

2
i − 1

2uψ̃2e
−ϕ

2
i = 0

1
2( ∂
∂x
ψ̃2 + 1

2 ψ̃2)e
−ϕ

2
i + 1

2uψ̃1e
−ϕ

2
i = 0

⇐⇒
{

∂
∂x
ψ̃1 − 1

2 ψ̃1 − uψ̃2 = 0

∂
∂x
ψ̃2 + 1

2 ψ̃2 + uψ̃1 = 0

⇐⇒ Lψ̃ = 0.

Gilt nun Lψ̃ = 0, dann gibt es nach Theorem 11.4 eine bis auf eine
Translation eindeutig bestimmte, konform parametrisierte Fläche (V, i, f),
so daß

df = λ̄ dzjλ mit λ = ψ1 + kψ2 = (ψ̃1 + ψ̃2k)e−
ϕ
2
i

gilt. Für das Differential dieser Fläche erhält man

df = λ̄ dzjλ = ψ1 + kψ2 dzj (ψ2 + kψ2)

= (ψ1ψ̄2dz̄ + ψ̄1ψ2dz)i + (ψ̄2
1dz − ψ̄2

2dz̄)j

= ((ψ̃2
1 − ψ̃2

2)e
ϕij + 2ψ̃1ψ̃2i) dx+ (ψ̃2

1 + ψ̃2
2) e

ϕik dϕ.

Dies ist gerade das Differential der Drehfläche, die durch die Meridiankurve

γ = (ψ̃2
1 + ψ̃2

2)j + 2

∫

ψ̃1ψ̃2 dxi
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erzeugt wird (vgl. Lemma 12.4(iv)). Denn mit Lψ̃ = 0 gilt

(ψ̃2
1 + ψ̃2

2)
′ = 2ψ̃1ψ̃

′
1 + 2ψ̃2ψ̃

′
2 = 2ψ̃1(

1

2
ψ̃1 + uψ̃2) − 2ψ̃2(

1

2
ψ̃2 + uψ̃1)

= ψ̃2
1 − ψ̃2

2.

Umgekehrt haben wir bereits am Anfang dieses Abschnittes gesehen,
daß die zu f nach Theorem 11.4 gehörende Spin–Transformation die Form

ψ = ψ̃e−
ϕ
2
i annimmt. Da ψ der Gleichung Dψ = 0 genügt, folgt mit obiger

Äquivalenz die Gleichung Lψ̃ = 0. Aus H|df | = u|dz| (s. Theorem 11.4(iii)),
|df | = r|dz| und H = − 1

2r3
(h′r + r′h′′ − r′′h′) (s. Lemma 12.4(iii)) folgt die

Gleichung für das Potential u = − 1
2r2

(h′r + r′h′′ − r′′h′). ¤

13.4. Beispiel. Die 2–dimensionale Sphäre S2 läßt sich ohne Nord– und
Südpol als Drehfläche verstehen. Die nach der hyperbolischen Bogenlänge
parametrisierte Meridiankurve der S2 ist

γS2(x) = sech(x)j + tanh(x)i,

dabei ist sech(x) = 2
ex+e−x = 1

cosh(x) und tanh(x) = sinh(x)
cosh(x) = ex−e−x

ex+e−x .

Mit den Formeln sech′(x) = − sech(x) tanh(x), tanh′(x) = sech(x)2 und

sech(x)2 + tanh(x)2 = 1 erhält man für das Potential von e
ϕ
2
iγS2e−

ϕ
2
i:

uS2(x) = − 1

2 sech2(x)

(

sech2(x) sech(x) + 2 sech(x)3 tanh(x)2

− (sech(x) tanh2(x) − sech3(x)) sech2(x)

)

= − sech(x).

i

γ

ϕ

T

j

13.5 Eine übersichtlichere Formel für das Potential u ei-
ner Kurve γ in H erhält man, wenn man u mit Hilfe des
auf die j–Achse bezogenen Anstellwinkels ϕ : IR → IR
des Tangenteneinheitsvektors T der nach der hyperbo-
lischen Bogenlänge parametrisierten Kurve γ darstellt.
Es gilt dann

r′j + h′i = γ′ = T = r(cosϕ j + sinϕ i)

und wir haben für u:

u = − 1

2r2
(h′r + r′h′′ − r′′h′)

= −1

2

(

sinϕ+ cosϕ (
r′

r
sinϕ+ ϕ′ cosϕ) − (

r′

r
cosϕ− ϕ′ sinϕ) sinϕ

)

⇐⇒ −2u = sinϕ+ ϕ′

14. Der mKdV–Fluß einer Drehfläche

14.1. Die Darstellung von Drehflächen mit Lösungen der Gleichung

Luψ = 0 mit Lu =

(
∂
∂x

− 1
2 −u

u ∂
∂x

+ 1
2

)
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ist für die Behandlung dieser Flächen nicht besonders interessant, denn sie
lassen sich viel einfacher durch ihre Meridiankurve beschreiben. Anderer-
seits ist der Operator Lu der Ausgangspunkt zur Lösung der modifizierten
Korteweg–de Vries–Gleichung (mKdV–Gleichung)

ut − uxxx − 6u2ux = 0

mit der inversen Streumethode (inverse scattering method7). Diese Lösungs-
methode für nichtlineare partielle Differentialgleichungen entstand nach ei-
ner bahnbrechenden Entdeckung von Norman Zabusky und Martin Krus-

kal [ZaKru 65]. Sie untersuchten die von D.J. Korteweg und G. de

Vries in [KdV 1895] zur Beschreibung solitärer Wasserwellen eingeführte
Differentialgleichung

ut − uxxx − 6uux = 0,

die sogenannte KdV–Gleichung. Diese Gleichung ist das erste mathematische
Modell für die von dem Experimentalphysiker Scott Russell im Jahre 1844
beschriebenen solitären Wasserwellen. Er beschreibt seine Entdeckung mit
den folgenden Worten:

“I believe I shall best introduce this phæ nomenon by describing the
circumstances of my own first acquaintance with it. I was observing the
motion of a boat which was rapidly drawn along a narrow channel by a pair
of horses, when the boat suddenly stopped—not so the mass of water in the
channel which it had put in motion; it accumulated round the prow of the
vessel in a state of violent agitation, then suddenly leaving it behind, rolled
forward with great velocity, assuming the form of a large solitary elevation, a
rounded, smooth and well–defined heap of water, which continued its course
along the channel apparently without change of form or diminution of speed.
I followed it on horseback, and overtook it still rolling on at a rate of some
eight or nine miles an hour, preserving its original figure some thirty feet
long and a foot to a foot and a half in height. Its height gradually diminished,
and after a chase of one or two miles I lost it in the windings of the channel.
Such, in the month of August 1834, was my first chance interview with that
singular and beautiful phæ nomenon ...”.8

In Experimenten fand Russell weiterhin heraus, daß höhere solitäre
Wellen steiler sind und sich schneller bewegen als flachere Wellen. Russell

gibt auch eine Gleichung für die Geschwindigkeit v dieser Wellen an

v2 = g(h+ k),

wobei g die Erdbeschleunigung, h die Wassertiefe der ruhenden Flüssigkeit
und k die Höhe der Welle über der ruhenden Wasseroberfläche ist.

Erst 1895 fanden Korteweg und de Vries mit der nach ihnen benann-
ten Gleichung eine mathematische Beschreibung des von Russell beschrie-
benen Phänomens. Neben denjenigen Lösungen der mKdV–Gleichung, die

7Eine gut zugängliche Einführung in dieses Lösungsverfahren und verwandte Lösungs-
methoden für Solitonen–Gleichungen findet man in [DEGM]. Das Buch [DraJo] ist eine
Einführung im Stil der angewandten Mathematik. Weitere Monographien zu diesem The-
ma sind [FaTa], [Lamb], [AbloSe] und [DKN 85].

8Dieses Zitat entstammt dem sehr ausführlichen Bericht von Scott Russell an die
“British Association for the Advancement of Sciences” [Ru 1844].
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Bild 5. 2–Solitonen–Lösung, wesentlicher Höhenunterschied.

die solitären Wellen beschreiben, war das Verhalten allgemeiner Lösungen
dieser Gleichung nicht bekannt.

Erst in den 60iger Jahren entdeckten Norman Zabusky und Martin
Kruskal in Computerexperimenten [Za 67], daß es Lösungen gibt, die aus
zwei solitären Wellen bestehen, die sogenannten 2–Solitonen. Für t ¿ 0
befindet sich die größere und damit schnellere Welle links von der kleineren
Welle. Bei fortschreitender Zeit bewegen sich beide Wellen wie zwei einzelne
solitäre Wellen. Wenn die größere Welle die kleinere einholt, kommt es zu
einer nichtlinearen Interaktion der beiden Wellen. Nach einer gewissen Zeit
treten beide Wellen, die größere nun rechts von der kleineren, wieder hervor,
nehmen ihre ursprüngliche Form wieder an und bewegen sich so fort als wäre
nichts geschehen. Der einzige nach der Interaktion beobachtbare Effekt ist
eine Phasenverschiebung, die größere Welle hat sich “während der Interak-
tion” schneller fortbewegt als vorher und die kleinere Welle langsamer.

Während der Interaktion treten zwei qualitativ verschiedene Verhaltens-
weisen der Wellen auf. Wenn die eine Welle wesentlich höher ist als die
andere, dann schluckt die größere die kleinere Welle. Sie bilden einen wohl-
geformten, glatten Wellenberg, dessen Höhe sich zwischen den Höhen der
einzelnen Wellenberge befindet (s. Bild 5). Das zeigt, neben der Phasenver-
schiebung, daß keine lineare Interaktion vorliegt, denn sonst müßte die Höhe
des Wellenberges die Summe der einzelnen Berge sein.

Sind die Höhen der beiden Wellen vergleichbar, nimmt die größere Welle
an Höhe ab und die kleinere zu, bis beide Wellen gleich hoch sind. In diesem
Moment tauschen die Wellen ihre Rollen aus, ohne zu einem Wellenberg zu
verschmelzen. Die rechtere Welle nimmt nun wieder an Höhe zu, die linke-
re wird wieder kleiner, bis beide Wellen ihre ursprünglichen Höhen wieder
angenommen haben (s. Bild 6 und 7).

Kurz nach der Entdeckung dieser 2–Solitonen Lösungen der KdV–Glei-
chung stellten Clifford Gardner, John Greene, Martin Kruskal und
Robert Miura in [GGKM 67] eine Methode vor, mit der sich die N–
Solitonen–Lösungen der KdV–Gleichung, das sind die Lösungen, welche aus
einer Überlagerung von N ∈ IN solitären Wellen bzw. 1–Solitonen entstehen,
explizit angeben lassen.

14.2. Peter Lax gibt in [Lax 68] eine Methode an, weitere Differentialglei-
chungen zu konstruieren, die dann möglicherweise mit der inversen Streume-
thode lösbar sind. Eine Reihe von Arbeiten in den 70iger Jahren zeigt, daß
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Bild 6. 2–Solitonen–Lösung, ähnliche Höhen.

x-Achse

t-Achse

x-Achse

Bild 7. 2–Solitonen–Lösung, ähnliche Höhen.

sich die Laxsche Methode wirklich dazu verwenden läßt, neben der KdV–
Gleichung weitere physikalisch relevante Differentialgleichungen zu lösen.

Die Laxsche Methode beruht darauf, zwei von einer Funktion u abhän-
gige Differentialoperatoren Au und Bu auf einem “passenden Hilbertraum”
zu finden, so daß die Gleichung [Au, Bu] = AuBu−BuAu = 0 zu einer nicht-
linearen partiellen Differentialgleichung in u äquivalent ist. Die Operatoren
Au und Bu werden das Lax–Paar der Differentialgleichung [Au, Bu] = 0
genannt. In unserem Fall geht es darum, einen weiteren Operator Bu zu Lu
zu finden, so daß [Bu, Lu] = 0 äquivalent zur mKdV–Gleichung ist. Da die
Funktionalanalysis der Laxschen Methode im folgenden keine Rolle spielt,
betrachten wir hier den Raum der glatten Abbildungen von IR2 in sich, der
selbst kein Hilbertraum ist. Zur Anwendung funktionalanalytischer Metho-
den könnte man sich beispielsweise auf den Unterraum der schnell fallenden
Funktionen beschränken, der sich dicht in einen “passenden” Hilbertraum
einbetten läßt.
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14.3. Satz. Sei u : IR × IR → IR ein glattes reelles Potential und seien Lu
(vgl. Satz 13.3) und Bu die folgendermaßen definierten Differentialoperato-
ren:

Lu =
∂

∂x
−Mu mit Mu =

(
1
2 u

−u −1
2

)

,

Bu =
∂

∂t
−Ku mit Ku =

(

u2 + 1
2 uxx + ux + 2u3 + u

−uxx + ux − 2u3 − u −u2 − 1
2

)

auf C∞(IR × IR, IR2), wobei ∂
∂x

die Ableitung nach der ersten und ∂
∂t

die

Ableitung nach der zweiten Koordinate von IR × IR ist.9

Die Operatoren Lu und Bu sind genau dann kompatibel, d.h.

[Lu, Bu] = 0,

wenn das Potential u die mKdV–Gleichung

ut − uxxx − 6u2ux = 0

erfüllt. Dabei bezeichnet [Lu, Bu] = LuBu − BuLu den Kommutator der
beiden Operatoren.

Die Kompatibilität von Lu und Bu hat die folgende Bedeutung: Seien
x0, t0 ∈ IR und ψ0 : IR → IR2 eine Lösung von

Lu(x,t0)ψ0 = 0

und gelte [Lu, Bu] = 0, dann gibt es eine eindeutig bestimmte Lösung ψ : IR×
IR → IR2 des Anfangswertproblems

Luψ = 0, Buψ = 0 mit ψ(x, t0) = ψ0(x).

Dieser Satz definiert folgendermaßen den mKdV–Fluß einer konform pa-
rametrisierten Drehfläche (C, i, f). Sei u : IR × IR → IR eine Lösung der
mKdV–Gleichung und f eine Drehfläche mit dem Potential u(x, 0). Dann
wird durch die Weierstraß–Darstellung von f (Satz 13.3) eine Lösung
ψ0 von Lu(x,0)ψ0 = 0 gegeben. Nach obigem Satz gibt es nun eine Spin–
Transformation

λ(x+ ϕi, t) = (ψ1(x, t) + ψ2(x, t)k)e−
ϕ
2
i,

die für jede Zeit t ∈ IR durch die Weierstrass–Darstellung eine Drehfläche
(C, i, f(z, t)) mit

df = λ̄ dzjλ

und der Meridiankurve

γ = (ψ2
1 + ψ2

2)j + 2

∫

ψ1ψ2dx i

definiert. Die Familie {f(z, t)}t∈IR ist der sogenannte mKdV–Fluß von f(z) =
f(z, 0).

9Die Formel für den Operator Bu habe ich aus der Formel (26) in [Tai 97b, S. 5] und
einer Variablentransformation berechnet.
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Beweis. Sei ψ : IR × IR → IR2 beliebig, dann folgt

[Lu, Bu]ψ = [
∂

∂x
−Mu,

∂

∂t
−Ku]ψ

= [
∂

∂x
,
∂

∂t
]ψ − [

∂

∂x
,Ku]ψ − [Mu,

∂

∂t
]ψ + [Mu,Ku]ψ.

Für die ersten drei Summanden gilt:

[
∂

∂x
,
∂

∂t
]ψ =

∂2ψ

∂x∂t
− ∂2ψ

∂x∂t
= 0

[
∂

∂x
,Ku]ψ =

∂Ku

∂x
ψ +Ku

∂ψ

∂x
−Ku

∂ψ

∂x
=
∂Ku

∂x
ψ

[Mu,
∂

∂t
]ψ = Mu

∂ψ

∂t
− ∂Mu

∂t
ψ −Mu

∂ψ

∂t
= −∂Mu

∂t
ψ.

Daraus folgt:

[Lu, Bu] = −∂Ku

∂x
+
∂Mu

∂t
+ [Mu,Ku]

=

(

−2uux −uxxx − uxx − 6u2ux − ux

uxxx − uxx + 6u2ux + ux 2uux

)

+

(

0 ut

−ut 0

)

+









1
2(u2 + 1

2)

+u(−uxx + ux − 2u3 − u)

1
2(uxx + ux + 2u3 + u)

+u(−u2 − 1
2)

−u(u2 + 1
2)

−1
2(−uxx + ux − 2u3 − u)

−u(uxx + ux + 2u3 + u)

−1
2(−u2 − 1

2)









−









1
2(u2 + 1

2)

−u(uxx + ux + 2u3 + u)

u(u2 + 1
2)

−1
2(uxx + ux + 2u3 + u)

1
2(−uxx + ux − 2u3 − u)

−u(−u2 − 1
2)

u(−uxx + ux − 2u3 − u)

−1
2(−u2 − 1

2)









=

(

0 ut − uxxx − 6u2ux

−(ut − uxxx − 6u2ux) 0

)

.

Damit ist [Lu, Bu] = 0 äquivalent zu ut − uxxx − 6u2ux = 0.
Seien nun Lu und Bu kompatibel. Die beiden Gleichungen Luψ = 0 und

Buψ = 0 kann man in der für gewöhnliche, lineare Differentialgleichungen
üblichen Art und Weise schreiben:

1) ψ′ = Muψ und 2) ψ̇ = Kuψ

mit ′ = ∂
∂x

und ˙= ∂
∂t

.
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Die gegebene Abbildung ψ0 : IR → IR2 bestimmt durch ψ(x, t0) = ψ0(x)
einen Anfangswert für die Differentialgleichung 2), dabei ist x ∈ IR als Para-
meter zu verstehen. Dieses Anfangswertproblem besitzt für jedes x ∈ IR eine
eindeutig bestimmte, auf ganz IR definierte Lösung.10 Bezeichne mit ψ(x, t)
die für jedes feste x ∈ IR eindeutig besimmte Lösung der Gleichung 2) mit
ψ(x, t0) = ψ0(x). Diese Abbildung ist nach dem Satz von der Differenzier-
barkeit nach der Anfangsbedingung11 glatt.

Damit haben wir für ψ:

Buψ = 0 für alle x, t ∈ IR

und

Lu(x,t0)ψ = 0 für alle x ∈ IR

Es bleibt zu zeigen, daß Luψ = 0 nun automatisch für beliebige t ∈ IR erfüllt
ist.

Aus der Kompatibilität der beiden Operatoren Lu und Bu und Buψ = 0
folgt allerdings

Bu(Luψ) = Lu(Buψ) − [Lu, Bu]ψ = 0

für alle (x, t) ∈ IR× IR. D.h. ϕx(t) := (Lu(x,t)ψ)(x, t) ist für jedes x ∈ IR eine
Lösung von 2) mit dem Anfangswert ϕx(t0) = (Lu(x,t0)ψ)(x, t0) = 0, also
ist ϕ ≡ 0 die eindeutig bestimmte Lösung dieses Anfangswertproblems, d.h.
Luψ = 0 für alle x, t ∈ IR. ¤

15. Symmetrien der mKdV–Gleichung und Drehflächen

15.1. Wie man leicht sieht, besitzt die mKdV–Gleichung folgende Symme-
trien.

Satz. Ist u : IR × IR → IR eine Lösung der mKdV–Gleichung

ut − uxxx − 6u2ux = 0,

dann lösen

ũ(x, t) := au(ax, a3t)

für jedes a ∈ IR und

û(x, t) := −u(x, t)
auch die mKdV–Gleichung.

15.2. Es stellt sich nun die Frage: Welche Transformationen von Dreh-
flächen erzeugen bei den Potentialen u dieser Drehflächen die Transformatio-
nen aus obigem Satz? Das Potential der lokalen Weierstraß–Darstellung
(Theorem 11.4) in der holomorphen Koordinate z einer konform parametri-
sierten Fläche (C, i, f) wird durch die Gleichung H|df | = u|dz| bestimmt.

10Den Existenz– und Eindeutigkeitssatz für gewöhnliche Differentialgleichungen fin-
det man z.B. in [Arnol’d, Folgerung 3, S.94], genauso wie den Satz von der beliebigen
Fortsetzbarkeit der Lösung einer linearen Differentialgleichung [Arnol’d, S. 246].

11[Arnol’d, S. 94, Folgerung 4].
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Daran erkennt man, daß sich das Potential von f bei Umparametrisierungen
ändert. Sei a ∈ IR \ {0}, dann ist

f̃(z) := f(az)

eine konforme Parametrisierung derselben Drehfläche mit |dz f̃ | = |a||dz|
und H̃(z) = H(az), weil die mittlere Krümmung als halbe Spur des Wein-

garten–Operators von der Parametrisierung unabhängig ist. Das Potential
transformiert sich dann mit

ũ(z) = |a|u(az).
Dies ergibt den folgenden Satz.

Satz. Sei (C, i, f(z, t))t∈IR eine Familie von Drehflächen, und genügen ihre
Potentiale u(x, t) der mKdV–Gleichung, dann erfüllen auch die Potentiale
der Umparametrisierungen

f̃(z, t) := f(az, a3t)

für a ∈ IR die mKdV–Gleichung. Die Potentiale berechnen sich aus

ũ(x, t) = |a|u(ax, a3t).

15.3. In 13.5 wurde für das Potential einer nach der hyperbolischen Bo-
genlänge parametrisierten Kurve γ die Formel −2u = ϕ′ + sinϕ hergeleitet.
Sei nun γa(x) := γ(ax) für a ∈ IR>0 eine andere Parametrisierung derselben
Kurve, dann haben wir für das Potential ua dieser Kurve:

−2ua(x) = −2au(ax) = a(ϕ′(ax) + sinϕ(ax)) = (ϕ(ax))′ + a sinϕ(ax)

⇔ −2ua = (ϕa)′ + a sinϕa,

dabei ist ϕa(x) = ϕ(ax) der Anstellwinkel der Parametrisierung γa.

16. Die Poincarésche Halbebene

16.1. Per Definition wird eine Drehfläche durch ihre Meridiankurve be-
stimmt. Ist γ eine nach der hyperbolischen Bogenlänge parametrisierte Kur-
ve in der Poincaréschen Halbebene

H = IR> 0j ⊕ IRi = { rj + hi | r, h ∈ IR, r > 0 }
mit der Metrik

〈x, y〉H = r−2〈x, y〉 = −r−2 Re(xy),

so ist f(x + ϕi) = e
ϕ
2
i γ(x) e−

ϕ
2
i eine konforme Parametrisierung der zu γ

gehörenden Drehfläche. Im Sinne von Satz 15.2 gehören zu dieser Parame-
trisierung die Parametrisierungen fa(z) = f(az) für

a ∈ IR>0

derselben Drehfläche. Diese erhält man aus der Meridiankurve γ durch

fa(x+ ϕi) = ea
ϕ
2
i γ(ax) ea

ϕ
2
i.

16.2. Die Parametrisierung γa(x) := γ(ax) der Kurve γ ist gerade die Bo-
genlängenparametrisierung von γ, wenn man H mit der Metrik

〈x, y〉Ha := a−2〈x, y〉H = (ar)−2〈x, y〉 = −(ar)−2 Re(xy)
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versieht. Die Gaußsche Krümmung der Riemannschen Mannigfaltigkeit
Ha := (H, 〈 , 〉Ha) ist dann12

KHa = e2u(KIR3 −4u) = −(ra)2
∂2u

∂r2
= −a2.

Wenn man also Drehflächen zur Untersuchung der mKdV–Gleichung ver-
wendet, ist es naheliegend sich die Drehfläche als Kurve in H vorzustellen,
deren Bogenlängenparametrisierungen in den Räumen Ha, a ∈ IR>0 gerade
die Schar der Potentiale au(ax) repräsentiert, welche als Anfangsbedingun-
gen für eine Lösung der mKdV–Gleichung nach Satz 15.1 gleichwertig sind.
In diesem Abschnitt soll deshalb die Kurve γ als Kurve in Ha und ihre
geodätische Krümmung untersucht werden.

16.3. Die geodätische Krümmung einer Kurve γ in der Riemannschen
Mannigfaltigkeit Ha ist folgendermaßen definiert

κ := 〈∇Ha

T T,N〉Ha ,

dabei ist T = ‖γ′‖−1
Ha
γ der Tangenteneinheitsvektor und N = T k der Nor-

maleneinheitsvektor von γ. Der Levi–Civita–Zusammenhang ∇Ha von Ha

wird durch die Formel13:

∇Ha

X Y = dY (X) + du(Y )X + du(X)Y − 〈X,Y 〉HaG

beschrieben, wobei G der Gradient des konformen Faktors u = − ln(ar)
bezogen auf die Metrik 〈 , 〉Ha ist, d.h. G = (ar)2(∂u

∂r
j + ∂u

∂h
i) = −a2rj.

Damit gilt für die Krümmung κ von γ(x) = r(x)j + h(x)i, falls γ nach der
Bogenlänge in Ha parametrisiert ist:

κ = 〈∇Ha

γ′ γ
′, N〉Ha = 〈γ′′ + 2du(γ′)γ′ − 〈γ′, γ′〉HaG,N〉Ha

= 〈γ′′ −G,N〉Ha = (ar)−2〈r′′j + h′′i + a2rj,−h′j + r′i〉Ha

= (ar)−2(−a2rh′ + r′h′′ − r′′h′).

16.4. Entsteht nun γa(x) = γ(ax) = r(ax)j + h(ax)i aus einer Bogenläng-
enparametrisierung γ einer Kurve in H1, dann erhält man die Krümmung
κa der Kurve in Ha aus der Krümmung κ derselben Kurve in H1 wie folgt:

κa(x) = (ar(ax))2
(
− a2r(ax)ah′(ax) + ar′(ax)a2h′′(ax) − a2r′′(ax)ah′(ax)

)

= aκ(ax).

Betrachtet man die Bogenlängenparametrisierung γ(x) der Kurve γ in H1

als eine Referenzparametrisierung mit der Krümmung κ und dem Poten-
tial u der zugehörigen Drehfläche, dann transformieren sich demnach die
Krümmung und das Potential auf ein und dieselbe Weise, wenn wir γ an-
statt als Kurve in H1 als Kurve in Ha betrachten (s.a. Satz 15.2).

16.5. Wie in 15.3 läßt sich auch für κa eine Formel angeben, in die nur
ϕa : IR → IR3, der auf die j–Achse bezogene Anstellwinkel des Tangential-
vektors von γa, eingeht. Vergleicht man die Formel in 13.5 für das Potential
u mit der oben für κa berechneten, erhält man sofort

κa(x) = (ϕa)′ − sinϕa.

12[Willmore, Formel (3.24), S.106]: n = 2, τ̄ = 2KHa
, τ = 2KIR3 = 0, u = − ln(ar).

13[Willmore, Formel (3.29), S.109]: α = du, α∗ = G, ∇XY = ∇IR3

X Y = dY (X).



16. DIE POINCARÉSCHE HALBEBENE 39

16.6. Die geodätische Krümmung κa einer Kurve ist invariant unter den
Isometrien von Ha.

Satz. Die folgenden Abbildungen der Poincaréschen Halbebene H in sich
sind Isometrien von Ha für beliebiges a ∈ IR>0.

(i) Translationen parallel zur i–Achse: Tc : H → H, x 7→ x+ci, c ∈ IR.
(ii) Streckungen im Nullpunkt: Sc : H → H, x 7→ cx, c ∈ IR>0.

(iii) Spiegelung an der j–Achse: R : H → H, x = rj + hi 7→ rj − hi.

(iv) Inversion am Einheitskreis: I : H → H, x 7→ x
|x|2

= − 1
x
.

Die Translationen und die Streckungen erhalten die Orientierung von
H, die Spiegelung und die Inversion hingegen kehren die Orientierung um.

Beweis. Wir identifizieren die Tangentialräume Trj+hiH auf kanonische
Weise mit IRj⊕ IRi. Dann ist das Differential der Translation, der Streckung
und der Spiegelung unabhängig vom Punkt p = rj + hi ∈ H und es gilt:

(i) dTc = IdIRj⊕IRi für alle c ∈ IR,

(ii) dSc = c IdIRj⊕IRi für alle c ∈ IR>0,

(iii) dR = R

Das Differential der Inversion ist:

(iv) dpI(X) =
1

|p|2 (X − 2〈X, p|p| 〉
p

|p|).

Die Abbildung dpI ist also die Komposition einer Spiegelung an der zu
p senkrechten Geraden durch Null in IRj ⊕ IRi und einer Streckung in Null
mit dem Streckungsfaktor |p|−2.

Da es nun auf die Abhängigkeit der Metrik vom Punkt p = rj + hi ∈ H

ankommt, notieren wir

gp(X,Y ) = 〈X,Y 〉Ha = (ar)−2〈X,Y 〉
für alle X, Y ∈ IRj ⊕ IRi ∼= TpH. Dann gilt

(i) gTc(p)(dTc(X), dTc(Y )) = grj+(h+c)i(X,Y ) = gp(X,Y ),

(ii) gSc(p)(dSc(X), dSc(Y )) = gcp(cX, cY ) = c−2gp(cX, cY ) = gp(X,Y ),

(iii) gR(p)(dR(X), dR(Y )) = grj−hi(R(X), R(Y )) = gp(X,Y ),

(iv) gI(p)(dpI(X), dpI(Y )) = g p

|p|2
(dpI(X), dpI(Y ))

= |p|4gp(|p|−2X, |p|−2Y ) = g(X,Y ).

Die Wirkung der Abbildungen auf die Orientierung folgt direkt aus den
Gleichungen für ihre Differentiale. ¤

16.7. Abschließend sollen die Geodäten von Ha bestimmt werden. Dazu
verwenden wir die Tatsache, daß jede Kurve, die unter einer orientierungs-
umkehrenden Isometrie punktweise fest bleibt, eine Geodäte ist. Denn unter
einer solchen Isometrie wechselt die geodätische Krümmung von Kurven ihr
Vorzeichen. Da die Kurve aber unter der Isometrie fest bleiben soll, ändert
sich ihre Krümmung nicht. Dies ist nur dann möglich, wenn die geodätische
Krümmung dieser Kurve Null ist.
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Die Abbildungen Tc1 ◦ Sc2 ◦ I ◦ S 1
c2

◦ T−c1 für c1, c2 ∈ IR, c2 > 0 sind

orientierungsumkehrende Isometrien, die jeweils den Halbkreis mit Mittel-
punkt c1i und Radius c2 in H fest lassen. Die Abbildung Tc ◦ I ◦ T−c ist
eine orientierungsumkehrende Isometrie, die den Strahl IRj ⊕ {ci} fest läßt.
Damit haben wir die Geodäten von Ha gefunden:

Satz. Die senkrecht auf der i–Achse stehenden Kreise und Strahlen in H

sind die Geodäten von Ha, a ∈ IR>0.

17. Dualflächen

In diesem Abschnitt soll eine geometrische Transformation von Flächen
eingeführt werden, die auf eine Drehfläche angewandt, eine Bäcklund–
Transformation der mKdV–Gleichung darstellt.

17.1. Definition. Sei (M,J, f) eine konform parametrisierte Fläche mit
dem Normalenvektor N : M → S2. Eine weitere konform parametrisierte
Fläche (M,J, f∗) heißt Dualfläche von f , falls −N der zu f ∗ gehörende
Normalenvektor ist.

17.2. Lemma. Seien (M,J, f) und (M,J, f ∗) zwei konform parametrisier-
te Flächen und N : M → S2 der Normalenvektor von f . Dann sind die
folgenden Aussagen äquivalent.

(i) Die Fläche (M,J, f∗) ist eine Dualfläche von f.
(ii) ∗df∗ +Ndf∗ = 0.
(iii) df ∧ df∗ = 0.

Beweis. “(i) ⇔ (ii)”: Nach Lemma 9.1 und Definition 17.1 ist f ∗ genau
dann eine Dualfläche von f , wenn ∗df∗ = −Ndf∗ gilt.

“(ii) ⇔ (iii)”: Faßt man df ∧ df ∗ als quadratische Form auf, so folgt:

df ∧ df∗ = df∗df∗ − ∗dfdf∗ = df∗df∗ −Ndfdf∗ = df(∗df∗ +Ndf∗).

Da f eine Immersion ist, folgt daraus die Behauptung. ¤

17.3. Bemerkung. Sei c ∈ IH \ {−f ∗(p) | p ∈ M } eine Konstante. Dann
ist (f∗ + c) : M → IH∗ wegen (ii) eine Spin–Transformation zu f mit dem
Potential u = 0.

Allgemein heißt eine Spin–Transformation λ : M → IH∗ einer konformen
Immersion (M,J, f) isopotential, wenn λ die Dirac–Gleichung zu f mit dem
Potential u = 0 löst, d.h. es gilt ∗dλ+Ndλ = 0 bzw. df ∧ dλ = 0.

Eine Dualfläche f∗ einer konformen Immersion f auf einer einfach zu-
sammenhängenden Mannigfaltigkeit liefert also eine 4–Parameterfamilie von
Flächen dfc = (f∗ + c) df (f∗ + c), für die das Produkt Hc|dfc| unabhängig
von c ist.

17.4. Ein Punkt p ∈ M heißt Nabelpunkt der Fläche f : M → IR3, falls
die beiden Eigenwerte des Weingarten–Operators A = df−1 ◦ dN von f

in p gleich sind. Dies ist wegen dN = Hdf + dN− (vgl. 9.4) äquivalent zu
dN− = 0. Zur Eindeutigkeit der Dualfläche einer nabelpunktfreien Fläche
findet sich in der Vorlesung von Ulrich Pinkall [Pinkall 96] das folgende
Lemma.
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Lemma. Sei (M,J, f) eine konform parametrisierte, nabelpunktfreie Flä-
che mit dem Normalenvektor N : M → S2. Besitzt f eine Dualfläche f∗,
dann ist sie bis auf eine Translation und eine Streckung (mit möglicherweise

negativem Faktor) eindeutig bestimmt. Es gilt dN− = −H∗df̃∗, wobei H∗ die
nicht verschwindende mittlere Krümmung von f∗ ist.

Beweis. Für den Normalenvektor N ∗ = −N von f∗ gilt

dN∗
+ =

1

2
(dN∗ −N∗∗dN∗) =

1

2
(−dN −N∗dN) = −dN−.

In 9.4 wurde gezeigt, daß dN ∗
+ = H∗df∗ ist. Also ist dN− = −H∗df∗.

Da die 1–Formen dN− und df nicht verschwinden, ist H∗ 6= 0 auf ganz
M . Die Transformation f ∗ 7→ −f∗ verändert den Normalenvektor nicht, d.h.
dN+ = H∗df∗ ist invariant unter dieser Transformation, daher transformiert
sich H∗ 7→ −H∗. Man kann deshalb annehmen, daß H∗ < 0 ist. Dann
existiert eine Funktion % : M → IR mit e% = −H∗.

Sei nun (M,J, f̃∗) eine weitere Dualfläche von f . Dann gilt genauso

dN− = −H̃∗df∗. Sei %̃ : M → IR so gewählt, daß e%̃ = −H̃∗ gilt. Dann folgt
aus e%̃df̃∗ = e%df∗ = dN−:

0 = (e%̃d%̃) ∧ df̃∗ − (e%d%) ∧ df∗ = d%̃ ∧ dN− − d% ∧ dN−

= d(%̃− %) ∧ dN− = d(%̃− %)∗dN− − ∗d(%̃− %)dN−

Da dN− antikonform ist, sind die Vektoren dN−(X) und dN−(JX) für jedes
X ∈ TM \ {0} linear unabhängig. Damit ist d(%̃− %) = 0, und es gibt eine

Konstante c ∈ IR, so daß %̃ = %+ c ist. Es gilt also df̃∗ = e−cdf∗. ¤

17.5. Bemerkung. Aus diesem Lemma und der Symmetrie der Gleichung
df∧df∗ = 0 folgt, daß das Bilden der Dualfläche für nabelpunktfreie Flächen
mit nicht verschwindender mittlerer Krümmung eine Involution ist. Modulo
Translation und Streckung gilt somit

(f∗)∗ = f.

17.6. Zu einer Drehfläche gibt es immer eine duale Drehfläche. Ihre Meri-
diankurve läßt sich explizit angeben.

Lemma. Sei γ = rj+hi : IR → H eine nach der hyperbolischen Bogenlänge
parametrisierte Kurve in der Poincaréschen Halbebene H. Dann ist die
durch die Meridiankurve

γ∗ = r∗j + h∗i mit r∗ =
1

r
und (h∗)′ = − 1

r2
h′

definierte Drehfläche f∗ = e
ϕ
2
iγ∗e−

ϕ
2
i eine Dualfläche zu f = e

ϕ
2
iγe−

ϕ
2
i. Die

mittlere Krümmung von f∗ ist durch folgende Formel gegeben

H∗ =
1

r
(h′r − r′h′′ + r′′h′).

Bei Drehflächen, auch bei denen, deren Dualfläche nicht eindeutig be-
stimmt ist, werden wir von der Dualfläche f∗ sprechen, und die in diesem
Lemma angegebene Fläche meinen. In diesem Sinne ist die hier angegebene
Kurve γ∗ die duale Kurve von γ.
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Beweis. Wir zeigenN ∗ = −N . Für den Normalenvektor einer Drehfläche
f gilt nach Lemma 12.4 (i):

N =
1

r
(r′i − h′eϕij) = −r

(

− r′

r2
i +

h′

r2
eϕij

)

= − 1

r∗
((r∗)′i − (h∗)′eϕij)

= −N∗,

wenn r∗ und h∗ durch obige Gleichungen definiert sind. Die Formel für die
mittlere Krümmung folgt mit den Formeln für r∗ und (h∗)′ aus Lemma 12.4
(iii):

H∗ = − 1

2(r∗)3
((h∗)′r∗ + (r∗)′(h∗)′′ − (r∗)′′(h∗)′)

= −1

2
r3
(

−h
′

r2
1

r
+
r′

r2
(h′′r − 2h′r′)

r3
− (r′′r − 2(r′)2)

r3
h′

r2

)

= − 1

2r
(−h′r + r′h′′ − r′′h′)

¤

17.7. Aus der Formel für die mittlere Krümmung der dualen Drehfläche
erhält man

−2u∗ = −2H∗r∗ = − 1

r2
(−h′r + r′h′′ − r′′h′) = κ,

die hyperbolische Krümmung der Meridiankurve γ von f (vgl. 16.3). Für
die auf die j–Achse bezogenen Anstellwinkel ϕ, ϕ∗ : IR → IR der Tangenti-
alvektoren von γ und γ∗ gilt

ϕ∗ = ϕ+ π,

denn diese Gleichung bedeutet, daß der Tangentialvektor von γ und damit
ebenfalls der Normalenvektor von γ um 180◦ gedreht werden. Das ist gerade
die Definition der Dualfläche von f .

Damit erhält man folgende Beziehungen zwischen dem Anstellwinkel ϕ
von γ, den hyperbolischen Krümmungen κ, κ∗ sowie den Potentialen u, u∗

von γ und γ∗:

−2H∗r∗ = −2u∗ = κ = ϕ′ − a sinϕ,

−2Hr = −2u = κ∗ = ϕ′ + a sinϕ,

wenn man γ als Kurve in Ha betrachtet (vgl. 15.3).

18. Die 1. Variationsgleichung der hyperbolischen Biegeenergie

18.1. Sei γ : [0, L] → H = IR>0i ⊕ IRj eine Kurve in der Poincaréschen
Halbebene H1. Bezeichne v = ‖γ′‖H1 ihre Geschwindigkeit, T = v−1γ′ ihren
Tangenteneinheitsvektor und N = Tk ihren Normaleneinheitsvektor. Dann
ist

E =
1

2

∫ L

0
κ2ds =

1

2

∫ L

0
κ2v dx

die (hyperbolische) Biegeenergie von γ, wobei κ = 〈∇TT,N〉H1 die Krüm-
mung von γ in H1 ist. In diesem Abschnitt sollen kritische Punkte dieses
Funktionals auf dem Raum aller Kurven inH untersucht werden. Eine Kurve
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γ : [0, L] → H heißt kritischer Punkt der Biegeenergie E, wenn für jede
Variation der Kurve γ

γ : [0, L] × (−ε, ε) → H

mit γ(x, 0) = γ(x), der Punkt t = 0 ein kritischer Punkt der Funktion

E(t) =
1

2

∫ L

0
κ2(x, t)v(x, t) dx

ist, d.h. Ė(t) = 0. Da der Integrand eine glatte Funktion eines kompakten
Rechtecks ist, kann man Integration und Differentiation vertauschen. Es
folgt:

Ė(t) =
∂

∂t

∫ L

0

1

2
κ2v dx =

∫ L

0
κ̇κv +

1

2
κ2v̇ dx. (18.1)

Diese Gleichung kann man auch als die Richtungsableitung von E in Rich-
tung von γ̇ im Punkt γ ansehen.

18.2. Es gilt nun Formeln für κ̇(x, 0) und v̇(x, 0) in Abhängigkeit von
γ̇(x, 0) zu finden. Dazu schreiben wir

γ̇(x, t) = α(x, t)T (x, t) + β(x, t)N(x, t) (18.2)

für zwei glatte Funktionen α, β : [0, L] × (−ε, ε) → IR. Wir notieren wie
zuvor ′ = ∂

∂x
und ˙ = ∂

∂t
. Wir schreiben weiterhin ∇T ν, ∇γ′ν und ∇γ̇ν für

Vektorfelder ν entlang γ und meinen die eindeutig bestimmte kovariante
Ableitung entlang γ (s. [Spivak, Vol. I, Chapter 6, Proposition 2]), d.h.
∇T ν = v−1∇γ′ν = Dν

∂x
und ∇γ̇ν = Dν

∂t
. Ein Abbildung ν : [0, L] × (−ε, ε) →

TH heißt dabei ein Vektorfeld entlang von γ, wenn ν(x, t) ∈ Tγ(x,t)H ist.
Mit diesen Bezeichnungen gilt:

∇γ̇γ
′ −∇γ′ γ̇ = [γ̇, γ′] = 0.

Sei o.B.d.A. ‖γ′(x, 0)‖ = 1 und ε so klein, daß v(x, t) 6= 0 ist, für alle
(x, t) ∈ [0, L] × (−ε, ε). Dann haben wir

κ̇ =
∂

∂t
〈∇TT,N〉H1 = 〈∇γ̇∇TT,N〉H1 + 〈∇TT,∇γ̇N〉H1 . (18.3)

Aus ∇TT = κN und 〈∇γ̇N,N〉H1 = 0 folgt

〈∇TT,∇γ̇N〉H1 = 0. (18.4)

Bezeichne R den Krümmungstensor von H1, dann erhält man aus den For-
meln (18.3) und (18.4):

κ̇ = 〈∇γ̇∇TT,N〉H1 = 〈R(γ̇, T )T,N〉H1 + 〈∇T∇γ̇T,N〉H1 + 〈∇[γ̇,T ]T,N〉H1 .

(18.5)
Für die einzelnen Summanden dieser Formel ergibt sich

〈R(γ̇, T )T,N〉H1 = β〈R(N,T )T,N〉H1 = −β, (18.6)

da die Gaußsche Krümmung von H1 gleich −1 ist (nach 16.2),

[γ̇, T ] = [γ̇, v−1γ′] = v−1[γ̇, γ′] − v̇v−2γ′ = −v̇v−1T

=⇒ 〈∇[γ̇,T ]T,N〉H1 = −v̇v−1〈∇TT,N〉H1 = −v̇v−1κ
(18.7)
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und

∇γ̇T = ∇γ̇(v
−1γ′) = −v̇v−2γ′ + v−1∇γ′ γ̇

= −v̇v−1T + v−1(α′T + β′N + αvκN − βvκT )

= (−v̇ + α′ − vβκ)v−1T + (β′ + vακ)v−1N.

(18.8)

Aus den Gleichungen (18.8) und 〈∇γ̇T, T 〉H1 = 0 erhält man die beiden
Gleichungen

v̇ = α′ − vβκ (18.9)

∇γ̇T = (β′v−1 + ακ)N (18.10)

Setzt man nun (18.6), (18.7), (18.9) und (18.10) in (18.5) ein, so folgt:

κ̇ = −β + 〈∇T

(
(β′v−1 + ακ)N

)
, N〉H1 − v̇v−1κ

= −β + β′′v−1 − β′v′v−2 + α′κ+ ακ′ − α′v−1κ+ βκ2
(18.11)

Mit v(x, 0) = 1 folgt (18.9) und (18.11):

v̇ =

∣
∣
∣
∣
t=0

α′ − βκ (18.12)

κ̇ =

∣
∣
∣
∣
t=0

β′′ + β(κ2 − 1) + ακ′ (18.13)

18.3. Die Gleichungen (18.12) und (18.13) in (18.1) eingesetzt führen zu

Ė(0) =

∫ L

0
(β′′ + β(κ2 − 1) + ακ′)κ+

1

2
α′κ2 − 1

2
βκ3dx

=

∫ L

0
β′′κ+ β(

1

2
κ3 − κ) +

1

2
(ακ2)′dx

Sind die Kurven γ geschlossen oder beschränkt man sich auf Variationen mit
festen Endpunkten, d.h. auf solche Variationen für die es ein δ ∈ IR>0 gibt,
so daß γ(x, t) = γ(x) für alle (x, t) ∈ [0, δ) × (−δ, δ) ∪ (L − δ, L] × (−δ, δ).
Dann folgt mit partieller Integration

Ė(0) =

∫ L

0
β(κ′′ +

1

2
κ3 − κ)dx

18.4. Für jede Kurve γ : [0, L] → IR und jede Funktion β : [0, L] → IR, die
nahe 0 und L konstant ist, gibt es eine Variation von γ, so daß die Funktion
β(x, t) in (18.2) zur Zeit t = 0 mit β(x) übereinstimmt. Damit ist Ė(0) = 0
genau dann, wenn κ′′ + 1

2κ
3 − κ = 0 ist.

Lemma. Eine Kurve γ : [0, L] → H ist genau dann ein kritischer Punkt
der hyperbolischen Biegeenergie (unter den geschlossenen oder nahe 0 und
L identischen Kurven), wenn die hyperbolische Krümmung κ von γ die Glei-
chung

κ′′ +
1

2
κ3 − κ = 0 (18.14)

erfüllt.
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18.5. Ist κ eine Lösung der Gleichung (18.14), dann ist

u(x, t) :=
1

2
cκ(cx+ c3t)

für jede Konstante c ∈ IR eine Lösung der mKdV–Gleichung ut − uxxx −
6u2ux = 0. Denn aus (18.14) folgt

0 =
2

c3
uxx +

4

c3
u3 − 2

c
u

=⇒ 0 = uxxx + 6u2ux − c2ux

=⇒ 0 = ut − uxxx − 6u2ux.

Diese Lösungen der mKdV–Gleichung sind mit der Geschwindigkeit c2

wandernde Wellen, deren Form aus der Krümmung κ der für die Biege-
energie kritischen Kurve γ durch Streckung um 1

c
in x–Richtung und um c

in u–Richtung entsteht. Solche wandernden Wellen werden auch stationäre
Lösungen der mKdV–Gleichung genannt, da ihre Form zu allen Zeiten un-
verändert bleibt.

19. Der mKdV–Fluß der Meridiankurve

Mit den Formeln aus dem letzten Abschnitt läßt sich der fogende Satz
beweisen.

19.1. Satz. Sei γ : IR× [−ε, ε] → H eine glatte Kurvenschar in der Poin-

caréschen Halbebene H und γ(x, 0) nach der hyperbolischen Bogenlänge
parametrisiert. Bezeichne T den Tangenteneinheitsvektor und N den Nor-
maleneinheitsvektor der Kurven γ(x, t = const). Erfüllt γ die Differential-
gleichung

γ̇ = (
1

2
κ2 + 1)T + κ′N, (19.1)

dann sind alle Kurven γ(x, t = const) nach der hyperbolischen Bogenlänge
parametrisiert und ihre hyperbolischen Krümmungen κ(x, t) erfüllen

κ̇− κ′ − 3

2
κ2κ′ = 0. (19.2)

19.2. Bemerkung. Mit der Substitution κ = −2u ist die Gleichung (19.2)
äquivalent zur mKdV–Gleichung

ut − uxxx − 6u2ux = 0.

Deshalb wird (19.2) oft genauso wie ut − uxxx − 6u2ux = 0 als mKdV–
Gleichung bezeichnet.

Es gibt eine Reihe weiterer Gleichungen, die über eine “triviale” Lösungs-
transformation aus der mKdV–Gleichung in der Form ut−uxxx−6u2ux = 0
hervorgehen, jede dieser Gleichungen wird “mKdV–Gleichung” genannt.

Sei beispielsweise ũ(x, t) = au(bx− ct, et) + f mit a, b, c, e, f ∈ IR und
a 6= 0, b 6= 0 sowie e 6= 0. Dann ist ũt − ũxxx − 6ũ2ũx = 0 äquivalent zu

0 = a(−cux + eut) − ab3uxxx − 6a2(u+ f)2abux

⇐⇒ 0 = eut − b3uxxx − 6a2bu2ux − 12a2bfuux − (6a2bf2 + c)ux
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Es lassen sich also beliebige Koeffizienten vor den einzelnen Termen reali-
sieren, nur das Vorzeichen der Koeffizienten vor vxxx und v2vx ist in allen
Fällen gleich.

Beweis. Wir können die im vorigen Abschnitt hergeleiteten Gleichungen
verwenden. Die Gleichung (18.2) wird (19.1) wenn wir

α =
1

2
κ2 + 1 und β = κ′

setzen. Aus (18.9) folgt dann

v̇ = α′ − vβκ = κ′κ− vκ′κ

Diese Gleichung ist für jedes x eine gewöhnliche Differentialgleichung in tmit
dem Anfangswert v(x, 0) = 1. Also ist v(x, t) = 1 ihre eindeutig bestimmte
Lösung. Damit sind die Kurven γ(x, t = const) nach der hyperbolischen
Bogenlänge parametrisiert.

Mit v = 1 und Gleichung (18.11) folgt

κ̇ = β′′ + β(κ2 − 1) + ακ′ = κ′′′ + κ′κ2 − κ′ +
1

2
κ2κ′ + κ′

= κ′′′ +
3

2
κ′κ2.

¤

19.3. Der vorangehende Satz wird dadurch interessant, daß unter den sel-
ben Voraussetzungen auch das Potential u der Kurvenschar die mKdV–
Gleichung löst.

Satz. Sei γ : IR× [−ε, ε] → H eine glatte Kurvenschar und γ(x, 0) nach der
hyperbolischen Bogenlänge parametrisiert. Erfüllt γ die Differentialgleichung

γ̇ = (
1

2
κ2 + 1)T + κ′N, (19.3)

dann erfüllt das Potential u(x, t) der Kurven γ(x, t = const) die mKdV–
Gleichung

u̇− u′′′ − 6u2u′ = 0.

Beweis. Die Differentialgleichung (19.1) ergibt für die Komponenten r

und h:

ṙ = αr′ − βh′

ḣ = αh′ + βr′,

dabei ist wie zuvor α = 1
2κ

2 + 1 und β = κ′.
Sei ϕ : IR × [−ε, ε] → IR der Anstellwinkel des Tangentialvektors der

Kurven γ(x, t = const), dann gilt nach 17.7:

−2u = ϕ′ + sinϕ =⇒ −2u̇ = ϕ̇′ + ϕ̇ cosϕ.

Wir berechnen zuerst ϕ̇. Da die Kurven γ(c, t = const) nach Satz 19.1 für
alle Zeiten nach der hyperbolischen Bogenlänge parametrisiert sind, können
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wir r′2 + h′
2 = r2 und die Ableitung dieser Gleichung r′r′′ + h′h′′ = rr′

verwenden.

ϕ̇ =
∂

∂t
arctan

(
h′

r′

)

=
r′ḣ′ − ṙ′h′

r2

=
α′r′h′ + αr′h′′ + β′r′

2 + βr′r′′ − α′r′h′ − αr′′h′ + β′h′
2 + βh′h′′

r2

= α
r′h′′ − r′′h′

r2
+ β′ + β

r′

r
= αϕ′ + β′ + β cosϕ.

Für die Ableitung von u nach der Zeit ergibt sich mit

−2u̇ = α′ϕ′ + αϕ′′ + β′′ + β′ cosϕ− βϕ′ sinϕ

+ αϕ′ cosϕ+ β′ cosϕ+ β cos2 ϕ (19.4)

= α(ϕ′′ + ϕ′ cosϕ) + α′ϕ′ + β(cos2 ϕ− ϕ′ sinϕ) + 2β′ cosϕ+ β′′

Mit κ = ϕ′ − sinϕ (s. 17.7) erhalten wir für die Ableitungen von α und β:

α =
1

2
κ2 + 1 =

1

2
(ϕ′ − sinϕ)2 + 1 =

1

2
ϕ′2 − ϕ′ sinϕ+

1

2
sin2 ϕ+ 1,

α′ = ϕ′ϕ′′ − ϕ′′ sinϕ− ϕ′2 cosϕ+ ϕ′ sinϕ cosϕ,

β = κ′ = ϕ′′ − ϕ′ cosϕ,

β′ = ϕ′′′ − ϕ′′ cosϕ+ ϕ′2 sinϕ,

β′′ = ϕ′′′′ − ϕ′′′ cosϕ+ 3ϕ′ϕ′′ sinϕ+ ϕ′3 cosϕ.

Setzen wir diese Gleichungen in (19.4) ein, so folgt

−2u̇ =
1

2
ϕ′2ϕ′′ − ϕ′ϕ′′ sinϕ+

1

2
ϕ′′ sin2 ϕ+ ϕ′′

+
1

2
ϕ′3 cosϕ− ϕ′2 sinϕ cosϕ+

1

2
ϕ′ sin2 ϕ cosϕ+ ϕ′ cosϕ

+ ϕ′2ϕ′′ − ϕ′ϕ′′ sinϕ− ϕ′3 cosϕ+ ϕ′2 sinϕ cosϕ

+ ϕ′′ cos2 ϕ− ϕ′ cos3 ϕ− ϕ′ϕ′′ sinϕ+ ϕ′2 sinϕ cosϕ

+ 2ϕ′′′ cosϕ− 2ϕ′′ cos2 ϕ+ 2ϕ′2 sinϕ cosϕ

+ ϕ′′′′ − ϕ′′′ cosϕ+ 3ϕ′ϕ′′ sinϕ+ ϕ′3 cosϕ

=
3

2
ϕ′2ϕ′′ +

1

2
ϕ′′ sin2 ϕ+ ϕ′′ +

1

2
ϕ′3 cosϕ+ 3ϕ′2 sinϕ cosϕ

+
1

2
ϕ′ sin2 ϕ cosϕ+ ϕ′ cosϕ− ϕ′′ cos2 ϕ− ϕ′ cos3 ϕ+ ϕ′′′ cosϕ+ ϕ′′′′

=
3

2
ϕ′2ϕ′′ +

3

2
ϕ′′ sin2 ϕ+

1

2
ϕ′3 cosϕ+ 3ϕ′2 sinϕ cosϕ

+
3

2
ϕ′ sin2 ϕ cosϕ+ ϕ′′′ cosϕ+ ϕ′′′′
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In der letzten Gleichung wurde zweimal cos2 ϕ durch 1− sin2 ϕ ersetzt. Mit
−2u = ϕ′ + sinϕ erhält man andererseits

−2u′′′ − 12u2u′ = (ϕ′ + sinϕ)′′′ +
3

2
(ϕ′ + sinϕ)2(ϕ′ + sinϕ)′

= ϕ′′′′ + ϕ′′′ cosϕ− 3ϕ′ϕ′′ sinϕ− ϕ′3 cosϕ+
3

2
ϕ′2(ϕ′′ + ϕ′ cosϕ)

+ 3ϕ′ sinϕ(ϕ′′ + ϕ′ cosϕ) +
3

2
sin2 ϕ(ϕ′′ + ϕ′ cosϕ)

= ϕ′′′′ + ϕ′′′ cosϕ+
1

2
ϕ′3 cosϕ+

3

2
ϕ′2ϕ′′

+ 3ϕ′2 sinϕ cosϕ+
3

2
ϕ′′ sin2 ϕ+

3

2
ϕ′ sin2 ϕ cosϕ

Damit ist die Behauptung gezeigt. ¤



IV. Eine BÄCKLUND–Transformation der

mKdV–Gleichung

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden die 1–Solitonen der mKdV–
Gleichung bestimmt. Wir leiten dann unter der Annahme, daß der Über-
gang von einer Drehfläche zu ihrer dualen Drehfläche Lösungen der mKdV–
Gleichung in Lösungen der mKdV–Gleichung überführt, eine Bäcklund–
Transformation dieser Gleichung her und beweisen, daß dieser Übergang
wirklich eine Bäcklund–Transformation der mKdV–Gleichung ist.

Wie bei der Bäcklund–Transformation der sine–Gordon–Gleichung
gilt hier der Bianchische Vertauschbarkeitsatz, mit dem sich die aufein-
anderfolgenden Bäcklund–Transformationen einer gegebenen Lösung der
mKdV–Gleichung nach dem ersten Schritt ohne weiteres Lösen von Dif-
ferentialgleichungen berechnen lassen. Diesen Satz wenden wir im letzten
Abschnitt auf die triviale Lösung u = 0 der mKdV–Gleichung an und er-
halten die von Ryogo Hirota in [Hirota 74] angegebene Formel für die
N–Solitonen–Lösungen der mKdV–Gleichung.

Die Bäcklund–Transformation der mKdV–Gleichung hat die Eigen-
schaft, daß eine Lösung der mKdV–Gleichung und ihre Bäcklund–Trans-
formierte eine Kurve in der Poincaréschen Halbebene bestimmen, deren
Krümmung mit der Ausgangslösung und deren Potential mit der transfor-
mierten Lösung der mKdV–Gleichung übereinstimmt. Dieser Satz bedeutet,
auf die N–Solitonen angewandt, daß zu jedem N–Soliton und jedem aus ihm
durch eine Bäcklund–Transformation hervorgehenden (N + 1)–Soliton ei-
ne Kurve in der Poincaréschen Halbebene gehört, deren Krümmung das
N–Soliton und deren Potential das (N + 1)–Soliton ist. Der Anstellwinkel
des Tangentialvektors dieser Kurve ist, wie die N–Solitonen der mKdV–
Gleichung, durch eine explizite Formel gegeben.

20. Die 1–Solitonen der mKdV–Gleichung

In diesem Abschnitt sollen solitäre Wellen bzw. wandernde Wellenlösun-
gen der mKdV–Gleichung untersucht werden. Das sind die Lösungen der
mKdV–Gleichung, welche aus einer Funktion f : IR → IR durch

u(x, t) = f(x+ ct)

hervorgehen. Dabei ist c ∈ IR die konstante Wanderungsgeschwindigkeit der
Welle.

49
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20.1. Setzt man diese Gleichung in die mKdV–Gleichung ein, so läßt sich
das Ergebnis folgendermaßen integrieren:

0 = ut − uxxx − 6u2ux

⇐⇒ 0 = cf ′ − f ′′′ − 6f2f ′

⇐⇒ a = cf − f ′′ − 2f3.

Dabei ist a ∈ IR eine Integrationskonstante. Schließen wir lokal konstante
Lösungen aus, dann ist IR \ {x ∈ IR | f ′(x) = 0 } dicht in IR und die
Multiplikation mit f ′ eine Äquivalenzumformung:

a = cf − f ′′ − 2f3

⇐⇒ af ′ = cff ′ − f ′′f ′ − 2f3f ′

⇐⇒ af + b =
1

2
cf2 − 1

2
f ′

2 − 1

2
f4

⇐⇒ f ′
2

= −f4 + cf2 − 2af − 2b. (∗)
Diese Gleichung ist eine elliptische Differentialgleichung. Fallen Nullstellen
des Polynoms F (f) = −f4+cf2−2af−2b zusammen, so besitzt (∗) explizite
Lösungen. Andernfalls sind die Lösungen Umkehrungen elliptischer Integrale
und damit elliptische Funktionen.

20.2. Wir setzen nun voraus, daß f mit all seinen Ableitungen für x→ ±∞
gegen Null konvergiert. Dann gilt a = b = 0 und es folgt, daß (∗) nur für
positive Geschwindigkeiten c reelle Lösungen besitzt. D.h. in diesem Fall ist
die Gleichung

f ′ =
√

−f4 + cf2 = ±f
√

c− f2

⇐⇒
∫

df

f
√

c− f2
= ±x

für c ∈ IR>0 zu lösen. Nach [Bronstein, 1.1.3.3, Nr. 258] erhalten wir

f(x) = ±
√
c sech(

√
c x+ d)

mit einer beliebigen Integrationskonstante d ∈ IR. Damit haben wir alle
1–Solitonen–Lösungen

sa(x, t) = ±a sech(ax+ a3t+ d)

der mKdV–Gleichung für beliebige Konstanten a, d ∈ IR ermittelt. Für jedes
feste t ∈ IR ist dies das Potential der als Drehfläche parametrisierten S2 ohne
Nord– und Südpol, wenn die Meridiankurve in Ha nach der Bogenlänge
parametrisiert ist (vgl. 13.4).

21. Eine Bäcklund–Transformation für die mKdV–Gleichung

21.1. In der Literatur findet sich keine allgemein akzeptierte Definition für
den Begriff “Bäcklund–Transformation”. Mehrere Beispiele und allgemei-
ne Beschreibungen von Bäcklund–Transformationen findet man in einem
von Robert Miura zusammengestellten Tagungsbericht [Miura].

Die Untersuchung von Flächentransformationen [Bä 1873] und insbe-
sondere von Flächen mit konstanter negativer Krümmung [Bä 1883] führte
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Albert V. Bäcklund auf eine Verallgemeinerung der Bianchischen Trans-
formation14 solcher Flächen. Diese Transformation soll hier als ein Beispiel
kurz vorgestellt werden.15

21.2. Die Flächen (M, g) konstanter negativer Krümmung K = − 1
%2

be-

sitzen lokal Asymptotenlinienparametrisierungen f : IR2 ⊃ U → M mit
(u, v) 7→ f(u, v) (s. [Spivak, S. 322]), in denen die quadratische Form g2

der Riemannschen Metrik g die Gestalt

g2 = %2(du2 + 2 cos 2ω dudv + dv2)

annimmt, wobei 2ω der Winkel zwischen den Asymptotenlinien ist. Jeder
Lösung ω der partiellen Differentialgleichung

2
∂2ω

∂u∂v
= sin(2ω)

entspricht eine Fläche mit konstanter Krümmung [Bianchi, §67]. Diese Glei-
chung wird auch die sine–Gordon–Gleichung genannt. Jede Lösung ω(x, t)
dieser Gleichung erzeugt durch ω(au, 1

a
v) für eine beliebige Konstante a ∈ IR

eine 1–parametrige Schar von Lösungen. Diese Lösungstransformation wird
von Bianchi als Liesche Transformation der sine–Gordon–Gleichung be-
zeichnet.

Die von Luigi Bianchi in seiner Dissertation [B 1879] geometrisch ein-
geführte und von ihm als Komplementärtransformation bezeichnete Flächen-
transformation kann man folgendermaßen beschreiben. Genügt die Funktion
ω(u, v) der sine–Gordon–Gleichung, dann besitzt das System von gewöhn-
lichen Differentialgleichungen

{

(ϑ− ω)u = sin(ϑ+ ω),

(ϑ+ ω)v = sin(ϑ− ω)

für jeden Anfangswert ω(x0, t0) = ω0 eine eindeutig bestimmte Lösung ϑ.
Diese Lösung ist dann immer auch eine Lösung der sine–Gordon–Glei-
chung. Sie heißt die Komplementärtransformierte von ω. Wendet man zu-
sätzlich die Liesche Transformation Θ(u, v) := ϑ(au, 1

a
v) und Ω(u, v) :=

ω(au, 1
a
v) für a ∈ IR an, so erhält man die Bäcklund–Transformation der

sine–Gordon–Gleichung






(Θ − Ω)u = a sin(Θ + Ω),

(Θ + Ω)v =
1

a
sin(Θ − Ω).

21.3. Wir zeigen nun, daß der Übergang zur Familie der Dualflächen ei-
ner gegeben Familie von Drehflächen eine Bäcklund–Transformation der
mKdV–Gleichung für die hyperbolische Krümmung κ(x, t) und κ∗(x, t) ih-
rer Meridiankuven bzw. für ihre Potential u∗(x, t) und u(x, t) darstellt. Nach

14Diese Flächentransormation wird von Luigi Bianchi in seiner Dissertation [B 1879]
eingeführt. Es existiert auch eine deutsche Zusammenfassung dieser Arbeit [B 1880].

15Dabei folge ich den “Vorlesungen über Differentialgeometrie” von Luigi Bianchi

[Bianchi, Kapitel XVII, besonders §268].
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17.7 gelten die Formeln

−2u∗ = κ = ϕx − a sinϕ,

−2u = κ∗ = ϕx + a sinϕ, (∗)
wobei die Meridiankurven als Kurven in Ha, a ∈ IR>0 betrachtet werden.
Die gesuchte Bäcklund–Transformation läßt sich am besten mit den in
direktem Zusammenhang zu κ und κ∗ stehenden Größen

ω(x, t) := −
∫ x

0
u(ξ, t) dξ − ϕ(0, t)

2
− l(t) =⇒ u = −ωx,

ω∗(x, t) := −
∫ x

0
u∗(ξ, t) dξ − ϕ(0, t)

2
+ l(t) =⇒ u∗ = −ω∗

x

formulieren.16 Dabei ist l : IR → IR eine beliebige Funktion, die durch das
folgende Lemma näher bestimmt wird. Addieren wir die beiden Gleichungen
in (∗) zusammen, so gilt

(ω + ω∗)x = ϕx =⇒ ω + ω∗ = ϕ.

Diese Gleichung, in die Differenz der Gleichungen (∗) eingesetzt, ergibt

(ω − ω∗)x = a sin(ϕ) = a sin(ω + ω∗).

Man beachte die Ähnlichkeit dieser Gleichung mit denen der Bäcklund–
Transformation der sine–Gordon–Gleichung 21.2.

21.4. Für die vollständige Bäcklund–Transformation ist eine weitere Glei-
chung für die Ableitung nach der Zeit erforderlich. Diese ergibt sich aus der
Bedingung, daß u und u∗ die mKdV–Gleichung lösen sollen. Bevor wir die
vollständige Bäcklund–Transformation angeben können, ist es wichtig, den
Zusammenhang von ω und u, falls u eine Lösung der mKdV–Gleichung ist,
klarzustellen.

Lemma. Sei u : IR × IR → IR eine Lösung der mKdV–Gleichung

ut − uxxx − 6u2ux = 0.

Dann gibt es eine Funktion l : IR → IR, so daß

ω(x, t) := −
∫ x

0
u(ξ, t) dξ − ϕ(0, t)

2
− l(t)

eine Lösung der Gleichung

ωt − ωxxx − 2ω3
x = 0

ist. ω ist bis auf die Addition einer Konstante eindeutig bestimmt. ω wird
wegen der Gleichung u = −ωx ein Potential von u genannt.

Beweis. Sei ω̃(x, t) := −
∫ x

0 u(ξ, t) dξ −
ϕ(0,t)

2 , dann gilt u = −ωx. Setzt
man diese Gleichung in die mKdV–Gleichung für u ein, so folgt

ωxt − ωxxxx − 6ω2
xωxx = 0,

16Dieses Vorgehen geht auf den Artikel “Bäcklund transformation for solutions of
the Korteweg–de Vries equation” von Hugo Wahlquist und, Frank Estabrook zurück
[WaEs 73].
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also ist ω̃t − ω̃xxx − 2ω̃3
x unabhängig von x. Damit folgt die Behauptung

genau dann, wenn man

l(t) :=

∫ t

0
ω̃t(x, τ) − ω̃xxx(x, τ) − 2ω̃3

x(x, τ) dτ + l0

setzt, wobei l0 ∈ IR eine frei wählbare Konstante ist. ¤

21.5. Satz (Bäcklund–Transformation der mKdV–Gleichung).
Sei ω∗ : IR × IR → IR eine glatte Abbildung, bezeichne x die erste und t

die zweite Koordinate von IR × IR und sei a ∈ IR eine beliebige Konstante.
Die Abbildung ω∗ genügt unter diesen Voraussetzungen genau dann der

Gleichung

ω∗
t − ω∗

xxx − 2ω∗
x
3 = 0, (∗∗)

wenn das System gewöhnlicher Differentialgleichungen







(ω − ω∗)x = a sin(ω + ω∗)

(ω − ω∗)t = 2aω∗
xx cos(ω + ω∗)

+ (2aω∗
x
2 + a3) sin(ω + ω∗) + 2a2 ω∗

x

(B)

eine Lösung ω : IR × IR → IR besitzt. Die Lösung ω ist, ebenso wie ω∗, eine
Lösung der Gleichung (∗∗).

Mit Lemma 21.4 folgt aus diesem Satz:

21.6. Korollar. Das System (B) ist eine Bäcklund–Transformation der
mKdV–Gleichung.

Beweis des Satzes. Leitet man die erste Gleichung von (B) nach t, die
zweite nach x ab, dann erhält man (wobei im folgenden aus Gründen der
Übersichtlichkeit das Argument ω + ω∗ von sin und cos weggelassen wird):

ωxt = ω∗
xt + a(ω + ω∗)t cos

= ω∗
xt + 2aω∗

t cos +a(ω − ω∗)t cos

= ω∗
xt + a

(

2ω∗
t + 2aω∗

xx cos +2aω∗
x
2 sin +2a2 ω∗

x + a3 sin
)

cos,

ωtx = ω∗
tx + 2aω∗

xxx cos−4aω∗
xxω

∗
x sin−2a2 ω∗

xx sin2 +4aω∗
xxω

∗
x sin

+ 4aω∗
x
3 cos +2a2 ω∗

x
2 sin cos+2a3 ω∗

x cos +a4 sin cos +2a2 ω∗
xx

= ω∗
tx + a

(

2ω∗
xxx + 2aω∗

xx cos +4ω∗
x
3 + 2aω∗

x
2 sin +2a2ω∗

x + a3 sin
)

cos .

Lösen nun ω und ω∗ das Gleichungssystem (B), dann erfüllt wegen ωxt = ωtx
die Abbildung ω∗ die Gleichung (∗∗). Umgekehrt erkennt man, daß (∗∗) die
Kompatibilitätsbedingung des Systems (B) im Sinne von Satz 14.3 darstellt.
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Weiterhin erhält man für ω:

ωx
3 = (ω∗

x + a sin)3

= ω∗
x
3 + 3aω∗

x
2 sin +3a2ω∗

x sin2 +a3 sin3,

ωxxx = (ω∗
x + a sin)xx = ω∗

xxx + a((2ω∗
x + a sin) cos)x

= ω∗
xxx + 2aω∗

xx cos +2a2ω∗
x cos2 +a3 sin cos2

− 4aω∗
x
2 sin−4a2ω∗

x sin2 −a3 sin3,

ωt = ω∗
t + 2aω∗

xx cos +2aω∗
x
2 sin +a3 sin +2a2 ω∗

x.

Daraus folgt

ωt − ωxxx − 2ωx
3 = 0.

¤

21.7. Die Bäcklund–Transformation (B) läßt sich dazu verwenden, aus
einer Lösung der mKdV–Gleichung u ein ganzes Gitter von Lösungen dieser
Gleichung zu erzeugen. Für jede Folge (ai)i∈IN in IR definiert (B) mit Lemma
21.4 eine Folge von Lösungen (ui)i∈IN der mKdV–Gleichung, wobei in jedem
Schritt der Anfangswert von ui frei wählbar ist. Die Lösung ui+1 heißt die
Bäcklund–Transformierte von ui unter der Bäcklund–Transformation
Bai+1 . Diese Konstruktion l̈äßt sich mit dem folgenden Schema veranschau-
lichen:

u
Ba1−−−→ u1

Ba2−−−→ u2 · · · ui
Bai−−−→ ui+1 · · ·

Dabei bedeutet u
Ba−−→ u∗, daß ω und ω∗ mit u = −ωx und u∗ = −ω∗

x das
System (B) lösen.

21.8. Beispiel. Sei u∗ = 0 die triviale Lösung der mKdV–Gleichung. Nach
Lemma 21.4 gehört dazu ω∗ = 0, die triviale Lösung von (∗∗). Das System
(B) nimmt dann die Form

{
ωx = a sin(ω)

ωt = a3 sin(ω)

an. Die allgemeine Lösung dieses Differentialgleichungssystems ist

w = ±2 arctan(eθ) mit θ = ax+ a3t+ c,

=⇒ u = w∗
x = ±a sech(θ).

Dies sind die 1–Solitonen der mKdV–Gleichung (vgl. 20.2).

21.9. Satz. Sei ω eine Bäcklund–Transformierte von ω∗ via Ba. Dann
gibt es zu jeder Zeit t ∈ IR eine (bis auf Streckung in Null und Transla-
tion entlang der i–Achse) eindeutig bestimmte Kurve in Ha, so daß ihre
Krümmung κ in Ha und ihr Potential durch

κ = 2ω∗
x und u = −ωx

gegeben sind. Der auf die j–Achse bezogene Anstellwinkel des Tangentialvek-
tors dieser Kurve ist

ϕ = ω + ω∗.
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Beweis. Da ω eine Bäcklund–Transformierte von ω∗ via Ba ist, gilt

(ω − ω∗)x = a sin(ω + ω∗) = a sin(ϕ).

Daraus und aus 17.7 folgt

2ωx = (ω − ω∗)x + (ω + ω∗)x = a sin(ϕ) + ϕx = −2u,

2ω∗
x = −(ω − ω∗)x + (ω + ω∗)x = −a sin(ϕ) + ϕx = κ.

Sei umgekehrt eine Kurve in Ha mit der Krümmung κ und dem Poten-
tial u gegeben und sei ϕ der auf die j–Achse bezogene Anstellwinkel ihres
Tangentialvektors, dann gelten nach 17.7 die Gleichungen

κ = −a(N+1) sin(ϕ) + ϕx und − 2u = a(N+1) sin(ϕ) + ϕx.

Der Winkel ϕ ist durch diese Gleichungen eindeutig bestimmt.
Jede Funktion ϕ : IR → IR definiert durch

r′ = a(N+1)r cosϕ, r > 0 und h′ = a(N+1)r sinϕ

modulo Verschiebung entlang der i–Achse und Streckung in Null eindeutig
eine Kurve γ = rj + hi in Ha, so daß ihr Anstellwinkel gleich ϕ ist. ¤

22. Der Bianchische Vertauschbarkeitssatz

22.1. Wir haben gesehen, daß sich das Differentialgleichungssystem (B)

im Falle ω∗ = 0 leicht lösen läßt. Der nächste Schritt ω
Ba2−−−→ ? führt be-

reits auf eine Ricattische Differentialgleichung. Dem Anschein nach wird
es immer schwieriger, weitere Bäcklund–Transformationen Ba auf die be-
reits gefundenen Lösungen anzuwenden. Dies ist jedoch nicht der Fall. Nach
dem Bianchischen Vertauschbarkeitssatz gibt es eine explizite Gleichung,
mit der sich alle nach dem ersten Schritt in dem Gitter 21.7 auftretenden
Bäcklund–Transformationen berechnen lassen.

Satz (Bianchi’s Vertauschbarkeitssatz).
Seien ω1 und ω2 Bäcklund–Transformierte via Ba1 bzw. Ba2 von ω0 mit
a1 6= a2. Dann gibt es eine gemeinsame Bäcklund–Transformierte ω von
ω1 via Ba2 und von ω2 via Ba1, die durch folgende Gleichung eindeutig be-
stimmt ist:

tan

(
ω − ω0

2

)

=
a1 + a2

a1 − a2
tan

(
ω1 − ω2

2

)

.

Dieser Satz läßt sich mit folgendem Schema veranschaulichen:

ω0 ω

ω1Ba1

Ba2 ω2

Ba2

Ba1
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Beweis. Nehmen wir zuerst an, es gibt eine gemeinsame Bäcklund–
Transformierte ω von ω1 via a2 und ω2 via a1. Dann erfüllen ω0, ω1, ω2 und
ω die folgenden vier Gleichungen für die Ableitungen nach x:

(ω1 − ω0)x = a1 sin(ω1 + ω0), (ω2 − ω0)x = a2 sin(ω2 + ω0),

(ω − ω1)x = a2 sin(ω + ω1), (ω − ω2)x = a1 sin(ω + ω2).

Addieren wir die linken Gleichungen zusammen und ziehen die rechten davon
ab, so erhalten wir

0 = (ω1 − ω0)x − (ω2 − ω0)x + (ω − ω1)x − (ω − ω2)x

= a1 sin(ω1 + ω0) − a2 sin(ω2 + ω0)

+ a2 sin(ω + ω1) − a1 sin(ω + ω2)

⇐⇒ 0 = a1 sin
(
ω1−ω2+ω0−ω

2

)
cos
(
ω1+ω2+ω0+ω

2

)

+ a2 sin
(
ω1−ω2−ω0+ω

2

)
cos
(
ω1+ω2+ω0+ω

2

)

⇐⇒ 0 = a1

(
sin
(
ω1−ω2

2

)
cos
(
ω0−ω

2

)
+ sin

(
ω0−ω

2

)
cos
(
ω1−ω2

2

))

+ a2

(
sin
(
ω1−ω2

2

)
cos
(
ω0−ω

2

)
− sin

(
ω0−ω

2

)
cos
(
ω1−ω2

2

))

⇐⇒ 0 = (a1 + a2) sin
(
ω1−ω2

2

)
cos
(
ω0−ω

2

)

+ (a1 − a2) sin
(
ω0−ω

2

)
cos
(
ω1−ω2

2

)

⇐⇒ tan
(
ω−ω0

2

)
= a1+a2

a1−a2
tan

(
ω1−ω2

2

)
.

Gibt es also ein ω mit obigen Eigenschaften, dann ist ω durch

ω = ω0 + 2 arctan
(
A12 tan

(
ω1−ω2

2

))

mit A12 = a1+a2
a1−a2

gegeben.
Wegen der Symmetrie dieser Gleichung in ω1 und ω2 genügt es zu zeigen,

daß ω eine Bäcklund–Transformierte zu ω1 via Ba2 ist, anders gesagt, es
bleibt zu zeigen, daß ω eine Lösung des Systems
{

(ω − ω1)x = a2 sin(ω + ω1)

(ω − ω1)t = 2aω1xx cos(ω + ω1) + (2aω1x
2 + a3) sin(ω + ω1) + 2a2 ω1x

(∗)
ist.

Für die linke Seite der ersten Gleichung dieses Systems gilt

(ω − ω1)x = (ω0 − ω1)x + 2
A12

(
1 + tan2

)

1 +A2
12 tan2

(
ω1 − ω2

2

)

x

,

dabei wurde das Argument ω1−ω2
2 von tan aus Gründen der Übersichtlichkeit

im folgenden weggelassen. Mit

cos (2 arctan (A12 tan)) =
1 −A2

12 tan2

1 +A2
12 tan2

,

sin (2 arctan (A12 tan)) =
2A12 tan

1 +A2
12 tan2
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folgt für die rechte Seite der ersten Gleichung von (∗):
a2 sin(ω + ω1)

= a2

(

sin(ω1 + ω0)
1 −A2

12 tan2

1 +A2
12 tan2

+
2A12 tan

1 +A2
12 tan2

cos(ω1 + ω0)

)

.

Setzt man nun die Gleichungen für (ω0−ω1)x und (ω0−ω2)x in die erste Glei-
chung von (∗) ein und multipliziert die ganze Gleichung mit

(
1 +A2

12 tan2
)
,

so erhält man die folgende, zur ersten Gleichung von (∗) äquivalente Glei-
chung:

− a1 sin(ω1 + ω0)
(
1 +A2

12 tan2
)

+A12

(
1 + tan2

)
(a1 sin(ω1 + ω0) − a2 sin(ω2 + ω0))

= a2 sin(ω1 + ω0)
(
1 −A2

12 tan2
)

+ 2a2 cos(ω1 + ω0)A12 tan

(∗∗)

Aus A12 − 1 = 2 a2
a2−a1

folgt:

A12(1 + tan2) − (1 +A2
12 tan2) = 2

a2

a1 − a2

(
1 −A12 tan2

)
.

Damit ist (∗∗) äquivalent zu

2
a1a2

a1 − a2
sin(ω1 + ω0)

(
1 −A12 tan2

)
− a2A12 sin(ω2 + ω0)

(
1 + tan2

)

= a2 sin(ω1 + ω0)
(
1 −A2

12 tan2
)

+ 2a2A12 cos(ω1 + ω0) tan

⇐⇒ a2 sin(ω1 + ω0)
(
2a1 − 2a1A12 tan2

)

− a2(a1 + a2) sin(ω2 + ω0)
(
1 + tan2

)

= a2 sin(ω1 + ω0)
(
a1 − a2 − (a1 + a2)A12 tan2

)

+ 2a2(a1 + a2) cos(ω1 + ω0) tan

⇐⇒ a2(a1 + a2) sin(ω1 + ω0)
(
1 − tan2

)

− a2(a1 + a2) sin(ω2 + ω0)
(
1 + tan2

)

= 2a2(a1 + a2) cos(ω1 + ω0) tan

⇐⇒ 2 cos(ω1 + ω0) tan = sin(ω1 + ω0) − sin(ω2 + ω0)

− (sin(ω1 + ω0) + sin(ω2 + ω0)) tan2

⇐⇒ cos(ω1 + ω0) tan = cos
(
ω1+ω2+2ω0

2

)
sin
(
ω1−ω2

2

)

− sin
(
ω1+ω2+2ω0

2

)
sin
(
ω1−ω2

2

)
tan

⇐⇒ cos(ω1 + ω0) = cos
(
ω1+ω2+2ω0

2

)
cos
(
ω1−ω2

2

)

− sin
(
ω1+ω2+2ω0

2

)
sin
(
ω1−ω2

2

)
.

Damit ist die erste Gleichung von (∗) bewiesen. Die zweite läßt sich analog
zeigen. Der Beweis ist entsprechend länger, da man die eben vollzogenen
Schritte für die Koeffizienten von ω0x, ω0xx, ω

2
0x und die verbleibenden Terme

auszuführen hat. Darauf soll hier jedoch verzichtet werden. ¤
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23. N–Solitonen der mKdV–Gleichung

und die zugehörigen Drehflächen

In diesem Abschnitt soll das im Beispiel 21.8 begonnene Gitter von
Bäcklund–Transformierten der trivialen Lösung u = 0 der mKdV–Glei-
chung fortgesetzt werden. Es stellt sich heraus, daß der N -te Gitterpunkt
die N–Solitonen der mKdV–Gleichung beschreibt.

23.1. In 21.8 haben wir bereits die 1–Solitonen

sa(x, t) = ± ∂

∂x
ωa(x, t) = ± ∂

∂x
(2 arctan(eθ)) = ±a sech(θ)

mit θ = ax+ a3t+ c sowie a, c ∈ IR,

der mKdV–Gleichung als die Bäcklund–Transformierten der trivialen Lö-
sung u = 0 via Ba erkannt. Diese bilden den Ausgangspunkt für die Anwen-
dung des Bianchischen Vertauschbarkeitssatzes 22.1.

Um die Formeln einfacher zu gestalten, verwenden wir neue Notationen.
Das Vorzeichen ± läßt sich in der frei wählbaren Konstante c verstecken,
indem man c ∈ IR ∪ IR + {iπ} beliebig variiert. Für die Potentiale ω von
Lösungen der mKdV–Gleichung u führen wir folgende Darstellung ein.

Definition. Eine Abbildung f : IR× IR → C heißt ein Repräsentant von ω
bzw. u = −ωx, falls

ω(x, t) = i ln

(
f̄(x, t)

f(x, t)

)

gilt.17

Die Funktion f ist durch ω nur bis auf einen reellen, von x und t abhängi-
gen Faktor bestimmt.

23.2. Die 1–Solitonen lassen sich folgendermaßen darstellen:

f1 = 1 + ieθ

s1(x, t) =
∂

∂x
i ln

(
1 − ieθ

1 + ieθ

)

= a sech(θ).

Schließlich soll der Faktor i vor eθ noch in der Variable θ untergebracht
werden. Im folgenden verwenden wir

θ = ax+ a3t+ c+
i

2
π

anstelle obiger Definition von θ. Dann ist f1 = 1 + eθ.

23.3. Der Sinn dieser Vorarbeit ist, die Formel aus dem Bianchischen Ver-
tauschbarkeitssatz

tan

(
ω − ω0

2

)

=
a1 + a2

a1 − a2
tan

(
ω1 − ω2

2

)

17Diese Darstellung wurde von Ryogo Hirota in [Hirota 74] verwendet, um mit
anderen Mitteln als den hier vorgestellten eine Formel für die N–Solitonen der mKdV–
Gleichung herzuleiten.
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einer Hintereinanderausführung etwas zugänglicher zu machen. Seien also
g0, g1, g2 und g Repräsentanten von ω0, ω1, ω2 und ω. Dann ist die obige
Gleichung mit tan(x) = −i tanh(ix) äquivalent zu:

tanh

(
1

2
ln

(
ḡ

g

)

− 1

2
ln

(
ḡ0

g0

))

= tanh

(
1

2
ln

(
ḡ1

g1

)

− 1

2
ln

(
ḡ2

g2

))

⇐⇒
1 − gḡ0

ḡg0

1 + gḡ0
ḡg0

=
1 − g1ḡ2

ḡ1g2

1 + g1ḡ2
ḡ1g2

⇐⇒ ḡ

g
=
ḡ0

g0

g1ḡ2 + ḡ1g2 −A12(g1ḡ2 − ḡ1g2)

g1ḡ2 + ḡ1g2 +A12(g1ḡ2 − ḡ1g2)
.

Damit ist

g = g0(g1ḡ2 + ḡ1g2 +A12(g1ḡ2 − ḡ1g2))

ein Repräsentant der gemeinsamen Bäcklund–Transformierten der durch
g1 und g2 repräsentierten Lösung der mKdV–Gleichung. Mit dieser Formel
können wir nun den folgenden Satz beweisen.

23.4. Satz. Die sukzessive durch 21.5 bestimmten Bäcklund–Transfor-
mierten der trivialen Lösung u = 0 der mKdV–Gleichung werden durch

fN =
∑

µ∈{0,1}N

N∏

i=1

eµiθi

N∏

j=i+1

A
|µi−µj |
ij (∗)

repräsentiert, dabei ist

θi = aix+ a3
i t+ ci +

i

2
π, ai ∈ IR paarweise verschieden

sowie ci ∈ IR ∪ IR + {iπ}, Aij =
ai + aj

ai − aj

für i 6= j und i, j = 1, . . . , N.

Die Laufvariable µ der Summation (∗) kann man sich als natürliche
Zahl in Binärschreibweise mit N Stellen vorstellen. Dann ist µi ihre i-te
Stelle bzw. ihr i-tes Bit und |µi − µj | steht für das exklusive Oder zwischen
dem i–ten und j–ten Bit. Diese Formel stimmt mit der von Ryogo Hirota in
[Hirota 74] angegebenen Formel für die N–Solitonen der mKdV–Gleichung
überein.

23.5. Wir beweisen den folgenden, etwas genaueren Satz.

Satz. Sei N ∈ IN, N ≥ 2. Seien

ai ∈ IR, ci ∈ IR ∪ IR + {iπ}, für i, j = 1, . . . , N

beliebig, aber fest gewählt und sei

θi = aix+ a3
i t+ ci +

i

2
π, für i, j = 1, . . . , (N − 1),

θN = aNx+ a3
N t+ cN − i

2
π,

Aij =
ai + aj

ai − aj
für i 6= j.
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Seien weiterhin g0 = f(N−2), g1 = f(N−1) und g2 = f(N−1) durch die Formel
(∗) gegeben, wobei in der Formel für g2 die Variable θ(N−1) durch θN ersetzt
wurde.

Dann sind g1 und g2 Repräsentanten der Bäcklund–Transformierten
via Ba(N−1)

bzw. BaN
der durch g0 repräsentierten Lösung der mKdV–Glei-

chung. Die Abbildung g = fN repräsentiert die nach dem Bianchischen
Vertauschbarkeitssatz 22.1 zu g1 und g2 via BaN

bzw. Ba(N−1)
gehörende

gemeinsame Bäcklund–Transformierte, dabei wird in der Formel für g

wieder die übliche Form der Variable

θN = aNx+ a3
N t+ cN +

i

2
π

verwendet.

23.6. Korollar. Sei N ∈ IN,

κ(x, t) = 2
∂

∂x

(

i ln

(
f̄N (x, t)

fN (x, t)

))

ein N–Soliton und

u(x, t) = − ∂

∂x

(

i ln

(

f̄(N+1)(x, t)

f(N+1)(x, t)

))

ein (N + 1)–Soliton

mit den selben Konstanten ai und ci. Dann ist

ϕ(x, t) = i ln

(

f̄N (x, t)f(N+1)(x, t)

fN (x, t)f(N+1)(x, t)

)

zu jeder Zeit t ∈ IR der auf die j–Achse bezogene Anstellwinkel des Tan-
gentialvektors einer Kurve, deren Krümmung in Ha(N+1)

gleich κ und deren

Potential gleich u ist. Die Kurve ist durch κ und u (bis auf Streckung in
Null und Translation entlang der i–Achse) eindeutig bestimmt.

Beweis. Das Korollar folgt mit Satz 21.9 direkt aus Satz 23.5. ¤

23.7. Korollar. Seien κ und u wie in Korollar 23.6 gegeben. Dann ent-
spricht die Variation der Konstanten c(N+1) ∈ IR∪IR+{iπ} einer Möbius–

Transformation18 der zu κ und u zu jedem Zeitpunkt t ∈ IR gehörenden
Kurve.

Beweis. Da κ bei dieser Variation der Konstanten fest bleibt, folgt die
Aussage aus der Tatsache, daß eine Kurve im hyperbolischen Raum Ha(N+1)

durch ihre Krümmung bis auf eine Möbius–Transformation eindeutig be-
stimmt ist. ¤

Beweis des Satzes. Wir beweisen diesen Satz durch vollständige Indukti-
on. Der Induktionsanfang ist mit der Bestimmung der 1–Solitonen als Bäck-

lund–Transformierte der trivialen Lösung u = 0 der mKdV–Gleichung, die
durch f0 = 1 repräsentiert wird, erledigt worden (vgl. 21.8 und 23.2).

Es bleibt also zu zeigen, daß g = fN bis auf einen reellen Faktor der
Gleichung

g = g0(g1ḡ2 + ḡ1g2 +A(N−1)N (g1ḡ2 − ḡ1g2))

18Eine Abbildung des hyperbolischen Raumes in sich heißt Möbius–Transformation,
falls sie eine Komposition der in Satz 16.6 angegebenen Isometrien von Ha, a ∈ IR ist.
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genügt (s. 23.3). Die Formel für g0 ist

g0 =
∑

µ∈{0,1}N−2

N−2∏

i=1

eµiθi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |
ij .

In den Formeln für g1 und g2 spalten wir die Summanden ab, die eθN−1

bzw. eθN enthalten:

g1 =
∑

µ∈{0,1}N−2

N−2∏

i=1

A
µi

i(N−1)e
µiθi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |
ij

+




∑

µ∈{0,1}N−2

N−2∏

i=1

A
1−µi

i(N−1)e
µiθi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |
ij



 eθN−1

g2 =
∑

µ∈{0,1}N−2

N−2∏

i=1

A
µi

iNe
µiθi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |
ij

+




∑

µ∈{0,1}N−2

N−2∏

i=1

A
1−µi

iN eµiθi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |
ij



 eθN

Damit können wir das Produkt von g1 und ḡ2 berechnen, wobei jetzt die
Summe in vier Summandengruppen aufgeteilt wird.

g1ḡ2 =
∑

µ,ν

N−2∏

i=1

(−1)νiA
µi

i(N−1)A
νi

iNe
(µi+νi)θi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |+|νi−νj |
ij

−




∑

µ,ν

N−2∏

i=1

(−1)νiA
1−µi

i(N−1)A
1−νi

iN e(µi+νi)θi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |+|νi−νj |
ij



 eθN−1+θN

−




∑

µ,ν

N−2∏

i=1

(−1)νiA
µi

i(N−1)A
1−νi

iN e(µi+νi)θi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |+|νi−νj |
ij



 eθN

+




∑

µ,ν

N−2∏

i=1

(−1)νiA
1−µi

i(N−1)A
νi

iNe
(µi+νi)θi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |+|νi−νj |
ij



 eθN−1

Die Summen gehen hier über alle µ, ν ∈ {0, 1}N−2.
Jetzt berechnen wir g0(g1ḡ2 + ḡ1g2 +A(N−1)N (g1ḡ2− ḡ1g2)). Der Realteil

von g1ḡ2 wird dabei mit g0, der Imaginärteil mit A(N−1)N g0 multipliziert.
Aus der Formel für θi folgt, daß ein Summand in g1ḡ2 reell ist, wenn er eine
gerade Anzahl von Faktoren eθi enthält, d.h. wenn

N−2∑

i=1

µi + νi

gerade ist. Andernfalls ist der Summand imaginär. Wir definieren die fol-
gende Hilfsfunktion

h(µ, ν) :=

(
N−2∑

i=1

µi + νi

)

mod 2,
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welche gerade dann Null ist, wenn der entsprechende Summand reell, und
Eins, falls er imaginär ist. Damit erhalten wir

g0(g1ḡ2 + ḡ1g2 −A(N−1)N (g1ḡ2 − ḡ1g2))

=
∑

µ,ν,τ∈{0,1}N−2

A
h(µ,ν)
(N−1)N

N−2∏

i=1

(−1)νiA
µi

i(N−1)A
νi

iNe
(µi+νi+τi)θi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |+|νi−νj |+|τi−τj |
ij

+




∑

µ,ν,τ∈{0,1}N−2

A
h(µ,ν)
(N−1)N

N−2∏

i=1

(−1)νiA
1−µi

i(N−1)A
1−νi

iN e(µi+νi+τi)θi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |+|νi−νj |+|τi−τj |
ij



 eθN−1+θN

+




∑

µ,ν,τ∈{0,1}N−2

A
1−h(µ,ν)
(N−1)N

N−2∏

i=1

(−1)νiA
µi

i(N−1)A
1−νi

iN e(µi+νi+τi)θi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |+|νi−νj |+|τi−τj |
ij



 eθN

+




∑

µ,ν,τ∈{0,1}N−2

A
1−h(µ,ν)
(N−1)N

N−2∏

i=1

(−1)νiA
1−µi

i(N−1)A
νi

iNe
(µi+νi+τi)θi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |+|νi−νj |+|τi−τj |
ij



 eθN−1

Die Formel für g nimmt mit der Variable θN = aNx+a3
N t+ cN − i

2π die
Form

g =
∑

µ∈{0,1}N−2

N−2∏

i=1

A
µi

i(N−1)A
µi

iNe
µiθi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |
ij

−




∑

µ∈{0,1}N−2

N−2∏

i=1

A
1−µi

i(N−1)A
1−µi

iN eµiθi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |
ij



 eθN−1+θN

−




∑

µ,ν∈{0,1}N−2

N−2∏

i=1

A
µi

i(N−1)A
1−µi

iN eµiθi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |
ij



A(N−1)N e
θN

+




∑

µ,ν∈{0,1}N−2

N−2∏

i=1

A
1−µi

i(N−1)A
µi

iNe
µiθi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |
ij



A(N−1)N e
θN−1

an. Die beiden Minuszeichen entsprechen genau der Tatsache, daß wir hier
g mit der Variable θN von g2 geschrieben haben.
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Multipliziert man diese Formel mit dem reellen Faktor |g0|2 so erhält
man

g0ḡ0g =
∑

µ,ν,τ∈{0,1}N−2

N−2∏

i=1

(−1)νiA
µi

i(N−1)A
µi

iNe
(µi+νi+τi)θi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |+|νi−νj |+|τi−τj |
ij

−




∑

µ∈{0,1}N−2

N−2∏

i=1

(−1)νiA
1−µi

i(N−1)A
1−µi

iN e(µi+νi+τi)θi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |+|νi−νj |+|τi−τj |
ij



 eθN−1+θN

−




∑

µ,ν∈{0,1}N−2

N−2∏

i=1

(−1)νiA
µi

i(N−1)A
1−µi

iN e(µi+νi+τi)θi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |+|νi−νj |+|τi−τj |
ij



 eθN

+




∑

µ,ν∈{0,1}N−2

N−2∏

i=1

(−1)νiA
1−µi

i(N−1)A
µi

iNe
(µi+νi+τi)θi

N−2∏

j=i+1

A
|µi−µj |+|νi−νj |+|τi−τj |
ij



 eθN−1 .

Vergleicht man nun die Koeffizienten der Summanden, in denen gleiche
Produkte von eθi auftreten in den Summen g0(g1ḡ2 + ḡ1g2 +A(N−1)N (g1ḡ2−
ḡ1g2)) und |g0|2g, sortiert nach h(µ, ν) = 0 und h(µ, ν) = 1 unter Verwen-
dung der Identität

1 −AlmAln = Amn(Alm −Aln)

für beliebige, paarweise verschieden m, n, l ∈ IN, so folgt

|g0|2g = g0(g1ḡ2 + ḡ1g2 −A(N−1)N (g1ḡ2 − ḡ1g2)).

Damit ist der Satz bewiesen. ¤
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Mathematische Annalen 16 (1880), 577-582.

[Bianchi] Luigi Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie, 2. Auflage, B.G.
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