Teil 2. Periodic Event Scheduling und Taktfahrplanung
6. PERIODIC EVENT SCHEDULING MODELL (PESP)

In diesem Kapitel werden wir uns mit dem Periodic Event Scheduling beschéfti-
gen. Um das abstrakte Modell mit Leben zu fiillen, betrachten wir zu erst ein mo-
tivierende Beispiel. Geben sind verschiedene Linien von U-Bahnen mit Bahnhdfen
und weiteren wichtigen Punkten, wie Kreuzungen, Weichen usw. (Abb. 71). Aufer-
dem sind Fahrzeiten zwischen den Punkten bekannt. Gesucht sind dann Ankunfts-
und Abfahrzeiten an den ausgewéhlten Punkten, die periodisch wiederholt bzgl.
einer Taktzeit T sind, gewisse zeitliche Nebenbedingungen einhalten und eine Ziel-
funktion minimieren. Die Taktzeit héingt von dem jeweiligen Problem ab. Bei der
Deutschen Bahn koénnen sie 1 bis 2 Stunden betragen, bei der U-Bahn hingegen nur
10 Minuten. Als Zielfunktion kommt z.B. die gewichtete Summe der Umsteigezeiten
oder die Anzahl der Ziige in Frage.

Kantenmodellierung
ABBILDUNG 71. Streckennetz

Betrachten wir dieses Liniennetz mit wichtigen Punkten genauer, so definiert
es uns einen Digraphen. Die wichtigen Punkte bilden die Knoten, die Abschnitte
entlang einer gerichteten Linie zwischen zwei solcher wichtigen Punkte, bilden die
Kanten.

Fiir jede Kante (i,7) ist die Fahrzeit bis auf gewisse Unsicherheiten bekannt.
Wir erhalten also fiir jede Kante eine untere Schranke ¢;;, die angibt wie lange ein
Zug mindestens braucht, und wu;; die Fahrzeit, die ein Zug héchstens brauchen darf.
Bezeichnen wir mit 7; bzw. 7; die Abfahrt in ¢ bzw. die Ankunftzeit in j, so ergibt
sich gij S Ty — T4 S Wi (Abb 72)

a=(i.j)
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ABBILDUNG 72. Kante mit Ereignissen.

Jetzt soll sich der zu erstellende Fahrplan periodisch wiederholen z.B. mit 7' = 60
min. Wir wollen die Fahrzeiten also nicht mehr durch 1 : 45 Uhr oder 0 : 30
angeben, sondern betrachten nur noch m; = 45 bzw. m; = 30. Die Ungleichung
ly; < mj —m < uyy erfiillt jetzt nicht mehr das Gewiinschte. Betrachten wir dazu
das folgende Beispiel:
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ABBILDUNG 73. Um von i nach j zu kommen, braucht der Zug
genau 20 Minuten.

Auf der Kante (4, j) sind [¢;;,ui;] = [20,20] vorgegeben (Abb. 73) . Aus vor-
herigen Betrachtung erhalten wir m; = 50. Gehen wir jetzt von m; noch mal 20
Zeiteinheiten weiter, so wiirden wir 7; = 10 erhalten. In der Praxis wére dies zu-
lassig, allerdings wiirde 7; — m; = —40 die Ungleichung ¢;; = 20 < 7; — m; nicht
erfiillen.

Um diesem Problem abzuhelfen, fordern wir, dass der Fahrplan 7 die zeitliche
Nebenbedingung

liy < mj — 7 +pij T < ugj
erfiillt. Dabei ist p;; eine beliebige Konstante aus 7Z und wird als Periodenoffset
bezeichnet. In unserm Beispiel wiirden 7; = 50 und m; = 10 mit p;; = 1 die Un-
gleichung erfiillen. Dieses Problem aus der Praxis gehort in die Klasse der Periodic
Event Sceduling Probleme.

Das Peridodic Event Sceduling Problme (PESP) wurde 1989 von Serafini und
Ukovich einfgefiihrt und folgendermafien definiert: Gegeben sei ein Digraph D =
(V, A) mit Kantenrestriktionen A;; = [¢;;,u;;] und einer Zahl T'. Gesucht ist ein
Potenzial 7 € RIV! das

bij < mj—mi + pi T < wij
fiir alle Kanten (i, j) € A erfiillt. Aus dem Praxisbezug abgeleitet, wird T" auch mit
Taktzeit und 7 mit Fahrplan bezeichnet.

6.1. Der Kern des mathematischen Modells (PESP). Graphentheoretische
gehort das PESP in die Klasse der zuldssigen Potenzialprobleme. Betrachten wir
zuerst den aperiodischen Fall, d.h. die Zeit verlauft linear.

Sei ein Digraph G = (V, A) und Schranken ¢;;, wu;; fiir jede Kante gegeben.
Gesucht ist dann ein zuléssiges Potenzial 7, 7; € R mit 7;—m; € [£;5, ui5] Va = (4, j).
Das Problem l&afst sich auf ein kiirzestes Wegeproblem reduzieren. Dazu wird jeder
Kante (4, j) mit ¢;;, u;; aus dem Graphen G die Kante (j,¢) hinzugefiigt, wobei die
Kante (7, ) das Gewicht ;; := u;; und die Kante (j,7) das Gewicht pj; := —¢;;
erhilt. Den neuen Graphen nennen wir G.

Wij 1= Uij

14

ij> Wij G
0 - 0 YAVAVas

i = —Lij
ABBILDUNG 74. Jede Kante aus G wird in G verdoppelt.

Claim 6.1. Ein KnotenPotenzial 7 ist genau dann zulissig wenn im Graphen G fiir
alle Kanten (¢, j) die Bedingung m; — m; < p;,; erfiillt ist.

Beweis. Betrachten wir ein Potenzial .
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7 ist zuléssig
54 Eijgwj—mguij fir alle (’L,j)EG
< T — T < iy = pij und m — 75 < —lij = [14;

Weiter erhalten wir das folgende Theorem:

Theorem 6.2. Zur Ezristenz und Berechnung von aperiodischen Potenzialen:

(1) Es existiert genau dann ein zulissiges Potenzial m, wenn G keinen netativen
Zykel enthdlt.
(2) Falls ein zuldssiges Potenzial w existiert, so kann m folgendermaflen kosn-
truiert werden:
(a) Fihre Knoten s ein mit Kanten (s,v) zu jedem v € V(G) ein mit
c(s,v) =0
(b) Setze w(v) :=kiirzeste Weglinge von s nach v

Beweis. (1) ,=* Beweis durch Widerspruch. Sei 7 ein zuldssiges Potenzial. Wir
nehmen an, es existiert ein negativen Zykel mit Knoten vy, ...,vx = v1. Also gilt
Zf;ll Moy v, < 0. Da m zuldssige ist, ist die Gleichung m; —m; < pg; fiir alle Kanten
(i,7) erfiillt. Damit erhalten wir

j—1

v S T + ZMU¢+1U¢

i=1
fiir alle j € {1,..,k—1}. Fiir j = k—1 gilt insbesondere, 7, = m1 < 7r1+22:11 < T
und damit erhalten wir einen Widerspruch.

»<=* Wir fligen einfach einen neuen Knoten s ein, der mit jedem Knoten durch
eine Kante der Lange 0 verbunden ist. Dann dann erhalten wir einen kiirzesten
Wegebaum, der wohl definiert ist, da wir keine negativen Zykel haben. Definiere
m; :=Lénge des kiirzesten Weges von s nach ¢. Fiir Baumkanten ist somit die Glei-
chung m; —7; < ;5 tivialerweise erfiillt. Falls fiir eine Nichtbaumkanten 7; —m; > ;5
gelten wiirde, dann wére m; — p;; < ;. Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass
m; die Lénge eines kiirzesten Weges ist. O

Satz 6.2 sagt also aus, dass es reicht ein kiirzeste Wege Problem zu 16sen, um ein
aperiodisches Potenzial zu berechnen. Aus diesem Zusammenhang laft sich auch
folgern, dass wir fiir ganzzahlige u;; und /;; auch ganzzahlige Potenziale 7; erhalten.

Betrachten wir nun das zulédssige Potenzialprobleme im periodischen Fall zur
Taktzeit T.

Definition 6.3. Ein periodische Potenzial mit Taktzeit T ist ein Zeitpunkt 7; fiir
jeden Knoten i mit
= {n), 7 + T, 7% +2T.}
mit 7Y € [0, 7] oder m;modT € [0, T].
Ein zuldssiges periodisches Potenzial bzgl. ¢;;, u;; erfiillt

(14) li; < \ﬂj-/ — \7‘(}/ < uyj
w04k T kT
fiir alle Kanten mit k;, k; € Z.
Die Zuléssigkeitsbedingung (14) ist dquivalent zu
(15) Cij < mj — 1+ il < wgj.
Fiir die Gleichung (15) fithren wir die Schreibweise

m; — T € [&j,uij]T
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ein und definieren die Modulo Projektion durch dmodT := min{d+2T > 0, z € Z}.
Dann gilt, dass die Gleichung (15) dquivalent zu

(7Tj — T; — ﬁw)modT S Uqj5 — gij

ist.

Zur Wiederholung definieren wir hier das Periodic Event Scheduling Problem
noch mal: Sei ein Digraph D mit Kantenrestriktionen A; jy = [¢; ;,u; ;] und einer
Taktzeit T gegeben. Gesucht ist ein Fahrplan 7, d.h. 7 ist ein zuldssiges periodische
Potenzial, dass

mj — i € [lij, uizlr
erfiillt.

Zwischen einem aperiodischen zulédssigen Potenzial und einem periodischen zu-
lassigen Potenzial 1afst sich folgender Zusammenhang herstellen.

Note 6.4. Jedes aperiodische zuléssige Potenzial ist auch zuléssig periodisch bzgl.
der gleichen Schranken [u;;, £;5].

Beweis. Sei 7 ein zuldssiges aperiodisches Potenzial bzgl. A;;. Dann gilt
bij <y —mi < g
fiir jede Kante (i, 7). Daraus folgt
bij < mj —mi +pi T < wij
mit pg; ;) = 0 € Z. Also ist 7 ein zuléssig periodisches Potenzial. (I

Note 6.5. Die Umkehrung gilt nicht (Abb. 75):

[5,5]
m =0 =5 T=10

[5, 5]

ABBILDUNG 75. Das Potenzial 7 = (0,5) ist zwar periodisch zu-
lassig, allerdings nicht aperiodisch.

Das Potenzial @ = (0,5) erfiillt die Zuldssigkeitsbedingung 15. Allerdings ist
diese Gleichung fiir die Kante b im aperiodischen Fall nicht erfiillt.

Insgesamt kann man noch feststellen, das sie Suche nach einem zuléssigen peri-
odischen Potenzial der Suche nach einem aperiodischen Potenzial mit Periodenoft-
sets p;; entspricht. Allerdings sind die Periodenoffsets normalerweise nicht bekannt.
Ist dies jedoch der Fall, so kann man durch das Lésen des aperiodischen Problems
mit Kantengewichten ¢;; — p;;7" und w;; — p;;1" das periodische Problem l6sen.
Zusammengefasst erhalten wir, dass das periodische Problem schwerer ist als das
aperiodische.

Bisher haben wir das PESP durch Knotenpotenziale ausgedriickt. Wir wollen
hier noch eine Formulierung iiber die Spannung betrachten. Eine Spannungen bzw.
die Potenzialdifferenzen x ist ein Vektor aus R!ZI, der jeder Kante eine Variable x;;
zuordnet. Eine aperiodische Spannung entspricht dann der Potenzialdifferenz z;; =
m; — m;. Bine periodische Spannung ist eine Spannung, die als Potenzialdifferenz
eines periodischen Potenzial erzeugt wird, d.h. z;; = 7§ + k;T — (7] + k;T) fiir
geeignete k;, k;.
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Eine zuldssige periodische Spannung x erfiillt
fij < @i +pi T < ugj V(Z,])
Spéter werden wir das Spannungsmodell genauer betrachten und vor allem eine

Moglichkeit kennen lernen zu bestimmen, ob ein Vektor x eine zuléssige periodische
Spannung ist, ohne den Umweg iiber Potenziale zu gehen.

6.2. Modellierungsmdoglichkeiten mit dem PESP. Am Anfang des Kapitels
hatten wir uns grob {iberlegt, was fiir ein Zusammenhang zwischen einem Liniennetz
bzw. der Taktfahrplanung und dem PESP besteht. Im folgenden betrachten wir,
wie wir aus einem Liniennetz einen Graphen bilden kénnen, der als Grundlage fiir
das PESP dient.

Das allgemeine Modell (Abb. 76):

ABBILDUNG 76. Grundmodell

Als erstes wollen wir betrachten, wie man aus einem allgemeinen Liniennetz L
einen Graphen G konstruieren kann, auf den wir dann das PESP anwenden kénnen.
Um G zu erhalten miissen wir L etwas erweitern. Verfolgen wir zur Verdeutlichung
die Linie U2, die von Station A zur Station D fahrt. Die U-Bahn fahrt in A ab und
kommt in B an. Um diesen Prozess zu modellieren, miissen wir also einen Abfahr-
knoten d 4, wie departure, fiir die Station A einfiihren. Weiter erhalten wir einen
Ankunftsknoten ap, wie arrival, in der Station B. Die beiden Knoten sind durch
eine gerichtete Fahrkante (da, ap)verbunden. In der Station B hélt der Zug, bis er
weiterfahrt. Wir erhalten also einen Knoten dp, der den Zeitpunkt des Verlassen
der Station darstellt. Zwischen ap und dp haben wir eine Haltekante (ap,dp). Als
néchstes kommt der Zug in der Umsteigestation 7" an. Wir erhalten also wieder
einen Ankunftsknoten ar und eine Fahrkante (dg, ar). Dort wartet der Zug wieder
bis er zu C weiterfahrt. Dies entspricht also wieder einem Abfahrknoten dr und
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einer Haltekante (ar,dr). Verfolgen wir die Linie U2 weiter, betrachten auch noch
ihre Riickrichtung und fiigen noch die Knoten und Kanten fiir die Linie S1 hinzu,
so erhalten wir alle Knoten, die Fahrkanten und die Haltekanten des Graphen G.
Es fehlen nur noch die Umsteigekanten, die im Transferknoten 7" auftreten kénnen.
Personen, die mit der U2 in Richtung D gefahren sind, kénnen in die S1 Richtung
E oder in Richtung F' umsteigen wollen. Im Allgemeinen gehen wir davon aus, dass
Personen, die in der U2 Richtung D in T angekommen sind, nicht in die U2 Rich-
tung A umsteigen. Wir miissen also noch die entsprechenden Kanten in unseren
Graphen hinzufiigen.

Fiir die Fahrkanten ergeben sich fiir ¢;; und u;; genau die Fahrzeiten, die ein
Zug von i nach j braucht. Bei den Haltekanten hidngen die Schranken stark vom
Verkehrsmittel ab. Bei der DB ist es sinnvoll, dass ein Zug mindestens 2 Minuten
auf einem Bahnsteig verbleibt, sich allerdings dort nicht linger als 10 Minuten
aufhilt. Bei der S- Bahn kénnen die Haltezeiten auch zwischen 0 und 3 Minuten
liegen. Die Schranken fiir die Umsteigekanten hingen von der Politik der jeweiligen
Gesellschaft ab. Die untere Schranke ist in der Regel die mindest Ubergangszeit
zwischen den beiden Bahngéngen. Als obere Schranke wird meistens die Takzeit
genommen.

Im folgenden wollen wir ein paar Spezialfille betrachten, die wir ebenfalls mo-
dellieren kénnen:

Example 6.6. Endstation: Wir wollen uns die Endbahnhéfe in unserem Lini-
ennetz noch mal genauer anschauen (Abb. 77). An der Endstation braucht der
Zugfahrer Zeit, um von einem Ende des Zuges zum anderen zu gelangen. Betrach-
ten wir also die Linie U3: Verfolgen wir wie oben die U3 vom Knoten A zum Knoten
C, so erhalten wir wieder die {iblichen Knoten, Fahrkanten und Wartekanten. Was
jedoch neu hinzu kommt, sind die so genannten Wendekanten. Im Knoten A kommt
ein Zug aus Richtung C' an und endet hier. Genauso féhrt ein Zug in A Richtung
C wieder los. Da wir jedes mal den gleichen Zug benutzten kénnen, fiigen wir noch
eine Wendekante zwischen a4 und d4 ein.

ABBILDUNG 77. Endstation

Eingleisige Strecken: Betrachten wir zwei Bahnhofe A und B, zwischen denen
die Linien L; von B nach A und Lo von A nach B verkehren. Fiir die Strecke von
A nach B brauchen beide Linien 5 Minuten. Allerdings ist nur ein Gleis zwischen
den Bahnhéfen vorhanden, d.h. es kann immer nur ein Zug gleichzeitig fahren.



ABBILDUNG 78. Eingleisigkeit.

Im Graphen G kénne wir dies modellieren, indem wir beide Linien erstmal ge-
trennt modellieren und dann zwischen dem Knoten dp der Linie L; und ap der
Linie Ly eine Kante mit den Grenzen [0,7 — 10] einfiigen.

Das diese Modellierung das gewiinschte liefert, sicht man an einem Weg-Zeit-
Diagramm (Abb. 79).

ABBILDUNG 79. Anhand des Weg-Zeit-Diagramms erkennt man,
dass das einfligen der Kante das gewiinschte erreicht.

Nehmen wir an, ein Wagen der Linie Lo fahrt zum Zeitpunkt 7y in A los. Dann
kommt er zum Zeitpunkt 79 +5 = 7; im Bahnhof B an. Ein Zug der Linie L, kann
jetzt frithestens zum Zeitpunkt m; am Bahnhof B abfahren, muss aber spatestens
zum Zeitpunkt 79 + 7 — 5 im Bahnhof B abgefahren sein, da zum Zeitpunkt 79 + 7'
wieder ein Zug der Linie Ly am Bahnhof A losfahren soll. Es gilt also m; < 7; <
7o + 71 — 5 und mit 79 = m; — 5 erhalten wir die Relation 0 < 7; —m; < T — 10
zwischen den Knoten dg der Linie L und ap der Linie L.

Disjunktive Bedingungen: Fiir den Fahrplan soll m; — m; € [£;;, u;;]r oder
mj — m € [0};,uj;] erfiillt sein. Statt dessen kénnen wir auch fordern, dass die

;| erfiillt sind. Veranschaulichen

Bedingungen 7; —; € [(;, uj;] und 7; —m; € [€};,
kann man das durch die folgende Skizze (Abb. 80).
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ABBILDUNG 80. Urspriinglich sollten 7; — m; € [violett] mit einer
oder Bedingung erfiillen. Stattdessen kann man auch m; — m; €
[grin| und 7; — m; € [rot] fordern.

Anhand der drei Beispiele sieht man schon, dass man mit starke Modellierungs-
moglichkeiten mit dem PESP hat. Weiter lassen sich auch die folgenden Fille als
zuléssige periodische Potenzialprobleme modellieren:

e Zecitlicher Mindestabstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ziigen auf
der gleichen Strecke

e Treffen verschiedener Linien an bestimmten Bahnhofen zur gleichen Zeit
zwecks Umsteigen

e Fixieren von Ereignissen z.B. fiir die Koppelung an andere Verkehrsmittel

e Anzahl der Fahrzeuge, indirekt {iber die Fahrzeit entlang einer Linie

Bei der Modellierung erhalten wir fiir jede Kante (i,j) eine Ungleichung fiir die
Knotenvariablen 7; und ;. Die Schranken der Ungleichungen sind die oberen und
unteren Schranken auf den einzelnen Kanten. Genauso kann man aus einem Ge-
gebenen Graphen die entsprechenden Ungleichungen fiir die Knotenvariablen 7;
ablesen.

Bisher haben wir uns nur darum gekiimmert, wie wir allgemein einen zuléssigen
Fahrplan fiir ein gegebenes Liniennetz modellieren kénnen. Oft soll ein Fahrplan
noch eine bestimmte Zielfunktion optimieren. Dazu werden wir uns im folgenden
mit linearen Zielfunktionen (i.j)eA Wij * Tij mit x;; = m; — m; beschéftigen, wobei
w;; Kantengewichte darstellen.

Zu den wichtigsten linearen Zielfunktionen gehéren die gewichtet Summe der
Umsteigezeiten und die Gesamtfahrzeit entlang von Fahrkanten und Haltekanten.
Bei festen Fahrzeiten x;; € [t;;,t;;]7 entspricht die zweite Zielfunktion der Anzahl
der Fahrzeuge. Leider sind beide Zielfunktionen gegenléufig, weswegen die jeweils
andere Zielfunktion mit als Nebenbedingung in das zu l6sende PESP eingehen kann.

Betrachten wir das PESP als MIP, so erhalten wir

min ), weq
Ty =Tj — T Va = (i,j) € E(G)
by <2+ pT <u, Va€ E(G)
PESP
( IMIP <ao<T (+)
Da €L
To,m; € R.

Bei ganzzahligen /,, u, und p, kann die Gleichung (x) durch
0<z, <T—-1

ersetzt werden. Im folgenden gehen wir von der Ganzzahligkeit der Werte aus.
Dieses MIP ist selbst bei kleinen Instanzen schwer 16sbar. Christian Liebchen
hat zwei Instanzen dieser Art timtabl und timtab2 zur MIPLIB (Sammlung von
schweren Programm) beigesteuert. In beiden Instanzen werden 10 ICE/IC Verbin-
dungen mit den 40 wichtigsten Umsteigebeziehungen modelliert. Die Graphen, die
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man erhilt, haben nach dem Preprocessing noch die Grofe von n = 56 bzw. n = 88,
m = 226 und m = 381.

6.3. Die Komplexitidt des PESP. Das aperiodische Potentilaproblem ist in P.
Dies folgt sofort aus Satz 6.2. Da hingegen erhalten wir fiir das periodische Poten-
zialproblem:

Theorem 6.7. Das periodische Potenzialproblem ist NP-vollstindig, selbst fiir fe-
stes T' > 3.

Beweis. (Nachtigall 1996): Der Beweis geht iiber die Reduktion auf die k—Farbbarkeit
von Graphen. Dabei stellt sich bei der k— Farbbarkeit die folgende Frage: Kénnen
die Knoten eines gegebenen ungerichteten Graphen G mit k& Farben eingefarbt wer-
den, so dass keine Kante zwischen zwei gleich gefarbten Knoten besteht. Fiir £ > 3
ist das Problem NP-vollstéandig.

Betrachte eine Instanz von k—Farbbarkeit, also einen ungerichteten Graphen G.
Daraus konstruieren wir eine Instanz des PESP wie folgt: Sei D ein Digraph, der
aus einer beliebiger Orientierung der Kanten von G entsteht. Weiter weisen wir
jeder Kante a € A(G) die Schranken ¢, := 1 und u, := T — 1, wobei wir T := k
setzen. Im folgenden zeigen wir, dass das PESP genau dann l6sbar ist, wenn G eine
k—Féarbung besitzt.

7 ist ein zuldssiges periodisches Potenzial fiir diese Instanz
1<m—m+p,I <T—1fir alle a € A(G)

m; # mymodT fiir alle a € A(G)

m;ymodT" definiert eine k-Farbung von G.

tee

O

Der Kern der NP-Vollstédndigkeit ist das Finden der Periodenoffsets p,. Fiir ge-
gebene p, ist das Entscheidungsproblem in P, da

lij <7y — 7 +paT < uj
< lij —pdd <y —m < uij —paT
N—— N———
feste Zeiten feste Zeiten
Dies entspricht dem Losen eines aperiodischen Potenzialproblems. Ebenso ist das
MIP leicht zu 16sen, wenn die p, bekannt sind.

Betrachten wir nun die Komplexitét eines weiteren mit PESP verwandte Pro-
blem, das MAX-T-PESP. Im MAX-T-PESP ist ein Digraph G mit unter- und ober
Schranken [, u, pro Kante und eine Taktzeit T gegeben. Gesucht ist ein periodi-
sches Potenzial 7, dass

lij <mj—mi+pi;T <u;Vae A'C A

fiir ein bzgl. seiner Kardinalitit maximales A’ erfillt. Man sucht also nicht un-
bedingt ein zuldssiges Potenzial, aber eines fiir das die Gleichungen bei moglichst
vielen Kanten erfiillt ist.

Theorem 6.8. Das Problem MAX-T-PESP ist fiir jedes T' > 2 MAXSNP-vollstindig,
d.h. es gibt kein Approximationsschema aufler P = NP.

Beweis. Durch eine L- Reduktion von MAX-2-COLORING. Beim MAX-2-COLORING
stellt sich das Problem so viele Knoten wie moéglich mit zwei Farben zu farben, so
dass die Farbung fiir alle gefarbten Knoten zuléssig ist. O

Im folgenden Kapitel werden wir Formulierungen untersuchen, iiber die PESP-
Instanzen schneller zu 16sen bzw. anzundhern sind. Dabei werden wir Potenzialdif-
ferenzen als eigenstindige Kantenvariablen betrachten. Dabei stellt sich dann die
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Frage, ob wir nur anhand der Potenzialdifferenz (ohne Potenziale) angeben konnen,
ob diese zu einem zuléssigen Potenzial gehéren oder nicht.



