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SATISFIABILITY (SAT) 

Instanz

m  Klauseln  C1, ..., Cm  in Booleschen Variablen  x1, ..., xn

Klausel  Ci  ist Ausdruck der Form 

Ci = yi1 ∨ yi2 ∨ . . . ∨ yiki
mit yij ∈ {xij , xij}

Die  yij
  heißen Literale

Frage

Existiert eine Belegung der Variablen   mit TRUE  (= 1)  und  FALSE  (= 0),  so dass alle Klauseln wahr sind?  

(erfüllende Belegung)

Beispiel

x3, x1 ∨ x2 ∨ x3

ist erfüllbar mit x3 = 0 und x1 = 1  (x2 beliebig)
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x1 ∨ x2 ∨ x3� �� �
C1

, x1 ∨ x2� �� �
C2

, x2 ∨ x3� �� �
C3

, x3 ∨ x1� �� �
C4

, x1 ∨ x2 ∨ x3� �� �
C5

nicht erfüllbar, denn

C1  wahr  =>  ein xj  muss wahr sein

C2, C3, C4  wahr  =>  alle xj  wahr  oder alle  xj  falsch

C5  wahr  =>  ein xj  muss falsch sein

8.4 Satz  (Cook 1971) 

SAT  ist  NP-vollständig

Beweis

SAT  ∈  NP

trivial, Zertifikat = erfüllende Belegung

alle Probleme  P1 ∈  NP  sind auf  SAT  transformierbar

dazu simuliert man die Arbeitsweise des Zertifikat-Prüfung-Algorithmus geeignet durch Klauseln, vgl. 

Korte & Vygen

der Beweis wird normalerweise in der VL "Theoretische Informatik" oder "Komplexitätstheorie" geführt  

! 
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! 

Die Restriktion von  SAT  auf  3SAT  (alle Klauseln haben genau 3 Literale)  ist ebenfalls NP-vollständig

8.5 Satz

3SAT  ist NP-vollständig

Beweis durch (relativ einfache) Transformation von SAT, vgl. Korte & Vygen oder Garey & Johnson  !
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STABLE SET

Instanz

Ein ungerichteter Graph G, eine natürliche Zahl k

Frage

Hat G eine stabile Menge mit k Knoten?

stabile Menge  =  Menge von Knoten, die paarweise nicht adjazent sind

8.6 Satz (Karp 1972)

STABLE SET  ist NP-vollständig

Beweis

(a)  STABLE SET  ∈  NP

Zertifikat ist eine stabile Menge der Größe k

(b)  Transformation   SAT  +  STABLE SET

Betrachte eine Instanz  I  von  SAT also Klauseln  Z1, ..., Zm  mit  
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Zi = yi1 ∨ yi2 ∨ . . . ∨ yiki
mit yij ∈ {xij , xij}

Konstruiere zu  I  eine Instanz  f(I)  von  STABLE SET,  also einen Graphen G und eine Zahl k mit

(1)  es gibt erfüllende Belegung für I   <=>   G hat stabile Menge der Größe k

(2)  Konstruktion geht in polynomialer Zeit

Konstruktion:

Klausel  Zi   ->   Clique  Ci  mit ki Knoten, die den Literalen von  Zi  entsprechen  (Cliquen disjunkt für 

verschiedene Klauseln)

Knoten aus verschiedenen Cliquen werden durch eine Kante verbunden, wenn sich die entsprechenden 

Literale "widersprechen", also eines Negation des anderen ist

k := m  (Anzahl der Klauseln)

Beispiel

Z : x1 ∨ x2 ∨ x3, x1 ∨ x3, x2 ∨ x3, x1 ∨ x2 ∨ x3
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x1

x2

x3

x1 x3

x3 x2

x1

x2

x3

G

Konstruktion geht offenbar in polynomialer Zeit  =>  (2)

zu (1):  es gibt erfüllende Belegung für I   <=>   G hat stabile Menge der Größe k = m

"<="

G habe stabile Menge S mit m Knoten

=>  S enthält aus jeder Clique  Ci  genau einen Knoten

setze die zugehörigen Literale auf TRUE   =>  kein Widerspruch, da in stabiler Menge

setze andere Literale beliebig, aber konsistent

=>  dies liefert erfüllende Belegung

Im Beispiel
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Im Beispiel

x1

x2

x3

x1 x3

x3 x2

x1

x2

x3

G
= stabile Menge

=>  x1  = FALSE,  x2  = TRUE,  x3  = FALSE

"=>"

betrachte erfüllende Belegung von  Z1, ..., Zm

wähle pro Klausel ein Literal mit Wert TRUE

wähle zugehörige Knoten als Menge S

=> S ist stabil mit m Knoten, da keine Widerspruchskanten in S (wegen erfüllender Belegung)

Im Beispiel

x1  = FALSE,  x2  = FALSE,  x3  = FALSE  ist erfüllende Belegung von 
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x1  = FALSE,  x2  = FALSE,  x3  = FALSE  ist erfüllende Belegung von 

x1 ∨ x2 ∨ x3, x1 ∨ x3, x2 ∨ x3, x1 ∨ x2 ∨ x3

x1

x2

x3

x1 x3

x3

x1

x2

x3

G
= stabile Menge

! 

Zwei verwandte Probleme sind

VERTEX COVER

Instanz

ein ungerichteter Graph G, eine natürliche Zahl k
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ein ungerichteter Graph G, eine natürliche Zahl k

Frage

hat G ein vertex cover der Kardinalität k ?

CLIQUE

Instanz

ein ungerichteter Graph G, eine natürliche Zahl k

Frage

hat G eine Clique der Kardinalität k ?

8.7 Korollar (Karp 1972)

VERTEX COVER  und  CLIQUE  sind NP-vollständig

Beweis

die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(1)  X ist vertex cover in G

(2)  V(G) - X  ist stabile Menge in G
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(2)  V(G) - X  ist stabile Menge in G

(3)  V(G) - X  ist Clique im Komplementärgraphen von G

hieraus sind sofort polynomiale Transformationen angebbar   ! 

HAMILTON CIRCUIT

Instanz

ein ungerichteter Graph G

Frage

hat G einen Hamilton Kreis ?

8.8 Satz (Karp 1972)

HAMILTON CIRCUIT  ist NP-vollständig

Beweis (aus Papadimitriou Steiglitz 1982, zeigt die Benutzung von Gadgets)

(a)  HAMILTON CIRCUIT  ∈  NP

Zertifikat ist ein Hamilton Kreis

(b)  Transformation   3SAT  +  HAMILTON CIRCUIT
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(b)  Transformation   3SAT  +  HAMILTON CIRCUIT

Betrachte eine Instanz  I  von  3SAT also Klauseln  Z1, ..., Zm  mit
Zi = yi1 ∨ yi2 ∨ yi3 mit yij ∈ {xij , xij}

Konstruiere zu  I  eine Instanz  f(I)  von  HAMILTON CIRCUIT,  also einen Graphen G  mit

(1)  es gibt erfüllende Belegung für I   <=>   G hat Hamilton Kreis

(2)  Konstruktion geht in polynomialer Zeit

Konstruktion benötigt Gadgets, d.h. Teilkonstruktionen mit bestimmten Eigenschaften

Gadget A

u

v

u'

v'

     

A

abkürzende Schreibweise

induzierter Subgraph von G, der nur über die Knoten  u, u', v, v'  mit dem Rest von G verbunden ist mit 

der Eigenschaft 

Hamilton Kreise durch diesen Subgraph gehen entweder durch v und v' oder durch u und u'
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Hamilton Kreise durch diesen Subgraph gehen entweder durch v und v' oder durch u und u'

 

u

v

u'

v'

        

u

v

u'

v'

Also:  Gadget A  <->  2 Kanten mit der Bedingung dass jeder Hamilton Kreis genau eine der beiden Kanten 

durchlaufen muss 

Gadget B

 

u u'
e
1

e
2

e
3

          

B

abkürzende Schreibweise

u u'

induzierter Subgraph von G, der nur über die Knoten  u und u'  mit dem Rest von G verbunden ist mit der 
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induzierter Subgraph von G, der nur über die Knoten  u und u'  mit dem Rest von G verbunden ist mit der 

Eigenschaft 

zu jeder Teilmenge  S  !  { e1, e2, e3 }  existiert ein Hamilton Pfad von u nach u', der alle Kanten aus S, 

aber keine Kante aus   { e1, e2, e3 }  -  S  enthält

u u'
e

1
e

2
e

3

S = Ø

    
u u'

e
1

e
2

e
3

S = { e
1 

}
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u u'
e

1
e

2
e

3

S = { e
2 

}

    

u u'
e

1
e

2
e

3

S = { e
1
, e

2 
}

    

u u'
e

1
e

2
e

3

S = { e
1
, e

3 
}

es gibt keinen Hamilton Pfad von u nach u', der   e1, e2, und e3   enthält

Konstruktion von  G  aus  Z1, ..., Zm 

erstelle eine Kopie von B für jede Klausel und verbinde sie zyklisch über ihre Anschlussknoten u, u'
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erstelle eine Kopie von B für jede Klausel und verbinde sie zyklisch über ihre Anschlussknoten u, u'

x1 ∨ x2 ∨ x3, x1 ∨ x2 ∨ x3, x1 ∨ x2 ∨ x3

B B BZ
1

Z
2

Z
3

füge zwischen erster und letzter Kopie von B für jede Variable  xj  ein "Parallelenpaar"

 

x j

x j

ein und verbinde diese Paare seriell mit zusätzlichen Zwischenkanten
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B B BZ
1

Z
2

Z
3

x1

x1 x2 x3

x3x2

identifiziere die Kante  ei  von B  mit dem Literal  yi  zur Variablen  xi  und verbinde sie über Gadget A mit 

den entsprechenden Literalen aus den Parallelenpaaren

x1 ∨ x2 ∨ x3, x1 ∨ x2 ∨ x3, x1 ∨ x2 ∨ x3
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B B BZ
1

Z
2

Z
3

x1 x2 x3

x3

A A

x1 x2

A A A

Falls mehrere Gadgets in einer Kante e ankommen, so ordne sie sequentiell auf e an

A A

     

unterteile alle Kanten zwischen den Parallelenpaaren und die Verbindungskanten zu den B-Gadgets
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unterteile alle Kanten zwischen den Parallelenpaaren und die Verbindungskanten zu den B-Gadgets

B B BZ
1

Z
2

Z
3

x1 x2 x3

x3

A A

x1 x2

A A A

zu (2)  Konstruktion geht in polynomialer Zeit

Offensichtlich. Konstruierter Graph G hat 

n' = m·(# Knoten in B-Gadget) + n·(# Knoten für Parallelenpaare) + 3m·(# Knoten in A-Gadget) + (# 

Unterteilungsknoten)

!  m·13 + n·2 + 3m·14 + n+1  =  3n + 55m + 1

polynomial in n und m

Zeit für Konstruktion ist ebenfalls polynomial

zu (1)  es gibt erfüllende Belegung für I   <=>   G hat Hamilton Kreis
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zu (1)  es gibt erfüllende Belegung für I   <=>   G hat Hamilton Kreis

"=>"

betrachte erfüllende Belegung

wähle in den Parallelenpaaren den Hamiltonpfad durch die "obere" Kante, falls  xj = TRUE, und durch die 

"untere", falls xj = FALSE

A-Gadget  =>  das zugeordnete Literal in den Klauseln kann im B-Gadget nur in "oberer" Kante, aber nicht 

in der Kante ej durchlaufen werden

da mindestens ein Literal pro Klausel wahr ist, gibt es hierzu nach Konstruktion des Gadget B einen 

Hamilton Pfad durch jedes Gadget B

B

A A

    

B

A A
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die Zusammensetzung der Pfade ergibt dann insgesamt einen Hamilton Kreis

"<="

sei  C  ein Hamilton Kreis in G

Unterteilungsknoten  =>  C muss von den Parallelenpaaren eine der Kanten 

x j

x j

durchlaufen. Ist dies  xj  so setze  xj := TRUE, andernfalls setze  xj := FALSE

=>  alle Variablen gesetzt und die durchlaufene Kante im Parallelenpaar entspricht einem Literal mit Wert 
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=>  alle Variablen gesetzt und die durchlaufene Kante im Parallelenpaar entspricht einem Literal mit Wert 

TRUE

A-Gadget  =>  das zugeordnete Literal in den Klauseln wird im B-Gadget in "oberer" Kante, also nicht in 

der Kante ej durchlaufen

=>  mindestens ein Literal pro Klausel wird oben durchlaufen (entspricht TRUE setzen des Literals)

=>  in jeder Klausel ist ein Literal, das auf TRUE gesetzt wurde  =>  es gibt erfüllende Belegung  !  
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Die Klasse NP ist nicht symmetrisch bzgl. Ja-Instanzen und Nein-Instanzen

Die Klasse coNP  entspricht der Klasse NP, aber für Nein-Instanzen

coNP  =  Klasse der Entscheidungsprobleme, für die (wie in der Definition von NP) ein Zertifikat-

Überprüfungsalgorithmus für Nein-Instanzen existiert

Ein Entscheidungsproblem  P0  heißt coNP-vollständig  (analoge Definition zu NP-vollständig)  :<=>  

(1)  P0  ∈  coNP

(2)  P1 + P0   für alle P1 ∈  coNP

coNPC  :=  Klasse der coNP-vollständigen Probleme

Das Komplement co(P0)  eines Entscheidungsproblem P0 hat dieselben Instanzen wie P0, aber die Frage bzgl.  co

(P0)  ist die Negation der Frage bzgl P0

co(HAMILTON CIRCUIT)

Instanz: ungerichteter Graph G

Frage: Hat G keinen Hamilton Kreis ?
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8.9 Satz

Für ein Entscheidungsproblem P0  mit P0 ∈ NP und co(P0) ∈ coNP sind äquivalent

P0  ist  NP-vollständig

co(P0)  ist  coNP-vollständig

Beweis

klar, da  P + P0  <=>  co(P) + co(P0)   !  

Interessant ist dann die Klasse  NP # coNP.

Jedes  P0 ∈ NP # coNP  hat per Definition polynomial überprüfbare Zertifikate für Ja- und Nein-Antwort

In diesem Sinne ist NP # coNP  ein Vorläufer der Klasse P, sie wurde von Edmonds im Zusammenhang mit seinem 

Matching Algorithmus informell definiert als "problems with a good characterization"

Ja/Nein Zertifikate für die Aussage  "G hat ein Matching der Kardinalität k"

Ja-Zertifikat: ein Matching der Größe k

Nein-Zertifikat: ein Odd Set Cover der Kapazität < k

=>  MATCHING ∈  NP # coNP   (war bekannt bevor polynomialer Algorithmus entwickelt wurde)
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Frage: Ist  NP # coNP  =  P ? 

offen, klar ist  ( 

Eine mögliche Landkarte der Komplexitätsklassen

N
P

coN
P

P

N
PC

coN
PC

NP !  

coNP

Ladner 1975: Falls  P $ NP, so gibt es Probleme in  NP - P, die nicht NP-vollständig sind
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Probleme in NP # coNP mit (lange) offenem Komplexitätsstatus

Primzahlerkennung

PRIMES

Instanz: eine natürliche Zahl n

Frage: ist n prim

Nein-Zertifikat: Angabe eines Teilers

Ja-Zertifikat: zahlentheoretische Methoden (Pratt 1975)

Agrawal, M.; Kayal, N.; and Saxena, N. "PRIMES is in P." Preprint, Aug.(6, 2002. Algorithmus läuft in O( ln12n)

http://www.cse.iitk.ac.in/primality.pdf

http://mathworld.wolfram.com/PrimalityTest.html

Lösbarkeit von AND-OR Netzwerken

AND-OR NETWORK

Instanz

Gerichteter bipartiter Graph G = (A U B, E),  A = AND Knoten, B = OR Knoten

Kantengewichte c(e)  (negativ möglich)
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Frage

Gibt es eine Knotenbewertung  S(v)  " 0  mit

S(a) " max { S(b) + c(b,a) | b ∈ B }  für jeden AND Knoten a

S(b) " min { S(a) + c(a,b) | a ∈ A }  für jeden OR Knoten b

Interpretation als Scheduling mit Und-Bedingungen (AND Knoten, a muss auf alle Vorgänger warten) und Oder-

Bedingungen (OR Knoten, b muss auf einen Vorgänger warten)

3 4

1

2

6

5

7

OR Knoten

AND Knoten

Nur OR Knoten  =>  lösbar mit Kürzeste-Wege Berechnung

Nur AND Knoten  =>  lösbar mit Längste-Wege Berechnung

Ja-Zertifikat: Angabe einer Lösung

Nein-Zertifikat: Angabe eines "generalized cycle" mit einem darin enthaltenen Zykel mit Länge > 0
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gneneralized cycle = Menge  C  von Knoten mit 

AND Knoten a ∈ C  =>  ein Vorgänger b liegt ebenfalls in C

OR Knoten b ∈ C  =>  alle Vorgänger a liegen ebenfalls in C

http://www.math.tu-berlin.de/coga/publications/techreports/2000/Report-689-2000.html
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Erweitern Komplexitätstheorie (bisher nur für Entscheidungsprobleme) auf Optimierungsprobleme

Ein NP-Optimierungsproblem  P0  ist wie folgt definiert

Jede Instanz  I  ∈  P0  hat einen Zulässigkeitsbereich  SI  aus zugehörigen Lösungen (solutions)

Zulässigkeit (Test y ∈ SI) kann in polynomialer Zeit überprüft werden

Aufgabe:

bestimme für eine Instanz  I  und eine Zielfunktion  c : SI  ->  Q  (rationale Zahlen)  eine Optimallösung  OPT

(I)  

Ein Algorithmus, der dies leistet, heißt exakt

Ein Entscheidungsproblem P0 ist polynomial reduzierbar auf ein NP-Optimierungsproblem P1

falls es für  P0   einen polynomialen auf  P1  basierenden  Orakel-Algorithmus  A gibt, d.h.

A hat polynomiale Laufzeit

A darf zusätzlich polynomial oft ein "Orakel" nach einer Optimallösung  OPT(I) für Instanzen I ∈ P1  fragen, 

dies kostet O(1) pro Frage.
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Ein Optimierungsproblem oder Entscheidungsproblem P0  ist NP-schwer

falls jedes Problem  P1 ∈ NP  polynomial auf  P0  reduzierbar ist

Damit ist ein NP-schweres Problem mindestes so schwer wie ein NP-vollständiges Problem, es könnte sogar 

schwerer sein

Beispiel: "MaxSAT: Finde eine Belegung, die möglichst viele Klauseln erfüllt"  ist NP-schwer, aber liegt nicht in 

NP, da kein Entscheidungsproblem.

Traveling Salesman Problem (TSP)

Instanz

vollständiger Graph  Kn, n " 3

Kantenbewertung  c(e)  mit rationalen Zahlen  " 0

Aufgabe

Bestimme einen Hamilton Kreis   C  mit minimaler Länge  # { c(e) | e ∈ E(C) }

8.10 Satz

TSP ist NP-schwer

8. NP-Vollständigkeit
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Beweis

Reduktion von HAMILTON CIRCUIT

G ->  Kn  mit c(e) := 1  falls  e ∈ E(G)  und  c(e) := 2 sonst

=>  G hat einen Hamilton Kreis  <=>  OPT(I) = n

Also kann  HAMILTON CIRCUIT  mit einer einmaligen Befragung des Orakels für TSP gelöst werden  !  

Konsequenz: Falls P $ NP, so gibt es keinen polynomialen exakten Algorithmus für NP-schwere 

Optimierungsprobleme

ABER: es könnte für sie einen pseudopolynomialen Algorithmus geben

Ein pseudopolynomialer Algorithmus ist ein Algorithmus, dessen Laufzeit bei Eingabe der Instanz I

polynomial in  <I>  und  number(I) := größter Betrag einer in  I  auftretenden Zahl  (entspricht unärer Kodierung)

PRIMES

ist einfach pseudopolynomial lösbar:

teste Zahlen von 2 bis )n  ob sie Teiler von n sind
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SUBSET SUM

Instanz:  natürliche Zahlen  c1, ..., cn  und  K

Frage:  gibt es S ' { 1, ..., n }  mit  Wert  # { cj | j ∈ S }  = K  ?

Spezialfall für  K  =  (1/2) # cj   ist  PARTITION

Instanz:  c1, ..., cn  mit  # cj  =  2b

Frage:  gibt es S ' { 1, ..., n }  mit  Wert  # { cj | j ∈ S }  = b  ?

8.11 Satz

SUBSET SUM und  PARTITION  sind NP-vollständig

ohne Beweis   !

8.12 Satz

Es gibt einen pseudopolynomialen Algorithmus für  SUBSET SUM

Beweis

Konstruiere Digraph G mit 

8. NP-Vollständigkeit
8.5 NP-schwere und stark NP-vollständige Probleme

43-5

Konstruiere Digraph G mit 

Knoten  (j,k),  j = 0, 1, .. n  und  k = 0, 1, ... K

Interpretation eines Weges von (0,0) zu Knoten (j,k):  Teilmenge von { 0, ..., j }  mit Wert k 

Kanten  

(s-1,r) -> (s,r)  Interpretation:  s wird nicht in die Teilmenge aufgenommen, der Wert bleibt bei r

(s-1,r) -> (s,r+cs)  Interpretation:  s wird in Teilmenge aufgenommen, neuer Wert ist r+cs

=>  gerichteter Weg von  (0,0)  nach (j,k)  entspricht einer Teilmenge  S ' { 1, ..., k }  mit Wert  k 

(umgekehrt können zum Knoten (j,k) mehrere Wege führen, die zugehörigen Mengen haben alle den Wert k

=>  Instanz I von  SUBSET SUM  ist Ja-Instanz  <=>  es gibt Weg von (0,0) nach (n,K)

kann mit Breitensuche in G in  O(n·K)  Zeit gefunden werden, hier ist  K = Polynom von number(I)  !

 

Beispiel

j 1 2 3 4 5

cj 1 5 5 2 4 K = 8

Graph G (nur Kanten zu Knoten, die von (0,0) erreichbar sind)
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0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,5 1,7 1,8

2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8

3,0 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8

4,0 4,1 4,2 4,3 4,4 4,5 4,6 4,7 4,8

5,0 5,1 5,2 5,3 5,4 5,5 5,6 5,7 5,8

Wert k
In

de
x 

j

roter Weg entspricht Teilmenge  S = { 1, 2, 4 }  mit Wert 8

Unäre Kodierung kann (bei großen Zahlen) also zu polynomialen Algorithmen führen, die (falls P $ NP) nicht für die 

binäre Kodierung existieren. Um die Abhängigkeit von der Kodierung von Zahlen zu unterbinden, führt man den 
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binäre Kodierung existieren. Um die Abhängigkeit von der Kodierung von Zahlen zu unterbinden, führt man den 

Begriff stark NP-vollständig ein

Ein Entscheidungsproblem  P0 ∈ NP  heißt stark NP-vollständig

wenn ein Polynom  q : N -> N  existiert, so dass die Restriktion  P0,q   von  P0  NP-vollständig ist

Die Restriktion  P0,q   von  P0  besteht aus den  Instanzen I ∈  P0  mit  number(I)  !  q(<I>)   (die also nur 

"kleine" Zahlen haben)

Beispiel: alle Probleme aus Abschnitt 8.5 außer  SUBSET SUM  sind stark NP-vollständig, da gar keine Zahlen 

involviert sind

8.13 Korollar (zu Satz 8.10)

Die Entscheidungsversion von TSP ist stark NP-vollständig

Beweis

bereits für Zahlen 1 und 2 NP-vollständig  !

 

NP-vollständige Probleme, die nicht stark NP-vollständig sind, heißen schwach NP-vollständig

=>  SUBSET SUM  ist schwach NP-vollständig
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=>  SUBSET SUM  ist schwach NP-vollständig

Es gibt auch stark NP-vollständige Zahlenprobleme. Der Prototyp ist 3-PARTITION

3-PARTITION

Instanz

natürliche Zahlen  a1, ..., a3n  und  b  mit    # ai =  n·b,    b/4  <  ai  <  b/2

Frage

Gibt es eine Zerlegung  S1, ..., Sn  von  { 1, ...., 3n }  mit  # { aj | j ∈ Si }  =  b ?

(  b/4  <  ai  <  b/2  =>  |Si| = 3  für alle i )

8.14 Satz

Falls  P $ NP, so kann kein stark NP-vollständiges Problem durch einen pseudopolynomialen Algorithmus gelöst 

werden

Beweis

Annahme,  P0 wird durch einen pseudopolynomialen Algorithmus  A  gelöst

=>  A  ist polynomial in  <I>  und  number(I)

d.h. es gibt ein Polynom  p  mit  TA(I)  !  p( <I>, number(I) )
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d.h. es gibt ein Polynom  p  mit  TA(I)  !  p( <I>, number(I) )

betrachte nun die Restriktion  P0,q   von  P0  für ein Polynom  q  

für eine Instanz  I ∈ P0,q  gilt dann  number(I)  !  q(<I>)  und damit

TA(I)  !  p( <I>, number(I) )  !  p( <I>, q(<I>) )  =  Polynom in  <I> 

=>  A  löst  P0,q  in polynomialer Zeit  =>  P = NP, Widerspruch  !

 

Für TSP gibt es also keinen pseudopolynomialen Algorithmus (oder P = NP)
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Alternativen zum Umgang mit NP-schweren Problemen

exakte Algorithmen mit exponentieller Worst-Case-Laufzeit praktikabel machen, ggf. Abbruch in suboptimaler 

Lösung mit Instanz-spezifischer Gütegarantie (vgl. ADM II, ADM III)

Verzicht auf exakt, aber polynomial bleiben, Worst-Case Gütegarantie angeben (Approximationsalgorithmen)

Ein Approximationsalgorithmus  A  für ein NP-Optimierungsproblem  P0  berechnet für jede Instanz  I ∈ P0

eine Lösung  A(I) ∈ SI 

in einer Zeit, die polynomial in  <I>  ist

wir bezeichnen mit  A(I)  sowohl die Lösung, wie auch den Wert der Lösung, aus dem Kontext ist immer klar, was 

gemeint ist

METRISCHES TSP

Instanz

vollständiger Graph  Kn  mit  V = { 1, ..., n },  n " 3

Kantenbewertung  cij  mit rationalen Zahlen, für die gilt

cij  !  cik  + ckj   für alle i, j, k (Dreiecksungleichung)
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cij  =  cji      für alle i, j (Symmetrie)

cii  =  0 für alle i

(hieraus folgt  cij  "  0)

Aufgabe

Bestimme einen Hamilton Kreis   C  mit minimaler Länge  

9.1 Satz

METRISCHES TSP  ist  NP-schwer

Beweis

Die Kantenbewertung im Beweis von Satz 8.10 ist metrisch

=>  dieselbe Reduktion von  HAMILTON CIRCUIT  ist anwendbar  !

Doppel-Baum-Algorithmus MST (Rosenkrantz, Stearns, Lewis 1977)

Input: Instanz  I  von METRISCHES TSP

Output: Ein Hamilton Kreis (eine Tour) 

Methode
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(1)  konstruiere einen MST (minimal spannenenden Baum)  T  von Kn  bzgl. der cij 

(2)  dupliziere jede Kante von T, dies ergibt Eulerschen Graph Td

(3)  berechne eine Euler Tour in Td

(4)  durchlaufe die Euler Tour vom Knoten 1 aus, nehme Abkürzung  i-k, falls alle Knoten zwischen i und k 

bereits durchlaufen wurden; dies ergibt Tour  MST(I)

(5)  return   MST(I)

Beispiel

Euklidisches TSP  (Knoten sind Punkte in der Ebene,  cij  =  Euklidischer Abstand)

gegebene Punkte  und  MST  T
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Euler Tour gemäß DFS (mit "links vor rechts" als Tiebreaker) und MST(I)

             

9.1 Satz

MST(I)  !  2·OPT(I)  für alle  I 

Beweis

MST(I) !  2·Länge(T)   wegen Dreiecksungleichung

!  2·OPT(I) da optimale Tour minus einer Kante ein spannender Baum ist

und T ein MST ist und  cij  "  0  !  

Verbesserung von Christofides 1976 in Schritt  (2) durch Matching
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(2a)  ermittle in T  Menge  U  aller Knoten mit ungeradem Grad  (=>  |U| ist gerade)

(2b)  ermittle perfektes Matching mit minimalem Gewicht bzgl. der  cij  in  Kn[U]

(2c)  füge die Matching Kanten zu  T  hinzu  (ergibt Eulerschen Graph)

die dann konstruierte Tour wird mit MM(I) bezeichnet (für Minimum Matching)

Fortsetzung des Beispiels

T mit ungeraden Knoten und perfektes Matching  M  mit minimalem Gewicht in G[U]

              

Euler Tour in T + M  und  MM(I)
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9.2 Satz

Sei MM (= Minimum Matching) der Algorithmus mit der Verbesserung von Christofides. Dann gilt  MM(I) ! (3/2)

·OPT(I)

Beweis

Claim  c(M)  !  OPT(I)/2

Beweis Claim

laufe entlang optimaler Tour C und überspringe alle Knoten v ∉ U

dadurch entsteht Tour CU in  Kn[U]

Dreiecksungleichung  =>  c(CU) ! c(C)
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CU definiert 2 perfekte Matchings  M1  und  M2  in Kn[U]  

(jede zweite Kante in  CU  nehmen bzw. jede zweite Kante in  CU  weglassen, dies geht da  |U|  gerade ist)

für das im Algorithmus konstruierte Matching  M  gilt  2c(M)  !  c(M1) + c(M2)  =  c(CU)  !  c(C)  =  OPT(I)

dann folgt

MM(I) ! c(T) + c(M) wegen Dreiecksungleichung

! (3/2)·OPT(I)    !  

Ein  ρ-(Faktor)-Approximationsalgorithmus für eine Problemklasse P0  (mit Kosten c " 0)  ist ein 

Approximationsalgorithmus mit

(1/ρ)·OPT(I)  !  A(I)  !   ρ·OPT(I)  für alle Instanzen  I ∈ P0

ρ  heißt die Gütegarantie von A 

(für Minimierungsprobleme ist  A(I)  !   ρ·OPT(I)  die wichtige Ungleichung, für Maximierungsprobleme ist es  (1/

ρ)·OPT(I)  !  A(I))

9.3 Korollar

MM  ist ein (3/2)-Approximationsalgorithmus für METRISCHES TSP 
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Beispiele zeigen, dass 3/2 scharf ist, d.h. es gibt Instanzen I mit MM(I) = (3/2)·OPT(I)

Zusätzlich zu  ρ-Faktor-Approximationsalgorithmen definiert man

asymptotischer ρ-Faktor-Approximationsalgorithmus für eine Problemklasse P0

es gibt Konstante  c  mit  (1/ρ)·OPT(I) - c  !  A(I)  !   ρ·OPT(I) + c  für alle Instanzen  I ∈ P0

ρ  heißt asymptotische Gütegarantie von A 

absoluter Approximationsalgorithmus für eine Problemklasse P0

es gibt Konstante  c  mit  OPT(I) - c  !  A(I)  !  OPT(I) + c  für alle Instanzen  I ∈ P0

sehr scharfe Bedingung, Optimalwert und Lösung des Algorithmus unterscheiden sich nur um eine Konstante

Im Weiteren einige Standardtechniken zum Umgang mit Approximationsalgorithmen. Speziell wird uns 

interessieren

Mit welchen Techniken lassen sich Approximationsalgorithmen konstruieren?

Wie klein kann der Faktor/die additive Konstante werden?

Kann man untere Schranken für Gütegarantien zeigen? (Unmöglichkeit der Approximation)

Mehr dazu auch in ADM II und ADM III, wenn mehr algorithmische Techniken zur Verfügung stehen.
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Wir betrachten zunächst Probleme, die sich bis auf einen additiven Fehler approximieren lassen, für die es also 

einen absoluten Approximationsalgorithmus gibt. Dies sind nur sehr wenige Probleme.

Der Prototyp eines solchen Problems ist  EDGE COLORING

Instanz

ungerichteter Graph G

Aufgabe

Finde eine Kantenfärbung von G mit minimaler Anzahl von Farben

Kantenfärbung mit k Farben   =  Abbildung  f : E(G) -> { 1, ..., k } mit

e, e' haben gemeinsamen Endpunkt  =>  f(e) $ f(e')

diese Zahl heißt die Kanten-chromatische Zahl von G

Beispiel

ein Graph mit einer Kantenfärbung mit 4 Farben
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9.4 Satz

EDGE COLORING  ist NP-schwer auf der Klasse aller Graphen, aber polynomial lösbar auf der Klasse der 

bipartiten Graphen

[Holyer 1981], hier ohne Beweis  !  

9.5 Satz (Vizing 1964)

Ein einfacher ungerichteter Graph  G  mit Maximalgrad  d  hat eine Kantenfärbung mit maximal  d+1  Farben, und 

eine solche kann in polynomialer Zeit konstruiert werden.

Beweis

Induktion nach m := |E(G)|

trivial für m = 0
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trivial für m = 0

sei also m > 0 und e  eine Kante von G

falls G-e einen kleineren Maximalgrad als G hat, so existiert nach Induktionsvoraussetzung eine 

Kantenfärbung mit d Farben für G-e und wir können die Farbe d+1 für die Kante e verwenden

falls G-e denselben Maximalgrad wie G hat, so existiert nach Induktionsvoraussetzung eine Kantenfärbung 

mit Farben  { 1, 2,..., d+1 }  für G-e. Wir müssen jetzt G-e geeignet "umfärben" um für e eine freie Farbe zu 

bekommen

in G-e ist in jedem Knoten v eine Farbe unbenutzt (da d+1 Farben vorhanden, aber d(v) ! d)

wir konstruieren zu  e = (x,y0)  eine Folge von Kanten  (x,y0), (x,y1), ... und eine Folge von Farben  c0, c1, ... 

wie folgt

ci  ist eine fehlende Farbe bei  yi  in  G-e

(x,yi+1) ist eine Kante mit Farbe  ci  in  G-e

Abbruch mit k = i  falls Farbe  ck  bei  x  nicht auftritt oder bereits für eine Kante  (x,yj)  mit  j < k  

benutzt wird

Beispielgraph

G-e  und  G  haben beide Maximalgrad 4,  Färbung mit 5 Farben ist zulässig in  G-e
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e

x

y0

mögliche Folge  (x,yi+1) mit Farben  ci  in  G-e

e

x

y0

grün fehlt

y1  

blau fehlt

y2

gelb fehlt

gelb fehlt bei  x

falls Farbe  ck  bei  x  nicht auftritt und nicht für eine Kante  (x,yj)  mit  j < k  benutzt wird, so färbe 

Kante  (x,yi)  mit Farbe  ci,  i = 0,...,k
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Kante  (x,yi)  mit Farbe  ci,  i = 0,...,k

x

y0

y1

y2

dies ergibt zulässige Färbung nach Konstruktion der Farben ci

falls Farbe  ck  bereits für eine Kante  (x,yj)  mit  j < k  benutzt wird, so färbe Kante  (x,yi)  mit Farbe  ci,  

i = 0,...,j-1  und lasse  (x,yj)  ungefärbt

dann fehlt Farbe  ck  (etwa rot) bei  yj  und bei  yk

sei  blau  eine fehlende Farbe bei  x  (rot existierte bei  x,  da die Folge sonst bereits bei  k = j  

abgebrochen 

wähle dann den ersten zutreffenden der folgenden Fälle zum Umfärben

(1)  falls blau bei yj fehlt, so färbe  (x,yj)  blau

(2)  falls blau bei yk fehlt, so färbe  (x,yi)  mit  i = j, ..., k-1  mit Farbe  ci  und  (x,yk)  blau 

beachte, dass die Kanten (x,yi)  mit  i = j, ..., k-1 weder rot noch blau sind wenn man in diesen Fall 
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beachte, dass die Kanten (x,yi)  mit  i = j, ..., k-1 weder rot noch blau sind wenn man in diesen Fall 

kommt

(3)  betrachte den Teilgraphen aus allen roten und blauen Kanten

in ihm hat (wegen Kantenfärbung) jeder Knoten Grad ! 2

also sind seine Zusammenhangskomponenten elementare Kreise und elementare Wege

die Knoten  x,  yj,  und yk  sind Endknoten von Wegen (da bei ihnen blau bzw. rot fehlt, aber nicht 

beides)

also liegen sie nicht alle 3 in derselben Zusammenhangskomponente

wähle eine Zusammenhangskomponente, die genau einen dieser 3 Knoten enthält, und tausche rot 

und blau in dieser Komponente

=>  einer der vorigen Fälle trifft nun zu   !  

9.6 Korollar

Für EDGE COLORING  existiert ein absoluter Approximationsalgorithmus mit Fehler 1.

Beweis

Der Algorithmus hinter dem Satz von Vizing liefert eine Kantenfärbung mit Wert ! d+1

Der Maximalgrad d ist eine untere Schranke für die Anzahl der Farben in jeder Kantenfärbung  !  
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Der Maximalgrad d ist eine untere Schranke für die Anzahl der Farben in jeder Kantenfärbung  !  

Ein weiteres Beispiel existiert für VERTEX COLORING

Instanz

ungerichteter Graph G

Aufgabe

Finde eine Knotenfärbung von G mit minimaler Anzahl von Farben

Knotenfärbung mit k Farben   =  Abbildung  f : V(G) -> { 1, ..., k } mit

(u,v) ∈ E(G)  =>  f(u) $ f(v)

diese Zahl heißt die chromatische Zahl von G

9.7 Satz

(a) Es kann in linearer Zeit entschieden werden ob ein Graph chromatische Zahl 2 hat

(b) Es ist NP-vollständig zu entscheiden ob ein planarer Graph chromatische Zahl 3 hat (Stockmeyer 1973)

(c) Jeder planare Graph kann in polynomialer Zeit mit maximal 4 Farben gefärbt werden 

(Vierfarbensatz, Appel & Haken, 1977; Verbesserung von Robertson, Sanders, Seymour & Thomas 1997)

Beweis
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Beweis

(a) folgt aus Proposition 2.17

(b) und (c) hier ohne Beweis  !
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Wir betrachten jetzt Probleme, die sich beliebig genau mit einem ρ-Faktor-Approximationsalgorithmen 

approximieren lassen

Ein Approximationsschema für eine Problemklasse  P0  (mit Kosten c " 0)  

ist ein Algorithmus A, der als Input eine Instanz  I ∈ P0  und ein  ε > 0  erhält

und für jedes  ε  ein  (1 + ε)-Approximationsalgorithmus ist

(äquivalent: ist eine Familie von Algorithmen  Aε  , so dass jedes Aε  ein (1 + ε)-Approximationsalgorithmus ist)

Bezeichnung: PTAS  für  Polynomial Time Approximation Scheme

Ein Approximationsschema heißt voll polynomial

:<=>  seine Laufzeit ist polynomial in  <I>  und  1/ε

Bezeichnung: FPTAS  für  Fully Polynomial Time Approximation Scheme

Zum Unterschied  PTAS  und  FPTAS

die Approximationsgüte  (1 + ε)  ist in beiden Fällen die gleiche
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der Unterschied liegt in der Laufzeit

ein PTAS ist für jedes feste  ε  polynomial in  <I>,  kann aber exponentiell in  1/ε  sein, wie z.B.  O(n2/ε)

ein FPTAS ist polynomial in  <I> und 1/ε,  wie z.B.  O(n2/ε)

Nur wenige NP-schwere Probleme haben ein (F)PTAS, sie gehören zu den leichteren NP-schweren Problemen

9.8 Satz (Arora 1997, Mitchell 1998)

Für das Euklidische TSP existiert ein PTAS

Idee: Divide & Conquer, Beweis sehr technisch, siehe Korte & Vygen  !  

KNAPSACK

Instanz

n  Gegenstände (items) mit ganzzahligem Gewicht  wi  und ganzzahligen Wert (Profit)  ci

ein Rucksack mit ganzzahliger Kapazität  W

Aufgabe
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Finde eine Teilmenge  S ' { 1, ..., n }  mit  

maximalem Wert  c(S) := # { cj | j ∈ S }

Kapazität des Rucksacks wird nicht überschritten, d.h.  w(S) := # { wj | j ∈ S }  !  W

9.9 Satz

Die Entscheidungsversion von KNAPSACK ist NP-vollständig

Beweis

direkte Reduktion SUBSET SUM  +  KNAPSACK  !  

Es gibt aber einen pseudopolynomialen Algorithmus für KNAPSACK, der vom Prinzip her ähnlich zu dem für SUBSET 

SUM  ist

9.10 Satz

Es gibt einen pseudopolynomialen Algorithmus für  KNAPSACK, der eine optimale Lösung in  O(nC)  konstruiert, 

wobei C eine obere Schranke für den Optimalwert ist, z.B.  C = # cj  
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Beweis

Konstruiere Digraph G mit 

Knoten  (j,k),  j = 0, 1, .. n  und  k = 0, 1, ..., C

Interpretation des Knoten (j,k):  es gibt eine Teilmenge von { 0, ..., j }  mit Wert k  und  Gewicht ! W

Kanten  

(r-1,s) -> (r,s)  Interpretation:  r kommt nicht in den Rucksack, Wert bleibt gleich

(r-1,s) -> (r,s+cj)  Interpretation:  r kommt in den Rucksack, Wert erhöht sich um  cj  und überschreitet nicht 

die Kapazität W

falls 2 Kanten in denselben Knoten gehen, so "sperre" diejenige, die zu Weg mit größerem Gewicht gehört

=>  gerichteter Weg von  (0,0)  nach (j,k)  entspricht einer Teilmenge  S ' { 1, ..., j }  mit Wert  k , die nicht die 

Kapazität W überschreitet und bzgl. Wert  k  kleinstes Gewicht hat

=>  Weg von (0,0)  zu Knoten  (n,k)  mit maximalem k entspricht Optimallösung

kann mit Breitensuche in G in  O(n·C)  Zeit gefunden werden   !

 

Beispiel
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i 1 2 3 4 5

ci 1 3 2 2 1

wi 3 2 3 1 2 W = 5

C = 6

Graph G (nur Kanten zu Knoten, die von (0,0) erreichbar sind)
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0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,5

2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6

3,0 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6

4,0 4,1 4,2 4,3 4,4 4,5 4,6

5,0 5,1 5,2 5,3 5,4 5,5 5,6

rote "Sperrungen" entsprechen Sperrung des längeren Weges

9.11 Satz

Der folgende Algorithmus  A  ist ein 2-Faktor-Approximationsalgorithmus für KNAPSACK  (o.B.d.A.  wi ! W  für 

alle i)
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alle i)

sortiere und nummeriere die Gegenstände so, dass  c1/w1  "  c2/w2  "  ...  cn/wn   (größter Nutzen pro 

Gewichtseinheit zuerst)

berechne in dieser Reihenfolge die kleinste Zahl  k, so dass w1 + w2 + ... + wk  >  W

return  A(I) := die bessere der beiden Lösungen  {1, ..., k-1}  und  {k}

Beweis

c1 + c2 + ... + ck   "  OPT(I), da pro Gewichtseinheit so viel wie möglich mitgenommen und die Kapazität erreicht 

oder sogar überschritten wird

=>  (c1 + c2 + ... + ck-1)  "  OPT(I)/2  oder  ck  "  OPT(I)/2   !

 

9.12 Korollar

C :=  2·A(I)  ist eine obere Schranke für Satz 9.10  (und in der Regel besser als  # cj ) 

Beweis: klar  !

 

Der pseudopolynomiale Algorithmus  A  aus Satz 9.10 ist der Ausgangspunkt für ein PTAS.  A hat die Laufzeit  O

(n·C)  mit  C ! 2·OPT(I). Ist C  polynomial in <I>,  so ist A ein polynomialer Algorithmus. Dies ist dann der Fall, wenn 
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(n·C)  mit  C ! 2·OPT(I). Ist C  polynomial in <I>,  so ist A ein polynomialer Algorithmus. Dies ist dann der Fall, wenn 

alle  ci  polynomial in  <I>  sind.  Das PTAS nutzt diese Idee und skaliert die  cj  zu  ⎣cj/t⎦ und reduziert somit 

die Laufzeit um den Faktor  t  auf Kosten der Genauigkeit. Die Rundung auf ganze Zahlen ist nötig, da der 

pseudopolynomiale Algorithmus ganze Zahlen erfordert. Der Tausch Genauigkeit gegen Laufzeit ist ein 

"Standardtrick" bei der Entwicklung von Approximationsschemata.

Algorithmus (Knapsack Approximationsschema)

Input

eine Instanz I von KNAPSACK

n  Gegenstände (items) mit Gewicht  wi  und Wert (Profit) ci

ein Rucksack mit Kapazität  W

eine Genauigkeit  ε > 0

Output 

Eine Teilmenge  S ' { 1, ..., n }  (mitgenommene Gegenstände) mit  

Kapazität des Rucksacks wird nicht überschritten, d.h.  # { wj | j ∈ S }  !  W

Wert des Rucksacks  c(S) = # { cj | j ∈ S }  "  (1/(1+ε))·OPT(I) 
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Wert des Rucksacks  c(S) = # { cj | j ∈ S }  "  (1/(1+ε))·OPT(I) 

Methode

1.  wende den Approximationsalgorithmus aus Satz 9.11 an, sei  S1  die resultierende Lösung

2.  if  c(S1)  = 0  then  return   S := S1

3.  setze  t := max { 1, ε·c(S1)/n }

4.  ändere die Instanz  I  zu  I' durch Skalierung der Profite  cj  gemäß  c'j  := ⎣cj/t⎦ für alle  j = 1, ..., n  

5.  wende den pseudopolynomialen Algorithmus  A  aus  Satz 9.10  auf die Instanz  I'  an mit Schranke  C := 2·c

(S1)/t,  sei  S2  die resultierende Lösung

6.  return  S := bessere der beiden Lösungen  S1  und  S2

9.13 Satz (Ibarra & Kim 1975, Sahni 1976, Gens & Levner 1979)

Das Knapsack Approximationsschema ist ein voll polynomiales Approximationsschema (FPTAS) für KNAPSACK, 

seine Laufzeit ist  O(n2/ε)

Beweis

wenn der Algorithmus in Schritt 2 abbricht, so ist S optimal nach Satz 9.11  (der Optimalwert ist dann 0)

also sei  c(S1) > 0
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also sei  c(S1) > 0

sei  S*  eine Optimallösung von  I

nach Satz 9.11 ist  2·c(S1)  " c(S*),  also ist  C := 2·c(S1)/t  eine korrekte obere Schranke für  OPT(I')

nach Satz 9.10 ist  S2  eine optimale Lösung für  I'

dann gilt wegen der Skalierung und der Optimalität von S2  bzgl.  I'

c(S2)  "  # { t·c'j | j ∈ S2 }  =  t·c'(S2)  "  t·c'(S*)  =  # { t·c'j | j ∈ S* }  >  # { cj - t | j ∈ S* }  "  c(S*) - n·t

ist  t = 1,  so ist  I' = I  und damit  S2  optimal für  I

für  t > 1  ergibt die Ungleichung durch Einsetzen von t

c(S2)  "  c(S*) - ε·c(S1)

Fall 1:  c(S1)  >  c(S2)

=>  (1+ε)·c(S)  =  (1+ε)·c(S1)  "  c(S2) + ε·c(S1)  "  c(S*)  

Fall 2:  c(S1)  !  c(S2)

=>  (1+ε)·c(S)  =  (1+ε)·c(S2)  "  c(S2) + ε·c(S1)  "  c(S*)  

also ist der Algorithmus für festes  ε  ein  (1+ε)-Approximationsalgorithmus

für die Laufzeit ist Schritt 5 im Fall t > 1 der dominierende Term mit der Laufzeit 

O(n·C)  =  O(n·c(S1)/t)  =  O(n2/ε)   !
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O(n·C)  =  O(n·c(S1)/t)  =  O(n2/ε)   !

KNAPSACK  ist also sehr gut approximierbar. Allerdings gibt es keinen absoluten Approximationsalgorithmus für 

KNAPSACK

9.14 Satz

Falls P $ NP, so gibt es keinen absoluten Approximationsalgorithmus für KNAPSACK

Beweis (nutzt Skalierung)

Annahme es gibt einen polynomialen Algorithmus  A  und eine Konstante  k  mit 

|A(I) - OPT(I)| ! k  für alle Instanzen  I  von KNAPSACK

wir zeigen, dass es dann einen polynomialen Algorithmus gibt, der KNAPSACK  exakt löst, ein Widerspruch zu  P 

$ NP

zu einer Instanz  I  konstruieren wir eine neue Instanz  I'  mit  c'j := (k+1)·cj  (alle anderen Daten bleiben 

gleich)

offenbar haben  I  und  I'  dieselben Optimallösungen

Algorithmus  A  ergibt für Instanz  I' dass  |A(I') - OPT(I')| ! k

=>  A(I')  =  OPT(I'),  d.h.  A  kann  I'  und damit  I  exakt lösen   !
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=>  A(I')  =  OPT(I'),  d.h.  A  kann  I'  und damit  I  exakt lösen   !

Dass nur wenige NP-schwere Optimierungsprobleme ein PTAS haben können, zeigt folgendes Negativresultat

9.15 Satz (Garey & Johnson 1978)

Sei  P0  ein stark  NP-schweres Optimierungsprobleme mit der Eigenschaft

Lösungen haben ganzzahlige Zielfunktionswerte

OPT(I)  !  p(<I>, number(I))  für ein Polynom  p  und alle Instanzen  I. 

Dann hat P0  genau dann ein FPTAS, wenn  P = NP

Beweis

o.B.d.A. sei P0  ein Minimierungsproblem

Annahme es gibt ein FPTAS  A

wende es dann auf Instanz  I  mit  ε :=  1/(p(<I>, number(I)) + 1)  an

die Lösung A(I,ε) ist dann (1+ε)-optimal 

=>  A(I,ε) - OPT(I)  !  (1+ε)·OPT(I) - OPT(I)  =  ε·OPT(I)  

=  OPT(I) / (p(<I>, number(I)) + 1)  < OPT(I) / OPT(I) = 1
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=  OPT(I) / (p(<I>, number(I)) + 1)  < OPT(I) / OPT(I) = 1

=>  A(I,ε) - OPT(I)  = 0

=> jede (1+ε)-optimale Lösung ist optimal, daher ist  I -> A(I,ε)  ein exakter Algorithmus 

die Laufzeit ist polynomial in <I> und 1/ε  = p(<I>, number(I)) + 1, also insgesamt pseudopolynomial in <I>

also hat das stark NP-schwere Problem P0 einen pseudopolynomialen Algorithmus

=>  P = NP  mit Satz 8.14   !

Mit der folgenden Technik kann man die Existenz eines PTAS ausschließen und untere Schranken für die Güte bei 

Faktor-Approximationen angeben. 

9.16 Satz

Sei  P0  ein  NP-Minimierungsproblem mit ganzzahligen Zielfunktionswerten

Ist für eine natürliche Zahl k das zugehörige Entscheidungsproblem P0,k

Gegeben:  I ∈ P0 

Frage:  Ist  OPT(I) ! k

NP-vollständig, so existiert (falls P $ NP) kein Approximationsalgorithmus für  P0  mit einer Güte  ρ  <  1 + 1/k
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NP-vollständig, so existiert (falls P $ NP) kein Approximationsalgorithmus für  P0  mit einer Güte  ρ  <  1 + 1/k

Insbesondere existiert dann kein PTAS für P0

Beweis

Annahme es gibt polynomialen Algorithmus  A  mit  A(I) < (1 + 1/k)·OPT(I)  für alle I ∈ P0

Claim:  OPT(I) ! k   <=>   A(I) ! k

"<="

trivial

"=>"

Annahme  OPT(I) ! k  aber  A(I) > k

=>  (ganzzahlige Zielfunktion)  A(I)  "  k+1

=>  A(I)/OPT(I)  "  (k+1)/k  =  1 + 1/k

Widerspruch zur Annahme, dass  A(I) < (1 + 1/k)·OPT(I)  !

Beispiel für die Anwendung dieser Technik

3-VERTEX COLORING  ist NP-vollständig  =>  es gibt keinen Approximationsalgorithmus mit Güte  ρ  <  1 + 1/3  =  

4/3  für VERTEX COLORING
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4/3  für VERTEX COLORING

PARTITION  =  BIN PACKING mit 2 Bins  ist NP-vollständig  =>  es gibt keinen Approximationsalgorithmus mit Güte  

ρ  <  1 + 1/2  =  3/2 für BIN PACKING

allerdings gibt es für BIN PACKING ein FPTAS bzgl. asymptotischer Gütegarantie (Kamarkar & Karp 1982) 

Weitere Techniken zum Ausschluss eines PTAS 

L-Reduktionen  (Approximationsfaktor erhaltende Reduktionen)

MAX-SNP vollständig  (MAX-SNP ist spezielle auf Approximationsalgorithmen zugeschnittene 

Komplexitätsklasse

siehe  ADM II und ADM III
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Nach absoluten Approximationsalgorithmen und (vollen) Approximationsschemata bilden 

Approximationsalgorithmen mit konstanter Gütegarantie die nächst beste aller Welten

Beispiele für Approximationsalgorithmen mit konstanter Gütegarantie sind 

Minimum Matching (MM) für METRISCHES TSP mit  MM(I) ! (3/2)·OPT(I)

Gavrils Algorithmus (G) für VERTEX COVER mit  G(I)  !  2·OPT(I) , siehe unten

 

Optimierungsversion von VERTEX COVER

Instanz: ein ungerichteter Graph G

Aufgabe: finde ein vertex cover minimaler Kardinalität

Algorithmus G (Gavril, 1974)

Input

eine Instanz I von VERTEX COVER

Output

ein vertex cover  G(I)  mit  G(I)  !  2·OPT(I)
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Methode

berechne ein  '-maximales Matching  M  in  G

setze U := von jeder Matching Kante aus M beide Endpunkte

return  U

9.17 Satz (Gavril 1974)

Der Algorithmus von Gavril ist ein 2-Approximationsalgorithmus für VERTEX COVER

Beweis

U ist ein vertex cover, da M  '-maximal ist

jedes vertex cover muss von jeder Kante aus M einen Knoten enthalten

=>  G(I)  =  2·|M|  !  2·OPT(I)    !

 

Auch andere "intelligentere" Algorithmen haben bisher nicht zu einem Approximationsalgorithmus mit besserer 

Gütegarantie für VERTEX COVER geführt, der naheliegende Greedy-Algorithmus "Wähle im Restgraphen der noch 

nicht überdeckten Kanten einen Knoten mit maximalem Grad" hat nur eine Gütegarantie von log n
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Eine interessante Technik zur Konstruktion von Approximationsalgorithmen ist Randomisierung. Wir erläutern sie 

am Beispiel von MAX SAT

MAX SAT

Instanz

eine Instanz  I  von  SATISFIABILITY

Gewichte c(Z) " 0 für die Klauseln Z der Instanz  I

Aufgabe

Finde eine Belegung der Booleschen Variablen, die das Gesamtgewicht der erfüllten Klauseln maximiert

Algorithmus Randomize (Johnson 1974)

Input

eine Instanz von MAX SAT 

pro Klausel  Z  mindestens  k  Literale (k " 2)

Output

eine zufällige Belegung mit erwarteter Güte  E[ #Z c(Z) ]  "  (1 - 1/2k)·OPT(I)
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Methode

werfe für jede Boolesche Variable xj eine Münze und setze

xj := TRUE falls  Kopf

xj := FALSE falls  Zahl

return  die entstehende zufällige Belegung

9.18 Proposition

Hat jede Klausel mindestens k Literale so erfüllt der Algorithmus R (für Randomize)   E[ R(I) ]  "  (1 - 1/2k)·OPT

(I)   

Beweis

(1)  o.B.d.A.  pro Klausel nicht 2 Literale zur selben Variable  xi

E[ #Z c(Z) ]  =  #Z Prob{ Klausel Z ist erfüllt}·c(Z) 

für eine Klausel  Z  mit  k  Literalen gilt  Prob{ Klausel Z ist erfüllt}  =  1 - 1/2k

denn

Z nicht erfüllt  <=>  alle Literale sind FALSE

dies geschieht wegen (1) mit Wahrscheinlichkeit 1/2k
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wenn jede Klausel  " k  Literale hat   =>   E[ #Z c(Z) ]  "  #Z (1 - 1/2k)·c(Z)  =  (1 - 1/2k)·#Z c(Z)  "  (1 - 1/2k)·OPT

(I)   !

9.19 Folgerung

(1)  Für eine  3SAT  Instanz mit m Klauseln erfüllt der Algorithmus R im Mittel  (7/8)·m  Klauseln

(2)  Für eine  3SAT  Instanz mit m Klauseln existiert eine Belegung, die (7/8)·m  Klauseln erfüllt

(3)  Eine Instanz I von  3SAT  mit maximal  7 Klauseln ist immer erfüllbar

Beweis

zu (1)  

folgt aus Proposition 9.18 mit E[ R(I) ]  =  (1 - 1/8)·m 

zu (2) 

wegen E[ R(I) ] = (7/8)·m  existiert eine Belegung mit  # erfüllten Klauseln = R(I)  "  E[ R(I) ] = (7/8)·m  

sonst ist E[ R(I) ] < (7/8)·m

zu (3)

m ! 7  =>  (7/8)·m  >  m-1

(2)  =>  es gibt eine Belegung mit  R(I)  "  (7/8)·m >  m-1

R(I)  ganzzahlig  =>  R(I)  " m  =>  alle Klauseln erfüllt   !  
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Der Algorithmus R ist also nur im Mittel gut. Was heißt das für die Praxis?

(1)  Einzelne Realisierungen des Algorithmus können sowohl schlecht als auch gut sein

(2)  Lässt man den Algorithmus mehrmals laufen, so müssen (mit großer Wahrscheinlichkeit*) auch 

Realisierungen auftreten, die mindestens so gut wie der Erwartungswert sind, erreichen. Man nimmt dann 

einfach das beste Ergebnis aus den verschiedenen Läufen. (*Die Wahrscheinlichkeit lässt sich mit Ungleichungen 

aus der Wahrscheinlichkeitstheorie abschätzen)

(3)  Die erwartete Anzahl der Läufe bis eine Realisierung mit  R(I)  "  E[ R(I) ]  auftritt, ist polynomial

hier für Maximierung der Anzahl der Klauseln bei  3SAT

Wiederholt man unabhängig ein Zufallsexperiment, bei dem der positive Ausgang Wahrscheinlichkeit p hat, so 

braucht man im Mittel 1/p Wiederholungen bis zum ersten Eintreten eines positiven Ausgangs  (vgl. 

Urnenmodell beim Hashing in Coma I)

W'keit p für positiven Ausgang ist  "  1/(8m)

sei  m  :=  # Klauseln

sei  pj := W'keit, dass genau  j  Klauseln durch einen Lauf erfüllt werden,  j = 0, ..., m

=>   E[R(I)]  =  #j  j·pj   =  (7/8)·m

wir suchen   p  =  #j " 7m/8  pj 
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wir suchen   p  =  #j " 7m/8  pj 

=>  (7/8)·m  =  #j < 7m/8  j·pj  +  #j " 7m/8  j·pj    und   #j < 7m/8  pj   =   1 - p

sei m' die größte natürliche Zahl, die echt kleiner als  (7/8)·m  ist

=>  (7/8)·m  !  #j < 7m/8  m'·pj  +  #j " 7m/8  m·pj   =  m'(1-p) + m·p  !  m' + m·p

=>  m·p  "  (7/8)·m - m'

Definition m'  =>  7m - 8m' " 1  =>  (7/8)·m - m'  "  1/8

=>  p  "  ((7/8)·m - m')/m  "  1/(8m)

Es folgt

Es gibt einen randomisierten Algorithmus, der mit polynomialer erwarteter Laufzeit O(m) eine Belegung für 

eine 3SAT Instanz ermittelt, die (7/8) aller Klauseln erfüllt

(4)  Man kann jedoch auch den Algorithmus mit Zusatzüberlegungen in einen deterministischen Algorithmus mit 

der gleichen Güte umwandeln. Diese Technik nennt man Derandomisierung

Algorithmus (Derandomisierung von R, Johnson 1974)

Input

eine Instanz  I  von MAX SAT

Output
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Output

eine Belegung mit  Güte   #Z c(Z)  "  (1 - 1/2k) #Z c(Z)

Methode (Methode der bedingten Erwartungen)

seien  x1, ..., xn  die Booleschen Variablen

for  i := 1, ..., n  do

berechne den erwarteten Wert  E[ #Z c(Z) ]  für  xi = FALSE  und für  xi = TRUE, wobei die Variablen x1, ..., 

xi-1  auf ihren bereits ermittelten Wert gesetzt werden (bedingter Erwartungswert)

if  der bedingte Erwartungswert ist größer für xi = FALSE  

then   xi := FALSE

else   xi := TRUE

return  x1, ..., xn

Beispiel

c(Z) = 1

x1 ∨ x2 ∨ x3, x1 ∨ x2 ∨ x3, x1 ∨ x2 ∨ x3, x1 ∨ x2 ∨ x3, x1 ∨ x2 ∨ x3

i = 1  =>  x1 := FALSE

bedingter Erwartungswert für x1 := FALSE   ergibt  4,5

1 + (1-1/4) + (1-1/4) + 1 + 1  =  4,5
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1 + (1-1/4) + (1-1/4) + 1 + 1  =  4,5

bedingter Erwartungswert für x1 := TRUE   =  4,25

(1-1/4) + 1 + 1 + (1-1/4) + (1-1/4)  =  4,25

i = 2  =>  x2 := FALSE

bedingter Erwartungswert für x2 := FALSE  und  x1 := FALSE   ergibt  4,5

1 + (1-1/2) + 1 + 1 + 1  =  4,5

bedingter Erwartungswert für x2 := TRUE  und  x1 := FALSE   ergibt  4,5

1 + 1 + (1-1/2) + 1 + 1  =  4,5

i = 3  =>  x3 := FALSE

bedingter Erwartungswert für x3 := FALSE  und  x1 := FALSE,  x2 := FALSE  ergibt  5

1 + 1 + 1 + 1 + 1  =  5

bedingter Erwartungswert für x3 := TRUE  und  x1 := FALSE,  x2 := FALSE  ergibt  4

1 + 1 + 0 + 1 + 1  =  4

Darstellung als Baum
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Methode der bedingten Erwartungen entspricht Abstieg in den Teilbaum mit der größeren Summe  #Z c(Z)

9.20 Satz

Die Derandomisierung von Johnson ist ein (8/7)-Approximationsalgorithmus für MAX 3SAT und ein 1/(1-2k)-

Approximationsalgorithmus für MAX SAT  (mit k = Minimalzahl der Literale in einer Klausel)

Beweis

klar für MAX 3SAT, Berechnung der bedingten Erwartungen ist polynomial gemäß  E[ #Z c(Z) ]  =  #Z (1 - 1/23)
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klar für MAX 3SAT, Berechnung der bedingten Erwartungen ist polynomial gemäß  E[ #Z c(Z) ]  =  #Z (1 - 1/23)

·c(Z)  

für MAX SAT folgt es analog  !  
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Leider gibt es viele NP-Optimierungsprobleme, die sich noch nicht einmal mit konstanter Approximationsgüte 

approximieren lassen (es sei denn, P = NP). Um solche Negativresultate zu zeigen, gibt es verschiedene Techniken. 

Wir beginnen mit einer Skalierungstechnik.

9.21 Satz

Falls P $ NP, so existiert kein  ρ-Faktor-Approximationsalgorithmus für das symmetrische TSP ohne 

Dreiecksungleichung mit ρ < &

Beweis

Annahme, es gibt einen ρ-Faktor-Approximationsalgorithmus  A  mit  ρ < &

Nutze A, um  HAMILTON CIRCUIT  in polynomialer Zeit zu lösen   (=> Widerspruch zur Annahme P $ NP)

Betrachte Instanz  I von HAMILTON CIRCUIT, d.h. Graph  G = (V, E)

Konstruiere hierzu eine Instanz  I' von  TSP  wie folgt:

cij  =  1 falls   (i,j) ∈ E

cij  =  ρ·n   falls   (i,j) ∉ E

Offenbar gilt

(1)  G hat einen Hamilton Kreis  =>  OPT(I')  =  n
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(2)  G hat keinen Hamilton Kreis  =>  OPT(I')  >  ρ·n 

Also folgt

A(I')  !  ρ·n   <=>  G hat einen Hamilton Kreis   !  

Gelegentlich lässt sich auch eine "strukturelle" Skalierung nutzen:

Das Quadrat  G2  eines ungerichteten Graphen G hat für jeden Knoten v von G eine Kopie Gv von G und verbindet 

je zwei Kopien Gu, Gv vollständig bipartit, wenn (u,v) eine Kante in G ist
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G G
2

Für eine Zweierpotenz  N " 2  ist dann die  N-te Potenz  GN  von  G  definiert als  (GN/2)2

9.22 Proposition

(1)  Bzgl. des NP-Optimierungsproblem MAX CLIQUE  gilt  OPT(GN)  =  OPT(G)N

(2)  Falls es einen ρ-Faktor-Approximationsalgorithmus für MAX CLIQUE  mit ρ < &  gibt, so existiert auch ein 

PTAS für MAX CLIQUE

(3)  Wenn es  für ein  k  keinen ρ-Faktor-Approximationsalgorithmus für MAX CLIQUE  mit ρ < k   gibt, so 

existiert kein ρ-Faktor-Approximationsalgorithmus für MAX CLIQUE  mit ρ < &
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existiert kein ρ-Faktor-Approximationsalgorithmus für MAX CLIQUE  mit ρ < &

Beweis

zu (1)

klar für  G2.  Für  N " 2  folgt dies induktiv 

zu (2)

Jede Clique in G der Größe  ω  entspricht in GN  einer Clique  der Größe  ωN  und umgekehrt (bei ωN gross).

Sei A ein ρ-Faktor-Approximationsalgorithmus für MAX CLIQUE  mit  ρ < k

Der folgende Algorithmus  A*  ist dann ein  (1+ε)-Approximationsalgorithmus für MAX CLIQUE:

wähle die Zweierpotenz  N  so, dass  k1/N  !  (1+ε)
wende  A  auf  GN  an, dies ergibt Clique  C'

ergänze  C' zu einer Clique   CN  deren Größe eine Zweierpotenz  ωN  ist

konstruiere dazu die Clique  C  in  G  der Größe  ω
return  C

da A ein k-Approximationsalgorithmus ist, folgt  |CN| = A(GN) "  (1/k)·OPT(GN)  = (1/k)·OPT(G)N

=>  |C|  = A*(G)  =  |CN|1/N   "    ((1/k)·OPT(G)N)1/N  =  (1/k)1/N·OPT(G) " (1/(1+ε))·OPT(G)

zu (3)

klar wegen (2)  !  

9. Approximationsalgorithmen
9.5 Problemklassen ohne konstante Approximationsgüte

49-5

klar wegen (2)  !  

9.23 Satz (Arora & Safra 1992)

Falls P $ NP, so gibt es keinen 2-Faktor-Approximationsalgorithmus für MAX CLIQUE

Konsequenz:  es existiert kein ρ-Faktor-Approximationsalgorithmus für MAX CLIQUE  mit ρ < &

ohne Beweis, nutzt starkes Resultat (PCP-Theorem) der Komplexitätstheorie

dies sagt, dass  NP ' PCP(logn, 1)  =  Klasse aller Entscheidungsprobleme, für die eine randomisierte Zertifikat-

Überprüfung (a probabilistically checkable proof) existiert, die nur  O(log n)  zufällige Bits braucht und nur O(1) 

Bits des Zertifikats liest.

Tatsächlich ist es noch schlimmer:

Arora, Lund et al 1992:  es gibt ein  ε > 0, so dass es für MAX CLIQUE keinen nε-Faktor-

Approximationsalgorithmus gibt (es sei denn, P = NP)

ähnlich schlimme Probleme sind VERTEX COLORING und MAX STABLE SET

insgesamt erhalten wir durch die verschiedenen Approximationsarten eine genauere Differenzierung der Klasse 

NP
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NP

NP

MAX FLOW KNAPSACK EUCLIDEAN TSP VERTEX COVER MAX CLIQUE

VERTEX COLORING

Dieses Bild sieht jedoch bzgl. Heuristiken wieder anders aus. Dort ist MAX CLIQUE einfach, aber VERTEX 

COLORING nach wie vor schwierig.
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