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Kapitel 8

Hashing

Hashing ist ein anderes Vorgehen, das auch ohne Baumstrukturen ein effizientes Sudigtiotdrm
Wie bei Bucketsort ist auch hier eine der grusidtichen Eigenschaften, dass Hashing nicht auf
paarweisen Vergleichen beruht. Beim Hashing werden die Datemsn einem Array mit Indizes
0,...,m—1, der sogenanntdiash-Tabellggespeichert.

Wenn wir nun vidssten, dass als Séisksel nur die Zahlen,0..,N, N € N vorkommen, Knnten wir die
Schlissel direkt als Array-Indizes verwenden. Das ist aber im Allgemeinen nichit eviel ofter tritt
der Fall auf, dass die Anzahl der tathlichen Sclilssel viel kleiner ist als die Anzahl derglichen
Schissel. Daher berechnet man sich beim Hashing einen Array-Index aus ddims&thl

Bezeichnel das Universum aller gglichen Schissel undK die Menge der Scliksel, die auch
tatsachlich vorkommen. Dann verwendet man ehliash-Funktion hh:U — {0,...,m— 1}, die
jedem Schilssek einen Indexh(k) zuordnet, seinkélash-Adresseund speicher es dort ab. Wenn man
das Element dann in der Hash-Tabelle wiederfindéchte, so berechnet man nach Vorschrift der
Hash-Funktion die Hash-Adresse und findet es dann (idealerwei€¢}jrwieder.

Leider ist es im Allgemeinen nicht ganz so einfach: Wenn das Universum dgliainen Schiissel
mehr Elemente endit als die Hash-Tabelle, kann die Funktion nach dem Schubfachprinzip nicht
injektiv sein. Dann gibt es also zwei verschiedene S&$elk; undky, so dass(k;) = h(kz). Das
bezeichnet man beim Hashing &lsllision.

Der zweite Teil beim Hashing besteht also in #ellisionsbehandlungdie entweder darin bestehen
kann, es zu erlauben, auf einer Hash-Adresse mehrere Elemente zu speitianing oder sich
bei einer Kollision eine andere Hash-Adresse zu berechb#ar(ie Addressierung

Hashing ist ein gutes Beispidlif einen Kompromiss zwischen den beideit&aktoren eines Algo-
rithmus (Speicherplatzbedarf und Aukfungszeit). Wenn wir beliebig viel Zeit zur V&dung latten,
konnten wir einfach alle Elemente sequentiell durchsuchen; atidrhwir beliebig viel Speicherplatz,
konnten wir einfach den Sdidselwert als Array-Index nehmen (beziehungsweise das Ergebnis einer
injektiven Hash-Funktion).

Wir wenden uns nun dem Problem zu, eine gute Hash-Funktion zu finden.
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94 KAPITEL 8. HASHING

Abbildung 8.1: Hier werden die Elemente mit den Sdselnk, undks auf den gleichen Eintrag in
der Hash-Tabelle abgebildet.

8.1 Hash-Funktionen

Was zeichnet also eine gute Hash-Funktion aus? Sie sollte

e |eicht und schnell berechenbar sein

o die Datenatze noglichst gleichraf3ig verteilt auf die Hash-Tabelle abbilden

deterministisch sein (sonst findet man seine &&$#! ja nicht wieder)

Kollisionen vermeiden

Es kann ziemlich schwierig sein, eine Hash-Funktion zu finden, die injektiv ist, selbst wenn die Ziel-
menge kleiner ist als die Ausgangsmenge.

Beispiel 8.1 Es gibt 48! ~ 10°° verschiedene Funktionen, die von einer 31-elementigen Menge in
eine 41-elementige Menge abbilden; injektiv sind davon aber nu#@B9-. . .-11=411/10! ~ 10%,
also nur ungethr jede 10millionste!

Beispiel 8.2 [Geburtstagsparadoxon] Die Frage beim Geburtstagsparadoxon ist: Wieviele liessem
in einem Raum sein, damit die Wahrscheinlichkeit, dass zwei von ihnen am gleichen Tag Geburtstag
haben, Bher als% ist? (Das Jahr hat dabei 365 Tage, wirlksichtigen keine Schaltjahre.)

Das hsst sich auf folgende Art berechnen:

Seimdie Anzahl der mglichen Tage un# die Anzahl der Personen. Die Wahrscheinlichkgidass
es keine Kollision gibt (also, dass alle Personen an verschiedenen Tagen Geburtstag haben), ist dann
- m-(m-1)-(m-2)-(m-3)----(m—-k+1) m!
a(m.k) = m-m-m-m----m ~ (m—k)! -k
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Dann gilt
0(36523) ~ 0,49270276567601459277458217%

Es geiiigen also schon 23 Leute, damit die Wahrscheinlichkeit, dass zwei von ihnen am gleichen Tag
Geburtstag haben, @Rer als} ist.

Beispiel 8.2 Uibertragen auf Hash-Funktionen bedeutet folgendes: Haben wir ein Universum von 23
Schisseln, eine Hash-Tabelle mit 365 E#&den und eine zéflige Hash-Funktion, so ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass zwei Sdtdsel auf den gleichen Eintrag in der Hash-Tabelle abgebildet werden,
groRer als%. Und dabei haben wir nur eine Auslastung der Hash—TabeIk%%%m 6,301%.

Wir nehmen im Folgenden an, dass die $iskelwerte nétliche Zahlen sind; andernfalls kann man
eine bijektive Funktion finden, die von den Sasdelwerten in eine Teilmenge derimdithen Zahlen
abbildet. (Wir nehmen also an, dds$dchstens atihlbar viele Elemente erih.)

8.1.1 Divisionsmethode

Bei der Divisionsmethode wirdif festesm € N folgende Hash-Funktion verwendet:

h:U—{0,...,m—1}, h(k) := k modm

In diesem Fall sind einige Werte van aber besser als andere. Wenn zum Beigpigerade ist, so

wird h(k) genau dann gerade sein, wenachon gerade war. Auerdem sollte mariibksichtigen,

dass wir im Birarsystem rechnen. Daher ist es tingtig, wenmm eine Potenz von 2 isti{= 2P), weil

dann bei der Berechnung des Hash-Wertskouar die letzterp Bits beficksichtigt werden (nétlich

kann man diese Hash-Funktion verwenden, wenn man weil3, dass alle 1-0-Verteilungen in den letzten
p Bits gleich wahrscheinlich sind).

Es wird empfohlen,iir meine Primzahl zu verwenden, die keine der Zahlenj teilt, wobeii, j € N
kleine Zahlen und die Basis des Zahlensystems ist. DasnsAllgemeinereine gute Wabhl.

8.1.2 Multiplikationsmethode

Sei 0< A < 1 beliebig, aber fest. Dann benutzt man bei der Multiplikationsmethode folgende Hash-
Funktion:

h:U—{0,....m—1}, h(k) :== [m(kAmod 1) | = [m(kA— |kA]) ]

Es wird alsok mit einer Konstanté\ zwischen 0 und 1 multipliziert, die Vorkommastellen werden
abgeschnitten, das Ergebnis wird mitnultipliziert (der dabei entstehende Warist € R und es gilt
0 < g < m). Dann wird abgerundet und wir erhalten einen ganzzahligen &Verit 0 < g <m-—1.

Dabei ist die Wahl vom nicht so entscheidend wie bei der Divisionsmethode.
Nach [ ] fuhrt dabei eine Wahl von

A~ (V5—-1)/2=0.6180339887..
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zur gleichnaRigsten Verteilung von allen Zahlen zwischen 0 und 1.

8.2 Kollisionsbehandlung

8.2.1 Chaining

Beim Chaining steht in der Hash-Tabelle an jeder Stelle eine Liste. Tritt nun beirigemfeine
Kollision auf, so werden beide Elemente in die Liste an dieser StellargghBeim Suchen muss

dann — nachdem die Hash-Funktion die Stelle berechnet hat, an der das gesuchte Element zu finden
ist — die dortige Liste noch durchsucht werden.

\
&

\
5

A4
&

Abbildung 8.2: Beim Chaining enéit jeder Eintrag der Hash-Tabelle eine Liste der Elemente, die
auf diese Stelle gehasht wurden.

Seih die benutzte Hash-Funktion. Wir betrachten die drei Operationen, die wir dinreinf wollen:

Einfigen Beim Einfugen ldnnen wir annehmen, dass das Element nicht bereits in der Hash-Tabelle
T vorhanden ist; falls estig sein sollte, das zuberpiifen, kbnnen wir vorher das Element
suchen. Die Einigen-Methode hat also die Form

chainedHashInsert(T,x)
flige x am Kopf der Liste T[h(x.key)] ein

Die Worst-Case-Laufzeitlf das Einfigen ist als@®(1).

Suchen chainedHashSearch(T,k)
suche in der Liste T[h(k)] nach einem Element x mit x.key==

Die Worst-Case-Laufzeit vom Suchen ist also von dénde der Liste alingig.
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Loschen chainedHashDelete(T,x)
16sche x aus der Liste T[h(x.key)]

Wenn wir das Element bereits gesucht haben und eine doppelt verkettete Liste verwenden, so
konnen wir es nach der Suche@tl) 16schen.

Wir betrachten jetzt den Aufwandif das Suchen etwas genauer. Dazu geben wir erst einmal eine
Definition:

SeiT eine Hash-Tabelle mih € N Platzen, die gerad¥ > n > 0 Elemente speichert. Dann definieren
wir denAuslastungsfaktox der Tabelle als
n

o=—
m

Weil beim Chaining auch mehr Elemente gespeichert werdemén als die Hash-Tabelle Eiage

hat, kann hierr auch gbRRer als 1 sein. Das Worst-Case-Verhalten von Hashing mit Chaining tritt
dann auf, wenn alle Elemente auf den gleichen Eintrag der Hash-Tabelle abgebildet werden. Dann hat
das Suchen die gleiche Laufzeit wie bei einer einfach verketteten Liste@atgo Wir wollen nun

das Durchschnittsverhalten von Hashing analysieren. Dazu treffen wir folgende Annahme:

Gleichverteilungsannahme:Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Sabbelk auf die Adresse in der
Hash-Tabelle abgebildet wird, ist unabigig voni stets gIeichr%1 und hangt nicht davon ab, welche
Elemente bereits in der Tabelle gespeichert sind.

Wir nehmen an, dass der Wert der Hash-Funktio®(f) berechnet werden kann und die Suchdauer
daher von der Ange der Liste dominiert wird. Der Erwartungswart €lie Lange der Liste ist unter
der Gleichverteilungsannahme offenbar gleich

Satz 8.1 Beim Hashing mit Chaining ist unter der Gleichverteilungsannahme der Aufvimrah$
Suchen im Mittel QL+ o).

Beweis:Wegen der Gleichverteilungsannahme wird 8skElk mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf
jeden der Eintaige gehasht. Wirdnnen den Wert der Hash-Funktion@{1) berechnen. Wir spei-
chern die Elemente in der Hash-Tabelle in Listen. Diese haben eine mithegelvonx. Daher ist
der Aufwand fir eine Suche im Mittetx und damit der Aufwandifr das Suche®(1+ a). |

Korollar 8.1 Falls m proportional zu n ist, also & O(m) gilt, ist der Aufwand ifir das Suchen im
Mittel konstant. Da das Eififyen und Bschen (nach dem Suchen) ifipgehen, knnen daher alle
drei Operationen im Mittel in konstanter Zeit ausigjeft werden.

8.2.2 Offene Adressierung

Bei der offenen Adressierung werden alle Elemente in der Hash-Tabelle selbst gespeichert, ohne dass
Listen verwendet werden. Wenn die Hash-TabeillBlatze hat, knnen dann nétlich auch nur ma-
ximal m Elemente gespeichert werden.
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Die Kollisionsbehandlung erfolgt so, dads jeden Schisselk auf eine bestimme Weise eine Son-
dierungssequenz zur Suche nach einer Ersatzadresse angegeben wird, die nacheinander abgearbeitet
wird, wenn das Element mit Sdidselk eingefigt beziehungsweise gesucht werden soll.

Falls wir ein Element suchen, das nicht in der Tabelle enthalten ist, suchen wir dabei entweder die
ganze Tabelle durch odebinen abbrechen, sobald wir in der Sondierungssequenz auf einen Eintrag
in der Hash-Tabelle stoRen, der leer ishfevdas Element schon gespeichert, soenes ja an dieser
Stelle, weil die Sondierungssequeiiz festes ja jedesmal die gleiche ist).

Wir erweitern also die Hash-Funktion zu einer Funktion
h:Ux{0,1,....m—1} - {0,1,...,m—1}

wobei das zweite Argument die Anzahl der schon erfolgten Sondierungen (beginnend bei 0) sein soll.
Dabei muss gelten:

Permutationsbedingung

’ (h(k,0), h(k,1),...,h(k;m—1)) ist eine Permutation vo(0, 1,...,m— 1).‘

Folgende Methodeifgt ein Element in eine Hash-Tabeffeein. Dabei seiint h(int, int) die
Hash-Funktion und die Hash-Tabelle, realsiert als Array vdonteger Objekten.

boolean hashInsert(Integer[] T, int k) {
// returns true, if element is successfully inserted, else false
int i = 0;
do {
int j = h(k,1i);
if (T[j] == NULL) {
T[j] = new Integer(k);
return true;

i++;
} while (i!=T.length);
return false;

Folgender Algorithmus sucht dann den Datensatz miti&slk:

int hashSearch(Integer[] T, int k) {

// returns index of hash table entry, if element is found, else -1
int i = 0;
do {
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int j = h(k,i);
if (T[j].equals(k))

return j;
i++;
+
while (T[j]!=NULL && i'=m);
return -1;

Aus einer Hash-Tabelle zé$chen, die offene Adressierung verwendet, ist im Allgemeinen schwierig.
Wir konnen ein Element nicht einfactdchen, weil dann an dieser Stelle beim Suchen von anderen
Elementen die Sondierungssequenz abbrecbantk und daher andere Elemente nicht mehr gefun-

den werden, obwohl sie noch in der Tabelle enthalten sind.

Eine nbgliche Losung besteht darin, einen Spezialweet OSCHT zu definieren, den wir stattuLL
in die Hash-Tabelle schreiben, damit die Sondierungssequenz nicht abbricht.iMaterdann Hash-
Insert ein bisschen modifizieren, damit dieser Wert dann so behandelt wirdamdsde Tabelle an
dieser Stelle leer.

Das Problem ist, dass beim Verwenden w#LOSCHTdie Suchzeitdnger wird und nicht mehr nur
vom Auslastungsfaktoe: abrangt. Daher wird, falls géscht werden muss, meistens Chaining als
Kollisionsbehandlung geahlt.

Wir betrachten jetzt drei verschiedene Hash Verfahren, die auf offener Adressierung basieren.

Lineare Sondierung / Linear Probing

Seih’ :U — {0,1,...,m— 1} eine gewhnliche Hash-Funktion. Dann benutzt man beim Linear Pro-
bing folgende Hash-Funktion:
h(k,i) := (W' (k)+i) modm

Die davon generierte Sondierungssequenz hat folgende Form:

(W (K), 1 (k) + 1,0 (K)+2,...,m—=1,0,1,..., 0 (k) — 1)

Ein Problem beim Linear Probing besteht darin, dass sich leicht Ketten von schon belegten Feldern

bilden, weil die Wahrscheinlichkeit, dass ein Element an Stekéngefigt wird, wobei vor Stelle

k schoni belegte Felder sind, gleic!fli;T1 ist. Das bezeichnet man a@&simares Clustering Dadurch
steigt die Durchschnittszeitif das Einfigen und Suchen stark an, wenn sich der Auslastungsfaktor
der 1 rahert.

Das Problem wird besonders drastisch, wenn als Hash-Furtktidabei die Divisionsmethode ver-
wendet wird und direkt aufeinanderfolgende $aisel{k, k+ 1,k+2,...} eingefigt werden, weil
diese dann auch auf Felder gehasht werden, die direkt aufeinanderfolgen.
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ANANAAN

h (k)

Abbildung 8.3: Lineare Sondierung

Beim Linear Probing gibt es noch einedglichkeit, das bschen so unterzubringen, dass der Auf-
wand nicht anwiichst, wenn man dagkchen geringfgig atandert (siehel{ ]). Beim folgenden
Verfahren ist das aber nicht mehr praktikabel:

Quadratische Sondierung / Quadratic Probing

Beim Quadratischen Sondieren wird eine Hash-Funktion der Form
h(k,i) := (I (K) + c1i + C2i%) modm

verwendet.
H (k) + 12

M (K) + 20

W (k) +2 H(K)+6

K (k)

Abbildung 8.4: Quadratische Sondierung mit=c, =1

Dabei ist die Permutationsbedingung kompliziert zuikeh, denn sie &ngt voncy,c, und m ab.
Dieses Hashing-Verfahren vermeidet pairas Clustering,itfhrt aber zu sogenanntesekunérem
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Clustering denn wenn Schikselk;, ko, den gleichen Hash-Wert habemK;,0) = h(kz,0)), so haben
sie auch die gleiche Sondierungssequenz.

Doppelhash / Double Hashing

Beim Double-Hashing werden zwei Hash-Funktionen verwendet. Dies ist eine der besten Arten, Kol-
lisionen durch offene Addressierung zu behandeln, weil die vom Double Hashing erzeugten Permu-
tationen viele Charakteristika von &lligen Permutationen besitzen. Die Hash-Funktion hat also die
Form

h(k,i) = (hi(k) +ih2(k)) modm

wobeih; undh, einfache Hash-Funktionen sind. Die Verwendung der zweiten Hash-Funktion behebt
dabei das Problem des sekiénen Clustering.

Satz 8.2 (Doppelhashing)Die Permutationsbedingung ist beim Doppelhashing genau daifiterf
wenn die &nge m der Hash-Tabelle und (k) fur alle k relativ prim sind, also gilt:

Vk: ggT(mhy(k)) =1

Beispiel 8.3 Wir machen erst einmal plausibel, dass die Permutationsbedingung nightistfvenn
mundhy(k) nicht relativ prim sind. Dazu geben wir ein Gegenbeispiel explizit an.

Seien alsdp (k) =8, m=12. Dann isggT(hy(k), m) = 4 =:d. Seih; (k) = 1. Die Folge der Adressen
lautet dann 19,5, 1. Es werden dann also nffr= 172 = 3 Adressen in der Hash-Tabelle besucht.

Wir betrachten diesen Sachverhalt nun genauer.
Beweis:(von Satz8.2)
Definierehy(k) =: wund seiggT = (m,w) =: d € N. Dann gibt ep,q € N mit
p-d=w (8.1)

und
g-d=m (8.2)

Sei 0.B.d.Ah;(k) = 0. Die Folge der durchlaufenen Adressen hat dann die Form

0, W, 2w,3w,...,q-w=q-p-d=g-d-p=m-p (8.3)
— —~

w m

Ein Vielfaches vorm modulomist aber wieder 0. & die Zykelingel, also die Anzahl der Schritte,
bis man zum ersten Mal wieder am Ausgangspunkt angelangt ist, gilt also:

¢<q

Dann sind zwei Blle zu unterscheiden:
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(1) £=q
Es werden alsq Adressen besucht. Da nach Voraussetaurgq- d gilt, folgt

d=1<qg=m,
also die Aussage des Satzes.

(2) £<q

Nach/ Spiingen wird das erste Mal der Ausgangspunkt wieder besucht. Abeigriggiingen wird
auch der Ausgangspunkt wieder besucht, also muss der Zykelaeell mehrfach durchlaufen
worden sein und damit igfein Vielfaches vorf. Es gilt also:

gq=s-/, s>1 (8.4)

Weil nach? Springen der Weitev wieder der Ausgangspunkt erreicht wird, ist afsw ein Vielfaches
vonm. Es gilt also:

£-W=r-m, r>1 (8.5)
Also gilt
83 8.4 85
p.m:q.w:s.f.w:s.r.m
=p=s-r und g=s-{
Es folgen
8.2
m=d-q=d-s-/
und

ng.p:d.s.r

Aber weils > 1, istd - s> d und damit teilt nicht nud, sondern aucdsschonmundw und ist ein
groRRerer Teiler algl. Aber nach Voraussetzung wdrder gibRte gemeinsame Teiler van und w.
Widerspruch! Also tritt (2) nicht auf. O

Analyse unter Gleichverteilungsannahme

Die Gleichverteilungsannahnteedeutet hier, dass diéichste Sondierung gleichverteilt unter den
Adressen eine aushlt, also jede mit Wahrscheinlichk%t

Satz 8.3 Bei Auslastungsfaktar = & < 1list die erwartete Anzahl der Sondierungen beim &geh
gleich 1.

Beispiel 8.4 a = 5 = - = 2 Sondierungen (im Mittel),a = 0,8 = ;1 = 5 Sondierungen (im
Mittel).
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Der Beweis beruht auf einer allgemeinen wahrscheinlichkeitstheoretischen Aussage.

Satz 8.4 (Urnenmodell) Gegeben seien m Kugeln in einer Urne, davon sind w weil3 und s schwarz,
w+s=m. Es werde aus der Urne gleichverteilt mit Ziaklegen gezogen. Dann ist die erwartete
Anzahl von Ziehungen bis zur Ziehung einer weiBen Kigalso

. . . m
E(# Ziehungen bis zur ersten weil3en KL)ger—v.

Beispiel 8.5 Ein Spezialfall des Urnenmodells ist die mittlere Zahl voiaiféin eines Wirfels bis zur

ersten 6. Dabei entspricht die 6 einer weil3en Kugel und die Zahlen 1 bis 5 schwarzen Kugeln. Also
istw= 1 unds= 5. Jede Zahl (Kugel) wird mit derselben Wahrscheinlichkeit %cgezogen und das
Urnenmodell ergibt

, , . 6
E(# Wiurfe, bis das erste mal eine 6 geworfen \/)/usd1 =6.

Entsprechend ergibt sich

E(# Wiurfe, bis das erste mal eine 1 oder eine 2 geworfen)wi:rt% =3

Bevor wir Sat8.4beweisen, rekapituliern wir kurz die Definition des Erwartungsweitealizahlbar
diskrete Zufallsvariable.

X bezeichne eine diskrete Zufalléfge, die die Wertgy, Xo, . . . , X, annehmen kann, wobei diese Werte
mit den Wahrscheinlichkeiteps, p2,..., pn auftreten. DelErwartungswert(Mittelwert) von X ist

definiert als .

E(X):= i;Xi - Pi

Im abzhlbar unendlichen Fall ist d&rwartungswertdefiniert alsE(X) = § x; - pj, falls diese Reihe
i=1
konvergiert.

Im Urnenmodell entspricht,, dem Ziehen einer weil3er; dem Ziehen einer schwarzen Kugel und
die Ereignisse treten mit den Wahrscheinlichkeipeq ein, wobei

p+q=1. (8.6)

SeiX die Anzahl der Ziehungen, b, eintritt. X ist dann eine ali#hlbar unendlich diskrete Zufalls-
variable mit den Wertery = 1, xo = 2,..., X =1,.... Diese Werte treten mit folgenden Wahrschein-
lichkeiten auf:

x1=1 = Folge z, mit Wahrscheinlichkeitp

Xo=2 = Folge zszy mit Wahrscheinlichkeitq- p

Xi=i <= Folge zgzs...zszy mit Wahrscheinlichkeitq—1-p=: p;
N——

(i—1)—mal
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Zur Kontrolle addieren wir die Wahrscheinlichkeiten noch einmal auf:

le.—Elq' Lp=p- %q= 11=6p-i=1

Wir stellen nun die Verbindung zwischen dem Sondieren beim Doppelhash und dem Urnenmodell
her.

Urnenmodell | Hashing

Ziehen einer weil3en Kugel | Hash-Funktion wahlt eine leere Stelle in der Hash-Tabelle
Ziehen einer schwarzen KugelHash-Funktion ithlt eine besetzte Stelle in der Hash-Tabelle
Ziehen mit Zuiicklegen blindes Wahlen eines neuen Platzes

Dann folgt mit Sat8.4:

E(# Sondierungen< E(# Sondierungen bei Blindwah mn_1 — = ,

also der Beweis von Sa&3.
Wir missen daher noch die wahrscheinlichkeitstheoretische Aussage ib.&agigen.

Beweis:(von Satz8.4)
Dazu betrachten wir Folgen von Ziehungen, bis das erste Mal eine weil3e Kugel gezogen wird:

1.Mal:  (w) Wahrscheinlichkeit p mit p= 2
2.Mal:  (s,w) Wahrscheinlichkeitq- pmitq= 2

3.Mal:  (s;s,w) Wabhrscheinlichkeit g7 - p

i-tes Mal: (s;s,...,s,w) Wahrscheinlichkeitq - p
————

(i—1)—mal

Der Erwartungswertifr die Anzahl der Ziehungen ergibt sich dann aus der Definition, indem man
jeden Wertx; = i der Zufallsvariablen

X :=# Ziehungen bis zur ersten weil3en Kugel

mit der zugebrigen Wahrscheinlichkeip; multipliziert und diese Produkte alle aufsummiert. Er ist
also

E(X) = 1-p+2-qp+3-¢°p+---+i-d tp+...

= i;i.qi—l.p
= p.i;i.q'—l
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Wir durfen die Potenzreih8 umordnen, weil sie absolut konvergent ist. Also ist
S = 1.°+2q"+ 32 +4q> + ...
= g+ G%_%d)
1=

+t+?+a.. (= a-Yd)
2,
+P P+ (= A 5d)
2,
+P+... (= #-5d)
2,

= i;q‘Jrq‘i;q‘Jrqz-i;q‘Jr...

= 1+9+P+¢+..)5 ¢
2,

[ERN
\
o]

S

FERCII

Korollar 8.2 Die Anzahl der Sondierungen ist im Mittel also gleifj:n& und damit konstant. Also
gehen Einfigen und Suchen in Hash-Tabellen im Mittel il

Man kdnnte sich nun die Frage stellen, warum wir niclituBhe statt Hashtabellen verwenden und
auch dort den Aufwand im Mittel betrachten, da sich doch dashen bei Bumen sehr viel einfacher
gestaltet, und wir den Vorteil der Sortierung giirinorder-Durchlauf haben. Es gilt jedoch:
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Satz 8.5 Der mittlere Aufwandiir das Einfigen und Suchen ist beéBmen Qlogn).

Beweis:Zum Beweis dieses Satzes betrachten wir das Suchen in einem SuchbaubDatgih&tzen.
Der bestnigliche (weil tohenminimale) Baumiir diese Suche ist ein voller Baum, also ein Baum,
bei dem alle Schichten bis auf die letzte voll sind (falls- 2° — 1 mit p € N, so ist auch die letzte
voll). Betrachte dabei einen Bauim der auf der untersten Schicht nur ein Element &ittso dass

n—1
n=S52+1=2"—14+1=2"
2,

gilt. Wir analysieren das Suchen im Baum T unter der Gleichverteilungsannahme, in diesem Fall also
der Annahme, dass jeder Sak$el mit der gleichen Wahrscheinlichkﬁigesucht wird.

Dann gilt:

Summe der Vergleiche zum Suchen aller Knoten

n
h-#Knoten auf Schicht (h-1)

n

E(# Anzahl Vergleiche zum Suchgn=

v

- }.h.zhfl
n

f}IonE
= 93

—}Ion

€ Q(logn)

Hash-Tabellen haben also den Vorteil eikeastanten mittleren Aufwandég die Basisoperationen
gegeriiber Suchbumen. Suchdiume haben dagegen einen Worst Case Aufwand(togn) fur die
Basisoperationen und beinhalten per Inorder-Durchlauf eine Sortierung der &taterissingt also
sehr von der Anwendung ab, ob Hash-Tabellen oder Suahbk geeigneter sind.

8.3 Literaturhinweise

Hashtabellen werde in nahezu alleiddderniiber Datenstrukturen und Algorithmen behandelt. Die hieradis
Darstellung lehnt sich art] ] an.
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