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Aufgabe 17 (Ackermann-Formel)

Sei (A,B) ∈ Rn×n × Rn×1 ein steuerbares Single-Input-System mit Regelungsnormalform

T−1AT =


0 1

. . . . . .

0 1
−α0 . . . −αn−2 −αn−1

 , T−1B = en :=


0
...
0
1

 .
Ferner sei L = {µ1, . . . , µn} sei abgeschlossen unter komplexer Konjugation, sowie

ψ(x) := (x− µ1) · · · (x− µn).

Zeigen Sie:

a) Die Matrix T−1K(A,B)−1 hat die Eigenschaft eT
1 T

−1K(A,B)−1 = eT
n . Hierbei ist e1 der

erste Einheitsvektor und en der n-te Einheitsvektor.

b) Es gilt:

eT
1 (T−1AT )k =

{
eT

k+1 für k = 0, . . . , n− 1,
[− α0, . . . ,−αn−1] für k = n.

Hierbei bezeichnet ek+1 den k + 1sten Einheitsvektor.

c) Seien β0, . . . , βn−1 ∈ C, so dass ψ(x) = xn + βn−1x
n−1 + . . .+ β1x+ β0. Dann gilt

eT
1 ψ(T−1AT ) = [β0 − α0, . . . , βn−1 − αn−1].

d) Sei
F := −eT

nK(A,B)−1ψ(A).

Dann löst F das Polvorgabe-Problem für (A,B) und L, d.h. σ(A+BF ) = L.
(Hinweis: Betrachten Sie die Regelungsnormalform des Systems und benutzen Sie die
Eindeutigkeit des Polvorgabe-Problems, sowie a)-c).)



Aufgabe 18 (Eigenwerte und Produkte von Matrizen)

Seien C ∈ Cm,k und D ∈ Ck,m. Zeigen Sie:

σ(CD) \ {0} = σ(DC) \ {0},

d.h. die von Null verschiedenen Eigenwerte von CD und DC sind gleich.

Aufgabe 19 (Eigenvektoren und Polvorgabe)

Sei (A,B) ∈ Rn×n × Rn×1 ein steuerbares Single-Input-System in Regelungsnormalform

A =


0 1

. . . . . .

0 1
−α0 . . . −αn−2 −αn−1

 , B = en :=


0
...
0
1

 .
Ferner sei L = {µ1, . . . , µn} abgeschlossen unter komplexer Konjugation und F = [f1, . . . , fn]
sei so dass σ(A−BF ) = L. Zeigen Sie:

a) Ist λ ∈ L ∩ σ(A), dann ist jeder Eigenvektor von A zum Eigenwert λ auch Eigenvektor
von A−BF zum Eigenwert λ. (Hinweis: Nutzen Sie Aufgabe 17d)).

b) v = [v1, . . . , vn]T ∈ Cn ist genau dann ein Eigenvektor von A, wenn gilt:

vk = λk−1v1 für k = 1, . . . , n und
n∑

k=1

(−αk−1)vk = λvn.

Finden Sie eine analoge Formel für die Eigenvektoren von A−BF .

c) Sei λ ∈ L \ σ(A) und x := (A− λI)−1B. Zeigen Sie: Fx = 1.
(Hinweis: Zeigen Sie, dass xF den Eigenwert 1 hat, wenn A−BF den Eigenwert λ hat
und benutzen Sie Aufgabe 18.)

d) Ist λ ∈ L \ σ(A), dann ist (A− λI)−1B Eigenvektor von A−BF zum Eigenwert λ.
(Hinweis: Nutzen Sie b) und c).)


