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Aufgabe 1 (Invertiertes Pendel)

Betrachte das mathematische Modell des gesteuerten in-
vertierten Pendels, welches nach Linearisierung durch
die Differentialgleichung 2. Ordnung

gegeben ist. Hier ist ¢(t) = 0(t) — 7 die Winkelabwei-
chung des Pendels aus der aufrechten Gleichgewichtslage
zum Zeitpunkt ¢ > 0 und u(t) das einwirkende Drehmo-
ment.

a) Zeigen Sie, dass fiir proportionales Feedback

u(t) = —ap(t) mit a < 1 gilt: Erfiillen die
Anfangswerte $(0) = —p(0)v/1—«, so folgt

lim; . (t) = 0.

b) Sei a € R fest gewihlt. Betrachten Sie die Funk-
tion

1
V(z,y) :=cosx — 1+ 5(@:172 +1%).

Zeigen Sie, dass gilt:

V(p(z), p(x)) = const.

Abbildung 1: Invertiertes
Pendel

entlang Losungen der nichtlinearen Pendelgleichung mit proportionalem Feedback,

G(t) — sin p(t) + ap(t) = 0.

(1)

Zeigen Sie, dass es Anfangsbedingungen der Form ¢(0) = €, $(0) = 0 gibt, so dass die
Losung von (1) fiir beliebig kleine € nicht lim; . ¢(t) = 0, lim;_,« ¢(t) = 0 erfiillt.

Hinweis: Verwenden Sie, dass x = 0 eine isolierte Nulltstelle von V' (z,0) ist. (Dies folgt,

da V analytisch ist, denn sonst wére V' konstant Null.)

c¢) Fiir welche Werte «, 5 ist die Losung des geschlossenen Regelkreises bei PD Feedback

stabil /asymptotisch stabil und nicht oszillatorisch?



Aufgabe 2 (Steuerung einer Parabolantenne)

Das Steuerungsproblem einer Parabolantenne, die immer auf einen Satelliten oder ein Raum-
fahrzeug gerichtet ist, fiihrt auf folgende vereinfachte Bewegungsgleichungen:

p(t) = w(t) (2)
jw(t) = —rw(t) + ku(t),

wobei ¢ der Drehwinkel der Antenne, w die Winkelgeschwindigkeit, j das Trégheitsmo-
ment des Gleichstrommotors, der die Drehung bewirkt, r ein Reibungskoeffizient und & ein
Verstarkungsfaktor ist. Unsere Steuerungsfunktion ist die Eingangsspannung w(t), durch den
der Gleichstrommotor betrieben wird. Bestimmen Sie die Losung von (2) mit den Anfangs-
werten ¢(0) = 0 und w(0) = wy fiir die folgenden Steuerungsfunktionen:

a) u(t) = aw(t), a konstant
b) wu(t) =0, (freies System)
c) u(t)=et
Wie kann u(t) gewéhlt werden, so dass ¢(1) = 7 gilt?

Aufgabe 3 (Steuerungsprobleme im Frequenzraum/Laplace-Transformation)

In Ingenieurbiichern wird die Steuerungstheorie oft im sogenannten Frequenzraum und nicht
im Zustandsraum dargestellt, indem man das System Laplace transformiert. Ist f eine reell-
wertige Funktion auf [0, 00), so heifit

L(f) = f(s) = / et ()t

0

die Laplacetransformation von f. Zeigen Sie die folgenden Rechenregeln:
2) L{af(t) + Bg(t) = allf (1) + BL(g(1))
b) £(f(1)) = SL(f(1)) — F(0).
0) £(fy F(2)dz) = LL(f(1)).
d) £(FO(1) = s"L(F(1) = 5" F(0) =+ = FO(0).

e) L(e) =L fiir s > o

f) L(t") = 2 fiir s > 0.

Hierbei sind f, g reellwertige Funktionen auf [0,00) und «, 3 € R. Betrachten Sie nun das
LTI-System

t = Az+ Bu, z(0)=ux
y = Cx+ Du
mit konstanten Matrizen A, B, C, D. Zeigen Sie:
g) Im Frequenzraum gilt §(s) = H(s)u(s) + C(sl — A) Lz,
wobei H(s) = C(sI — A)™'B + D. (Die Matrix H(s) heiBt Ubertragungsmatrix.)



