Fritz Grunewald (1949-2010)
zum Geddchtnis

Die Edition der Gesammelten Werke Felix Hausdorffs,
ein Langzeitprojekt der Nordrhein-Westfilischen Akade-
mie der Wissenschaften und der Kiinste, das am Mathe-
matischen Institut der Universitit Bonn angesiedelt ist,
macht weitere Fortschritte. Im Jahre 2010 soll Band 8 er-
scheinen, der Hausdorffs literarischem Werk gewidmet
ist. Fiir 2011 ist die Publikation von Band 9 vorgesehen,
der Hausdorffs Briefwechsel mit Mathematikern und Phi-
losophen enthalten wird. In einem dieser Briefe findet
man eine von A.N. Kolmogoroff (1903—1987) an Haus-
dorff gerichtete Frage, die bisher offenbar unbekannt war
und die in engem Zusammenhang steht mit neueren Un-
tersuchungen auf dem Gebiet der MafBtheorie.

| Fragestellung

Am 27.12.1932 schreibt der bekannte Topologe Paul
Alexandroff (1896—1982) aus Moskau an Felix Hausdorff
(1868—1942) in Bonn. Er berichtet tUber einen wunder-
vollen Musikabend, teilt mit, dass sein Schiiler L. Pontrja-
gin (1908-1988) ,,neue sehr schone topologische Sitze*
bewiesen habe, und freut sich tiber seine jiingsten Ergeb-

Paul Alexandroff (Quelle: MFO)
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nisse liber die Bettischen Gruppen kompakter metrisier-
barer Raume, die ihm bereits vor Erscheinen der Mono-
graphie [I] reichlich neuen Stoff fiir eine (nie erschiene-
ne) ,zweite Auflage* béten. Dann schreibt er weiter:

Ubrigens noch eine mathematische Frage, die mir
heute Kolmogoroff gestellt hat. Kann jede messbare
ebene Menge M durch eine Abbildung f, bei der die
Entfernung keiner zwei Punkte vergréBert wird (die
also u.a. stetig ist) in einen ebenen Polygonbereich
verwandelt werden, dessen Flacheninhalt sich vom
Mass der Menge M beliebig wenig unterscheidet?
Evtl. wird zugelassen, daB die Menge M in endlich
viele Summanden vor der Abbildung zerlegt, und da3
jeder derselben fiir sich abgebildet wird.

Diese Fragen stehen in engem Zusammenhang mit be-
merkenswerten neueren Entwicklungen auf dem Gebiet
der MafBtheorie. Wihrend der erste Teil der Frage wohl
nach wie vor offen ist, kann der zweite Teil vollstindig be-
antwortet werden. Dariiber wird im Folgenden berichtet.

Zunichst fixieren wir die Terminologie: Es seien A eine
Teilmenge des metrischen Raums (X,d)und f : A — X
eine Abbildung. Wir nennen f eine Lipschitz-Abbildung
(der Ordnung 1 mit der Lipschitz-Konstanten 1), falls
d(f(x),f(y)) < d(x,y) fur alle x,y € A. Gilt sogar mit
einem positiven ¢ < 1 die Ungleichung d(f(x), f(y)) <
ed(x,y) firalle x,y € A, so heiBt f eine Kontraktion (ge-
nauer: e-Kontraktion). Existiert eine (disjunkte) Zerlegung
A= A1U...UAn, so dass f | A; eine Lipschitz-Abbildung
ist fur alle i = 1,...,m, so nennen wir f eine stiick-
weise Lipschitz-Abbildung. Entsprechend werden stiickweise
(e-)Kontraktionen und stiickweise Bewegungen erklart. Das
Lebesgue-MaB im R" bezeichnen wir mit A". Nun kénnen
wir Kolmogoroffs Fragen wie folgt aussprechen:

(A) Kann man jede (Lebesgue-)messbare Menge M C R?
(von positivem endlichem MaB) durch eine Lipschitz-
Abbildung auf einen ebenen Polygonbereich abbilden,
dessen Fldcheninhalt sich von \?(M) beliebig wenig un-
terscheidet?

(B) Kann man evtl. eine Abbildung wie unter (A) mit Hilfe
einer stiickweisen Lipschitz-Abbildung herstellen?

Hier bedeutet es unter (B) keine echte Verschirfung der
Frage, wenn wir gleich verlangen, dass M auf ein Qua-
drat abzubilden ist, dessen Flicheninhalt sich von \?(M)
um beliebig wenig unterscheidet: Existiert namlich zu je-
dem £ > 0 eine stiickweise Lipschitz-Abbildung von M
auf einen Polygonbereich P, so dass A(P) von \%(M)
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Paul Alexandroff an Felix Hausdorff, Moskau, 27. 12. 1932

um hochstens ¢ abweicht, so kénnen wir P in end-
lich viele paarweise disjunkte Teilmengen zerlegen, die
sich nach Auslibung geeigneter Bewegungen liickenlos zu
einem mit P flichengleichen Quadrat Q zusammenfi-
gen (s. [24], S.27). Durch Komposition dieser Bewegun-
gen mit den ,,Komponenten* der stiickweisen Lipschitz-
Abbildung von M auf P erhilt man dann die gewiinschte
stiickweise Lipschitz-Abbildung von M auf ein Quadrat.
— In der Tat wird sich bei der Lésung von (B) gleich eine
stiickweise Lipschitz-Abbildung auf ein Quadrat einstel-
len.

2 Hintergrund

Kolmogoroffs Anfrage erfolgt vor dem Hintergrund sei-
ner Arbeit [8]. In dieser Abhandlung betrachtet der Au-
tor fur 1 < k < n sog. k-dimensionale MaBfunktionen
u, die fur alle Suslinschen Teilmengen des R" definiert
sind, den Ublichen abzihlbaren Additivitats- und Subad-
ditivitdtsbedingungen genugen, fiir den k-dimensionalen
Einheitswiirfel im R” den Wert 1 annehmen und uber-
dies monoton sind im Sinne folgender Bedingung lII:
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lll. Fir jede Lipschitz-Abbildung f : R” — R” und alle
Suslinschen Mengen E C R” gilt:

w(f(E)) < u(E) .

Dass Kolmogoroff hier voraussetzt, y sei fiir alle Suslin-
schen Teilmengen des R" definiert (und nicht nur fiir al-
le Borelschen Mengen, die ja Suslinsch sind), hat seinen
Grund in eben dieser Bedingung lll: Stetige Bilder Bo-
relscher Mengen brauchen nicht Borelsch zu sein, aber
stetige Bilder Suslinscher Mengen sind notwendig Sus-
linsch ([5], S. 208 ff.), so dass Bedingung Ill sinnvoll ist.
(Fur das Verstindnis des Folgenden sind keine Kenntnis-
se Uber Suslinsche Mengen nétig.)

Fir k = n erweist sich \" als die eindeutig bestimmte n-
dimensionale MaBfunktion im R". Als ein Hauptresultat
beweist Kolmogoroff fiir jedes k = 1, ..., n die Existenz
einer maximalen und einer minimalen k-dimensionalen
MaBfunktion 7% bzw. Hk, so dass fiir jede andere k-
dimensionale MaBfunktion uk gilt: Hk < uk < ﬁk. Er zeigt
ferner, dass die Ungleichung 77*(E) > 1% (E) fiir eine Sus-
linsche Menge E nur dann gelten kann, wenn 7% (E) = oo
ist. Als Standardreferenz fiir die Eigenschaften Suslinscher
Mengen dient ihm dabei [5]. Auf S. 361 duBert er unter
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Felix Hausdorff (Quelle: Nachlass Hausdorff, Kapsel 65, Abteilung
Handschriften und Rara der Universitdts- und Landesbibliothek
Bonn)

Hinweis auf [4] die vorsichtig formulierte Vermutung, die
minimale 1-dimensionale MafBfunktion stimme mit dem 1-
dimensionalen Hausdorff-MaB iiberein. Diese Vermutung
wurde von Besicovitch [2] widerlegt. Vituskin et al. [23]
konstruierten sogar eine kompakte Teilmenge des R? mit
positivem 1-dimensionalem Hausdorff-MaB3 und minima-
lem 1-dimensionalem MaB 0. Von dieser kompakten Men-
ge zeigte Keleti [7], dass sie nicht mittels einer Lipschitz-
Abbildung auf ein reelles Intervall (positiver Linge) abge-
bildet werden kann. Dieses Ergebnis steht ersichtlich in
gewissem Zusammenhang mit Frage (A) und der weiter
unten genannten Frage (P1).

In der Arbeit [8], die am |.1.1932 bei der Redaktion
der Mathematischen Annalen einging, erwihnt Kolmogo-
roff die Fragen (A), (B) nicht. Alexandroffs Brief ist auf
den 27. 12. 1932 datiert, und der Schreiber bemerkt, dass
ihm die Fragen am gleichen Tage gestellt wurden. Da-
her ist die Problemstellung Kolmogoroff vermutlich ge-
gen Ende des Jahres 1932 in den Sinn gekommen. Zu die-
ser Zeit widmete er sich vor allem den Abschlussarbei-
ten am Manuskript eines seiner einflussreichsten Werke,
den Grundbegriffen der Wahrscheinlichkeitsrechnung [9]. Es
scheint unbekannt zu sein, ob Kolmogoroff selbst einen
Beitrag zur Losung der Probleme (A), (B) geliefert hat,
aber offenbar erwartete er bei Hausdorff ein gewisses In-
teresse fiir die Fragestellung wegen Hausdorffs beriihm-
ter paradoxer Zerlegung der Sphire im R3 (s. [3]). Es
ist bekannt, dass Hausdorff die hierauf aufbauenden Ar-
beiten von Banach und Tarski mit lebhaftem Interesse
verfolgte (s. Commentary in [6], S. 11-18). Wir wissen
nicht, ob es eine detaillierte Antwort Hausdorffs auf die
Fragen (A), (B) gegeben hat. Uberliefert ist lediglich ein
Brief Hausdorffs vom 18.2.1933 an Alexandroff, in dem
er mitteilt: ,,Meine Vorlesung hat mich viel Zeit gekostet,
so dass ich weder die Besprechung von Menger gemacht
noch die Arbeit von Haar und Neumann gelesen, noch
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Andrej Nikolajewitsch Kolmogoroff (Quelle: MFO)

Uber lhre Frage nach der Abbildung meBbarer Mengen
auf Komplexe nachgedacht habe.*

Bei den Paradoxien von Hausdorff, Banach und Tarski
wird stets die Bewegungsinvarianz des MaBes zugrunde
gelegt. (Einen aktuellen Uberblick iiber diesen Problem-
kreis vermitteln [17], [18].) Dagegen fordert Kolmogo-
roff unter lll. die Monotonie des MaBes unter Lipschitz-
Abbildungen (aus der offenbar die Bewegungsinvarianz
folgt). Paradoxien des MaBes unter Kontraktionen wur-
den wohl erstmals von J. von Neumann [20] aufgedeckt.
Wir werden noch auf diese Arbeit zuriickkommen.

3 Antwort auf Frage (B)

Die Antwort auf Frage (B) ist positiv.

Das ergibt sich unmittelbar aus folgendem Satz, den der
Verf. einer freundlichen Mitteilung von M. Laczkovich
(Budapest) vom 18. 6.2009 verdankt.

Satz. Jede messbare Menge M C R? von positivem Mal
Idsst sich durch eine stiickweise Kontraktion auf ein Quadrat
beliebiger GréB3e abbilden.

Beweis. Die Fragestellung ist eng verbunden mit einem
schwierigen Problem das erstmals von M. Laczkovich auf-
geworfen wurde (s. [13], S. 164; [14], S. 443; [15]; [18],
S. 106):

(Pr) Gibt es zu jeder messbaren Menge A C R" von po-
sitivem MaB eine Lipschitz-Abbildung von A auf ein Intervall
(oder eine Vollkugel) im R"?

Fir n = 2 wurde (P>) erstmals von D. Preiss 1992 in
einem unveroffentlichten Manuskript positiv (!) entschie-
den. AnschlieBend veroffentlichte J. Matousek ([19]) ei-
ne etwas einfachere und zugleich teilweise schirfere Lo-
sung und bewies: Es gibt eine universelle Konstante ¢ > 0,
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so dass zu jeder messbaren Menge E C R? vom Ma-
Be 1 eine Lipschitz-Abbildung f : R? — [0,c]? existiert
mit f(E) = [0,c]* (Da trivialerweise eine Lipschitz-
Abbildung von R" auf die Einheitskugel im R" existiert,
liefert auch der Satz von Matousek eine positive Antwort
auf (P2).)

Ist nun M C R? eine messbare Menge positiven MaBes,
so lasst sich M nach Preiss und Matousek zunichst durch
eine Lipschitz-Abbildung f auf ein Quadrat P abbilden.
Ist ferner @ C R? ein Quadrat beliebiger GroBe, so exis-
tiert nach W. Sierpinski [21] eine surjektive stiickweise
Kontraktion g : P — @, und dann ist gof : M — Q
eine Abbildung der gewiinschten Art. —

Bei fliichtiger Betrachtung erscheint der hier benutzte
Satz von Sierpinski absurd: Wie sollte es gelingen, das
Quadrat P durch eine surjektive stiickweise Kontraktion g
auf ein Quadrat Q mit der 1000-fachen Seitenlinge abzu-
bilden? Nun, die der stiickweisen Kontraktion zugrunde
liegenden ,,Stiicke* von P werden hier — wie bei den ent-
sprechenden Paradoxien von Hausdorff, Banach, Tarski,
von Neumann — mit Hilfe des Auswahlaxioms der Men-
genlehre konstruiert und sind in der Regel nicht messba-
re Teilmengen des R?, so dass sich jedwede anschauliche
Vorstellung von der quantitativen ,,GroBe* dieser Men-
gen verbietet.

Die Antwort auf Frage (A) scheint offen zu sein. Zwar lie-
fert der Satz von Matousek eine Lipschitz-Abbildung von
M auf ein Quadrat, aber es besteht keine Hoffnung, die
Konstante ¢ im Satz von Matousek beliebig nahe bei 1
wihlen zu kénnen, denn eine Kreisscheibe vom Flichen-
inhalt 1 (Durchmesser 2/./) lasst sich nicht durch eine
Lipschitz-Abbildung auf ein Quadrat abbilden, dessen Fla-
cheninhalt beliebig nahe bei 1 liegt, da die Diagonale im
Einheitsquadrat die Linge /2 > 2//7 hat.

4 Dimensionen ungleich 2

Im Folgenden diskutieren wir die Frage (P;) und die Ana-
loga von (A), (B) fiir die Dimensionen ungleich 2. Im Fall
der Dimension 1 ist die Antwort leicht: Ist A C R eine
messbare Menge positiven Mal3es, so wihlen wir a > 0 so
groB, dass \'(AN[—a,a]) > 0 ist und setzen f(x) := 0
fir x < —aund f(x) := X\(A N [-a, min(x, a)]) fir
x > —a. Dann ist f eine Lipschitz-Abbildung von A
auf ein reelles Intervall, d.h. (P1) ist zu bejahen. Hat A
ein endliches positives MaB, so wihlen wir zu vorgeleg-
tem ¢ > 0 die Zahl a so groB, dass sich A'(A) von
AM(A N [—a,a]) um hochstens € unterscheidet und er-
kennen: Auch (A), (B) sind positiv zu beantworten.

Im Fall der Dimension 1 erzielte . von Neumann [20]
folgendes hochst paradox erscheinendes Resultat, das
Sierpinski als Anregung zu seiner oben benutzten Ar-
beit [21] diente: Ist /| C R ein beschrdnktes Intervall und
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€ > 0 beliebig klein, so ldsst sich | durch eine bijektive
stiickweise e-Kontraktion auf jedes beschrdnkte reelle Inter-
vall (beliebiger Ldnge) abbilden. Mit Hilfe des sog. Satzes
von Banach-Schréder-Bernstein ([24], S. 25) folgert v.
Neumann hieraus: Sind A, B C R beschrdnkte Mengen mit
nicht-leerem Inneren, so gibt es zu jedem ¢ > 0 eine stick-
weise e-Kontraktion von A auf B ([24], S. 105). — Bemer-
kenswerte Verscharfungen und Erginzungen dieser Re-
sultate hat M. Laczkovich erzielt (s. [11], [14], [15]). —

Wenden wir uns nun den Dimensionen > 3 zu, so ist
zunichst festzustellen: Fiir alle n > 3 ist die Frage (Pnr)
offen. Zum Analogon von (B) bemerken wir: Nach dem
Banach—Tarskischen Paradoxon lisst sich jede beschrank-
te Menge M C R” (n > 3) mit nicht-leerem Inneren
sogar durch eine ,stiickweise Bewegung* bijektiv auf je-
des beschrinkte Polyeder P C R" mit nicht-leerem In-
neren (z. B. auf jeden beliebigen Wiirfel im R") abbilden.
Dabei ist die Messbarkeit von M véllig irrelevant, und
P kann willkiirlich vorgeschrieben werden. Das Analo-
gon von (B) scheint daher fiir die Dimensionen > 3 nicht
sachgerecht formuliert zu sein, und Kolmogoroff war sich
dessen zweifellos bewusst, denn er beschrinkte sich auf
die Dimension 2.

5 Gleichzerlegbarkeit bez. Translationen

Ein hochst erstaunliches, fiir alle Dimensionen n > 1 giil-
tiges Resultat, das dem Problemkreis (B) zugeordnet wer-
den kann, stammt von M. Laczkovich [16]: Zwei Mengen
A, B C R" heiBen gleichzerlegbar bez. Translationen, wenn
eine endliche Zerlegung von A in paarweise disjunkte
Mengen existiert, die nach Ausiibung geeigneter Trans-
lationen in eine Zerlegung von B in paarweise disjunk-
te Mengen uberfiihrt wird. Sind A, B C R" messbar und
gleichzerlegbar bez. Translationen, so ist \"(A) = \"(B).
(Da die Mengen der disjunkten Zerlegung von A nicht
messbar zu sein brauchen, ist dieses Ergebnis durchaus
nicht selbstverstindlich; s. [24], S. 156, Corollary 10.9.)
Der Satz von Laczkovich besagt nun: Sind A, B C R" be-
schrdnkte messbare Mengen gleichen positiven MaBes und
mit ,,kleinen® Rdndern, so sind A und B gleichzerlegbar bez.
Translationen. Die ,Kleinheit* der Riander wird hier ge-
messen im Sinne des sog. oberen Entropie-Index von Kol-
mogoroff [10]. Anstatt diesen etwas technischen Begriff
hier auszubreiten, begniigen wir uns mit einer eindrucks-
vollen Klasse von Beispielen: Jede beschriankte konvexe
Teilmenge des R" hat im Kolmogoroffschen Sinne einen
»kleinen“ Rand, und es folgt: Jede beschrdnkte konvexe
Menge A C R" von positivem MaB ist gleichzerlegbar bez.
Translationen zu einem Wiirfel (oder jeder anderen konvexen
Teilmenge des R") vom MaB A"(A). Hierin enthalten ist
z.B. die positive Losung des lber 60 Jahre lang offenen
Tarskischen Problems der Quadratur des Kreises ([22]):
Die Kreisscheibe und ein Quadrat gleichen Fldcheninhalts sind
gleichzerlegbar bez. Translationen (s. [12]).
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