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Kapitel 1

last edit:

Vorbereitungen 18.10.06

Wir wissen, dass wir fiir N'P-schwere Optimierungsprobleme keinen polynomialen Algorith-
mus finden kénnen, der eine optimale Losung fiir alle Instanzen findet, wenn die weithin ak-
zeptierte Gleichung P # NP richtig ist. In diesem Sinne sind alle schweren Probleme gleich
schwer. Die Theorie der Approximationsalgorithmen erlaubt es uns, diese ,,Schwierigkeit* we-
sentlich besser zu differenzieren. Es wird sich herausstellen, dass einige Probleme ,,beliebig
gut“ zu approximieren sind, wihrend es fiir andere genauso schwer ist eine approximative
Losung zu bestimmen wie das Problem optimal zu losen!

Die Lineare Programmierung [10] wird fast wie ein roter Faden ein hiufig wiederkehrendes
Thema in unseren Algorithmen sein und eine grundlegende Kenntnis der Dualitéit linearer
Programme wird sich als hilfreich erweisen. Der Stoff der Vorlesung basiert zu grofien Teilen
auf den Biichern von Hochbaum [22] und Vazirani [36]. Weiterhin sehr interessant in unserem
Kontext sind der (NP-Vollstandigkeits-)Klassiker [12] und das jiingere Kompendium [7], das
auch online! verfiigbar ist. Weiterfithrende Literatur ist dariiberhinaus jeweils angegeben.

1.1 Definitionen und Vereinbarungen

Definition 1.1 FEin Optimierungsproblem II ist charakterisiert durch ein 4-Tupel:

1. FEine Menge 11 von Probleminstanzen (die wir mit dem Problem selbst identifizieren)
2. Zu jeder Instanz I € T1 gehort eine Menge Lsg(I) zuldssiger Losungen
3. Jede Losung y € Lsg(I) hat einen (nicht-negativen, rationalen) Wert v(I,y)

4. max oder min

Den optimalen Wert einer Instanz bezeichnen wir mit OPT (11, I), oder kurz OPT, wenn der
Zusammenhang klar ist.

Beispiel. In einem ungerichteten Graphen G = (V, E) ist eine minimale Knoteniiberdeckung
(VERTEX COVER) S C V zu finden. Das bedeutet, dass jede Kante e € E einen Endknoten
in S haben muss, und |S| soll so klein wie mdglich sein. Dieses N'P-schwere Problem stellt
sich nach unserer Definition ganz offenbar folgendermaflen als Optimierungsproblem dar:

"http://www.nada.kth.se/ viggo/problemlist/compendium.html
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1. I={G=(V,E) | G ist ein Graph}

2. Lsg(G) ={SCV |Y(u,v) e E:uecSVveS}
3. v(G,S) =19

4. min

Definition 1.2 Die Klasse NPO der N'P-Optimierungsprobleme besteht aus Optimierungs-
problemen 11, fiir die gilt:

1. Instanzen I € Il konnen in polynomialer Zeit erkannt werden

2. Es existiert ein Polynom q so, dass zu jeder Instanz I € 11 und jeder Léisung y € Lsg(I)
gilt: ly| < q(|I]). Dariiberhinaus konnen wir zu jedem y mit ly| < q(|I]) in Polynomialzeit
entscheiden, ob y € Lsg(I).

3. v(1,y) ist fiir jedes y € Lsg(I) in Polynomialzeit berechenbar

Die Klasse NPO erweitert in natiirlicher Weise die Klasse NP von Entscheidungspro-
blemen auf Optimierungsprobleme. Ist ein Optimierungsproblem in NPQO, so gehért das
zugehorige Entscheidungsproblem zu N'P. Ein NPO-Optimierungsproblem ist AP-schwer,
wenn das zugehorige Entscheidungsproblem N P-vollsténdig ist, s. Ausiello et al. [7].

Definition 1.3 Fin a-Approximationsalgorithmus A fiir ein Minimierungsproblem 11

1. berechnet zu jeder Instanz I € 11 eine zuldssige Losung mit Wert A(I) < o OPT(I)

2. und hat eine Laufzeit polynomial in der Eingabegrdfie |I|.

In dieser Definition ist @ > 1 und fiir Maximierungsprobleme mutatis mutandis o < 1.
Wir nennen « den Approzimationsfaktor, -garantie, -giite oder englisch approximation ratio
oder performance guarantee. Wie aber konnen wir einen Algorithmus analysieren, wie eine
Approximationsgarantie abgeben, wenn es N'P-schwer ist, OPT zu bestimmen? Auf eine
gute Charakterisierung des Optimums (im Sinne eines min-max-Resultats wie etwa der LP-
Dualitdt oder dem Max-Flow-Min-Cut Theorem) kénnen wir nicht hoffen.

1.2 Untere Schranken fiir OPT

Wenn wir wissen, wie grol OPT mindestens ist, wenn wir also eine untere Schranke LB(I) <
OPT(I) kennen, kénnen wir das ausnutzen. Tatséchlich ist eine gute untere Schranke haufig
bereits ein beachtlicher Schritt zum Auffinden eines Approximationsalgorithmus. Wir schauen
uns hierzu noch einmal das Problem VERTEX COVER an.

Wieviele Knoten brauchen wir mindestens fiir eine Uberdeckung? Sofern |E| > 1 bendtigen
wir trivialerweise mindestens einen Knoten. Tatséchlich kénnen wir versuchen, eine Menge
von Kanten zu finden, die paarweise keinen Endknoten gemeinsam haben. Eine bestmdogliche
(also grofite) solche Menge zu finden ist die Frage nach einem maximalen Matching M in



Algorithmus 1 Maximales Matching fiir VERTEX COVER

Bestimme ein maximales Matching M in G
Gib die Endknoten Sysas = {u,v € V' | (u,v) € M} der Kanten in M aus.

G. Ein solches maximales Matching kann man z.B. mit einem einfachen Greedy-Algorithmus
bestimmen. Jede Knoteniiberdeckung muss mindestens einen Endknoten jeder Kante e € M
enthalten (sonst wire e nicht iiberdeckt). Daraus folgern wir, dass |M| < OPT.

Satz 1.4 Algorithmus 1 ist ein 2-Approximationsalgorithmus fir VERTEX COVER.

Beweis. Zunichst einmal ist Spsps eine Knoteniiberdeckung von G: Gébe es eine uniiber-
deckte Kante €, wire auch M U {e} ein Matching im Widerspruch zur Maximalitéit von M.

Da nach obiger Uberlegung [Sasas| = 2 - |[M| < 2- OPT, folgt die Behauptung. O

Dies ist die typische Weise, wie untere Schranken fiir OPT im Beweis der Approximati-
onsgarantie eingesetzt werden. Aber war unsere Analyse des Algorithmus nun ,scharf* oder
konnten wir auch eine bessere Giite garantieren? Das folgende Beispiel zeigt, dass die Analyse
nicht zu verbessern ist.

Beispiel. Betrachte den vollstéindigen bipartiten Graphen K, , mit 2n Knoten. Algorith-
mus 1 findet ein maximales (bipartites) Matching mit |M| = n, so dass |Syas| = 2n. Eine
minimale Knoteniiberdeckung kommt aber mit OPT = n Knoten (nédmlich alle Knoten einer
Partition) aus, und daher ist fiir diese Familie von Instanzen |Sysas| = 2- OPT. Der englische
Begriff tight example ist hier am treffendsten. Wir werden stets verlangen, dass tight examples
beliebig grofl werden konnen: Instanzen beschrankter Grofle konnten wir mittels vollstdndiger
Enumeration in Polynomialzeit explizit optimal 16sen.

Wir kénnen uns nun etwas allgemeiner fragen, ob mit dieser konkreten unteren Schranke
ein anderer Algorithmus gefunden werden kann, der eine bessere Approximationsgarantie
aufweist. Die Frage ist also, ob wir die untere Schranke bestmoglich algorithmisch ausnutzen.

Beispiel. Sei K, ein vollstindiger Graph mit n ungerade. Die Kardinalitét eines maximalen
Matchings ist LB = (n—1)/2, wihrend OPT = n—1 gilt. Weil OPT /LB = 2, kénnen wir mit
dieser unteren Schranke LB keinen besseren Approximationsfaktor beweisen. Diese Einsicht
wird uns wieder begegnen, wenn wir untere Schranken aus linearen Programmen gewinnen.

Wir haken nun noch einmal nach und fragen, ob es einen Algorithmus geben kann, der
eine andere untere Schranke verwendet und zu einer besseren Giitegarantie kommt. Und
tatséichlich stellen wir damit eine natiirliche Frage, auf die bisher niemand eine Antwort
geben konnte, ndmlich wie gut das Problem VERTEX COVER approximiert werden kann.

Offenes Problem 1.5 Welches ist das kleinste «, fiir das es einen a-Approximationsalgo-
rithmus fiir VERTEX COVER gibt?

Es handelt sich hierbei ebenfalls um die Frage nach einer unteren Schranke, dieses Mal
nach einer (scharfen) unteren Schranke der Approximierbarkeit eines Problems. Fiir VERTEX
COVER ist das beste bekannte Resultat von Dinur und Safra [11]:



Satz 1.6 Es ist N'P-schwer, VERTEX COVER mit einem Faktor besser als 10v5 — 21
(~ 1,36067) zu approzimieren.
1

Vlogn
o(1) besser die Giite des trivialen Algorithmus 1. Es ist unklar, ob der Faktor 2 — ¢ fiir festes

e > 0 erreicht werden kann. Hochbaum vermutet in ihrem Buch, dies sei nicht méglich [22].

Die zurzeit beste bekannte Approximationsgiite ist iibrigens 2 — O( ) [26], also nur um

Zusammenfassend hier noch einmal eine Ubersicht iiber die Werte, die uns bei der Analyse
eines a-Approximationsalgorithmus interessieren (es sollte auch klar sein, warum uns eine
untere Schranke vom Wert 0 in einer Analyse nichts bringt):

a-approximative
Losung

0 LB OPT oa-LB a- OPT

Y

Abbildung 1.1: Schranken auf dem Zahlenstrahl

1.3 Welche Fragen stellen wir?

e Woher bekommt man (gute) untere Schranken fiir OPT'?
e Welche Approximation garantiert ein Algorithmus?
e Ist die Analyse des Algorithmus scharf?

e Welches ist eine untere Schranke fiir die Approximierbarkeit unseres Problems?

Bemerkung. Die Frage liegt nahe, wie prazisrelevant ein Approximationsalgorithmus sein
kann, dessen Losungen einen Wert hochstens um 100% iiber dem Optimum haben (oder
warum man diese Giite auf z.B. 50% verbessern mochte). Wir werden sehen, dass genauso
wie bei der Laufzeitanalyse von Algorithmen der worst case hdufig so gezielt konstruiert und
geradezu ,,pathologisch® ist, dass wir solche Fille in der Praxis fast ignorieren kénnen. Im-
plementationen von Approximationsalgorithmen erzielen im Allgemeinen wesentlich bessere
Losungen als der Approximationsfaktor vorhersagt. Auf der anderen Seite sind es gerade diese
,schlimmen“ Beispiele, die uns die Intuition dafiir geben, wo ein Algorithmus zu verbessern
ist oder worin sich die unverriickbare Schwierigkeit eines Problems begriindet.

Auflerdem sei bemerkt: Die Prazis hat ohnehin noch viel weiterreichende, oft nicht-mathe-
matische (,schmutzige®) Forderungen. Sie interessiert uns in dieser Vorlesung nur nachrangig;
vielmehr wollen wir uns mit der Schonheit der Algorithmen und der Mathematik der dahinter
stehenden Analyse beschéftigen.

Bemerkung. Unsere Vorlesung beschéftigt sich nicht mit der garantierten Qualitéit einer
Losung unter der Annahme fehlerbehafteter Eingabedaten, auch nicht damit, dass reelle Zah-
len im Computer durch rationale Zahlen angendhert dargestellt werden miissen, und auch
nicht mit Rundungsfehlern wihrend der Berechnungen. Dies (und noch viel mehr) ist Aufga-
be der Numerik.



Kapitel 2

Grenzen der Approximierbarkeit

Wie eingangs erwihnt, sind einige schwere Optimierungprobleme in einem wohl-definierten
Sinne schwerer als andere. Wir prézisieren diese Aussage, indem wir untere Schranken fiir die
Approximierbarkeit eines Problems kennen lernen.

2.1 Nicht-Approximierbarkeit

Wir wissen, das wir keinen polynomialen Algorithmus zur optimalen Losung eines NP-voll-
stindigen Problems erwarten diirfen, es sei denn P = N'P. Nach unserer Sprachregelung gibt
es fiir diese Probleme keinen 1-Approximationsalgorithmus. Dies ist eine offensichtliche untere
Schranke fiir die (Nicht-) Approximierbarkeit eines Problems. Es stellt sich die natiirliche
Frage, wie weit diese untere Schranke fiir ein konkretes Problem verbessert werden kann.

Satz 2.1 Sei a(n) eine in Polynomialzeit berechenbare Funktion. Wenn nicht P = NP, gibt
es keinen a(n)-Approximationsalgorithmus fir TSP mit n Stddten.

Beweis. Sei A ein a-Approximationsalgorithmus fiir TSP. Die Idee ist eine Reduktion von
HAaMILTONSCHER KREIS. Ein Graph G = (V, E)) mit n Knoten wird dabei in einen kantenge-
wichteten, vollstindigen Graphen G’ mit n Knoten so iiberfiihrt, dass

e besitzt G einen Hamiltonschen Kreis = OPT(T'SP,G') =n

e besitzt G keinen Hamiltonschen Kreis = OPT(T'SP,G’) > a(n) -n

G’ enthilt alle Knoten von G. Das Gewicht einer Kante e in G’ ist 1, falls e € F und «(n) - n,
falls e ¢ E. Genau dann, wenn G Hamiltonsch ist, gilt OPT(TSP,G’) = n. Muss jede
TSP-Tour eine Kante e ¢ E benutzen, gilt OPT(T'SP,G’) > a(n) - n. Weil A ein a(n)-Ap-
proximationsalgorithmus ist, findet A im ersten Fall eine Tour mit Wert hochstens a(n) - n
(also tatséichlich mit Wert genau n). A kann also dazu benutzt werden, das N'P-vollstindige
Problem HAMILTONSCHER KREIS in Polynomialzeit zu entscheiden, ein Widerspruch. O

Man verdeutliche sich die Tragweite dieses Resultats. Der nur scheinbare Widerspruch
zur 3/2-Approximation von Christofides’ Algorithmus 16st sich auf, wenn man bedenkt, dass

last edit:
24.10.06



dieser Algorithmus fiir den Spezialfall des METRISCHEN TSP gilt. Die Beweistechnik, eine
Liicke zu erzeugen, sollte uns in guter Erinnerung bleiben.

Max CLIQUE (also Bestimmen eines grofiten vollstéindigen Teilgraphen) ist zwar kein
nicht-approximierbares Problem wie TSP, seine Approximierbarkeit ist aber dhnlich schwach.
Ein beliebiger Knoten ist offenbar eine approximative Losung mit Giite n. Mit Techniken aus
Kapitel 10 kann man zeigen, dass diese triviale Garantie bestmoglich ist, d.h. dass ein Faktor
n'=¢ fiir festes € > 0 nicht erreichbar ist, es sei denn P = NP.

2.2 Greedy-Algorithmus fiir Set Cover

Beim SET COVER Problem haben wir ein Universum U von n Elementen gegeben, eine Menge
S = {51,...,5k} von Teilmengen von U und eine Kostenfunktion ¢ : § — Q. Gesucht ist
ein kostenminimales C C S, so das | Jgc jedes Element von U enthélt (,,iiberdeckt®). Dieses
Problem ist fiir die Theorie der Approximationsalgorithmen fundamental. Es wird uns als
Veranschaulichung fiir algorithmische Ideen regelméflig begegnen.

Moglicherweise die erste solcher Ideen, die man hat, ist eine Greedy-Strategie: Nehme
iterativ eine Menge S in die Uberdeckung auf, deren uniiberdeckte Elemente im Durchschnitt
am wenigsten kosten. Sei C' die Menge der bereits iiberdeckten Elemente, so definieren wir
die Kosteneffektivitit von S als ¢(S)/|S\ C|. Der Preis price(e) eines Elements e wird gesetzt
als die Kosteneffektivitdt der Menge, die e zum ersten Mal iiberdeckt.

Algorithmus 2 Greedy-Algorithmus fiir SET COVER
C=0,C:=0
while C # U do
Finde eine kosteneffektivste Menge S
Setze price(e) = % fiir alle e € S\ C
Nimm S in die Uberdeckung C auf und setze C' «— C'U S
end while

Gib C aus

Sei eq, ..., e, eine Numerierung der Elemente in der Reihenfolge, wie sie vom Greedy-Al-
gorithmus 2 iiberdeckt werden.

Lemma 2.2 Fir jedes k € {1,...,n} gilt price(ex) < OPT/(n — k+1).

Beweis. Die (noch nicht in C aufgenommenen) Mengen einer optimale Uberdeckung kénnen
in jeder Iteration die Elemente in C := U \ C zu Kosten hochstens OPT iiberdecken. Eine
dieser Mengen muss daher eine Kosteneffektivitit von hochstens OPT /C haben. Am Anfang
der Iteration, in der ej iiberdeckt wurde, enthielt C mindestens n — k + 1 Elemente. Weil ey,
von der in dieser Iteration kosteneffektivsten Menge iiberdeckt wurde, folgt

OPT< OPT
C " n—k+1°

price(ex) <



Satz 2.3 Der Greedy-Algorithmus ist ein H,-Approzimationsalgorithmus fiir SET COVER,
wobez’anl—i-%—i----—F%.

Beweis. Die Kosten ¢(S) jeder Menge S € C verteilen sich gleichméBig auf die von S zum
ersten Mal iiberdeckten Elemente. Die Kosten der Uberdeckung C sind also > _, price(ey).
Das ist nach Lemma 2.2 hochstens H,, - OPT. ]

H,, heifit die n-te harmonische Zahl; es gilt In(n + 1) < H,, < 1+ lnn, d.h. H,, wichst
wie der natiirliche Logarithmus.

Beispiel. Hier ist ein tight ezample fiir den Greedy-Algorithmus:

1/n 1/(n—1) 1

Greedy nimmt (von links nach rechts) die n einelementigen Mengen, denn in jeder Iteration
ist eine dieser Mengen am kosteneffektivsten. Die Kosten der Greedy-Uberdeckung sind daher
% + ﬁ + .-+ 1= H,, wihrend OPT = 1+ ¢. Man kénnte nun meinen, dass sich eine so
kiinstliche Panne durch ein geschickteres Verfahren vermeiden liele. Alon, Moshkovitz und
Safra [1] haben aber bewiesen, dass interessanterweise der naive Greedy-Ansatz das beste ist,

was wir fiir SET COVER tun kénnen.

Satz 2.4 FEs gibt eine Konstante ¢ so, dass SET COVER nicht besser als ¢-Inn approximiert
werden kann, es sei denn P = NP.

Wir kénnen dieses Resultat mit unseren Mitteln nicht beweisen. Viele Probleme begegnen
uns in der Gestalt eines (Spezialfalls des) SET COVER Problems mit der ,offensichtlichen®
O(log n)-Approximation, ndmlich dem Greedy-Algorithmus. Die spannende Frage ist, ob der
betrachtete Spezialfall eine bessere Approximation zuldsst. Zum Beispiel ist VERTEX COVER
ein spezielles SET COVER Problem. Greedy wihlt einen Knoten v grofiten Grades, 16scht v
und alle zu v inzidenten Kanten, und iteriert mit dem verbleibenden Graph.

Ubung. Gib einen Graph an, bei dem der Greedy-Algorithmus fiir VERTEX COVER nur
eine Uberdeckung mit Kosten ©(logn) - OPT findet.

Die Leser mogen sich vielleicht gefragt haben, wo die vorher angepriesene Benutzung einer
unteren Schranke fiir die Analyse des Greedy-Algorithmus versteckt war. Eine Formulierung
als lineares Programm wird uns demnéchst hierauf eine Antwort geben.

2.3 Konstante Approximation

NPO-Probleme, die einen konstanten Approximationsfaktor erlauben, haben wir schon ge-
sehen: METRISCHES TSP oder VERTEX COVER.



Definition 2.5 APX ist die Klasse der N'PO-Probleme, fiir die ein a-Approzimationsalgo-
rithmus mit konstantem « existiert.

Wir wissen bereits, dass APX C N'PO: Etwa aus Satz 2.1 kénnen wir folgern: Wenn TSP
€ APX, dann gilt P = N'P. Auch haben wir gerade gesehen, dass SET COVER ¢ APX.

BIN PACKING ist das Problem, n Gegensténde der Gréfen aq,...,a, € (0,1] in minimal
wenige Bins (Dosen) der Grofle 1 zu packen. First Fit ist ein einfacher 2-Approximationsal-
gorithmus: Anfangs ist kein Bin benutzt (,gedffnet”). Die Gegenstéinde werden in beliebiger
Reihenfolge in die bereits gedffneten Bins verteilt, jeweils in das erste passende. Passt der
jeweils betrachtete Gegenstand in kein offenes Bin, wird ein neues geoffnet.

Fiir eine von First Fit erzeugte Packung mit vpp Bins gilt, dass wenigstens vprp — 1 davon
halbvoll sind, d.h. Y ; a; > (vpr — 1)/2. Die Summe aller a; ist eine untere Schranke fiir
OPT, daher gilt vpp — 1 < 20PT < vpp < 20PT, weil vpp € N. Man kann tatsichlich
einen 3/2-Approximationsalgorithmus angeben und das ist auch schon bestmoglich.

Satz 2.6 Se: 11 ein Minimierungsproblem mit ganzzahligen Zielfunktionswerten und k € N
fest gewdhlt. Wenn es N'P-schwer ist zu entscheiden, ob OPT < k dann gibt es keinen a-Ap-
proximationsalgorithmus mit o < 1+ 1/k, es sei denn P = N'P.

Beweis. Sei A ein a-Approximationsalgorithmus fiir IT mit o < (k+1)/k = 1+ 1/k. Al-
gorithmus A berechnet in Polynomialzeit fiir Ja-Instanzen von II eine Losung mit Wert echt
kleiner als OPT - (k+1)/k <k-(k+1)/k = k+ 1 und damit tatséichlich mit Wert hochstens
k. Fiir Nein-Instanzen hat jede Losung offensichtlich einen Wert von wenigstens k + 1. Damit
entscheidet A das N'P-schwere Problem ob OPT < k in Polynomialzeit, ein Widerspruch zu
P+ NP. 0

Diesen ,,Standardtrick® (der manchmal in N'P-Vollstéindigkeitsbeweisen ,,unbeabsichtigt*
ein Nebenresultat liefert) auf BIN PACKING angewendet bedeutet, dass es keinen Approxima-
tionsalgorithmus mit Faktor echt kleiner als 3/2 geben kann: Das Problem mit 2 Bins enthélt
als Spezialfall das N'P-schwere Problem PARTITION. Dieses Argument basiert auf kleinen Op-
timalwerten (hier: Anzahl Bins) trotz unbeschrinkter Anzahl Gegensténde. Typischer wire
die Betrachtung von Optimalwerten, die mit n wachsen.

Der Algorithmus Best-Fit Decreasing packt die Gegenstdnde in der Reihenfolge nicht-
aufsteigender Grofie (die grofien Gegenstinde gelten als schwieriger zu packen). Auerdem
wird jeder Gegenstand in ein offenes Bin gepackt, bei dem der freie Platz am besten verbraucht
wird. Interessanterweise gilt fiir den Wert einer so gefundenen Packung vgpp < 11/90PT +
4 [25], d.h. der Algorithmus hat einen Approximationsfaktor 11/9 +4/OPT. Man sagt, der
asymptotische Approzimationsfaktor ist 11/9, und damit offensichtlich kleiner als 3/2.

Bemerkung. Nicht bei jedem Problem in APX lésst sich der Approximationsfaktor asym-
ptotisch verbessern. Eine KNOTENFARBUNG eines Graphen G = (V, E) (VERTEX COLORING,
GRAPH COLORING) ist die Zuweisung x : V' — N einer Farbe zu jedem Knoten so, dass kei-
ne zwei adjazenten Knoten dieselbe Farbe erhalten: V(u,v) € E : x(u) # x(v). Die Anzahl
der Farben ist zu minimieren (das Minimum nennt man die chromatische Zahl x(G)). Zu

10
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entscheiden, ob y < 3 ist N'P-vollstindig; nach Satz 2.6 ist daher ein Approximationsfaktor
besser als 4/3 nicht moglich.

Dies dndert sich auch fiir wachsendes OPT nicht. Wir konstruieren dazu einen Graphen Gy,
wie folgt. G wird k-mal kopiert. Zusétzlich wird eine Kante zwischen je zwei Knoten eingefiigt,
wenn sie in verschiedenen Kopien sind (jede Kopie muss daher mit einer eigenen Farbmenge
gefarbt werden); da fiir jede Kopie x(G) Farben benétigt werden ist x(Gg) > k- x(G).
Andererseits kann aus einer m-Farbung von G sofort eine km-Farbung von Gy, erzeugt werden.
Daher ist x(Gk) < k- x(G). Die benutzte Technik nennt man Inflation. Sie ,blést die 4/3-
Liicke zu einer 4k/3k-Liicke auf*: Eine approximative Férbung fiir G mit echt weniger als
4/3-x(Gy) Farben muss nach Schubfachprinzip auf einer Kopie weniger als 4/3 - x(G) Farben
benutzen. Wir kénnten damit x(G) < 3 in Polynomialzeit entscheiden. Dies macht einen
asymptotischen Approximationsfaktor besser als 4/3 unmdglich.

2.4 Polynomiale Approximationsschemata

In der Klasse APX geht es lediglich um die Existenz eines kontanten Approximationsfaktors;
nicht darum, dass dieser beliebig klein gewé#hlt werden kann. Diese Forderung ist stérker.

Definition 2.7 Fin polynomiales Approximationsschema (polynomial time approximation
scheme, PTAS) fiir Problem 11 ist eine Familie { A.} von Algorithmen fiir I1 so, dass fiir jedes
e >0 gilt: Az ist ein (1 + )-Approzimationsalgorithmus fir I1.

Fiir gegebenes (weil fest gewihltes) ¢ > 0 kann die Laufzeit von A, allerdings exponentiell
in € sein. In der folgenden Definition fordern wir mehr.

Definition 2.8 Eine Familie {A.} von Algorithmen fiir Problem I1 heifit voll polynomiales
Approximationsschema (fully polynomial time approximation scheme, FPTAS, FPAS) fiir II,
falls fiir jedes € > 0 gilt: A ist ein (1+ €)-Approximationsalgorithmus fir Il und die Laufzeit
von Ag ist polynomial auch in é

Weil mit verschwindendem e die Laufzeit von A. gegen unendlich geht, ergibt sich ein
Wert fiir €, ab dem vollstdndige Enumeration effizienter ist als ein Approximationsschema.
Nur wenige uns bekannte Probleme erlauben Approximationsschemata und man kann diesen
Teilklassen von N'PO (tatsichlich von APX) wiederum Namen geben (sinnigerweise PTAS
und FPTAS). Es gilt FPTAS C PTAS C APX. Die Inklusionen sind strikt, wenn nicht
P =NP,s. etwa [7].

y,otandardméafig” entwickelt man ein Approximationsschema so, dass man je nach ge-
forderter Approximationsgiite die auftretenden Zahlen einer Instanz herunterskaliert, somit
kontrolliert an Genauigkeit verliert, dafiir aber polynomiale Laufzeit fiir die skalierte Instanz
erhéilt und letztlich durch vollstdndige Enumeration 16st. Das FPTAS fiir KNAPSACK ist ein
Beispiel fiir diese Technik.

Asymptotische Polynomiale Approximationsschemata

Als Konsequenz von Satz 2.6 kann es fiir BIN PACKING kein PTAS geben. Tatséchlich kénnen
wir den Begriff des PTAS wie beim asymptotischen Approximationsfaktor abschwichen und
erhalten folgenden Satz.
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Satz 2.9 Fliir jedes 0 < ¢ < 1/2 gibt es einen Algorithmus A. mit Laufzeit polynomial in n,
der fiir BIN PACKING eine Ldsung mit hochstens (14 2¢)OPT + 1 Bins berechnet.

Die Familie {A.} von Algorithmen dieses Satzes bildet ein asymptotisches PTAS fiir BIN
PACKING, denn fiir jedes ¢ > 0 existiert ein NV > 0 und ein Algorithmus A der Familie mit
Approximationsfaktor 1+ ¢ fiir alle Instanzen mit OPT > N. Den Beweis von Satz 2.9 fiithren
wir in zwei Zwischenschritten (Lemma 2.10 und 2.11).

Lemma 2.10 Seien € > 0 und K € N fest. BIN PACKING mit hochstens K verschiedenen
Griofien der Gegenstinde und aq, ... ,a, > € lisst sich in Polynomialzeit optimal losen.

Beweis. Keine Bin kann mehr als [1/e]| Gegenstinde enthalten. Es gibt daher nicht mehr
als R := K1) verschiedene Méglichkeiten, eine Bin zu packen. Weiterhin werden nicht mehr
als n Bins geoffnet, es gibt daher hochstens

<n—|—R>_(n+R)!_(n—l—l)(n+2)-----(n+R)
R ) nal'R R!

e O(nf)

verschiedene zuléssige Packungen (es ist ("t’j _1) die Anzahl Moglichkeiten, n identische Bélle
in k£ Urnen zu verteilen). Weil R konstant ist, ist diese Anzahl polynomial. Man findet eine
optimale Packung durch vollstéindige Enumeration in Polynomialzeit. O

Lemma 2.11 Seie > 0 fest. Fiir BIN PACKING mit ay,...,a, > gibt es einen (1 +¢)-Ap-
proximationsalgorithmus.

Beweis. Sei I die gegebene Instanz. Sortiere die n Gegenstidnde nicht-absteigend und parti-
tioniere sie in K := [1/2] 4+ 1 Gruppen mit je hochstens @Q := [ne?| Gegenstiinden. Da uns
nur die Asymptotik interessiert, withlen wir n grof genug um £2Q > 1 sicher zu stellen. Mit
dieser Wahl koénnen alle n Gegensténde wie angegeben gepackt werden.

Wir vergrofiern jeden Gegenstand auf die Grofie des grofiten in der jeweiligen Gruppe
(,aufrunden*). Diese aufgerundete Instanz nennen wir J und sie hat hochstens K verschiedene
Groflen der Gegenstédnde. Eine optimale Packung fiir J findet man mit Lemma 2.10. Diese
Packung ist offensichtlich zuléssig fiir die Originalgréfen der Instanz I.

Zur Abschitzung der Kosten von J erzeugen wir eine weitere Instanz J', indem jeder
Gegenstand auf die Grofle des kleinsten Gegenstandes in seiner jeweiligen Gruppe verkleinert
wird. Hier erhalten wir als untere Schranke OPT(J') < OPT(I). Die entscheidende Beob-
achtung ist, dass aus jeder Packung fiir J’ eine Packung fiir alle Gegensténde in J aufier den
hochstens Q Stiick in der grofiten Gruppe konstruiert werden kann. Daher gilt

OPT(J) < OPT(J)+Q < OPT()+Q < (1+¢&)OPT(I)

Die letzte Ungleichung ergibt sich folgermafien. Wegen a; > e, 1 =1,...,n gilt ne < OPT(I),
also Q = [ne?| < eOPT(I). Insgesamt ist J also (1 + ¢)-approximative Packung. O

Beweis von Satz 2.9. Bezeichne mit I’ die Instanz, die aus I durch Wegnehmen der Ge-
genstinde mit a; < € entsteht. Mit Lemma 2.11 finden wir eine Packung fiir I’ mit héchstens
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Abbildung 2.1: Zum Beweis von Lemma 2.11. Die Gegensténde in den Gruppen [J dominieren
grofenméfig die Gegenstinde in den Gruppen 0. Sollte die letzte Gruppe weniger als @
Gegensténde enthalten, so sind dennoch alle bis auf die grofiten @ Stiick in J durch die
Gegensténde in J (bis auf die kleinsten @ Stiick) dominiert.

(1+¢e)OPT(I') Bins. Die verbleibenden Gegenstéinde mit a; < £ packen mit mit First Fit in
die bereits gedffneten Bins, ggf. miissen hierbei neue Bins gedffnet werden. Falls nicht, benutzt
die erhaltene Packung (1 +¢)OPT(I') < (14 ¢)OPT(I) Bins.

Sei andernfalls M die Anzahl insgesamt gedffneter Bins. Weil wir mit First Fit weitere
Bins geoffnet haben, sind alle Bins aufler der letzten wenigstens zu 1 — ¢ gefiillt. Die Summe
der GroBen in [ ist eine untere Schranke fiir OPT(I), daher gilt

(M-1)(1—¢) < OPT(I)

—€
< (142)0PT(I)+1
wobei in die letzte Ungleichung die Voraussetzung ¢ < 1/2 eingeht. O

Algorithmus 3 A, fiir BIN PACKING nach Satz 2.9
Entferne alle Gegenstéande kleiner als
Erzeuge durch Aufrunden konstante Anzahl verschiedener Gréfien (Lemma 2.10)
Bestimme fiir die gerundete Instanz eine (1 + ¢)-approximative Packung (Lemma 2.11)
Frzeuge aus dieser Packung eine Packung fiir die nicht gerundete Instanz
Packe alle Gegensténde kleiner als ¢ mit First Fit

Pseudopolynomialitéit

last edit:

Fiir KNAPSACK gibt es einen O(nP)-Algorithmus, wobei P eine obere Schranke fiir den op- 31.10.06

timalen Profit ist. Der Aufwand ist daher abhingig von der Grofle der auftretenden Zahlen,
die nicht polynomial in der Anzahl der Gegenstinde beschrinkt sein miissen. Fin anderes
typisches ,,Zahlenproblem® ist PARTITION. Bezeichne |I| die grofite in einer Instanz I auf-
tretende Zahl. Wir definieren eine Abschwéchung eines effizienten Algorithmus.
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Definition 2.12 Wir nennen einen Algorithmus pseudo-polynomial, wenn seine Laufzeit-
funktion beschrinkt ist durch ein Polynom in der Eingabegrifie |I| der Instanz und |I|s.

Dies ist gleichbedeutend damit, dass ein pseudo-polynomialer Algorithmus noch poly-
nomial in der wundren (statt bindren) Codierung einer Instanz sein darf. Beachte, dass die
Laufzeit exponentiell in log |I|s (der Lénge der bindren Codierung von |I|) ist, und somit
die Existenz eines pseudo-polynomialen Algorithmus nicht P = NP impliziert.

Satz 2.13 Seip ein Polynom und IT ein N'P-schweres Minimierungsproblem so, dass v(I,y)
ganzzahlig fir jedes I € 11 und y € Lsg(I) und OPT(I1,I) < p(|I|s). Falls IT ein FPTAS
besitzt, dann existiert ein pseudo-polynomialer Algorithmus fir I1.

Beweis. Seiein FPTAS fiir IT mit Laufzeit ¢(|I|, 1/¢) auf Instanz I mit Fehler € > 0 gegeben,
wobei ¢ ein Polynom sei. Setze ¢ = 1/p(|I|) fiir Instanz I. Eine Losung des FPTAS hat einen
Wert kleiner als

(1+e)OPT(I) < OPT(I) + ep(|I|os) = OPT(I) + 1 .

Weil nur ganzzahlige Zielfunktionswerte auftreten, muss das FPTAS mit dem so definierten
e eine Optimallésung ausgeben. Die Laufzeit ist ¢(|I|,p(|I|~)), also polynomial in p(|I|s).
Dies ist ein pseudo-polynomialer Algorithmus fiir IT. O

Definition 2.14 Wir nennen ein N'P-schweres Problem II streng oder stark N'P-schwer
oder N'P-schwer im strengen Sinne, wenn jedes Problem in NP so auf II reduziert werden
kann, dass alle bei der Reduktion auftretenden Zahlen polynomial beschrdankt bleiben.

Eine alternative Art, dies auszudriicken ist: Bezeichne mit II,,,;, genau die Instanzen eines
NP-schweren Optimierungsproblems II, bei denen |I|,, polynomial in || beschrinkt ist.
Wenn II,,0;,, N'P-schwer ist, dann ist IT streng N'P-schwer. Intuitiv sind fiir ein streng N'P-
schweres Problem also sogar die Instanzen mit kleinen Zahlen schwer. Das gilt fiir die meisten
Probleme, die uns begegnen. Insbesondere sind alle die N'P-schweren Probleme sogar streng
NP-schwer, die gar keine Zahlen in der Eingabe haben (wie HAMILTON PATH) oder bei
denen die sinnvollen auftretenden Zahlen im Input natiirlicherweise klein sind (z.B. ist £k < n
in k-CLIQUE).

Wenn nicht P = NP, kann es fiir streng NP-schwere Probleme keinen pseudo-polynomialen
Algorithmus geben. Daher folgt aus Satz 2.13:

Korollar 2.15 Sei II ein Problem mit den Voraussetzungen des Satz 2.13. Falls 11 streng
NP-schwer ist, dann besitzt 11 kein FPTAS, es sei denn P = N'P.

Die nicht starken A/P-schweren Probleme nennen wir schwach NP-schwer. Beispiele sind
die oben genannten KNAPSACK und PARTITION. In Kapitel 10 werden wir die Klasse der
Probleme kennen lernen, die kein PTAS besitzen. Auch fiir die neu definierten Komplexitéts-
klassen, am interessantesten wohl APX, werden wir spiter Vollstandigkeit definieren.
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2.5 Absolute Approximation

Definition 2.16 Der absolute Fehler einer Lisung y € Lsg(I) einer Instanz I eines Opti-
mierungsproblems 11 ist definiert als |OPT — v(1,y)|.

Satz 2.17 Wenn nicht P = NP, gibt es keinen polynomialen Algorithmus fiir KNAPSACK
mit absolutem Fehler.

Beweis. Sei X eine Menge von n Elementen mit Profiten pq,...,p, und Groflen aq,...,ay,
und sei b die RucksackgroBe. Wir nehmen an, das Problem erlaubt einen absoluten Fehler
k. Wir modifizieren die Instanz, indem alle Profite mit £ + 1 multipliziert werden, was die
Menge der zuléssigen Losungen nicht édndert. Der Wert jeder Losung der neuen Instanz ist
nun ein Vielfaches von k£ + 1, und die einzige Losung mit absolutem Fehler hochstens k ist die
Optimallosung. Ein polynomialer Algorithmus mit absolutem Fehler k 16st also das originale
KNAPSACKPROBLEM in Polynomialzeit optimal, ein Widerspruch. U

Das beste, was wir an Approximationsgiite erwarten konnen ist ein absoluter Fehler von 1
(Hochbaum nennt dies ,,wonderful“ [22]). Zwei Probleme mit dieser wunderbaren Giite folgen.

Knotenfirbung planarer Graphen VERTEX COLORING ist NP-schwer selbst fiir plana-
re Graphen. Der (nicht nur wegen seines Computerbeweises Aufsehen eregende) Vier-Farben-
Satz besagt andererseits, dass jeder planare Graph in Polynomialzeit vierfarbbar ist.

Algorithmus 4 Knotenfirbung eines planaren Graphen G mit hochstens einer Extrafarbe
Falls G bipartit, berechne eine 2-Firbung
Ansonsten gib eine 4-Féarbung aus.

Satz 2.18 Algorithmus 4 hat einen absoluten Fehler von hédchstens 1.

Beweis. Offensichtlich, da OPT < 4. U

Kantenfiarbung einfacher Graphen (EpDGE COLORING) Ein einfacher Graph mit Maxi-
malgrad A kann nicht mit weniger als A Farben kantengefirbt werden. Der Satz von Vizing
sagt andererseits, dass A+ 1 Farben ausreichen [35]. Der Beweis fiihrt auf einen polynomialen
Algorithmus, also ebenfalls einen Approximationsalgorithmus mit ,,wunderbarer* Giite.

Am Ende dieses Kapitels ist uns klar, dass die Untersuchung der Approximierbarkeit
wesentlich feinere Aussagen iiber die Schwierigkeit eines Problems zulisst als die einfach
Aussage der N'P-Vollstindigkeit. Die genaue Abgrenzung der Approximierbarkeit nach oben
wie nach unten wird uns weiter beschéftigen.
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Kapitel 3

last edit:

LP-Basierte Methoden 31.10.06

Die lineare Programmierung ist aus den Approximationsalgorithmen nicht mehr wegzudenken.
Das schreckt eher theoretisch interessierte Studierende moglicherweise ab, aber zu Unrecht!
Neben der Losung linearer Programme als ausdriicklichem Bestandteil eines Approximations-
algorithmus, wird die zugrundeliegende Theorie als Werkzeug in der Analyse benutzt.

3.1 Lineare Programme, Dualitidt, Optimalitat

Unter einem linearen Programm (LP) verstehen wir die Aufgabe,
zpp = min{c’x | Ax > b, x > 0}

zu bestimmen. Wir nennen dies zur Verdeutlichung auch das primale lineare Programm. s
ist bekannt, dass sich Maximierungsprobleme, andere Restriktionen oder nicht vorzeichenbe-
schréankte Variablen auf diese Form zuriickfiihren lassen. Das hierzu duale lineare Programm
ist

zpp =max{y’b|ylA<cl, y>0} .
Zur Wiederholung (und Abgrenzung der linearen Programmierung als ,,gut charakterisiertem
und daher effizient losbarem Problem) hier die zentralen Resultate in Kurzform:

Satz 3.1 (Schwache Dualitét) FEs gilt zpp < zpp.

Satz 3.2 (Starke Dualitéit) Es gilt zpp = zpp genau dann, wenn das primale und das
duale Programm zulissige Losungen besitzen.

Satz 3.3 (Satz vom Komplementiren Schlupf)
FEin Paar primal bzw. dual zulissiger Losungen x € R™ und y € R™ ist optimal <=
Primale Bedingungen: Fir j =1,...,n gilt: xj =0 oder Y ;" | aijy; = ¢;j.

Duale Bedingungen: Firi=1,...,m qilt: y; =0 oder Z?Zl a;;x; = b;.

Beweis. Nach schwacher Dualitiit gilt y/b < yTAx < ¢’x; ist x,y ein otimales Paar, so
gilt sogar Gleichheit. Umformung ergibt

yl(b—Ax) =0 und (yrA-chx=0 . (3.1)
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Der Beweis der Hinldnglichkeit folgt aus der komponentenweise zu lesenden Aussage, dass
ein Produkt genau dann verschwindet, wenn einer seiner Faktoren verschwindet. Umgekehrt
folgt aus (3.1), dass y'b = c’'x. O

Lineare Programme lassen sich mit der FEllipsoid-Methode in polynomialer Zeit 16sen.
Auf diesem Verfahren basiert das tiefe und folgenreiche Resultat der sogenannten A quivalenz
zwischen Separierung und Optimierung [18]. Es besagt, dass man auch solche linearen Pro-
gramme in Polynomialzeit 16sen kann, die eine exponentielle Anzahl von Restriktionen haben,
ohne sie alle ,hinschreiben® zu miissen. Man muss hierfiir einen polynomialen Algorithmus
(manchmal: ,,Orakel*) angeben, der zu einer gegebenen Losung entscheidet, ob sie zuliissig
ist, und wenn nicht, eine verletzte Restriktion ausgibt (,Separierung®). Diese wird dem LP
hinzugefiigt und iteriert. Weil die Ellipsoid-Methode kein , kombinatorischer Algorithmus* ist
und man bei der Grofie der auftretenden Zahlen in den Eingabedaten aufpassen muss, mochte
man diese Argumente gerne nur spérlich einsetzen.

Eine Basislosung eines linearen Programms ist insbesondere eine solche zulédssige Losung
X, die sich nicht als nicht-triviale Konvexkombination zweier zuldssiger Losungen darstellen
lasst: x # Ax; + (1 — A\)x2, A > 0 fiir alle zuléssigen x, X2 # X.

Untere Schranken aus der LP-Relaxation

Wir werden Optimierungsprobleme als ganzzahlige Programme
OPT =min{c'x | Ax > b, x € Z''}

beschreiben. Lassen wir von einer Problembeschreibung einige Restriktionen weg oder weichen
sie teilweise auf, dann sprechen wir von einer Relazation. Da sich die Losungsmenge hichstens
vergrofert, wird der optimale Zielfunktionswert hochstens kleiner; wir erhalten so eine untere
Schranke LB fiir OPT. In der Hauptsache wird uns die LP-Relaxation eines ganzzahligen
Programms interessieren, bei der schlicht x € Z' durch x > 0 ersetzt wird. Nach dem
schwachen Dualititssatz ist auch der (insbesondere optimale) Zielfunktionswert des dualen
Programms eine untere Schranke fiir OPT.

Definition 3.4 Sei Il ein Minimierungsproblem formuliert als ganzzahliges Programm mit
optimalem Zielfunktionswert OPT und Wert der LP-Relaxation LB. Die Ganzzahligkeitsliicke
(engl. integrality gap) der LP-Relaxation ist definiert als

OPT(I)

sup ———— .
Ieg LB(I)

Dies ist ein Maf fiir die Giite der LP-Relaxation, je ndher an 1 desto besser. Eine wichtige
Bermerkung: Benutzt man (wie es hiufig geschieht) als untere Schranke in der Analyse den
Wert einer zuldssigen dualen Losung oder den einer fraktionalen primalen Lésung, so kann
man keinen Approximationsfaktor besser als die Ganzzahligkeitsliicke erhalten. Das bedeutet
auch, dass man sich bei der Formulierung eines Problems als ganzzahliges Programm ,,Miihe
geben® sollte, eine moglichst gute LP-Relaxation zu erhalten. Natiirlich ist auch das eine
Sache der Erfahrung. Erneut stellt sich uns eine Frage nach einer unteren Schranke: Wie grof3
ist die Ganzzahligkeitsliicke mindestens (oder auch: hochstens)?
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3.2 Runden der fraktionalen Losung

Moglicherweise die erste Idee, aus einer fraktionalen eine ganzzahlige Losung zu erhalten ist,
fraktionale Variablenwerte aufzurunden. Ist der kleinste aufgerundete Wert nach unten durch
eine Konstante 1/f beschrinkt, steigen die Kosten der Losung héchstens um einen Faktor f.
Dies ergibt einen f-Approximationsalgorithmus, wenn die gerundete Losung zuldssig fiir das
ganzzahlige Programm ist.

Fiir eine Formulierung des gewichteten SET COVER Problems als ganzzahliges Programm
fithren wir fiir jede Menge S € S eine binére Variable zg € {0,1} ein mit g = 1 genau dann,
wenn S in die Uberdeckung aufgenommen wird.

OPT = min Z c(S)zs

sSes

Y ag=1  eeU (3.2)
SeS:eesS
1‘36{0,1} Ses ,

In der LP-Relaxation diirfen die Variablen kontinuierliche Werte annehmen; die obere Schran-
ke xg < 1 miissen wir nicht explizit fordern, weil wir minimieren und ¢(S) > 0:

LB = min Z c(S)zs

SeS

Z xg>1 ecU (3.3)
SeS:eesS
zg >0 Ses .

Fiir eine Menge C C S schreiben wir wie iiblich ¢(C) = Y g.¢ ¢(S5).

3.2.1 Deterministisch

Definition 3.5 Die Frequenz f eines Mengensystems S C 2V ist die grofite Anzahl von
Mengen, in denen ein Element e € U enthalten ist, also f = maxecpy [{S € S |e € S}|.

Algorithmus 5 LP-Runden fiir SET COVER
C:=10
Bestimme eine optimale Losung x der LP-Relaxation (3.3)
Nimm alle Mengen S in C auf mit zg > 1/f

Satz 3.6 LP-Runden ist ein f-Approximationsalgorithmus fiir SET COVER.

Beweis. Jedes Element e € U taucht in hochstens f Mengen auf; eine dieser Mengen muss
daher in der LP-Relaxation mindestens mit Wert 1/f gewihlt werden. Daher ist e durch C
iiberdeckt, C ist also eine Uberdeckung. Durch Aufrunden wird der Wert einer Variablen zg,
S € C, hochstens um den Faktor f erhoht, entsprechend sind die Kosten von C héchstens um
einen Faktor f grofler als LB; es gilt ¢(C) < f- LB < f- OPT. O
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Ubung. Fiir das VERTEX COVER Problem gilt f = 2, daher ist LP-Runden hierfiir ein
2-Approximationsalgorithmus.

Beispiel. Die Analyse des LP-Rundens ist scharf: Interpretiere dazu eine Instanz des SET
COVER Problems als Hypergraph H, dessen Knoten aus dem Mengensystem S bestehen, und
dessen Hyperkanten das Universum U der Elemente darstellen. Eine Menge S € S enthélt
ein Element e € U genau dann, wenn e und S in H inzidieren. (Dieses Problem ist VERTEX
COVER fiir Hypergraphen.)

Gegeben sei nun folgende Instanz. Seien Vi,...,V; f disjunkte Mengen mit |Vi| = n,
i=1,..., f. Der Hypergraph bekommt als Knotenmenge Vi U--- U V; und n/ Hyperkanten,
die definiert sind als alle f-Tupel, die in der i-ten Komponente ein Element aus V; haben,
1 =1,..., f. Jeder Knoten kostet 1. Interpretiert als SET COVER Instanz, nimmt man jede
Menge mit einem Wert von 1/f zu Gesamtkosten von n in die fraktionale Uberdeckung auf,
weil jede Kante zu genau f Knoten inzident ist. LP-Runden gibt daher alle n - f Mengen als
approximative Losung aus, wohingegen die Uberdeckung bestehend aus etwa V; liefert, dass
OPT = n.

Die Funktionsweise dieses Beispiels verdeutlichen wir fir f = 3 und n = 2. Bild (a)
zeigt die drei Mengen Vi, Vs, V3 mit je zwei Knoten; die 22 = 8 Hyperkanten sind in (b)
schematisiert. Jedes Element (jede Hyperkante) ist in f = 3 Mengen (wird von drei Knoten
iiberdeckt). Eine optimale fraktionale Uberdeckung enthilt jede der nf = 6 Mengen (jeden
Knoten) mit Wert 1/f = 1/3, daher ist LB = nf = 6, wobei bereits V; alle Kanten iiberdeckt:
OPT = |V4| =2. Esist OPT/LB = f = 3.

\/VV

Abbildung 3.1: Tight example fiir LP-Runden fiir Set Cover

3.2.2 Randomisiert

Es ist naheliegend, den fraktionalen Variablenwert xg € [0, 1] als Wahrscheinlichkeit zu inter-
pretieren, mit der die Menge S in die Uberdeckung aufgenommen wird.

Definition 3.7 FEin randomisierter a-Approximationsalgorithmus A fir ein Minimierungs-
problem 11 berechnet zu jeder Instanz I € 11 in Zeit polynomial in |I| eine zuldssige Liosung

y € Lsg(I) so, dass Pr[v(I,y) < a- OPT(I)] > 1/2

Die in dieser Definition aufgeweichte Garantie der Giite ist nur eine Variante, einen ran-
domisierten Approximationsalgorithmus zu definieren. Man kénnte genauso die Zul#ssigkeit
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einer Losung nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit fordern oder auch die polynomiale
Laufzeit nur im Erwartungswert verlangen. Tatséchlich gibt es Beispiele aus der Literatur,
bei denen dies geschieht. Auch der nun folgende Algorithmus konstruiert zulissige Losungen
nicht mit Sicherheit.

Randomisiertes Runden ist eine Variante des LP-Rundens, bei der wir mit hoher Wahr-
scheinlichkeit eine Uberdeckung erhalten. Sei xg =: pg, S € S, eine optimale fraktionale
Losung des SET COVER Problems (,,fraktionales Cover*) mit Zielfunktionswert LB.

Algorithmus 6 Randomisiertes Runden fiir SET COVER
C=10
Wiederhole O(logn) mal:
for S € S do
Nimm die Menge S mit Wahrscheinlichkeit pg in C auf
end for

Satz 3.8 Randomisiertes Runden ist ein randomisierter O(logn)-Approximationsalgorith-
mus fiir SET COVER.

Beweis. Wir wihlen S € S mit Wahrscheinlichkeit pg aus. Sei C’' die entstandene Menge.
Deren erwartete Kosten sind

E[c¢(C)] = Z Pr[Sel] cs= Zps -cs=LB . (3.4)
Ses Ses

Wir zeigen jetzt, dass jedes Element a € U mit konstanter Wahrscheinlichkeit von C’ iiberdeckt
wird. Das Element a sei in k& Mengen aus S enthalten, deren Wahrscheinlichkeiten wir mit
P1,. .., Pk bezeichnen. Zunéchst ist p; + -+ + pr > 1, denn «a ist (fraktional) iiberdeckt. Eine
untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, dass a durch C’ iiberdeckt wird, erhalten wir,
wenn wir p; = 1/k setzen (kleiner darf die Summe der p; nicht sein, und wiére ein p; > 1/k,
stiege die Wahrscheinlichkeit, dass a iiberdeckt wird). Daher bekommen wir

1\* 1
Pr[a ist durch € iiberdeckt] >1—(1——) >1—— . (3.5)
k e

Um eine Uberdeckung aller Elemente a € U zu erhalten, wiederholen wir das Runden clogn
mal und geben die Vereinigung C aller C’ aus. Die Konstante c sei hier so gewéhlt, dass

1 clogn 1 1
i - < =
<e> nc = 4n
Die Gegenwahrscheinlichkeit des Ereignisses in (3.5), clogn mal wiederholt, ist damit

clogn
1
Pr(a ist nicht durch C iiberdeckt] < <E> < e

Uber alle a € U aufsummiert ergibt sich

Pr|[C ist keine Uberdeckung von U] < n - mo1 (3.6)

Um die Wahrscheinlichkeit abzuschétzen, dass C ,,zu teuer” ist benutzen wir
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Lemma 3.9 (Markov-Ungleichung)
Sei X eine nicht-negative Zufallsvariable. Firt > 0 gilt Pr[X > t] < E[X]/t.

Wegen (3.4) gilt E[c(C)] < LB - clogn. Mit t = LB - 4c - logn in der Markov-Ungleichung
erhalten wir

Pr[c(C) > LB - 4c-logn] < (3.7)

| =

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Vereinigung der (nicht erwiinschten) Ereignisse in (3.6) und
(3.7) eintritt, ist demnach nicht groBer als 1/2, oder anders:

Pr[C ist eine Uberdeckung von U mit ¢(C) < LB - 4c - logn] >

| =

Trifft eine der beiden (in polynomialer Zeit iiberpriifbaren!) Bedingungen nicht zu, wiederho-
len wir den Algorithmus. Die erwartete Anzahl der Durchlédufe ist h6chstens 2. O

3.3 Dual Fitting

,» Was nicht passt, wird passend gemacht®, so konnte man das Motto des Dual fitting be-
schreiben. Man konstruiert hierbei eine ganzzahlige primal zuldssige Losung x und eine duale
,Losung* y, deren Wert y7b nicht kleiner ist als ¢x. Wir sagen auch, die duale Losung
,bezahlt® fiir die primale Losung. Im Allgemeinen ist y nicht dual zulissig (wie sonst kénnte
sein Wert iiber dem der primalen Losung liegen?). Die Technik ist nun, y mittels Division
durch einen geeigneten Faktor « in eine dual zuldssige (fraktionale) Losung y zu iiberfiihren,
aus der wir den Wert einer unteren Schranke fiir OPT gewinnen. Man kann auch sagen, wir
suchen nach einem y, dass jede duale Restriktion hdchstens um einen Faktor « verletzt.

Auf dem Zahlenstrahl stellen sich die fiir uns im Zusammenhang mit linearen Programmen
interessanten Zielfunktionswerte und Schranken (beachte: LB = zpp = zpp) wie folgt dar:

Division durch «

y'b c’x 7v'b
| | | | | |
[ | [ | | o
0 LB OPT
dual primal dual
zuldssig zuléssig unzulissig
(fraktional) (ganzzahlig)

Abbildung 3.2: Vergleich von Schranken und Zielfunktionswerten auf dem Zahlenstrahl

Der Approximationsfaktor « basiert auf der Beobachtung, dass

c’'x < b = a-y'b < a-LB < «-OPT .

Man wiirde meinen, dass eine zulédssige Losung des dualen Problems fiir eine Schranke schlech-
ter brauchbar sei als eine optimale Losung der primalen LP-Relaxation. Tatséchlich beruhen
viele Algorithmen auf einer unteren Schranke aus dem dualen LP, denn sie ist leichter zu be-
kommen, wenn wir im Approximationsalgorithmus keine linearen Programme lésen mochten.
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Wir nehmen uns als Anschauung wieder das SET COVER Problem vor und analysieren noch
einmal den Greedy-Algorithmus 2 aus dem vorigen Kapitel. Das zu (3.3) duale lineare Pro-
gramm ist

LB = max Zye

ecU

S owe<es)  Ses (3.8)
ecU:ecS
Ye >0 eclU .

In manchen Féllen macht es Sinn, das duale Programm auch als Problem zu interpretieren. In
diesem Fall tun wir dies, um gewisse Sprechweisen einzufiithren. Man kann sich hier vorstellen,
dass jede Menge S € S mit dem Wert der nicht-negativen y-Variablen , bepackt® wird, jedoch
jeweils nicht mehr (,,voller®) als ¢(S5).

Definition 3.10 Eine Menge S € 8 mit Y cir.ocs Ye = ¢(S) heifit voll. S heifit iiberpackt,
WeNn Y cprees Ye > ¢(S).

Der Greedy-Algorithmus fiir SET COVER definiert Preise price(e) fiir jedes Element e € U.
Wir interpretieren die Preise als eine duale Losung y, die fiir die Uberdeckung C ,,bezahlt®,
denn ¢(C) = >_p_, price(er) (s. Beweis von Satz 2.3).

Die untere Schranke in der Analyse des Greedy-Algorithmus basiert auf dem folgenden

Lemma 3.11 Der Vektor 'y definiert durch

price(e)
Ye = ’
H,

ecU (3.9)
ist eine zulissige Lisung fiir (3.8).

Beweis. Es muss gezeigt werden, dass keine Menge durch y iiberpackt wird. Sei S € S
eine k-elementige Menge, deren Elemente in der Reihenfolge numeriert seien, in der sie vom
Greedy-Algorithmus iiberdeckt werden: eq, ..., eg.

Am Anfang der Iteration, in der ¢; iiberdeckt wird, enthélt S mindestens k — i+ 1 uniiber-
deckte Elemente. Zu diesem Zeitpunkt kann S das Element e; mit durchschnittlichen Kosten
c(S)/(k —i+ 1) iiberdecken. Weil e; von der in dieser Iteration kosteneffektivsten Menge
iiberdeckt wurde, gilt price(e;) < ¢(S)/(k — i+ 1) und damit nach (3.9)

1 c(S)
Yoo S 77 77— -
H, k—-i+1
Summation {iber alle Elemente in S gibt (wegen Hy, < H,,)

k
S < G (Gt D) S A9 <) (3.10)
=1

- H, ko k-1 1 H, -
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Satz 3.12 Die Approzimationsgarantie des Greedy-Algorithmus 2 fiir SET COVER ist H,,.
Beweis. Die Kosten der Greedy-Uberdeckung sind nach (3.9)

c(C) = Zprice(e) =H, - Zye < H, - OPT .

ecU ecU

Die Ungleichung folgt daraus, dass y eine dual zulédssige Losung ist, fiir deren Zielfunktions-
wert Y iy ye < LB < OPT gilt. O

Bemerkung. Offenbar wiirde (3.10) nicht allgemein gelten, wenn wir in (3.9) durch einen
Faktor kleiner als H,, teilten. Wir lesen aus der Analyse heraus, dass der Greedy-Algorithmus
tatséchlich ein Hg-Approximationsalgorithmus ist, wobei k die Méchtigkeit der grofiten in S
vorkommenden Menge ist.

Bemerkung. Auf dem Zahlenstrahl in Abbildung 3.2 sind zwei Werte nicht verzeichnet:
Der einer dual zuléssigen ganzzahligen Losung, und der einer primal zuldssigen fraktiona-
len Losung. Mit letzterer kénnen wir nichts anfangen, weil ihr Wert moglicherweise grofier
ist als OPT'. Eine ganzzahlige dual zuléssige Losung hingegen liegt sogar noch ,links vom*“
Wert einer fraktionalen dual zuldssigen Losung y. Viele kombinatorischen Minimierungspro-
bleme (wie VERTEX COVER) haben ein kombinatorisches duales Maximierungsproblem (wie
MATCHING). In diesem Fall erhélt man aus kombinatorischen Algorithmen natiirlicherweise
eine ganzzahlige dual zuldssige Losung. Wir sehen hier, dass die Schranke aus einer fraktio-
nalen dual zulissigen Losung im Allgemeinen aber besser sein kann. Dariiberhinaus haben
wir eine sehr viel groflere Flexibilitdt, eine solche fraktionale Losung anzugeben, weil wir die
Restriktionen des dualen kombinatorischen Problems ,nur fraktional® einhalten miissen.

Uberdeckung eines orthogonalen Polygons mit achsenparallelen Rechtecken

Als potentielle (?) Anwendung des Dual Fitting wollen wir ein orthogonales Polygon P in
der Ebene (d.h. dessen Kanten parallel zu den Achsen verlaufen) mit minimaler Anzahl 6
achsenparalleler Rechtecke iiberdecken. Abbildung 3.3 legt (filschlicherweise) nahe, dass eine
solche Uberdeckung immer ,,offensichtlich“ zu finden sei. Vom Standpunkt der Komplexitéit

1| O

O @)

O

Abbildung 3.3: Uberdeckung eines Polygons mit (hier: sieben) Rechtecken. Die Kreise spiegeln
eine stabile Menge von Pixeln wider.
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Abbildung 3.4: Ausschnitt aus einem Fax; die (polygonalen) Buchstaben sind mit einer mini-
malen Anzahl Rechtecken iiberdeckt

hat das (inzwischen als N'P-schwer bekannte) Problem eine interessante Geschichte; Erdés
stellte die bisher nicht geloste Frage, ob es einen Approximationsalgorithmus mit konstantem
Faktor gibt.

Das auf den ersten Blick geometrische Problem ist tatséchlich ein kombinatorisches, wenn
wir 0.B.d.A. annehmen, dass die Rechtecke inklusionsmaximal (d.h. in Lénge und Breite
maximal ausgedehnt) sind. Bezeichne R die Menge dieser Rechtecke. Verldngert man alle
Kanten von P maximal wie in Abbildung 3.3 gestrichelt angedeutet, so erhélt man diskrete
Bereiche im Inneren von P, die iiberdeckt werden miissen, sogenannte kombinatorische Pizel.
Wir diirfen P daher mit einer Menge von Pixeln identifizieren. Es ist |P| € O(n?), wenn n die
Anzahl der Kanten bezeichnet. Damit prézisiert sich die Aufgabe dazu, eine minimale Anzahl
maximaler Rechtecke zu finden, deren Vereinigung genau P ergibt.

Bisherige Approximationsalgorithmen benutzten als untere Schranke die Kardinalitét ei-
ner stabilen Menge. Dies lehnt sich nicht zufillig an die Terminologie der Graphentheorie an:
Man interpretiert die Pixel als Knotenmenge V' eines Graphen G = (V, E) mit (u,v) € E
genau dann, wenn v und v in einem gemeinsamen Rechteck liegen (,u und v sehen sich®).
Jedes Rechteck repriisentiert dann eine Clique in G, eine Uberdeckung mit Rechtecken ist
ein Clique Cover in G. Zur Bestimmung einer unteren Schranke fiir # sucht man in G eine
moglichst groBe stabile Menge, d.h. eine Teilmenge der Knoten/Pixel, die paarweise nicht
adjazent sind. Sei o die Kardinalitéit einer grofiten stabilen Menge; in Abbildung 3.3 findet
man eine solche mit o = 7 = 6. Die eingezeichnete Uberdeckung ist somit optimal.

Fin ganzzahliges Programm fiir dieses spezielle SET COVER Problem ist offensichtlich. Fiir
jedes Rechteck r € R entscheidet eine Binirvariable z, dariiber, ob wir r in die Uberdeckung
aufnehmen. Jeder Pixel p € P muss dabei iiberdeckt sein.

H:mianr

reR

Z z. > 1 pEeP
reR:rop

z. € {0,1} reR
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Abbildung 3.5: Ein Polygon mit 7=«a # 6 =8

Das hierzu duale ganzzahlige Programm ist

a:maXZyp

peEP
s. t. Z yp < 1 rekRr

pEP:peET

Yp € {071} peEP

Es wurde zunéchst vermutet, dass immer 6 = «, und das stimmt auch fiir konvexe Polygo-
ne. Im Allgemeinen ist diese Aussage allerdings falsch, wie das Polygon in Abbildung 3.5 zeigt.
Die schattierten Rechtecke miissen in jeder Uberdeckung vorhanden sein. Die fiinf eingezeich-
neten Pixel induzieren einen Kreis ungerader Lénge, einen Cs. In diesem hat eine maximale
stabile Menge Kardinalitit 2, eine Uberdeckung bendtigt aber wenigstens 3 Kanten bzw.
Rechtecke. Daher ist 7=« # 0 = 8.

Fine fraktionale stabile Menge, d.h. eine Losung der LP-Relaxation des dualen Programms
hat einen nicht-kleineren Zielfunktionswert & als eine ganzzahlige stabile Menge; daher ist &
eine potentiell bessere untere Schranke auf OPT = 6. Dual Fitting kénnte diese Schranke
ausnutzen: Konstruiere eine Uberdeckung C und eine Menge S von Pixeln, die fiir C',,bezahlt*.
Falls man garantieren kann, dass kein Rechteck mehr als eine konstante Anzahl a der Pixel in
S enthiilt, so liefert y. = 1/a, e € S und y. = 0, e ¢ S eine dual zuléssige fraktionale Losung
(und damit {iber den Dual Fitting Mechanismus einen a-Approximationsalgorithmus).

Trotz einiger verfolgenswerter Ideen ist es bisher nicht gelungen, ein solches Tripel (C, S, a)
zu finden [21].

3.4 Ganz- und Halbzahligkeit

Die optimale Losung eines linearen Programms kann zufillig ganzzahlig sein. Lineare Rela-
xationen min{c’x | Ax > 1, x > 0} von SET COVER Problemen haben immer eine ganzzah-
lige Optimallésung, wenn A balanciert ist (d.h. keine Untermatrix ist Inzidenzmatrix eines
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ungeraden Kreises). Wir kennen das auch schon von Flussproblemen, bei denen die Knoten-
Kanten-Inzidenzmatrix vollstéindig unimodular ist. Wir wissen aber, dass wir Ganzzahligkeit
fiir AP-schwere Probleme nicht allgemein erwarten kénnen, denn das hiele P = N'P.

Das ,,zweitbeste” wire ein Beweis, dass eine optimale LP-Loésung x immer halbzahlig ist,
also 2x € Z gilt. Eine solche Losung kénnte man zu einer ganzzahligen (hoffentlich zuléssigen)
Losung aufrunden; die Kosten wiirden sich hochstens verdoppeln: Eine 2-Approximation. Ein
solcher Beweis konnte so aussehen, dass man fiir jede regulidre Teilmatrix von A zeigt, dass
der Betrag ihrer Determinante nur 1 oder 2 sein kann, bzw. allgemeiner nur die Werte 1,...,k
annimmt, um eine k-Approximation zu erzielen. Wir diskutieren eine weitere Idee.

3.4.1 Weighted Vertex Cover

Wir betrachten WEIGHTED VERTEX COVER mit Kostenfunktion ¢ : V. — Q4, bei dem
eine kostenminimale Uberdeckung der Knoten gesucht wird. Es ldsst sich als ganzzahliges
Programm formulieren:

OPT = min Z c(v)xy
veV
Ty + Ty > 1 (u,v) € E
x, € {0,1} vevVv

dessen LP-Relaxation wie folgt aussieht:

LB = min Z c(v)xy

veV
Ty + 2y > 1 (u,v) € B (3.11)
Ty >0 veV .
Satz 3.13 Jede Basislosung der LP-Relaxation (3.11) ist halbzahlig. last edit:

14.11.06

Beweis. Nehmen wir an, eine Basislosung x sei nicht halbzahlig. Wir zeigen, dass x dann
nicht-triviale Konvexkombination zweier zuldssiger Losungen ist.

Wir betrachten die Knoten v € V| fiir die 2z, ¢ Z und partitionieren diese Menge:
Vi={v]|1l/2<x, <1}, Vo={v|0<uz, <1/2} .

Fiir € > 0 definieren wir folgende Losungen:

Ty+e xp €V Ty —€ Ty, €Vy
Yo = Ty —€ TyEV_ | Zy = Ty+e Ty €V
Ty sonst Ty sonst

Vi UV_ # (0 nach Voraussetzung. Daher ist x verschieden von y und z. Weiterhin ist x
Konvexkombination von y und z, denn x = %(y + z). Es muss nun noch gezeigt werden, dass
¢ > 0 klein genug gewéhlt werden kann, dass y und z zuldssige Losungen fiir das LP sind.

Fiir € < min, z, gilt y,z > 0. Fiir eine Kante (u,v) € F mit x,+x, > 1ist {u,v}NV} # 0.

Daher ist y, + ¥, > 1 nach Definition. Wihlt man & < %minu,v(:nu + z, — 1), so ist auch
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zu + 2y > 1. Bleibt der Fall 2, + z, = 1 fir (u,v) € E, der (bis auf Symmetrie) drei
Moglichkeiten zuldsst: x, = x, = %; Ty =0, 2, =1;und u € Vi, v € V_. Fiir jede Wahl von
e > 0 gilt jeweils zy, + Ty = Yo + Yo = 2y + 2, = 1. Die Behauptung folgt. O

Weil das Aufrunden aller Variablen z,, > 1/2 in einer optimalen Losung der LP-Relaxation
zuldissig fiir das ganzzahlige Programm ist, ist LP-Runden ein 2-Approximationsalgorithmus
fiir WEIGHTED VERTEX COVER.

Beispiel. Betrachten wir wieder K,, mit ¢(v) = 1, v € V. Wie im ungewichten Fall ist
OPT = n — 1. Die LP-Relaxation hat als zulissige Losung z, = 1/2, v € V, und daher
LB < n/2. Die Ganzzahligkeitsliicke ist asymptotisch mindestens 2.

Bemerkung. Man muss nicht notwendigerweise ein lineares Programm fiir diesen Approxi-
mationsalgorithmus 1osen. Es gibt einen kombinatorischen Algorithmus zum Auffinden einer
halbzahligen fraktionalen Knoteniiberdeckung. Wir lernen im néchsten Kapitel eine kombi-
natorische Alternative kennen, daher belassen wir es an dieser Stelle dabei.
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Kapitel 4

last edit:

Primal-Duales Schema 14.11.06

Aus dem primal-dualen Verfahren, urspriinglich zum Losen linearer Programme entwickelt,
sind fiir polynomial 16sbare kombinatorische Optimierungsprobleme schéne Algorithmen her-
vorgegangen. Ausgehend von einer dual zulissigen Losung versucht man, eine primale Losung
zu konstruieren, die den Satz vom komplementédren Schlupf erfiillt. Im Erfolgsfall hat man
einen Beweis der Optimalitdt, ansonsten wird eine duale Losung mit einem grofleren Ziel-
funktionswert gesucht und iteriert. Eine Relaxierung dieser Ideen hat sich als die generische
Methode iiberhaupt zur Entwicklung von Approximationsalgorithmen erwiesen und wurde
formal zum ersten Mal von Bar-Yehuda und Even [8] eingesetzt.

4.1 Komplementirer Schlupf relaxiert

Satz 4.1 Seien o, > 1. Seien x € R™ und y € R™ primal bzw. dual zulissige Lisungen,
die die folgenden relaxierten Bedingungen vom Komplementdren Schlupf erfiillen:

m
.y
Primale Bedingungen: Fiir j =1,...,n gilt: z; =0 oder - < E aijy; < ¢
Q@
i=1

n
Duale Bedingungen: Firit=1,...,m gilt: y; = 0 oder b; < Zaijxj < (G- b;.
j=1

Dann gilt "x < o- 3 -y'b.

Beweis. Esgilt ¢’x < a-y" Ax < a-3-y'b, wobei die erste Ungleichung aus den relaxierten
primalen, die zweite Ungleichung aus den relaxierten dualen Bedingungen stammt. O

Wir werden in dieser Vorlesung nur die dualen Bedingungen relaxieren, d.h. wir benutzen
diesen Satz mit @ = 1. Haben wir eine ganzzahlige primale und eine zuldssige duale Losung
konstruiert, die zusammen mit einem geeigeten § > 1 die Bedingungen des Satzes erfiillen, so
benutzen wir den dualen Zielfunktionswert als untere Schranke fiir OPT und erhalten einen
[-Approximationsalgorithmus.

Bemerkung. Man beachte, dass ¢/x < o - yT Ax auch gelten kann, wenn einige relaxierte
primale Bedingungen nicht erfiillt sind, da hier ein mit x gewichteter Durchschnitt betrachtet
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wird (und wir ggf. Informationen iiber x haben). Entsprechendes gilt fiir die dualen Bedin-
gungen. Wir lernen dies noch in aller Form kennen.

4.2 Grundversion Primal-duales Schema

Das HITTING SET Problem erhilt als Eingabe eine Grundmenge F = {eq,...,e,} an Ele-
menten mit zugehorigen Kosten ¢, > 0, e € E sowie Teilmengen T1,...,T, C E. Gesucht ist
eine kostenminimale Teilmenge A C F der Elemente, die jedes T; ,trifft“, d.h. T; N A # () fiir
jedes 1 < i < p. In dieser Allgemeinheit umfasst es leichte wie schwere Probleme, u.a.

e KURZESTER WEG in ungerichteten Graphen
e PERFEKTES MATCHING

e SPANNENDER BAUM

STEINERBAUM und Verallgemeinerungen

VERTEX COVER

e SURVIVABLE NETWORK DESIGN

Vertauschen wir die Rollen von ,,Element“ und ,,Menge“, so sieht man, dass HITTING SET
sogar dquivalent zu SET COVER ist. Die natiirliche Formulierung von HITTING SET als ganz-
zahliges Programm ist:

OPT = min Z Coe
ecEl

dwe=1  i=1....p (4.1)

eeT;
z. € {0,1} ee E |

wobei z, =1 <= e € A. Fiir die LP-Relaxation fordern wir in (4.1) wieder nur x > 0. Das
zur Relaxation duale lineare Programm lautet:

P
max E Yi
—

(2

Z Yi < Ce ee (4.2)
i:eETi

inO iZl,...,p.

Unser Plan ist es, gleichzeitig eine ganzzahlige zuléssige Losung zu (4.1) und eine dual zuléssi-
ge (fraktionale) Losung zu (4.2) zu konstruieren. Typischerweise geht man von den primal
unzulédssigen, aber dual zuldssigen Losungen x = 0 und y = 0 aus. Fiir eine ganzzahlige
primale Losung lassen sich die Bedingungen vom Komplementéren Schlupf interpretieren als

eeA:>Zyi:ce (4.3)
i:e€T;
und
Yy >0=|ANT;| =1 . (4.4)
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Wir lesen in der ersten Bedingung (4.3) ein notwendiges Kriterium fiir Elemente e € F,
die wir in eine primale Losung A C F aufnehmen wollen: Hochstens diejenigen, deren duale
Restriktion mit Gleichheit erfiillt ist. Erhalten wir durch Setzen von xz, = 1 fiir alle e € F
mit Zi:eeTi y; = . keine primal zulissige Losung A, d.h. gibt es ein T}, mit ANT, = 0, so
gibt es kein zuléissiges ganzzahliges x, das (4.3) und (4.4) erfiillt. Wir nennen T}, verletzt.

Wir erhalten aus einer verletzten Menge T}, unmittelbar einen Hinweis darauf, wie wir
unsere duale Losung verdndern miissen: Fiir alle e € T} gilt Zi:eeTi yi < ce (sonst wire
e € A). Weil dies genau die Restriktionen sind, die y; enthalten konnen wir y; auf

min{c. — Z yi} >0 (4.5)

ecTy,
k i:e€T;

erhohen, und y bleibt dual zuldssig. Danach sind die Restriktionen im dualen LP (4.2) fiir
mindestens ein Element e € E'\ A mit Gleichheit erfiillt (,voll“), und wir kénnen A um e
erweitern und iterieren. Falls Gleichheit fiir eine Menge E’ von Elementen gilt, so erlauben
wir auch, dass A um E’ erweitert wird (man iiberlegt sich leicht, dass dies ist kein prinzipi-
eller Unterschied ist). Wir fassen unsere Uberlegungen als Algorithmus zusammen, bei dem
ausdriicklich darauf hingewiesen sei, dass hier an keiner Stelle ein lineares Programm gelost
wird.

Algorithmus 7 Primal-Duales Schema fiir HITTING SET (Basisversion)
y=0
A=10
while A ist unzuldssig do
Finde verletzte Menge T}, d.h. ANT), =0
Erhohe y;, bis fiir ein e € T}, gilt: Zi:eeTi Yi = Ce
A=AU{e}
end while
Gib A (und y) aus.

Laufzeit und Approximationsgiite

Weil A C E, terminiert der Algorithmus nach hochstens |E| Iterationen. Ebenso wird in jeder
Iteration nur ein y; erhoht, der Algorithmus muss demnach nur iiber héchstens |E| positive
Eintrédge aus einem moglicherweise exponentiell langen Vektor y Buch fithren. Wir benotigen
schliellich ein Orakel, das zu gegebenem A C F entscheidet, ob A eine zuldssige Losung des
HITTING SET Problems ist, und falls nicht, ein verletztes T}, d.h. ANT}, = () zuriickgibt. Man
sagt, das Primal-duale Schema fiir HITTING SET ist orakel-polynomial.

Nach Konstruktion gilt fiir die Kosten von A

(A=) =) > u

ecA e€AiecT;

weil wir in jeder Iteration (4.3) beriicksichtigen. Vertauscht man die Summation, erhélt man
P
co(A) =) |ANTiy; .
i=1
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Koénnen wir nun garantieren, dass
Yy >0= |ANT;| < firallei=1,...,p (4.6)

(das sind die relaxierten dualen Bedingungen vom Komplementéren Schlupf!), so erhalten wir
wegen der dualen Zuléssigkeit von y und somit Y ¢ _; y; < OPT eine -Approximation:

p
c(A)<B-> yi<pB-OPT .

i=1

Offensichtlich kénnen wir immer § = max;—1,_, |7;| wéhlen.

Beispiel. Beim VERTEX COVER Problem miissen Mengen T; = {u,v} (Kanten (u,v)) von
Elementen v € V (Knoten) knotengewichtsminimal , getroffen” werden. In diesem Fall gilt
|T;| = 2 fiir i = 1,...,p. Insbesondere gibt es nur polynomial viele Mengen, wir finden also in
Polynomialzeit ein verletztes T}; es folgt

Satz 4.2 Das Primal-duale Schema ist ein 2-Approrimationsalgorithmus fiir GEWICHTETES
VERTEX COVER.

Goemans und Williamson [16] geben in ihrem lesenswerten Uberblicksartikel Regeln fiir die
Entwicklung von Approximationsalgorithmen basierend auf dem Primal-dualen Schema an.
Deren Beachtung ist nicht zwingend, in Beweisen kann man sie aber ausnutzen; sie leiten sich
iiberzeugend aus exakten Algorithmen fiir klassische kombinatorische Optimierungsprobleme
in P her.

Erste Regel: Wihle eine beziiglich Inklusion minimal verletzte Menge.

Beispiel. Betrachten wir das Primal-duale Schema fiir das Problem UNGERICHTETER s-t-
KURZESTER WEG mit nicht-negativen Kantengewichten c., e € E. Jeder Weg von s nach
t trifft jeden s-t-Schnitt. Man assoziiert mit jeder Knotenteilmenge S C V mit s € S und
t ¢ S den Schnitt Ts = §(S). Anfangs setzen wir y = 0 und A = () und eine (bzgl. Kno-
teninklusion) minimal verletzte Menge ist §(s) (die Sprechweise etwas ausdehnend sagen wir
auch, dass S = {s} verletzt sei). Erhohen wir yg, so wird eine kiirzeste Kante (s,i) € E
in A aufgenommen. Wenn im Weiteren eine Kante (i,7) € §(5) fiir eine minimal verletzte
Menge S in A aufgenommen wird, ist eine néchste minimal verletzte Menge S U {j}. Eine
genauere Analyse [16] zeigt, dass hier der Dijkstra-Algorithmus imitiert wird mit der einzigen
Ausnahme, dass A eine Obermenge eines kiirzesten Weges ist.

Riickwirtsloschen und Minimale Erweiterungen

Wir hatten schon frither den Eindruck, eine Lésung durch Entfernen von Teilen der Losung
noch im Nachhinein verbessern zu koénnen, nur haben wir das bisher nicht formalisiert.
Tatséchlich ist beim Primal-dualen Schema jedes Element von A im Moment des Einfiigens
notig fiir die Zuléssigkeit; nach Beendigung des Algorithmus kénnen aber Elemente redundant
sein, die die Kosten der Losung erhéhen.
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Zweite Regel: Entferne redundante Elemente aus A in der umgekehrten Reihen-
folge ihres Einfiigens, sogenanntes Rickwdrtsloschen.

Algorithmus 8 Primal-Duales Schema fiir HITTING SET mit Riickwértsloschen

y=0

A=1

=0

while es existiert ein T}, mit AN 7T, = () do
{=(+1
Erhohe y;,, bis fiir ein ey € T}, gilt: Zi:eleTi Yi = Ce,
A= AU{e}

end while

for j = ¢ downto 1 do
Falls A\ {e;} zuléssig, setze A = A\ {e;}.

end for

Gib Ay = A (und y) aus.

Fiir die Analyse wollen wir nun 3 in (4.6) fiir diese Variante des Algorithmus beschrénken.
Bezeiche Ay die riickwértsgeloschte Losung. Sei T; eine verletzte Menge in der Iteration, in der
Element e; in A aufgenommen wurde. Nehmen wir an, dass e; nicht beim Riickwértsloschen
entfernt wird. Nach Konstruktion ist dann {ei,...,ej_1} NT; = 0.

Im Moment des Uberpriifens von e; wurde noch kein Element aus {eq,...,e;j_1} geloscht.
Wir bezeichnen mit B = Ay U {e1,...,ej_1} die Menge aller zu diesem Zeitpunkt noch nicht
geloschten Elemente. B ist eine sogenannte minimale Erweiterung von {ei,...,e;_1}, d.h. B
ist eine zuldssige Obermenge, aber fiir alle e € B\ {e1,...,ej_1} ist B\ {e} unzuldssig (nach
Konstruktion des Riickwértsloschens). Weil B D Ay gilt |[Ay NT;| < B NT;|.

Intuitiv ist B (mit dem Wissen des weiteren Ablaufs des Algorithmus) eine beste Erwei-
terung der zu diesem Zeitpunkt konstruierten Teillosung. Der folgende Satz formalisiert diese
Intuition fir alle moglichen Teillosungen und alle mdglichen minimalen Erweiterungen.

Satz 4.3 Fiir eine im Verlauf des Primal-dualen Schemas mit Rickwdrtsloschen unzuldssige
Zwischenlisung A bezeichnen wir mit T(A) die daraufhin gefundene verletzte Menge. Fiir

3= max max |BNT(A) (4.7)

unzulédssiges minimale
ACE Erweiterung

B von A
gilt
p p
c(Ag) = Y |ANTly < 8->y < B-OPT .
i=1 i=1
Beweis. Folgt aus [Af NT;| < m§x|B N < 3. 0

Man beachte, dass wir nur deswegen minimale Erweiterungen als Argument heranziehen konn-
ten, weil wir die Reihenfolge des Loschens redundanter Elemente nicht willkiirlich gew#hlt
haben (sondern die zweite Regel beachteten). Obwohl es aufwéndig klingt, eine so globale
Aussage wie (4.7) zu garantieren, kann es im Einzelfall ,,ganz einfach sein.
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Beispiel. Sei beim s-t-KURZESTER WEG Problem eine noch unzuldssige Zwischenlosung
A gegeben; sei T'(A) ein bzgl. Kanteninklusion minimaler verletzter Schnitt. Eine minimale
Erweiterung B von A muss einen s-t-Weg enthalten, der aber durch Entfernen einer Kante
aus B\ A unterbrochen wird. Daher kann B auch nur eine Kante mit 7(A) gemeinsam haben.
Weil wir weiter keine Annahmen an A, T'(A) und B gemacht haben, haben wir (4.7) fiir diesen
Fall bestimmt. Es folgt

Satz 4.4 Das Primal-duale Schema mit Riickwdrtsloschen ist ein 1-Approximationsalgorith-
mus (optimal) fir s-t-KURZESTER WEG.

4.3 Minimum Multicut auf Baumen

Das Problem MINIMUM MULTICUT verallgemeinert s-t-Schnitte. Gegeben sei ein ungerichteter
Graph G = (V, E) mit Kantengewichten ¢ : E — Q., sowie Paare (s1,%1),...,(Sp,tp) mit
si # t;. Gesucht ist eine kostenminimale Kantenteilmenge A, so dass in (V, E '\ A) jeweils s;
und t;, ¢« = 1,...,p in verschiedenen Zusammenhangskomponenten sind. Dieses Problem ist
NP-schwer fiir p > 3. Im Allgemeinen ist das Problem O(log p)-approximierbar.

Wir betrachten hier den Spezialfall, dass G ein Baum ist. Dann gibt es jeweils zwischen s;
und ¢; einen eindeutigen Weg, aus dem eine Kante entfernt (und in A aufgenommen) werden
muss. Wie zuvor fiihren wir eine binédre Variable z., e € E, ein mit . = 1 <= e € A.
Bezeichne T; die Menge der Kanten entlang des eindeutigen Weges von s; nach ¢;. Dann ist
die Formulierung des MINIMUM MULTICUT Problems als ganzzahliges Programm exakt (4.1).

Eine Losung der zugehorigen LP-Relaxation nennen wir fraktionalen Multicut: Entlang
jedes Weges T; ist die Summe der fraktional gewahlten Kanten mindestens 1.

Beispiel. Wie das klassische Beispiel in folgender Abbildung 4.1 zeigt, kann eine fraktionale
optimale Losung giinstiger sein als eine ganzzahlig optimale: Jede Kante mit Wert 1/2 gew#ihlt
ergibt einen zuléssigen fraktionalen Multicut, wihrend fiir eine ganzzahlige Losung mindestens
zwei Kanten entfernt werden miissen. DIe Ganzzahligkeitsliicke ist also wenigstens 4/3.

82,11

81,13 83,12

Abbildung 4.1: Klassisches Beispiel zum fraktionalen Multicut/Multicommodity Flow

Wie beim s-t-SCHNITT Problem, interpretieren wir auch das duale lineare Programm (4.2)
der LP-Relaxation als Flussproblem: Als MULTICOMMODITY FLOW Problem mit p Giitern
(eins fiir jedes Paar (s;,t;)) in G. Die Dualvariable y; gibt an, wieviel (fraktional) von Gut 4
entlang des Weges von s; nach t; geschickt wird, wobei der Fluss insgesamt maximiert werden

33

last edit:
21.11.06



soll, ohne dass die Kantenkapazitéten c., e € E, iiberschritten werden. Dieses duale Programm
hat folglich auch eine sinnvolle Interpretation als ganzzahliges Programm, bei dem ein GANZ-
ZAHLIGER MULTICOMMODITY FLOW gesucht wird: Ein praktisch sehr wichtiges N'P-schweres
Problem mit vielen Anwendungen zum Beispiel in Fahrzeugumlauf- und Personalplanung oder
in der Telekommunikation. Wihlen wir auf jeder Kante des Graphen in Abbildung 4.1 eine
Gesamtkapazitit von 1, so kann zwischen den Paaren (s;,t;), i = 1,2, 3, jeweils eine halbe Ein-
heit des Gutes i geschickt werden, wihrend ein ganzzahliger Multicommodity Flow hochstens
eine Einheit nur eines Gutes schicken darf.

Wir wollen nun das Primal-duale Schema mit Riickwértsloschen auf das MINIMUM MUL-
TICUT Problem auf Bdumen anwenden. Hierzu miissen wir erkliren, wie eine verletzte Menge
gefunden wird, also ein s;-t;-Weg T;, von dessen Kanten keine in A aufgenommen ist. Wir
wiéhlen einen beliebigen Knoten r als Wurzel und definieren die Tiefe eines Knotens v als An-
zahl der Kanten des Weges von 7 nach v. Der erste gemeinsame Vorgdnger der Knoten u und
v ist der Knoten A(u, v) mit geringster Tiefe auf dem Weg von u nach v. Wir wéhlen immer die
verletzte Menge Ty, mit tiefstem (d.h. am weitesten von der Wurzel entferntesten) A(sg,tx).
Damit kénnen wir den Algorithmus angeben, der auf Garg, Vazirani und Yannakakis [13]
zuriickgeht.

Algorithmus 9 Primal-Duales Schema fiir MiNIMUM MULTICUT auf Bdumen
y=0
A=10
while A ist kein Multicut do
schicke maximalen Fluss von s; nach t,
wobei T}, die verletzte Menge mit tiefstem A(sg,ty) ist
(dies entspricht: Erhohe yy, bis fir ein e € Tj, gilt: >, ceT, Yi = Ce)
Nimm in A alle in dieser Iteration gesdttigten Kanten e auf
end while

Sei eq,...,ep die Liste der Kanten in A, geordnet in der Reihenfolge des Einfiigens
for j = ¢ downto 1 do
Falls A\ {e;} ein Multicut ist, setze A = A\ {e;}.
end for
Gib den Multicut Ay = A (und den Multicommodity Flow y) aus.

Satz 4.5 Das Primal-duale Schema fiir MINIMUM MULTICUT auf Bdumen ist ein 2-Approxi-
mationsalgorithmus.

Beweis. Wir ziehen Satz 4.3 heran und zeigen, dass § < 2 in (4.7) gilt; s. Abbildung 4.2.
Sei A eine unzulissige Losung und 7} die vom Algorithmus gewéhlte verletzte Menge, d.h.
ein Weg von s nach t; mit tiefstem erstem gemeinsamen Vorgénger A(sg,tr). Sei B eine
minimale Erweiterung von A (weil wir riickwiéirts 16schen, diirfen wir davon ausgehen, dass
die am Ende des Algorithmus konstruierte Losung eine minimale Erweiterung von A sein
wird).

Bezeichne T den Weg von si nach A(sg, tx). Wir zeigen, dass |[BNT| < 1 (und symmetrisch
fiir den Weg von A(sg, tr) nach tx), so dass insgesamt |B N Tk| < 2 und die Behauptung des
Satzes folgt. Nehmen wir das Gegenteil an, also |[BN7T| > 2. Dann ist aber B keine minimale
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Erweiterung von A, weil alle Kanten aus BNT aus B entfernt werden kénnen aufler derjenigen
¢/ € BNT am nichsten an A(sy, tx) (d.h. die Kante in BNT mit geringster Tiefe). Dies sieht
man folgendermafen ein. Fiir jeden verletzten Weg T; mit T; N T # 0 ist T; N T ein Weg
von einem Knoten in T nach A(sg,ty); andernfalls (s. Abbildung 4.2) wére A(sj,t;) tiefer
als A(sy,t;) und T}, nicht als verletzte Menge ausgewéhlt worden, sondern 7. Wenn also T}
irgendeine Kante aus B NT enthélt, dann ist auch ¢’ € T} (also ist €’ bereits ausreichend fiir
eine minimale Erweiterung): Alle Kanten in (BNT")\{e’} kénnen entfernt werden. Widerspruch
zur Minimalitdt von B. O

Sk 8; t; tr
Abbildung 4.2: Zum Widerspruch im Beweis von Satz 4.5

Wir beobachten, dass die duale Lésung y automatisch ganzzahlig ist, wenn die Kapa-
zititen c.,e € E ganzzahlig sind. In diesem Fall konstruiert der Algorithmus gleichzeitig
einen zuléssigen ganzzahligen Multicommodity Flow, dessen Wert hochstens um einen Faktor
% unter dem Wert des ausgegebenen Multicuts liegt. Wir folgern
Satz 4.6 Das Primal-duale Schema fiir MINIMUM MULTICUT auf Bdumen ist ein %-Appromi—
mationsalgorithmus fiir MAXIMALER GANZZAHLIGER MULTICOMMODITY FLOW auf Bdumen.

Die Formulierung des GANZZAHLIGEN MULTICOMMODITY FLOW Problems als

P
max E Yi
—

(3

Y yi<c ecE (4.8)
i:e€T;

y; € {0,1} i=1,...,p.

mit linearer Relaxierung (4.2) fiihrt allerdings fiir allgemeine Graphen auf keine konstant
beschriankte Approximationsgiite. Dies gilt sogar fiir planare Graphen.

Beispiel. Der Graph in Abbildung 4.3 mit n Paaren (si,t1),...,(sn,t,) habe Einheits-
kapazitéten auf allen Kanten. Je zwei Wege zwischen (s;,¢;) und (s;,¢;) haben eine Kante
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gemeinsam, so dass das Verschicken einer Einheit zwischen einem beliebigen Paar alle anderen
Paare blockiert: OPT = 1. Eine fraktionale Losung hingegen kann von s; nach ¢;, i =1,...,n
je eine halbe Einheit Fluss schicken, insgesamt also n/2 Einheiten. Die Ganzzahligkeitsliicke
von (4.8) ist mindestens n /2, also linear in |V].

81‘_

52‘

S3 @

Sn—1 @

Sn@
e O ©o [ J L
tl t2 tg tnfl tn

Abbildung 4.3: Zur Ganzzahligkeitsliicke von (4.8) in planaren Graphen. Das Detail zeigt, wie
alle ,Kreuzungen® planar realisiert werden.

Offenes Problem 4.7 Welche nicht-triviale Approzimationsgiite ist mdglich fiir MAXIMA-
LER GANZZAHLIGER MULTICOMMODITY FLOW auf Graphen allgemeiner als Biume?

Bemerkung. Im Buch von Vazirani [36] werden die Probleme dieses Kapitels (und viele
weitere) nicht notwendigerweise im gréfieren HITTING SET-Kontext eingefiihrt, so wie das hier
in Anlehnung an [16] geschehen ist. Seine Darstellung hat den Vorteil, dass zunéchst fiir jedes
Problem die relaxierten Bedingungen vom komplementéren Schlupf explizit hingeschrieben
und interpretiert werden, und so die grobe Idee fiir einen Algorithmus (und was fiir die Giite
zu beweisen ist) gegeben wird. Im Fall MINIMUM MULTICUT liest sich das so:

Primale Bedingungen: Fiir jede Kante e € E gilt: x, #0 — Z Yi =¢Cj
i:eETi
d.h. jede Kante tm Multicut muss vom Fluss gesdttigt sein.
Duale Bedingungen: Fiir ¢ = 1,...,p gilt: y; #0 — Z r; <2,
eeT;
d.h. hdchstens zwei Kanten eines flussfithrenden Weges diirfen in den Multicut aufgenommen

werden.

4.4 Primal-Duales Schema mit Synchronisierung

Beim Problem MINIMAL SPANNENDER BAUM ist jeder Schnitt eine von den gewihlten Kanten
der Losung ,,zu treffende Menge.“ Jede Zusammenhangskomponente (eingangs also jeder Kno-
ten) induziert eine minimal verletzte Menge, deren Dualvariable erhtht werden kann. Beim
Kruskal-Algorithmus wird jeweils die kostengiinstigste Kante zwischen je zwei Komponenten,
also zwischen zwei verschiedenen minimal verletzten Mengen gewahlt. Das legt nahe:
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Dritte Regel: Erhohe die Dualvariablen aller minimal verletzten Mengen gleich-
zeitig mit derselben Geschwindigkeit, genannt Synchronisierung.

Algorithmus 10 Primal-Duales Schema fiir HITTING SET mit Synchronisierung
y=0
A=10
=0
while A ist nicht zuldssig do
(=0+1
V(A) = Menge aller minimal verletzten Mengen
Erhohe yj, gleichzeitig und gleichméBig fiir alle Ty, € V(A) bis Jeg ¢ A: Y-, e Ui = ¢,
A= AU{e}
end while
for j = ¢ downto 1 do
Falls A\ {e;} zuléssig, setze A = A\ {e;}.
end for
Gib Ay = A (und y) aus.

Wir haben bisher die Kosten ¢(Af) = Y7 | |A; N T;|y; mit dem Wert > 2, y; der dualen
Losung verglichen, um eine Approximationsgarantie zu erhalten. Anstatt dies summanden-
weise zu tun, nutzen wir in der Argumentation, dass mehrere y; zurselben Zeit um denselben
Betrag erhoht werden und betrachten eine Durchschnittsbildung.

Satz 4.8 Das Primal-duale Schema mit Synchronisierung ist ein ~v-Approximationsalgorith-
mus fiir HITTING SET, falls fiir jede unzuldssige Teillosung A und jede minimale Erweiterung
B von A gilt, dass

> IBOT <AV(4) , (4.9)
TieV(A)

wobei V(A) die Menge aller minimal verletzten Mengen zu A bezeichne.

Beweis. Bezeichne V; die Menge aller in der j-ten Iteration minimal verletzen Mengen und
sei €; der Wert, um den die Dualvariablen y; fiir T; € V; erhoht werden, also

JTiEV;
Der Wert der dualen Losung l&sst sich somit schreiben als

14

Zyi = Z Z &G = Z’VJ‘Eja (411)

i=1 i=1 j:T,eV; j=1

wobei im zweiten Schritt wieder die Summationsreihenfolge vertauscht wurde. Genauso lassen
sich die Kosten von A ausdriicken:

p 4 14

C(Af) = Z’AfmTz‘yz (4é0) Z‘AfmTz‘ Z € = Z Z ’AfﬂTz‘ € .

i=1 i=1 JTEV; j=1 \TieV;
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Gilt nun fiir den Ausdruck in der Klammer

S 40T <5 V) (4.12)
T;€V;

so erhalt man

(12) * (@11) p
c(Ay) < DY Wl =" v >y < y-OPT .
=1

i=1

Wegen des Riickwirtsloschens darf Ay zu Beginn der j-ten Iteration durch eine minimale Er-
weiterung B ersetzt werden. Somit ist die Voraussetzung (4.9) lediglich die von einer speziellen
Iteration unabhéngig formulierte Forderung (4.12). Die Behauptung folgt. O

Beispiel. Fiir jede Teillosung A des Problems MINIMAL SPANNENDER BAUM ist V(A) die
Menge aller von Zusammenhangskomponenten induzierten Schnitte. Jede minimale Erwei-
terung B von A induziert einen spannenden Baum auf den zu Superknoten geschrumpften
Zusammenhangskomponenten von A. Die Summe > 7 oy 4y [BNT;| ist daher die Summe der
Knotengrade eines Baumes mit k& = [V(A)| Knoten, also 2k — 2. Mit anderen Worten: Wir
kénnen in (4.9) v = 2 wéhlen.

Satz 4.9 Das Primal-duale Schema mit Synchronisierung ist ein 2-Approximationsalgorith-
mus fiir MINIMAL SPANNENDER BAUM.

Leider kénnen wir ohne weitere Kunstgriffe nicht garantieren, dass das Primal-duale Schema
einen optimalen Spannbaum liefert: Die LP-Relaxation der HITTING SET Formulierung ist
fiir dieses Problem zu schwach.

Bemerkung. Wir haben frither angemerkt, dass die relaxierten Bedingungen vom komple-
mentéren Schlupf nur im Durchschnitt erfiillt sein miissen. Obiges Beispiel prézisiert diese
Bemerkung: Obwohl einzelne Superknoten einen hohen Grad haben kénnen, ist der durch-
schnittliche Knotengrad eines Baums (allgemeiner: Waldes) hochstens zwei.

4.5 Allgemeine Anwendung im Netzwerk Design

Aus der letzten Bemerkung ergibt sich v = 2 als ,,natiirlicher Kandidat® fiir einen Approxima-
tionsfaktor, wenn wir das Primal-duale Schema mit Synchronisierung anwenden. Wir wollen
dies abschlielend fiir eine allgemeine Klasse von NETZWERK DESIGN Problemen diskutieren
und formulieren folgendes ganzzahliges Programm fiir einen Graphen G = (V, E):

OPT = min Z Cele

eck

S e >f(S) 0£SCV (4.13)
c€8(S)
z. € {0,1} ee E
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Abbildung 4.4: Veranschaulichung des simultanen Wachsens der Dualvariablen der von Zu-

sammenhangskomponenten induzierten Schnitte als ,,Graben® fiir eine geometrische Instanz
von MINIMAL SPANNENDER BAUM.
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Hierbei sei f : 2V — {0,1} implizit gegeben, d.h. ein Orakel gibt zu gegebenem S C V den
Wert f(S) zuriick. (4.13) beschreibt ein HITTING SET Problem auf G, bei dem die gesuchte
Kantenteilmenge A C E alle Schnitte 6(S) mit f(S) =1 ,treffen® muss.

Beispiel. Wiihlen wir in (4.13) f(S) = 1 fiir @ # S C V erhalten wir MINIMAL SPANNENDER
BAuM. Haben wir zwei Knoten s,t € V' ausgezeichnet, so beschreibt (4.13) mit f(S) = 1 fiir
S CV wobei s € Sund t ¢ S das s-t-KURZESTER WEG Problem.

Der Vollsténdigkeit halber schreiben wir die LP-Relaxation von (4.13) auf:
LB = min Z CeTe

ecE

dae=1l  S:if(S)=1 (4.14)
e€d(S)
Te >0 ec k|

das hierzu duale lineare Programm lautet

LB = max Z f(S)-ys
S:£(S)=1

> ys<c e€E (4.15)
S:e€d(S)
ys >0 S:f(S)=1.

Eine wichtige Beobachtung ist, dass jede kantenminimale Losung zu (4.13) ein Wald ist, denn
aus jedem Kreis kann man eine beliebige Kante entfernen, ohne unzuldssig zu werden. Wie
zuvor nennen wir auch S verletzt, wenn 6(S) gemeint ist. Sei d4(S) = §(S) N A. Dann ist S
verletzt genau dann, wenn 04(S) = () obwohl f(S) = 1. Die Voraussetzung in Satz 4.8 liest
sich nun

> 16s(S) < A[V(A4)| (4.16)

SeV(A)

fiir jede minimale Erweiterung B einer unzulissigen Teillosung A mit zugehotrigen mini-
mal verletzten Mengen V(A). Fiir allgemeine 0-1-wertige Funktionen f ist unbekannt, wie
man (4.16) beweisen kann. Die folgende Funktionenklasse umfasst allerdings besonders viele
interessante NETZWERK DESIGN Probleme.

Definition 4.10 Eine Funktion f : 2" — {0,1} heift echt (engl. proper) falls
1 f(V)=0
2. f maximal, d.h. fir disjunkte A, B CV gilt f(A) = f(B)=0= f(AUB) =0
3. f symmetrisch, d.h. fiir alle S CV gilt f(S)= f(V\595).

Minimal verletzte Mengen miissen keine so ,,iibersichtliche” Struktur haben wie wir es bisher
gesehen haben. Zunéchst ist weder klar, wie wie in der nun allgemeinen Situation die Zuléssig-
keit einer Teillosung iiberpriifen noch, wie eine oder alle verletzten Mengen effizient gefunden
werden konnen. Man kann die Maximalitét von f auch so auffassen: Gilt f(S) = 1, dann gilt
fiir jede Partition von S = Sy U---US;, dass f(S;) = 1 fiir wenigstens ein i € {1,...,l}. Das
nutzen wir in folgendem Lemma aus.
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Lemma 4.11 Sei f:2Y — {0,1} mazimal und A C E. Dann gilt

1. Aist zuldssig fir f genau dann, wenn fir jede Zusammenhangskomponente C' von (V, A)
gilt f(C)=0.

2. Die minimal verletzten Mengen von A sind genau die Zusammenhangskomponenten C

von (V, A) fir die f(C) = 1.

Beweis. Sei S eine verletzte Menge, d.h. f(S) = 1, aber d4(S) = (. S kann keine Zusam-
menhangskomponente von (V, A) nur teilweise enthalten (dann wire §4(S) # 00); S muss
also die Vereinigung von Zusammenhangskomponenten sein. Weil aber f maximal ist, muss
bereits f(C) = 1 fiir eine in S enthaltene Komponente C' gelten: Es ist bereits C' verletzt.
Eine minimal verletzte Menge ist daher notwendigerweise eine Zusammenhangskomponente
C von (V,A) und f(C) =1 ist dquivalent mit ihrer Verletztheit. O

Selbst fiir maximale Funktionen f kann der Parameter v in (4.16) beliebig grofl werden [16].
Man muss wie z.B. in Definition 4.10 mehr fordern, etwa Symmetrie. Die Maximalitdt der
Funktion f ist dann eine stéirkere Eigenschaft, mit der wir anschlielend ein allgemeines Ap-
proximationsresultat beweisen kénnen.

Lemma 4.12 Sei f : 2V — {0,1} symmetrisch. Dann ist f mazimal genau dann wenn f
komplementér ist, d.h. fir alle AC B CV mit f(A) = f(B) =0 gilt f(B\ A) =0.

Beweis. Sei f maximal und A C B C V mit f(A) = f(B) = 0. Weil f symmetrisch ist, gilt
f(VA\B) = 0. V\B und A sind disjunkt, f ist maximal, daher gilt 0 = f((V\B)UA) = f(B\A);
die letzte Gleichheit ist Konsequenz der Symmetrie, d.h. f ist komplementér.

B
|4

Sei umgekehrt f komplementéir und es gelte f(A) = f(B) = 0 fiir A, B C V mit ANB = (.
Zu zeigen ist, dass f maximal ist, also f(AUB) =0. Esist B C V \ A. Weil f symmetrisch
ist, gilt f(V \ A) = 0. Weil f komplementir ist, gilt 0 = f((V \ A) \ B) = f(AU B), wobei
letztere Gleichheit wieder wegen der Symmetrie von f gilt.

v

0

Satz 4.13 Das Primal-duale Schema mit Synchronisierung ist ein 2-Approximationsalgorith-
mus fiir das NETZWERK DESIGN Problem (4.13) fiir jede echte Funktion f: 2"V — {0,1}.

Beweis. Zu zeigen ist (4.16) mit v = 2. Wie eingangs erwihnt, interpretieren wir ~ als
Durchschnittsgrad eines Waldes. Weil f maximal ist, besteht V(A) zu gegebenem A nach
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Lemma 4.11 genau aus den Zusammenhangskomponenten S von (V, A) mit f(S) = 1. Sei B
eine minimale Erweiterung zu A. Wir konstruieren einen Graphen aus (V, B), indem jede Zu-
sammenhangskomponente des Graphen (V, A) zu einem Knoten geschrumpft wird. Bezeichne
H die Knotenmenge des geschrumpften Graphen. Da B (kanten-)minimale Erweiterung ist
(es gibt keine Kreise oder parallele Kanten nach dem Schrumpfen), kénnen wir B\ A mit der
Kantenmenge F' des geschrumpften Graphen identifizieren. Insbesondere ist (H, F') ein Wald.

Kanten in A Kanten in B\ A=F

(V. B)

° Si

Abbildung 4.5: Schrumpfen von (V, B) im Beweis von Satz 4.13

Zu i € H bezeichne S; die zugehorige Zusammenhangskomponente in (V, A) und sei dp (i)
der Grad von i in (H, F), d.h. dp(i) = [65(S;)|- Mit der Definition W = {i € H | f(S;) = 1}
schreiben wir die Menge der minimal verletzten Mengen als V(A) = {S; | i € W}. Die zu
zeigende Behauptung 3 gcy4) [05(5)] < 2[V(A)| kénnen wir daher umschreiben zu

> dp(i) <2(W] . (4.17)
ieW

Wir benétigen noch ein weiteres Argument, um (4.17) zeigen zu kénnen: Jedes Blatt v € H
gehort zu W, d.h. es gibt keine Zusammenhangskomponente S, in (V, A) mit dp(v) = 1 (v ist
ein Blatt) aber f(S,) = 0 (S, ist nicht verletzt). Nehmen wir an, dies gelte nicht fiir ein Blatt
v € H.Seie € F die zu v inzidente Kante und sei C' die Zusammenhangskomponente in (V, B),
die S, enthilt. Nun ist f komplementir, es gilt also wegen f(S,) = 0 auch f(C'\ S,) = 0.
Weil B minimale Erweiterung ist, ist B\ {e} nicht zuléssig, gleichbedeutend mit f(S,) = 1
oder f(C'\ S,) = 1: Widerspruch. Die Annahme ist falsch; jedes Blatt v € H gehort zu W.

Entfernen wir isolierte Knoten aus H (fiir das Argument sind Knoten vom Grad 0 ohne
Belang), so erhalten wir schliefllich

S de(i) = S de(i) = 3 dp(i) < QIH| = 2) = 2(|H| - W) =2W| =2 (4.18)

ieW icH i¢w

sogar noch etwas stérker als gefordert. Die Ungleichung gilt, weil (H, F') ein Wald mit hochstens
|H| — 1 kanten ist und alle Knoten nicht in W einen Grad von wenigstens 2 haben. O
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Bemerkung. Ist f in (4.13) eine echte Funktion, so kann man zeigen, dass eine minimale
Erweiterung stets eindeutig ist. Die Reihenfolge des Loschens (,,Riickwirtsloschen) redun-
danter ist Elemente dann nicht entscheidend.

Beispiel. Das STEINERWALD Problem verallgemeinert das STEINERBAUM Problem. Gege-
ben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E') mit Kantengewichten ¢ : £ — Q4 und eine Menge
disjunkter Knotenmengen 77,...,7T, C V. Gesucht ist ein Wald in G’ mit minimalen Kosten
so, dass T;, i = 1,...,p jeweils zusammenhéngend ist. Das ganzzahlige Programm (4.13) be-
schreibt dieses Problem, wenn f(S) = 1 genau dann gilt, wenn es ein 7 € {1,...,p} gibt mit
0 4 SNT; #T;. Mit p =1 ist das das STEINERBAUM Problem.

Die so definierte Funktion f ist echt: f(V) = 0 ist offenbar. Falls f(A) = f(B) = 0 fiir
disjunkte A, B C V,so gilt ANT; =0 oder ANT; =T, fiir alle i € {1,...,p} (ebenso fiir B),
und somit ist auch (AUB)NT; = () oder (AUB)NT; = T; fiir alle i € {1,..., p}; nach Definition
von f gilt damit f(AUB) = 0, f ist also maximal. Auflerdem gilt ANT; = (0 = (V\A)NT; = T;
und ANT; =T, = (V\A)NT; =0, somit ist f symmetrisch.

Satz 4.14 Das Primal-duale Schema mit Synchronisierung ist ein 2-Approximationsalgorith-
mus fir STEINERWALD (insbesondere fiir STEINERBAUM ).

Bemerkung. In diesem Kapitel haben wir nicht die Frage nach der bestmdglichen Appro-
ximationsgiite eines Problems gestellt. Etwa fiir MINIMUM MULTICUT auf Biumen ist sie
schwer zu beantworten: Das Problem betrachtet auf Sternen ist dquivalent zum VERTEX
CoVER Problem (s. Ubung), so dass eine Losung des offenen Problems 1.5 auch hier eine
untere Schranke lieferte. Die Schlagkraft der vorgestellten Vorgehensweise (mit moglicher-
weise bewusstem Verzicht darauf, die beste Giite zu erzielen) liegt in der sehr allgemeinen
Anwendbarkeit des Primal-dualen Schemas, nicht nur auf HITTING SET Probleme.
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Kapitel 5

last edit:

Aroras PTAS fiir Euklidisches TSP 61206

Bei geometrischen Optimierungsproblemen wird der Abstand d(z,y) zweier Punkte x und y
im d-dimensionalen Raum héufig in der Euklidischen Norm gemessen:

Dies schrankt geometrische Probleme weitaus stérker ein als entsprechende Probleme auf z.B.
Graphen. Die Lage von n Punkten in der Ebene hat 2n Freiheitsgrade, wéhrend ein Pro-
blem auf einem Graph mit n Knoten (g‘) voneinander unabhéngige Distanzen haben kann.
Gleichzeitig werden hierdurch hiufig starkere Approximationsaussagen ermoglicht als im all-

gemeinen Fall. Wir sehen uns in diesem Kapitel ein prominentes Beispiel an. Wir beweisen

Satz 5.1 FEs gibt ein PTAS fiir EUKLIDISCHES TSP.

Bemerkung. Am Rand sei eine technische Kuriositit erwidhnt. Beim Entscheidungspro-
blem zum EUKLIDISCHEN TSP fragt man, ob eine Tour der Linge hochstens k existiert. Die
Tourlénge ist aber eine Summe von n Quadratwurzeln deren Vergleich mit k moglicherweise
eine grofle arithmetische Prizision erfordert.

Offenes Problem 5.2 Seien aq,...,an, k € Z. Gibt es einen polynomialen Algorithmus, der
entscheidet, ob Y 1" | \/a; < k?

Diese Schwierigkeit ist nicht spezifisch fiir schwere Probleme; sie tritt genauso bei leichten
geometrischen Problemen auf. Sie ist allerdings dafiir verantwortlich, dass man fiir die Ent-
scheidungsversionen vieler geometrischer Optimierungsprobleme zwar zeigen kann, dass sie
NP-schwer sind, nicht aber, dass sie zu NP gehoren.

Bemerkung. Bei geometrischen Problemen wird hidufig noch unformaler formuliert als oh-
nehin schon h#ufig in der Optimierung. Auch hier wird an die Intuition appeliert, wenn z.B.
Touren bestimmte Gebiete ,,besuchen®, , betreten und ,,verlassen.
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5.1 Portale und Portaltouren

Polynomiale Approximationsschemata basieren oft auf der Beobachtung, dass sich N'P-schwere
Probleme durch vollstdndige Enumeration in Polynomialzeit optimal ,16sen“ lassen, wenn be-
stimmte Eingabegrofien beschrinkt gehalten werden: Etwa der grofite Profit der Gegensténde
beim KNAPSACKPROBLEM oder die Anzahl verschiedener Gréflen der Gegenstinde bei BIN
PACKING. Die Kunst liegt darin, Einschrénkungen (der Kosten, der Problemstruktur, ...) in
Abhiéngigkeit von der vorgegebenen Genauigkeit € so zu wihlen, dass eine optimale einge-
schrinkte Losung noch polynomial berechenbar ist, ihre Kosten sich gegeniiber einer optima-
len allgemeinen Losung aber um nicht mehr als einen Faktor 1 + e erhohen.

Wir haben in Satz 2.1 gesehen, dass das allgemeine TRAVELING SALESMAN PROBLEM im
Wesentlichen ,,iiberhaupt nicht“ zu approximieren ist. Fiir das METRISCHE TSP, d.h. wenn
fiir die Kantengewichte die Dreiecksungleichung gilt, kennen wir den %—Approximationsalgo—
rithmus von Christofides. Andererseits weifl man: Es gibt keinen 220/219-Approximationsal-
gorithmus fiir das METRISCHE TSP, es sei denn P = NP [33]. Man vermutet, dass 4/3 der
erreichbare Approximationsfaktor ist.

Offenes Problem 5.3 Welcher Approximationsfaktor ist maéglich fiir das METRISCHE TSP ¢

Im Frithjahr 1996 wurden sehr iiberraschend von Arora [2] und Mitchell [30] unabhéngig
voneinander polynomiale Approximationsschemata fiir das EUKLIDISCHE TSP gefunden. Weil
ersteres das besser bekannte ist (es ldsst sich auf konstante Dimension d > 2 verallgemeinern),
wird es hier beschrieben. Die oben erwihnten strukturellen Einschrinkungen werden uns auf
sogenannte Portaltouren fithren, die wir mit dynamischer Programmierung auffinden kénnen.
Es handelt sich um eine typische Anwendung des divide-and-conquer-Prinzips: Das gesamte
Problem wird rekursiv in kleinere Teilprobleme zerlegt, bis nur noch triviale Teilprobleme
iibrig bleiben. Teillosungen kleinerer Probleme werden jeweils bestmdoglich zu Loésungen der
néchst hoheren Ebene in der Rekursion zusammen gesetzt.

Runden und Skalieren der Eingabedaten einer Instanz

Gegeben seien n Punkte in der Ebene mit ihren Koordinaten. Wir erzwingen zunéchst eine
gewisse Ausgewogenheit der Verteilung der Punkte. Sei Ly die Seitenlénge des kleinsten alle
Punkte umschliefenden achsenparallelen Quadrats. Es gilt 2Ly < OPT. Wir iiberziehen das
Quadrat mit Gitterlinien mit Abstand Lg - £/4n und verschieben jeden Punkt auf den ihm
am n#chsten liegenden Gitterpunkt. Dabei fallen moglicherweise mehrere Punkte zu einem
Punkt zusammen. Das Verschieben erhoht die Lange einer optimalen Tour ,, nur unwesentlich*,
nidmlich um hochstens 2n- Ly -¢/4n = %Lo e < %5 OPT. Die Instanz wird nun skaliert, indem
alle Distanzen mit 16n/(Lg - £) multipliziert werden. Fiir die neuen Koordinaten der Punkte
konnen wir daher ganzzahlige Vielfache von 4 annehmen, insbesondere ist der kleinste Abstand
zwischen zwei Punkten mindestens 4 und der gréfite horizontale/vertikale Abstand zwischen
zwei Punkten 4n.

Fiir die Seitenldnge L eines alle Punkte umschlielenden achsenparallelen Quadrats der
skalierten Instanz konnen wir L = 4n - n = 4n? wihlen. SchlieBlich sei fiir die Darstellung
hier ohne Einschréinkung die Anzahl der Punkte n eine Zweierpotenz (das kann durch iden-
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tische Kopien vorhandener Punkte erreicht werden und verdoppelt hochstens die Anzahl der
Punkte), also L = 2% mit k = 2 + 2log, n.

Rekursive Partitionierung der Punkte

Wir partitionieren Quadrate rekursiv in vier gleich grofie Teile, also das erste L x L Quadrat
in vier L/2 x L/2 Quadrate usw. Fiir unsere grobe Analyse partitionieren wir bis Einheits-
quadrate entstehen. Fiir eine bessere Analyse partitioniert man, bis jedes Quadrat hochstens
noch einen Punkt enthilt, vergleiche den Unterschied in Abbildung 5.1. Interpretiert man
jedes entstehende Quadrat als einen Knoten, kann man die Partitionierung in einem Baum T
kodieren, einem sogenannten quadtree. Die Tiefe eines Knoten in 1" nennen wir die Tiefe des
zugehorigen Quadrats; das Ausgangsquadrat erhélt Tiefe 0. Somit haben Quadrate der Tiefe
i eine Seitenlinge von L/2°. Die Tiefe des Baumes ist & = O(logn).!

Abbildung 5.1: Rekursive Partition der TSP-Instanz bis zur Tiefe 3 und zugehoriger quadtree

Entsprechend definieren wir die Tiefe der Linien(-segmente), die die Partitionierung erzeu-
gen. Die beiden Linien, die das Ausgangsquadrat zerteilen erhalten Tiefe 1, allgemein erhalten
die 2! Linien, die die Quadrate der Tiefe i — 1 in Quadrate der Tiefe i zerteilen die Tiefe i. Die
lingste Seitenlinge eines Quadrats, das eine Linie der Tiefe i beriihrt ist demnach L/2¢. Wir
diirfen annehmen, dass in der skalierten Instanz kein Punkt auf dem Rand eines Quadrats
liegt (etwa indem Linen halbzahlige Koordinaten erhalten).

Portale

Auf jeder Linie zeichnen wir dquidistante Punkte aus, sogenannte Portale. Die approximative
Tour, die wir konstruieren, darf Linien nur an Portalen kreuzen. Intuitiv darf es nicht zu viele
Portale geben, um die rekursive Konstruktion einer Tour in Polynomialzeit zu gewéhrleisten,
andererseits miissen geniigend Portale vorhanden sein, um die erzwungenen Umwege kurz zu
halten.

Die O-Notation tut an dieser Stelle weh, weil wir k genau angeben konnen. Gewhnen wir uns besser gleich
an die Schmerzen; in diesem Kapitel wird noch so manche Abschétzung wehtun. . .
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Auf einer Linie der Tiefe i sei der Abstand zwischen zwei Portalen L/(2'm), wobei der
Portalparameter m eine Zweierpotenz aus dem Intervall [k/e, 2k /e] ist. Bei dieser Wahl ist
m = O(logn/e). Weil L/2¢ die lingste Seitenliinge eines Quadrats der Tiefe i ist, hat jedes
Quadrat hochstens (L/2%)/(L/2'm) = m Portale an jeder Seite, also hochstens 4m Portale
insgesamt. Man beachte, dass mit wachsender geforderter Genauigkeit, d.h. kleinerem e ebenso
die Anzahl der Portale wichst. Weil m als Zweierpotenz gewéhlt wurde, ist jedes Portal eines
Quadrats ) der Tiefe 7 auch Portal aller derer Quadrate mit geringerer Tiefe als 7, die mit @)
gemeinsame Seiten auf einer Linie haben.

Definition 5.4 Fine Portaltour (engl. portal respecting tour) besucht alle n Knoten und
eine Teilmenge der Portale. Kreuzungen der Tour mit Linien missen an Portalen stattfinden,
Portale diirfen mehrfach besucht werden, aber eine Portaltour kreuzt sich nicht selbst.

5.2 Dynamisches Programm

Wir werden nun solche Portaltouren konstruieren, die jedes Quadrat nur beschrinkt hiufig
betreten oder verlassen. Das Teilproblem innerhalb eines Quadrats ist unabhéngig von seinem
AuBeren zu 16sen, wenn bekannt ist, welche Portale in welcher Reihenfolge von der Portal-
tour benutzt werden. Arora nennt diese Information das Interface, also die Schnittstelle. Es
muss dann innerhalb eines Quadrats keine Tour, sondern knotendisjunkte Wege gefunden
werden, die alle Knoten im Inneren besuchen und mit der Schnittstelleninformation konsi-
stent sind, s. Abbildung 5.2. Man beachte, dass wir hier erlauben, dass Quadrate gar keine
Punkte enthalten. Das dynamische Programm wird eine Tabelle anlegen. Sie enthélt je einen
Eintrag mit den Kosten optimaler Wege im Inneren fiir jedes Quadrat und jede mogliche
Schnittstelleninformation.

/\_, ~N
N
] ] ] !
/
/
n -
- M Portal
/
\
\ N ~
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[ ] ~ .
\
] ] L] 1
7
| = T~ _ -
AN /

Abbildung 5.2: Knotendisjunkte Wege im Inneren eines Quadrats

Lemma 5.5 Zu jeder Portaltour gibt es eine Portaltour mit nicht hoheren Kosten so, das
kein Portal mehr als zweimal besucht wird.
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Beweis. Wegen der Giiltigkeit der Dreiecksungleichung fithrt das ,, Abkiirzen* weiterer Besu-
che zu keiner Erhohung der Kosten, s. Abbildung 5.3. Sollte es hierdurch zu einer Selbstiiber-
schneidung der Tour kommen, so liefert auch das Entkreuzen eine nicht teurere Tour. Es
entstehen keine Subtouren, d.h. mehr als eine Zusammenhangskomponente der Tour, wenn
an einem Portal nicht mehr abgekiirzt wird, wenn weniger als drei Besuche verbleiben. Neh-
men wir das Gegenteil an: Es gibt eine Portaltour, die ein gegebenes Portal p wenigstens
dreimal besucht, so dass jede Abkiirzung an diesem Portal zu einer Subtour fiithrt. Seien
v1,...,v, | > 3, die mit p verbundenen Punkte. Fiihrt jede Kante (v;,v;) mit 1 <i # j <1
zu einer Subtour, miissen bereits alle diese Paare (v;,v;) jeweils iiber einen Weg miteinander
verbunden sein, : Ein Widerspruch zu der Bedingung, dass jedes v; Knotengrad 2 hat. O

. . P L
e

Abbildung 5.3: ,,Abkiirzen“ mehrfacher Besuche eines Portals

Lemma 5.6 Eine optimale Portaltour kann mit Aufwand 20 = nO1/%) perechnet werden.

Beweis. Aufgrund von Lemma 5.5 konnen wir uns auf Portaltouren beschrinken, die jedes
Portal hochstens zweimal besuchen. Bezeichne mit 7 eine solche zu konstruierende optimale
Portaltour. Maximal besucht 7 die 4m Portale eines gegebenen Quadrats @ in der Summe
8m Mal. Der Teil von 7 innerhalb von ) besteht also aus hochstens 4m knotendisjunk-
ten Wegen, die @) jeweils genau einmal betreten und genau einmal verlassen, so dass jeder
Punkt innerhalb von @ auf genau einem dieser Wege liegt. Nicht alle Moglichkeiten fithren
auf iiberschneidungsfreie Touren. Tatséchlich miissen sich Touren wie balancierte Klammern
verhalten, s. Abbildung 5.4.

Wieviele verschiedene giiltige Besuche gibt es hochstens innerhalb von Q7 Jedes Portal
wird 0, 1 oder 2 Mal besucht, insgesamt ergibt das hochstens 3™ = n©(1/¢) Maglichkeiten.
Unter diesen betrachte nur diejenigen, die auch zu giiltigen Touren gehéren kénnen, also eine
gerade Anzahl von Ein- und Austritten von @ haben. Fiir eine feste solche Wahl, die 27 Portale
besucht, ist die Anzahl der erlaubten Portal-Paare (d.h. der balancierten Klammerungen)
gerade die r-te Katalanzahl C, = 1/(r + 1) - (2:) < 2%, Fiir die Ungleichung rechnet man
nach, dass C,4; < 4C,. Nun ist wiederum 2% = n®1/¢) Die Anzahl der giiltigen Besuche
innerhalb eines Quadrats sind also insgesamt n@(1/¢) . nO(1/e) = nO0/e) Weil es hichstens
L? + %L2 + %LQ + -4+ 1 < 2L% = O(n*) Quadrate gibt, ist die Anzahl der Tabelleneintrige
ebenfalls durch n®(/2) beschrinkt.
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Abbildung 5.4: Giiltige und ungiiltige Paare von Ein- und Austritten (,, Klammerungen*)

Fiir jeden Tabelleneintrag muss die optimale Linge eines giiltigen Besuchs berechnet wer-
den. Blatter enthalten hochstens einen Punkt; die Kosten der optimalen Wege in einem Blatt
zu anzahl- und klammerungsméfig gegebenen 2r Portalbenutzungen werden durch versuchs-
weises Einfiigen des hochstens einen Punkts in alle » = O(log n/e) Wege bestimmt. Betrachten
wir nun ein beliebiges Quadrat  der Tiefe ¢; Portalbenutzungen seien anzahl- und klammer-
ungsméBig gegeben. () hat vier Kinder der Tiefe 7 + 1 mit insgesamt weiteren 4m Portalen
im Inneren von ). Wieder wird jedes dieser Portale hichstens zweimal benutzt, was wie
oben héchstens 3% = n9(1/2) Maglichkeiten ergibt. Sei hieraus eine Nutzung der Portale fest
gewihlt. Fiir jedes der vier Quadrate in Tiefe ¢ + 1 muss jede iiberschneidungsfreie Paarung
der jeweils hochstens m/2 + m/2 + m + m = 3m Portale betrachtet werden. Deren Anzahl
kann wie oben durch die Katalanzahl C, mit 2r < 3m beschrinkt werden, ist also nP/e) Fiir
jede giiltige zahlenméfige Auswahl und Klammerung von Portalen der Quadrate der Tiefe
7+ 1 haben wir die optimalen Kosten eines giiltigen Besuchs bereits in der Rekursionsebene
tiefer berechnet. Die kostenminimale Summe der vier giiltigen Besuche in Tiefe 7 4 1 ergibt
die Kosten eines optimalen giiltigen Besuchs in Q). O

Bemerkung. Beim Zusammenfiigen vierer Quadrate zu einem Quadrat auf der néchsthcher-
en Rekursionsebene ist die Information der Portalbenutzungen und Klammerungen verfiigbar,
so dass alle Besuche ausgefiltert werden kénnen (und miissen), die im Inneren Subtouren er-
zeugten.

Bemerkung. Das dynamische Programm berechnet die Kosten einer optimalen Portaltour,
nicht die Tour selbst. Diese muss aus den in der Tabelle hinterlegten Entscheidungen rekon-
struiert werden.

5.3 Randomisiert verschobene Partitionierung

Lemma 5.6 versetzt uns zwar in die Lage, eine optimale Portaltour in Polynomialzeit zu be-
stimmen. Wir miissen allerdings noch zeigen, dass solch eine Tour eine Léange von hochstens
(1+4¢)- OPT hat. Interessanterweise konnen wir das im Allgemeinen nicht, s. Abbildung 5.5.
Wenn eine optimale Tour Linien geringer Tiefe, d.h. mit gréflerem Portalabstand héufig
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kreuzt, kann die dargestellte Situation auftreten. Die folgende Konstruktion nutzt aus, dass
es von den Linien geringer Tiefe nur relativ wenige gibt.

- R —_— S
Portal

Abbildung 5.5: Umweg um einem konstanten Anteil an OPT bei Benutzung von Portalen.
Fiir € nahe 0 hat die optimale Tour (gestrichelt) eine Linge von etwa 2(¢; + f2). Der rot
(durchgehend) eingezeichnete Umweg durch die Portale verlingert die Tour um etwa /.

Verschieben der Partitionierung

Seien 0 < a,b < L ganze Zahlen. Wir betrachten die sogenannte (a,b)-Partitionierung: Jede
vertikale Linie an der Position x wird nach a + x mod L verschoben; jede horizonzale Linie
an der Position y wird nach b+y mod L verschoben. Die Portale werden mit verschoben, die
Koordinaten der Punkte der T'SP-Instanz bleiben unverdndert. Wie Abbildung 5.6 suggeriert,
werden Quadrate als iiber den Rand des Ausgangsquadrats ,,hinausgeschoben® interpretiert.
Diese Verschiebung verringert hochstens die Anzahl der Tabelleneintréige unseres dynamischen
Programms, weil Touren den Rand nicht iibertreten kénnen.

-
a

Tiefe 1

Tiefe 2

Tiefe 3

g

Abbildung 5.6: (a, b)-Partitionierung: Verschieben der Linien
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Lemma 5.7 Sei m eine optimale TSP-Tour einer skalierten Instanz und n(w) die Anzahl,
wie oft m horizontale oder vertikale Linien des Einheitsgitters kreuzt. Es gilt

n(w) <2-OPT .

Beweis. Sei s die Linge einer Kante e in 7, u und v die Léngen der Projektionen von s auf
die Koordinatenachsen, also s> = u? + v2. Die Kante e hat daher hochstens v + 1 + v + 1
Schnittpunkte mit den Einheitsgitterlinien. Nun ist

utv+2<2u?+0v2)+2=v2s2+2<2s

wobei die erste Ungleichung wegen (u+v)? < 2(u?+v?) gilt und wir in der zweiten Ungleichung
wegen unserer eingénglichen Rundung s > 4 annehmen diirfen. O

Satz 5.8 Seien ganzzahlige a,b zufillig (unabhingig und gleichverteilt) aus [0, L) gewdhlt.
Uberfiihren wir eine optimale TSP-Tour in eine Portaltour der (a,b)-Partitionierung, die
jedes Portal héchstens zweimal besucht, ist die erwartete Kostenerhohung hochstens 2e- OPT.

Beweis. Jede Kante (u,v) der optimalen Tour 7, die eine Linie | nicht an einem Portal,
sondern in einem Nichtportal ¢ kreuzt, muss durch zwei Segmente (u, p), (p,v) ersetzt werden,
wobei p ein néchstes an ¢ gelegenes Portal ist. Dies erhoht die Kosten um hochstens die Distanz
zwischen zwei Portalen auf der Linie [.

Weil a,b gleichverteilt aus [0, L) gewéhlt wurden, ist die Wahrscheinlichkeit, dass [ eine
Linie der Tiefe i ist gerade 2/L: Die Anzahl der Linien der Tiefe i geteilt durch die Anzahl
aller Linien. Auf einer Linie der Tiefe 7 ist die Distanz zwischen zwei Portalen L/(2'm). Der
Erwartungswert der Kostenerhchung beim Erzwingen der Benutzung eines Portals fiir eine
Kreuzung mit einer Linie ist daher

=

i L
LT, 2im
i=1

= §5

k
m Y

weil m € [k/e,2k/¢e]. Zusammen mit Lemma 5.7 ergibt sich als erwartete Kostenerhohung fiir
alle Kreuzungen hochstens 2¢ - OPT. O

Korollar 5.9 Seien ganzzahlige a,b zufillig (unabhingig und gleichverteilt) aus [0, L) gewdhlt.

Dann ¢ibt es mit Wahrscheinlichkeit mindestens % eine Portaltour der Linge hdchstens

(1+4¢e) - OPT, die jedes Portal der (a,b)-Partitionierung hochstens zweimal besucht.
Beweis. Folgt unmittelbar aus der Markov-Ungleichung (Lemma 3.9):

1
Pr[Kostenerhohung ist groBer als 4e - OPT] < 2¢- OPT /4e - OPT = 3

Derandomisierung

Die einzige zufillige Entscheidung im beschriebenen randomisierten PTAS ist die Verschie-
bung der Partitionierung. W#hlt man deterministisch unter allen (a, b)-Partitionierungen die-
jenige, die auf geringste Kosten der entstehenden Portaltour fiihrt, erhoht sich die Laufzeit
des PTAS um einen Faktor L? = O(n?).
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Bemerkung. Das Approximationsschema benutzt wenig Struktur des T'SP, sondern nutzt
vielmehr die geometrische Natur des Problems aus. Das PTAS kann daher auf andere geome-
trische Probleme angewendet werden [2].

Bemerkung. Arora verbessert die Analyse des Algorithmus (u.a. durch Benutzung lediglich
des quadtrees) auf O(n(logn)?(1/9)), also ,fast Linearzeit“, wie es im Titel seiner Arbeit heifit.
Trotzdem sind die versteckten Konstanten sehr groff und die Frage nach der Praktikabilitéit
eines PTAS ist legitim. Man kann die Existenz eines PTAS als Gutartigkeit eines Problems
werten, das sich in der Praxis etwa mit guten Heuristiken zufrieden stellend losen ldsst.

Fazit

Man kann in Bezug auf die algorithmische Eleganz eines Approximationsschemas sicherlich
geteilter Meinung sein. Die Idee, die Struktur einer Losung geschickt einzuschrinken ist her-
ausragend, der resultierende Algorithmus hiufig leider nur die vollstindige Enumeration aller
in Frage kommenden Losungen mit anschlieBender Auswahl der giinstigsten. Es gibt allerdings
auch fiir geometrische Optimierungsprobleme , schone“ Approximationsalgorithmen [9].
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Kapitel 6

last edit:

Semidefinite Relaxation 13.12.06

Mit randomisiertem Runden haben wir bereits frither Approximationsresultate zeigen kénnen.
In diesem Kapitel lernen wir eine ausgereiftere Variante kennen. In der Hauptsache wird es
aber darum gehen, eine weitere allgemeine Technik vorzustellen, mit der sich untere Schranken
fir OPT gewinnen lassen: Semidefinite Relaxationen. Goemans und Williamson [15] haben
diese Idee im Zusammenhang mit Approximationsalgorithmen 1994 erstmals verwendet.

Ein Maximierungsproblem

Beim MAXx CuT Problem sind ein ungerichteter Graph G = (V, E) sowie nichtnegative Kan-
tengewichte w : £ — Q4 gegeben. Fiir ij ¢ E vereinbaren wir w;; = 0. Gesucht ist ein
Schnitt maximalen Gewichts, d.h. S C V' so, dass w((5)) = > ;jes(s) wi; maximal. Eine
offensichtliche obere Schranke fiir OPT ist },_; w;;, bzw. |E| im ungewichteten Fall. Etwa
fiir einen Sterngraph wird diese Schranke auch angenommen.

Satz 6.1 (Hastad [20]) Fiir ¢ > 0 gibt es keinen (16/17 + ¢)-Approximationsalgorithmus fiir
Max CuT, es sei denn P = NP.

Randomisiertes Runden: Der naive Ansatz

Die Partition S,V \ S ist eine 2-Fiarbung der Knoten. Entscheiden wir fiir jeden Knoten mit
Wahrscheinlichkeit je 1/2, ob er weifl oder schwarz gefirbt wird, erhalten wir einen Approxi-
mationsalgorithmus.

Algorithmus 11 Randomisiertes Runden fiir MAX CuT

S=10
fori=1,...,ndo

Wirf eine faire Miinze

if Miinze zeigt Kopf then

S=SuU{i}

end if

end for
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Satz 6.2 Randomisiertes Runden fiir MAX CUT ist ein 1/2-Approzimationsalgorithmus.

Beweis. Definiere fiir alle ¢j € F eine Zufallsvariable X;; mit

| 1 fallsij € 6(9)
Xij _{ 0 sonst

Essei W = ZZ i< w;; X;; der Wert eines Schnittes nach randomisiertem Runden. Wir haben
Prlij € 6(5)] = 1/2, weil dieses Ereignis in genau den zwei (von vier) Féllen eintritt, in denen
7 und j unterschiedliche Farben haben. Fiir den Erwartungswert von W gilt

E[W] = E[Z wij Xij]
= Z wijE[Xij]
= Y wyPrlij € 5(9)]

1<j

1
= 2wy

i<j

v

1
—OPT
2 Y

wobei in der Ungleichung die obere Schranke j Wij = OPT benutzt wurde. O

Es ist keine Formulierung von MaAX CUT als ganzzahliges Programm bekannt, deren LP-
Relaxation eine Ganzzahligkeitsliicke besser als 1/2 hat. Will man Satz 6.2 verbessern, muss
Pr[ij € 6(5)] iiber 1/2 erhoht werden. Fiir die entscheidende Idee miissen wir einige Begriffe
bereitstellen.

Semidefinite Programme

Definition 6.3 Eine Matriz X € R™™ heif$t positiv semidefinitit genau dann, wenn fir alle
y € R” gilt y' Xy > 0. Man schreibt auch X = 0.

Lemma 6.4 Ist X symmetrisch, dann sind dquivalent:
o X ist positiv semidefinit
e X hat nicht-negative Figenwerte

o X =YY fir eine Matriz Y € R™™ mit m <n

Bemerkung. Jede symmetrische Matrix X kann mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung als YTY
unter Verwendung exakter Arithmetik in O(n?) faktorisiert werden, wobei die Berechnung
Quadratwurzelziehen bendtigt. Man bricht die Faktorisierung daher nach Erreichen der ge-
wiinschten Genauigkeit ab; der entstehende Fehler ist innerhalb der Numerik sehr gut unter-
sucht und beherrschbar. Fiir Details siche etwa das Buch von Golub und van Loan [17].
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Ein semidefinites Programm ist

max oder min E CijTij

Z7J

Zaijkﬂfzj = by (6.1)
i7j

X =(245) =0 und X symmetrisch

Semidefinite Programme koénnen fiir jedes € > 0 bis auf einen additiven Fehler von & op-
timal in Zeit polynomial in n und log(1/e) gelost werden (Ellipsoid-Methode, Innere-Punkte-
Verfahren und weitere). Der Fehler ist, wie bei der Cholwesky-Zerlegung, notwendig, weil
die Losung irrational sein kann. Semidefinite Programme sind in ihrer Theorie den linearen
Programmen sehr dhnlich, insbesondere gilt auch hier eine starke Dualitét; sie fiihren aber
allgemein auf stidrkere Relaxationen, d.h. bessere Schranken.

Das semidefinite Programm (6.1) ist dquivalent zu einem sogenannten Vektorprogramm

max oder min Zcij(}’i "Yj)
4,
> ailyi-y;) = b (6.2)
4,
Yi (= Rm 1€ V

Die Aquivalenz sehen wir mit der dritten Eigenschaft in Lemma 6.4. Sei Y = (yi...yn), d.h.
die i-te Spalte von Y besteht aus y;. Dann ist genau z;; = y; - y; (= yfyj, aber wir kénnten
auch andere Skalarprodukte zulassen). Eine zuliissige Losung fiir (6.2) gibt eine zulissige
Losung fiir (6.1) mit demselben Wert und umgekehrt.

Ein quadratisches ganzzahliges Programm

1
OPT = max 5 Z wij (1 — yiy;) (6.3)
1<J
y; € {—1,1} 1€V

Dieses Programm modelliert MAX CuT: Fiir eine Kante ij € E ist (1—-y;y;) =0, fallsi,j € S
und (1—y,y;) = 2 sonst. Insbesondere induziert die Menge S = {i € Y | y; = 1} einen Schnitt.

Wir betrachten nun eine interessante Relaxation. Dazu fassen wir y; als einen eindimen-
sionalen Einheitsvektor auf. Die Relaxation besteht darin, Einheitsvektoren y; hoéherer Di-
mension m < n zuzulassen, d.h. y; - y; = 1, s. Abbildung 6.1. Wir erhalten

1
UB = max 3 Zwij(l - Yi'Yj) (6.4)
1<J
yi-yi=1 ieV
yi €ER™ ieV
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Das ist ein Vektorprogramm, das wir (bis auf einen additiven Fehler) in Polynomialzeit 16sen
konnen. Die Dimension m ist hierbei der (unbekannte) Zeilenrang der Matrix Y aus der
Cholesky-Zerlegung und wir wéhlen m = n. Um aus einer optimalen Losung fiir (6.4) eine
zuléssige Losung fiir (6.3) zu erhalten, wenden wir eine uns schon bekannte Technik an:
Randomisiertes Runden.

Yi

Yi

Abbildung 6.1: Relaxation eines eindimensionalen Einheitsvektors zu einem hoéherdimensio-
nalen Einheitsvektor. Rechts ist die Lage der zufillig gewéhlten Hyperebene im Verhéltnis zu
den Einheitsvektoren der Losung des Vektorprogramms (6.4) dargestellt.

Algorithmus 12 MAX CuUT

Lose das Vektorprogramm (6.4); sei y* eine optimale Losung
Waihle zufillig gleichverteilt einen m-dimensionalen Einheitsvektor r
S=0
fori=1,...,ndo

if y;-r >0 then

S=5Su{i}

end if

end for

Der zufillig gewéhlte Vektor r ist Normale einer Hyperebene durch den Ursprung. Alle
Vektoren mit nicht-negativem Skalarprodukt mit r befinden sich auf der einen Seite der Hy-
perebene, alle anderen Vektoren auf der anderen. Im Gegensatz zum Miinzwurf ist es um die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Kante ausgew#hlt wird nicht mehr so {iberschaubar bestellt.

Lemma 6.5 1
Prlij € 6(9)] = - arccos(y; - y;)

Beweis. Wir haben laut Algorithmus ij € 6(5) genau dann, wenn die Vektoren y; und y; auf
verschiedenen Seiten der von r induzierten Hyperebene durch den Ursprung liegen. Man kann
den allgemeinen Fall auf den zweidimensionalen Fall durch Projektion von r auf die durch y;
und y; aufgespannte Ebene zuriickfithren. Die Gerade durch den Ursprung induziert durch r
schneidet den Einheitskreis in genau zwei diametral gegeniiberliegenden Punkten s und ¢. Die
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Lage eines dieser Punkte ist nach Wahl von r gleichverteilt auf dem Kreis. Die Vektoren y;
und y; sind durch die Gerade getrennt genau dann, wenn s oder ¢ im kiirzeren Bogen zwischen
yi und y; liegen. Mit der Definition des Skalarprodukts y; - y; = ||yil| - ||y;]| - cos <(y3s,y;) ist
die Wahrscheinlichkeit, mit der dies passiert

arccos(y; - y;) N arccos(yi - y;) B arccos(yi - y;)

2 2 T

Abbildung 6.2: Bogenlinge zwischen zwei Vektoren auf dem Einheitskreis

Satz 6.6 Der erwartete Wert eines maximalen Schnittes aus randomisiertem Runden der
Lésung des Vektorprogramms (6.4) ist wenigstens 0,878 - OPT.

Beweis. Der Beweis ist vollig analog zum Beweis von Satz 6.2. Definiere fiir alle ij € E eine
Zufallsvariable X;; mit

o [ 1 Ralsijess)
Y1 0 sonst

Essel W =), . w;;jX;; der Wert des Schnittes aus dem randomisierten Runden der Losung

i<j
des Vektorprogramms 6.4. Fiir dessen Erwartungswert gilt
E[W] = E[)  wi; X))
i<j
= > wij - Prlij € 5(5))
i<j

Lemma 6.5 1
= E wij; arccos(y; - y;)
1<j

(6.5) |
> 07878'521%(1—3’2"}’)')
1<J
= 0,878 -UB
> 0,878 OPT ,
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wobei fiir die erste Ungleichung herangezogen wurde, dass

L arccos(z)

> . .
Ty 208 ©9)

gilt. Man zeigt dies etwa mittels Kurvendiskussion, s. Abbildung 6.3. O

Abbildung 6.3: Verlauf der Funktion L arccos(z)/3(1 — z) im Interval [—1,1]

Bemerkung. Den Vektor r wihlt man komponentenweise aus der Normalverteilung mit Er-
wartungswert 0 und Standardabweichung 1 und anschliefendes Normieren. Man kann zeigen,
dass der so erhaltene Vektor gleichverteilt auf der Einheitssphere ist.

Bemerkung. Man kann fiir den Kreis mit fiinf Knoten nachweisen, dass die Ganzzah-
ligkeitsliicke des Vektorprogramms (6.4) 32/(25 + 5v/5) ~ 0,88445 ist. Das heiBt, mit der
semidefiniten Relaxation ist keine bessere als diese Giitegarantie zu erzielen.

Der vorgestellte Algorithmus basiert explizit auf dem Losen eines semidefiniten Pro-
gramms. David Williamson lobt $50 fiir die Beantwortung folgender Frage aus.

Offenes Problem 6.7 Gibt es einen kombinatorischen 0,878-Approximationsalgorithmus fiir
Max Cur?

Bemerkung. Eine im Jahr 2004 veroffentlichte Arbeit [28] legt nahe, dass der Approxima-
tionsfaktor des Goemans-Williamson Algorithmus bestmdglich ist. Dass ausgerechnet dieser
Faktor eine obere Schranke fiir die Approximierbarkeit von MAX CUT sein sollte erkliren
die Autoren damit, dass der Algorithmus eine spzifische geometrische Natur des Problems
ausnutzt.
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Kapitel 7

last edit:

Facility Location und A£-Median 13.2.07

Standortplanung ist ein klassisches Thema des Operations Research. Aus Sicht der ganzzah-
ligen Optimierung ist sind diese Probleme interessant, weil sie ganz einfache Beispiele fiir
Modellierungen logischer Bedingungen mit Indikatorvariablen sind. In Hinblick auf Approxi-
mationsalgorithmen sind viele Varianten Gegenstand aktueller Forschung; obere und untere
Schranken liegen zum Teil noch deutlich auseinander. Wir betrachten im folgenden Abschnitt
die einfachste Form des FACILITY LOCATION.

7.1 Metrisches unkapazitiertes Facility Location

Gegeben ist ein vollstindiger bipartiter Graph G = (C' U F,C x F), dessen Knoten Facilities
(oder Standorte) ¢ € F' und Stédte (oder Kunden) j € C représentieren. Das Eroffnen eines
Standorts ¢ verursacht Kosten f;; das Verbinden eines Kunden j mit einen offenen Standort
i kostet ¢;j. Gesucht ist eine Teilmenge I C F' zu offender Standorte und eine Zuordnung
¢ : C — I jedes Kunden zu genau einem offenen Standort. Dabei sind die Gesamtkosten, d.h.
die Offungs- und Verbindungskosten zu minimieren.

Fiir beliebige Kosten lésst sich SET COVER modellieren, und damit ist keine Approximati-
onsgiite besser als logarithmisch zu erwarten. Gilt hingegen fiir die Kosten ¢;; die Dreiecksun-
gleichung, kann man konstante Approximationsfaktoren finden. Wir entwickeln hier einen 3-
Approximationsalgorithmus auf Basis des Primal-dualen Schemas. Im Unterschied zu unseren
fritheren Algorithmen werden wir dieses Mal die primalen Bedingungen vom komplementéren
Schlupf relaxieren. Um den Algorithmus auch im néchsten Abschnitt fiir das k-MEDIAN Pro-
blem anwenden zu kéonnen fordern wir mehr als hier nétig wére: Die konstruierte duale Losung
,bezahlt“ die Offnungskosten voll und wenigstens ein Drittel der Verbindungskosten.

Der zurzeit beste bekannte Approximationsalgorithmus erzielt einen Faktor von 1,52 [31];
die beste untere Schranke ist 1,463 [19]; in diesem Fall ist die Liicke damit ,fast* geschlossen.
Der hier vorgestellte Algorithmus ist von Jain und Vazirani [24]. FACILITY LOCATION lisst
sich als ganzzahliges Programm formulieren, dessen LP Relaxation wie folgt aussieht:
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min Z Z CijTij + Z fiys

i€F jeC ieF

> wy>1 jecC (7.1)
i€l

Tij < Yi jeC,ieF

Zij,Yi 2 0 jeClieF

Das hierzu duale lineare Programm ist (es dualisiert sich leichter, wenn man z;; < y; als
yi — i > 0 liest)

max E ay

jec

oy — 51']’ < Cij Jj € C,Z el (72)
S Bi<fi i€F

jel

Oéj,ﬁijzo jelCiiel

Der Algorithmus arbeitet in zwei Phasen; zuerst bestimmen wir eine dual zuléssige Losung
und eroffnen Facilities nur ,,versuchsweise“, dann bestimmen wir die tatsichlich zu 6ffnenden
und ordnen ihnen Stédte zu. Somit entsteht in der zweiten Phase eine primal zuléssige, ganz-
zahlige Losung. Wir lassen uns von den Bedingungen des Komplementéiren Schlupfs leiten:

zi; >0 (dh o2y =1) =  «aj=c¢j+ 06 (7.3)

Falls ¢(j) = 14, so interpretieren wir «; als Preis, den j zu zahlen bereit ist. Hiervon entfallen
¢i; auf Verbindungskosten und (3;; auf Beitrag zu den Offnungskosten fiir Facility i.

ﬁij >0 = Yi = Tij (74)

Falls i offen ist, aber ¢(j) # 4, dann ist y; # x;; und somit muss 3;; = 0 gelten. Dies bedeutet,
dass nur zu ¢ zugeordnete Stadte auch zu den Offnungskosten von i beitragen diirfen.

yi >0 (dhoy;=1) = Y bj=f (7.5)
Jo()=i

Fiir die Offnungskosten einer Facility wird voll bezahlt. Die vierte Bedingung ist nicht inter-
essant. Wir werden wieder Synchronisierung der Dualvariablen anwenden und man fiihrt in
diesem Zusammenhang oft den Begriff der Zeit ein: Dualvariablen wachsen alle mit dersel-
ben Rate, eine Einheit pro Zeiteinheit. Hier heben wir die a;; Variablen an; die (3;; reagieren
lediglich so, dass die duale Zuléssigkeit (bzw. der Komplementére Schlupf) gewahrt bleibt.

Am Ende von Phase 1 (Algorithmus 13a) tragen Stédte eventuell bei mehreren Facilities
zu den Offnungskosten bei, was wir wegen (7.4) nicht wollen. Wir nennen Facilities i und i’
abhdngig, wenn mit beiden eine Stadt j Kanten verbunden ist und 3;;, 8;7; > 0. Wir bestimmen
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Algorithmus 13a Facility Location: Phase 1, versuchsweises Offnen

Initialisiere alle Stidte als unverbunden; setze a;; = 0, 3;; =0
while noch Stédte unverbunden do
— Erhéhe «; gleichzeitig und gleichmiflig fiir alle unverbundenen Stadte j € C

— falls a;j = ¢;; fiir eine Kante ij, deklariere ij als bezahlt (,,j hat i erreicht*)
— erhohe 3;; fiir bezahlte Kanten ij mit gleicher Rate wie a;

— falls ) jec Bij = [i, so ist i bezahlt; 6ffne i versuchsweise
alle unverbundenen Stddte, die i erreicht haben, werden als verbunden deklariert

— erreicht eine Stadt j eine versuchsweise offene Fucility i, wird j verbunden
(in diesem Fall ist 3;; = 0)
end while
Falls mehrere Ereignisse gleichzeitig eintreten, arbeite sie in beliebiger Reihenfolge ab.

Algorithmus 13b Facility Location: Phase 2, Zuordnung der Stéadte

// Vor Phase 2 wird eine inklusionsweise maximale unabhéingige Menge I C F gedfinet

for jede Stadt j € C do
— enthélt [ eine Facility i, zu deren Offnungskosten j echt beigetragen hat (3;; > 0)
setze ¢(j) =i und nenne j direkt verbunden

— andernfalls: enthélt I eine Facility ', zu der j in Phase 1 verbunden wurde (5;; = 0)
setze ¢(j) =4’ und nenne j direkt verbunden

— andernfalls ist ¢/ ¢ I, d.h. keine Facility ', zu der j in Phase 1 verbunden wurde ist
offen; dann wiihle eine zu ' abhéingige Facility i € T
(die existiert, sonst hétte ¢/ unabhiingig gewiihlt werden konnen)
setze ¢(j) = 7" und nenne j indirekt verbunden
end for

el

¢

ﬂl’//j/ > 0

By >0
j

Abbildung 7.1: In Phase 1 wurde j mit ¢’ verbunden, aber i’ ¢ I, d.h. ¢/ wurde nicht gedffnet.
Dann existiert eine zu i’ abhingige Facility 1" € I, mit der j indirekt verbunden wird.
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dann unter den versuchsweise offenen Facilities eine inklusionsweise maximale unabhéingige
Menge I und 6ffnen alle i € I. Insbesondere wird fiir jede Stadt j hochstens eine Facility i
mit f;; > 0 wirklich geoffnet. Wir setzen y; =1 <= i€l und ;5 =1 < ¢(j) = 1.

Satz 7.1 Die in Algorithmus 13 konstruierten primalen und dualen Ldésungen erfillen

chijl‘ij—l—?)Zfiyi < 3204]' . (76)

i€F jeC i€F jeC
Beweis. Wir betrachten Offnungs- und Verbindungskosten separat. Zunichst gilt fiir i € 1,

dass
> Bi="fi,
Ji(j)=i
denn Zj Bij = fi, d.h. q ist voll bezahlt, nur direkt verbundene Stédte tragen zu Offnungs-
kosten bei, und alle Stédte j mit b;; > 0 sind auch direkt mit ¢ verbunden. Aufsummiert iiber
alle Facilities ergibt sich

SN By = D fi =D fuwi - (7.7)

ieF jeC el el

Fiir jede direkt verbundene Stadt j sind die Verbindungskosten cg;y; = a; — Bg(;);, also
insbesondere cy(;); < 3(o — ﬁ¢(j)]~). Wir zeigen schliefllich, dass fiir eine indirekt verbundene
Stadt j gilt, dass cg;); < 3 (beachte Bej); = 0), so dass Summation iiber alle Stidte
zusammen mit (7.7) die Behauptung (7.6) ergibt.

Sei i’ ¢ I eine Facility, mit der j in Phase 1 verbunden wurde und " € I die Facility,
mit der j in Phase 2 indirekt verbunden wurde. Weil i’ und i” nach Wahl des Algorithmus
abhéingig sind, gibt es eine Stadt j/, so dass

/Bi’j' > 0 und ﬂi”j’ > O 5 (78)

s. Abbildung 7.1. Aufgrund der Dreieckungleichung gilt c;v; < ¢y + ¢y + ¢y jr. Wir zeigen,
dass keiner der Summanden auf der rechten Seite grofler ist als a;, d.h. ¢;7; < 3ar;. Zunéchst
hat j die Facility i’ erreicht, daher ist a;; > ¢;r;. Weiterhin hat j' sowohl ¢’ als auch ¢ erreicht,
also gilt

Qi > Cjr 4 und Qe > Cirgr . (79)

Wegen (7.8) hat j’ beide Facilities erreicht, bevor diese versuchsweise gedffnet wurden. Nun
konnte j in Phase 1 erst mit ¢/ verbunden werden, nachdem i’ versuchsweise getffnet wurde;
zusammen ist also o > aj/, so dass wegen (7.9) wie benétigt a; > ¢y und oy > ¢y . O

Ubung. Gib ein tight ezample an, das zeigt, dass die Analyse des Algorithmus scharf ist.

Ubung. Zeige, dass sich jede SET COVER Instanz als Instanz des nicht-metrischen FACILITY
LocATION darstellen lidsst, und insbesondere nicht konstant approximierbar ist.

Ubung. Gib eine Implementation des Approximationsalgorithmus’ an. Wie ist die Laufzeit?
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Kapitel 8

last edit:

Iteriertes Runden 13.2.07

Beim Runden einer fraktionalen Losung (eines linearen oder semidefiniten Programms) haben
wir alle fraktionalen Variablen oberhalb eines Schwellwertes oder mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit zur néchstgrofleren ganzen Zahl aufgerundet. In diesem Kapitel lernen wir eine
allgemeiner anwendbare Spielart kennen, bei der nur jeweils eine Variable mit jeweils grofitem
Wert aufgerundet wird. Dann 16st man das so modifizierte Programm neu und iteriert; daher
der Name dieser von Jain [23] eingefiihrten Technik: Iteriertes Runden.

8.1 Survivable Netzwork Design

In diesem Kapitel werden bisher betrachtete NETZWERK DESIGN Probleme verallgemeinert
zum sogenannten SURVIVABLE NETWORK DESIGN Problem (auch: VERALLGEMEINERTES
STEINER NETZWERK Problem). Die Motivation ist, kostengiinstig ein ,,robustes* Netzwerk zu
installieren, dessen Funktionalitéit, etwa das Bedienen des Kommunikationsbedarfs zwischen
einzelnen Teilnehmern, auch bei Ausfall einiger Leitungen nicht gefihrdet ist. Gegeben sind

e cin ungerichteter Graph G = (V, E)
e cine Kostenfunktion ¢ : £ — Q4 auf den Kanten
e cin Zusammenhangsbedarf r:V x V — Z, zwischen je zwei Knoten und

e cine obere Schranke u : E — Z, U {oo} dafiir, wie hiufig eine Kante e € E in das
zu erstellende Netzwerk aufgenommen werden darf. Wir sagen auch: Von Kante e € £
diirfen hochstens u. Kopien existieren.

Gesucht ist

e ein kostenminimaler Multigraph mit Knotenmenge V', der r(u, v) kantendisjunkte Wege
fir jedes Paar u,v € V enthélt. Anders gesagt: Jeder u-v-Schnitt muss mindestens
r(u,v) Kanten(-kopien) enthalten. Von einer Kante e € E diirfen héchstens u,. Kopien
angelegt werden; jede Kopie der Kante e € F kostet c..

Alle in Abschnitt 4.2 genannten Probleme sind Spezialfille dieser Aufgabenstellung und
wir haben gesehen, dass das Primal-duale Schema fast in jedem Fall eine 2-Approximation
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liefert. Fiir den allgemeinsten hier zu betrachtenden Fall kann man jedoch nur einen Appro-
ximationsfaktor von 2 - Hy nachweisen, wobei k = max, ey 7(u,v). Iteriertes Runden wird
uns auch hier auf einen 2-Approximationsalgorithmus fithren.

Ein ganzzahliges Programm

Fiir jede Knotenteilmenge S C V schreiben wir den Zusammenhangsbedarf des Schnitts §(S)

als

f(S)= uelgﬁ})ésr(u,v) . (8.1)

Damit kénnen wir als Verallgemeinerung des ganzzahligen Programms (4.13) das SURVIVABLE
NETWORK DESIGN Problem formulieren als

OPT = min Z Coe
eceE

Y we>f(S) ScV (8.2)

e€d(S)
z. € {0,1,...,u.} e€FE ,

mit der LP-Relaxation

LB = min Z CeTe

ecEl

Y we=f(S) ScV (8.3)
ecd(9)
0 <xe < e eckE .

Beim Aufrunden einer fraktionalen Losung der linearen Relaxation des SET COVER Problems
wussten wir, dass positive Variablen einen gewissen Schwellwert iiberschreiten (Satz 3.6). Bei
VERTEX COVER haben wir mit Satz 3.13 sogar bewiesen, dass eine fraktionale Losung immer
halbzahlig ist. Diese giinstige Eigenschaft konnen wir hier leider nicht erwarten.

Lemma 8.1 Fiir den Petersen-Graph mit r(u,v) = 1 zwischen je zwei Knoten u und v hat
die LP-Relazation (8.3) keine halbzahlige Optimallésung.

Beweis. Abbildung 8.1 zeigt den Petersen-Graph. Die verschiedenen Linienstérken sind hier
uninteressant. Der Petersen-Graph ist 3-zusammenhéngend, daher ist ., = 1/3 fiir allee € F
zuléissig: Zwischen je zwei Knoten gibt es drei Wege mit Wert je 1/3. Dies ist optimal, da
LB > 5, weil die Summe der Kantenvariablen an jedem der zehn Knoten wenigstens 1 sein
muss, um den Zusammenhangsbedarf zu sichern. Die Kantenvariablen in einer halbzahligen
Losung diirfen die Werte 0, 1/2 oder 1 annehmen. Jede Lésung mit . = 1 fiir eine Kante e =
(u,v) hat Kosten grofer als 5, denn der Zusammenhangsbedarf von u und v zu allen anderen
Knoten muss iiber weitere Kanten gedeckt werden. Daher muss eine optimale halbzahlige
Losung zwischen je zwei Knoten zwei kantendisjunkte Wege mit Wert je 1/2 enthalten, mit
anderen Worten die Kanten eines Hamiltonschen Kreises miissen Wert je 1/2 annehmen (fiir
10 Kanten mit Wert je 1/2 ergiibe dies genau den Wert 5). Da der Petersen-Graph nicht
Hamiltonsch ist, kann es eine solche Lésung nicht geben. O
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Das Approximationsresultat dieses Kapitels baut auf der Kenntnis der Struktur der Ba-
sislosungen des linearen Programms (8.3). Ein Beispiel fiir eine optimale Basislosung ist in Ab-
bildung 8.1 gegeben. Obwohl die dargestellte Losung nicht halbzahlig ist, haben einige Kanten
den Wert 1/2. Dies ist kein Zufall, sondern beweisbare Eigenschaft der LP-Relaxation (8.3).

Abbildung 8.1: Eine optimale Basislosung der LP-Relaxation (8.3) fiir den Petersen-Graph:
Dick gezeichnete Kanten haben Wert 1/2, diinn gezeichnete Kanten haben Wert 1/4 und die
gepunktet gezeichnete Kante hat Wert 0.

Wir verwenden die untere Schranke aus dem urspriinglichen linearen Programm (8.3),
dieses wird aber im Laufe der Iterationen durch Aufrunden (und Fixieren) einzelner Variablen
verdndert. Die am Ende konstruierte Losung bleibt allerdings zuléssig fiir das originale LP.

Submodulare und schwach supermodulare Funktionen

Beschiftigen wir uns nun mit den Eigenschaften der von uns in (8.1) definierten Funktion
f:2V — Z, des Zusammenhangsbedarfs.

Definition 8.2 FEine Funktion f : 2V — Z, heifit stark submodular falls f(V) = 0 und fiir
je zwei Mengen A, B CV gilt

1. f(A)+f(B) > f(AUB)+ f(ANB) und
2. f(A)+ f(B) = f(A\B)+f(B\4)

Fiir Submodularitdt wird nur die erste Eigenschaft gefordert; wir benutzen hier die stérke-
re Definition. Ein klassischer Vertreter fiir eine (sogar stark) submodulare Funktion in der
kombinatorischen Optimierung ist die Schnittfunktion.

Lemma 8.3 Die auf einem ungerichteten Graph G = (V, E) definierte Funktion § : 2V — Z,
mit S — [0(S)|, S CV ist stark submodular.

Beweis. Seien A, B C V gegeben. Gilt AN B = () oder gilt A C B oder B C A, so sind die
beiden Bedingungen in Definition 8.2 mit Gleichheit erfiillt.

Sei dies nicht der Fall, d.h. A und B kreuzen sich, vgl. Abbildung 8.2. Eine Kante e; mit
einem Endknoten in A\ B und dem anderen in B\ A tréigt zu 6(A) und §(B) bei, nicht aber
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zu 0(A U B) oder §(AN B). Eine Kante ey mit einem Endknoten in A N B und dem anderen

nicht in AU B trégt zu 6(A) und §(B) bei, nicht aber zu 6(A \ B) oder 6(B \ A). Jeweils alle
anderen Kanten tragen gleichzeitig zu beiden Seiten der beiden Bedingungen bei. O

€2

Abbildung 8.2: Sich kreuzende Mengen A und B im Beweis von Lemma 8.3

Definition 8.4 Eine Funktion f : 2V — 7, heifit schwach supermodular falls f(V) =0 und
fiir je zwet Mengen A, B CV wenigstens eine der folgenden Figenschaften gilt

1. f(A)+ f(B) < f(AUB)+ f(ANB) oder
2. f(A)+f(B) < f(A\B)+f(A\B)

Lemma 8.5 Die Funktion f : 2V — Z, mit S — f(S) = maxy,eg ¢ 7(U,v) ist schwach
supermodular.

Beweis. Der Beweis lduft dhnlich dem des vorangegangenen Lemmas, nur dass jetzt Zusam-
menhangsbedarfe der Mengen A, B C V betrachet werden, s. Abbildung 8.3. Gilt AN B = (),
so trigt jeder Bedarf r1, der zu f(A) und/oder f(B) beitrigt sowohl zu f(A\ B) als auch zu
f(B\ A) in gleichem MaBe bei. Die zweite Bedingung aus Definition 8.4 gilt.

Sei A C B. Ein Bedarf 7 von A nach B tréigt zu f(A) und zu f(B N A) bei. Ein Bedarf
rs aus B heraus tragt zu f(B) und zu f(A U B) bei. Ein Bedarf r4 aus A hinaus aus AU B
triagt zu f(A), f(B), f(AU B) und f(AN B) bei. Analog betrachtet man den Fall B C A.
Die erste Bedingung der Definition gilt.

Kreuzen sich A und B, so unterscheiden wir, ob der Bedarf r5 aus A \ B hinaus nach
B\ A oder der Bedarf r¢ aus AN B hinaus aus A U B grofler ist. Im ersten Fall ist f(A) =
f(B) = f(A\ B) = f(B\ A) = r5 und die zweite Bedingung der Defintion gilt. Im zweiten
Fall ist f(A) = f(B) = f(AUB) = f(BNA) = r5 und die erste Bedingung gilt. Alle anderen
Bedarfe, sollten sie grofier als max{rs,rg} sein, tragen gleichermaflen zu beiden Seiten beider
Bedingungen bei. O

In einer Iteration des Algorithmus wird das Aufrunden einzelner Variablen x. so reali-
siert, dass der entsprechende Zusammenhangsbedarf aller Knotenmengen S C V' mit e € 6(.5)
vermindert wird. Dies verédndert (genauer: senkt) in jeder Iteration den (verbleibenden) Zu-
sammenhangsbedarf, wir sprechen von Residual-Zusammenhangsbedarf.

Lemma 8.6 Sei f: 2V — Z, schwach supermodulare Funktion und H eine Multimenge von

Kanten. Dann ist auch die Funktion des Residual-Zusammenhangsbedarfs f' : 2V — 7, mit
S— f1(S)=f(S) —10u(S)|, S CV schwach supermodular.
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Abbildung 8.3: Zum Beweis des Lemmas 8.5

Beweis. Sei f(A) + f(B) < f(AUB) + f(AN B). Wegen der starken Submodularitdt der
Schnittfunktion (Lemma 8.3) gilt |07 (A)|+ |0g(B)| > [0g (AU B)|+ |[0g(AN B)|. Subtraktion
der Schnittfunktion vermindert die rechte Seite also nicht stirker als die linke, und daher gilt
f'(A)+ f'(B) < f'(AU B) + f'(AN B). Ebenso zeigt man die zweite Ungleichung,. O

Damit kénnen wir einen starken Satz der polyedrischen Kombinatorik formulieren.

Satz 8.7 Sei f:2Y — Z, eine schwach supermodulare Funktion. Fiir jede Basislosung x des
linearen Programms (8.3) gibt es eine Variable x. mit x. > %

Der Beweis dieses Satzes benutzt keine Mittel, die wir nicht zur Verfiigung stellen kénnten,
beansprucht allerdings bereits in der Originalarbeit [23] mehr als sechs Seiten, so dass wir ihn
hier leider aussparen. Wir geben nun den Algorithmus formal an.

Algorithmus 14 Iteriertes Runden fiir SURVIVABLE NETWORK DESIGN
Initialisierung: H =0, f' = f
while f' # 0 do
Bestimme optimale Basislosung x zum LP (8.3) mit Residual-Zusammenhangsbedarf f’
for jede Kante e € E mit z. > 1/2 do
Nimm [z.] Kopien der Kante e in H auf
Setze ue = ue — [T ]
end for
Setze f'(S) = f(S) — |6 (S)| fiir alle S CV
end while
Gib H aus.

Laufzeit

In Bezug auf die polynomiale Laufzeit des vorgeschlagenen Algorithmus miissen wir zwei
Schritte besonders untersuchen. Zum einen muss ein lineares Programm mit exponentiell
vielen Restriktionen optimal gelost werden. Die Ellipsoid-Methode ist hierzu in der Lage,
wenn wir ein polynomiales Separationsorakel angeben koénnen, das zu gegebener Losung x
eine verletzte Restriktion identifiziert oder feststellt, dass x zuléssig ist. Der zweite Punkt ist
das Update der exponentiell vielen Residual-Zusammenhangsbedarfe.

In der ersten Iteration konnen wir eine verletzte Restriktion mit einem Maximaler-Fluss-
Algorithmus bestimmen. Zu gegebener Losung x belegen wir jede Kante e € E des Graph G
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mit Kapazitéit z.. Dann iiberpriifen wir fiir jedes Knotenpaar (u,v), ob ein maximaler Fluss
von u nach v wenigstens den Wert r(u,v) erreicht. Falls nicht, erhalten wir einen verletzten
Schnitt, d.h. eine verletzte Restriktion mit

5x(8) = > me < f(5) .
)

e€d(S

Sei nun f’ Residual-Zusammenhangsbedarf in einer spéteren Iteration. Zu gegebener Losung
x' des modifizierten linearen Programms definieren wir x wie folgt. Fiir jede Kante ¢ € F
setze w. = 1z, + ey, wobei ey die Anzahl der Kopien der Kante e in H bezeichne. Das
folgende Lemma zeigt, dass unser polynomiales Separationsorakel fiir die originale Funktion
f zu einem polynomialen Separationsorakel fiir die Residual-Zusammenhangsbedarfsfunktion
f! fithrt. Wir werden gleichzeitig sehen, dass damit gar keine Notwendigkeit mehr besteht,
einen tatséchlichen Update-Schritt der Funktion f (bzw. f’) durchzufiihren.

Lemma 8.8 FEin Schnitt §(S) ist von einer Lisung X' zu Residual-Zusammenhangsbedarf f’
verletzt genau dann, wenn er von Ldésung X zu Zusammenhangsbedarf f verletzt ist.

Beweis. Zunichst gilt dx(S) = 0x/(S) + [0m(S)| nach unserer Definition von x’. Weiterhin
haben wir f/(S) = f(S) — |6 (S)| definiert. Zusammen gibt das

0x(S) = 0w (S)+ f(S) = f'(5)
= (9= f(5) = & (5) - fI(9) ,

d.h. 6¢(S) > f(S) < 6x(S) > f/(S), was zu beweisen war. O

Positiv formuliert lautet die Aussage dieses Lemmas, dass eine Losung x’ fiir das lineare
Programm (8.3) mit rechter Seite f’ zuléissig ist, genau dann, wenn die Lésung x mit rechter
Seite f zuléssig ist. Unter der Voraussetzung, dass die polyedrische Aussage des Satz 8.7 gilt,
konnen wir nun die behauptete Approximationsgarantie beweisen.

Satz 8.9 [teriertes Runden ist ein 2-Approximationsalgorithmus fir das SURVIVABLE NET-
WORK DESIGN Problem.

Beweis. Sei f eine schwach supermodulare Zusammenhangsbedarfsfunktion. Wir zeigen,
dass die Kosten der konstruierten ganzzahligen Losung H hochstens doppelt so hoch sind
wie die Kosten LB der optimalen fraktionalen Losung zu (8.3). Weil LB < OPT folgt die
Behauptung. Der Beweis lduft induktiv iiber die Anzahl der Iterationen.

Terminiert der Algorithmus nach einer Iteration, so enthélt H nur Kanten e mit x, > 1/2
und die Behauptung folgt sofort.

Fiir den Induktionsschritt sei x die in der ersten Iteration bestimmte Basislosung. Aus x
leiten wir einen Vektor x durch Nullsetzen aller Komponenten mit z, < 1/2 ab. Aufgrund von
Satz 8.7 ist x # 0. Sei H die Multimenge der in der ersten Iteration gewéhlten Kanten. Wir
bezeichnen etwas missbrauchlich mit ¢(-) die Kosten der Multimenge, bzw. der zugehérigen
Losung. Weil H durch Aufrunden von Variablen in X entstanden ist, gilt ¢(H) < 2 - ¢(x).

Sei f' der Residual-Zusammenhangsbedarf nach der ersten Iteration und H’ die Multi-
menge der Kanten, die nach der ersten Iteration aufgenommen wurden, um f’ zu erfiillen.
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Die wichtige Beobachtung ist, dass x — % zuléssig ist fiir (8.3) mit rechter Seite f’. Fiir die
Kosten von H' gilt daher nach Induktionsvoraussetzung ¢(H') < 2 - ¢(x — x). Weiterhin gilt
dass die Multimenge H U H' den Zusammenhangsbedarf f erfiillt. Zusammen ergibt sich

c(HUH") < c¢H)+cH) < 2-¢(x)+2 c¢(x—%) < 2-¢(x)
— 2.LB < 2.0PT .

Korollar 8.10 Die Ganzzahligkeitsliicke des linearen Programms (8.3) ist hochstens 2.

Bemerkung. Weil f in jeder Iteration des Algorithmus echt vermindert wird, wissen wir
zwar, dass iteriertes Runden terminiert, nicht aber wie viele Iterationen nétig sind. Die Grofie
der Zahlen in f, letztlich also die Grofie der Kapazititen u., e € E, geht in die Laufzeit
des Algorithmus ein, der damit nur pseudopolynomial ist. Jain beschreibt in [23] eine stark
polynomiale Variante.

Bemerkung. Man beachte, dass wir Lemma 8.8 nicht fiir irgendeine schwach supermodu-
lare Funktion beweisen konnen. Damit gilt zwar die Approximationsgarantie fiir jede schwach
supermodulare Funktion, nicht aber die polynomiale Laufzeit des iterierten Rundens.

Bemerkung. Eine Funktion f : 2V — Z, heiit mazimal (vgl. Definition 4.10), wenn fiir
disjunkte A, B C V gilt f(AUB) < max{f(A), f(B)}. Man kann man leicht nachweisen, dass
jede echte Funktion f : 2V — Z, schwach supermodular ist, iteriertes Runden daher eine
2-Approximation fiir alle in Kapitel 4 betrachteten NETZWERK DESIGN Probleme gibt.

Ubung. Gib eine ,kompakte* Formulierung als ganzzahliges Programm fiir das VERALL-
GEMEINERTE STEINER NETZWERK Problem, d.h. mit polynomial vielen Variablen und Re-
striktionen. Hinweis: Fasse das Problem als MurTicoMMODITY FLOW Problem mit einer
Commodity fiir jedes Knotenpaar auf. Jeder Fluss muss mindestens so grof3 sein, wie der
Zusammenhangsbedarf des Knotenpaares. Fine Kante kann nur soviel Fluss tragen, wie Ka-
pazitit auf ihr bereit gestellt wird.
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Kapitel 9

last edit:

Maximum Satisfiability 13.2.07

Zum Ende der Vorlesung behandeln wir einen ,Klassiker“, das MAXIMUM SATISFIABILITY
Problem oder kurz MAX SAT. Wieder wird randomisiertes LP-Runden eine Rolle spielen
und wir lernen eine Standardtechnik zum Derandomisieren kennen. Dariiberhinaus wird uns
dieses Problem an die jiingsten Entwicklungen in der Theorie der (Nicht-)Approximierbarkeit
heranfiihren.

Gegeben sei eine Formel f in konjunktiver Normalform in Booleschen Variablen z1, ..., x,,
d.h. mit der Menge C der Klauseln ist f von der Form

f:/\c.

ceC

Als Literal bezeichnet man eine Variable x; oder ihre Negation Z;. Jede Klausel ¢ € C ist
Disjunktion von Literalen und hat ein Gewicht w,. > 0. Eine Klausel ist demnach erfiillt, wenn
wenigstens eins ihrer Literale wahr ist. Gesucht ist eine Wahrheitsbelegung der Variablen so,
dass das Gewicht aller erfiillten Klauseln maximal ist. Die Anzahl der Literale einer Klausel ¢
bezeichnen wir mit |¢|. Fordern wir |¢| < k, ¢ € C fiir ein k € N, so heifit dieses eingeschrinkte
Problem MAX kSAT. Selbst MAX 2SAT ist A/P-schwer.

Lange Klauseln

Wir haben schon mehrere Male gesehen, dass ein einfacher Vorschlag auf einen guten Algo-
rithmus fiihren kann.! Die folgende Idee hatte Johnson bereits im Jahr 1974 [25]: Fiir jede
Variable werfen wir eine Miinze.

Algorithmus 15 Randomisiertes Runden fiir MAX SAT

for x; = x4,...,2, do
Setze x; auf wahr mit der Wahrscheinlichkeit 1/2
end for

Gib die Wahrheitsbelegung aus

"Wir lernen daraus, dass wir die moglicherweise absurd naheliegenden algorithmischen Ideen ruhig einmal
ausprobieren sollten, wenn wir an ein neues Problem herangehen.
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Satz 9.1 Randomisiertes Runden ist ein randomisierter 1/2-Approzimationsalgorithmus fir
MAX SAT.

Beweis. Seien W, ¢ € C, Zufallsvariablen, die jeweils den Wert des Gewichts annehmen, das
die Klausel ¢ unter der im Algorithmus gewahlten Wahrheitsbelegung zur Zielfunktion bei-
tragt. Sei W eine Zufallsvariable, die den Wert des Gewichts aller erfiillten Klauseln annimmt,
also W =3 o We.

Eine Klausel ¢ ist nicht erfiillt, wenn alle ihre Literale falsch sind. Hat ¢ die Lénge |c| = k,
so ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieses Ereignis eintritt 2~% und daher

EW,] = 1-2Mw. = auuw. . (9.1)

Fiir £ > 1 ist o > 1/2. Somit gilt fiir den erwarteten Zielfunktionswert

EW] = Y EW] > %ch > %OPT.

ceC ceC

Wir haben hier die triviale obere Schranke cec We = OPT ausgenutzt. O

Tatséchlich lesen wir aus dem Beweis, dass Randomisiertes Runden ein 2~*-Approxima-
tionsalgorithmus fiir MAX SAT ist, wenn |c| > k, ¢ € C, also insbesondere erhalten wir fiir
k > 2 eine Garantie von 3/4. Lediglich die Klauseln mit nur einem Literal verderben diese
Giite. Wir kommen spéter auf diese Beobachtung zuriick.

Derandomisierung mit der Methode der bedingten Erwartungswerte

Wir derandomisieren nun den vorgenannten Algorithmus, d.h. wir wollen einen deterministi-
schen Algorithmus angeben, dessen Zielfunktionswert wenigstens E[W] ist.

Wir beobachten zunéchst die Selbstreduzierbarkeit genannte Eigenschaft vieler Probleme
in N'PO, insbesondere des MAX SAT Problems. Sei f eine Formel wie oben. Fixieren wir 1
auf entweder wahr oder falsch, so konnen wir in Polynomialzeit zwei Formeln fy und f; in
den Variablen xs, ..., z, angeben, deren alle Klauseln erfiillende Wahrheitsbelegungen genau
zu den alle Klauseln erfiillenden Wahrheitsbelegungen von f mit z1 = wahr bzw. x1 = falsch
erweitert werden kénnen.

Beispiel. Sei f = (x1VaaVa3)A(T1VaaVay). Zuxzy = wahr erhalten wir fo = (z2 V xy);
zu x1 = falsch erhalten wir f1 = (22 V x3).

Setzen wir das Fixieren der Variablen rekursiv fort, so kénnen wir mit einem Orakel fiir die
Entscheidungsversion von MAX SAT in Polynomialzeit eine Ldsung fiir f unter der Annahme
konstruieren, dass f erfiillbar ist. Entscheide dazu zuerst, ob fy erfiillbar ist. Falls ja, setze
x1 = wahr und finde eine Losung zu fy. Ansonsten muss fi erfiillbar sein und wir bestimmen
eine Losung zu fi. In jedem Fall ist eine Losung zu einer Formel zu finden, die eine Variable
weniger enthélt als die Ausgangsformel, d.h. die Rekursion hat die Tiefe n. Wir konnen dieses
Verfahren auch als Baum reprisentieren, deren Wurzel der Formel f entspricht. Innere Knoten
der Tiefe i entsprechen Formeln in den Variablen x;11,...,z,; die Variablen z1,...,x; sind
also bereits auf Wahrheitswerte fixiert.
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Sei T dieser Baum und ay,...,a; eine Wahrheitsbelegung der Variablen xz1,...,x;. Zu
jedem Knoten der Tiefe i merken wir uns E[W | 1 = aq,...,2; = a;], d.h. den bedingten
Erwartungswert der Wahrheitsbelegung aller Variablen durch randomisiertes Runden unter
der Annahme, dass die ersten ¢ Variablen bereits eine Wahrheitsbelegung erhalten haben.

Lemma 9.2 Die bedingte Erwartung E[W | x1 = aq,...,x; = a;] kann in jedem Knoten von
T in Polynomialzeit berechnet werden.

Beweis. Es sei eine Wahrheitsbelegung der Variablen 1, ..., x; in einem Knoten fixiert und
fi die zugehorige Formel in den restlichen Variablen x;41, ..., x,. Das erwartete Gewicht aller
erfiillten Klauseln von f; bei randomisiertem Runden der Variablen x;41,...,x, ist offenbar
polynomial berechenbar. Hierzu addiert man das Gewicht der bereits durch die Wahrheitsbe-
legung der Variablen z1,...,xz; in f erfiillten Klauseln. O

Bemerkung. Nur weil die Wahrheitsbelegung der Variablen z;11,...,2, von der Wahr-
heitsbelegung der Variablen x1,...,x; unabhéingig ist, konnen wir das erwartete Gewicht von
fi bestimmen.

Satz 9.3 FEin Weg von der Wurzel zu einem Blatt in T mit der Figenschaft, dass die bedingte
Erwartung in jedem Knoten entlang des Weges wenigstens E[W] betrigt, kann in Polynomi-
alzeit bestimmt werden.

Beweis. Es sei eine Wahrheitsbelegung der Variablen z1 = aq,...,z; = a; in einem Knoten
fixiert. Es ist gleich wahrscheinlich, dass ;41 im Algorithmus auf wahr oder auf falsch ge-
setzt wird. Daher ist die bedingte Erwartung in einem Knoten gerade der Durchschnitt der
bedingten Erwartungen seiner Kinder:

EW |z =a1,...,xi=a;] = E[W |z1=ai,...,2; = a;,xix1 = wahr |/2 +
EW |z1=a1,...,2; = aj, i1 = falsch ]/2 .

Daher muss eines der Kinder eine bedingte Erwartung wenigstens so grofl wie die bedingte
Erwartung des Elternknoten haben. Dieses Argument induktiv von der Wurzel mit bedingter
Erwartung E[W] ausgehend zu den Bléttern hin gefiihrt ergibt die Existenz des behaupteten
Weges. Wegen Lemma 9.2 ist dieser Weg in Polynomialzeit zu finden. O

Das deterministische Pendant des randomisierten Rundens fiir MAX SAT folgt aus diesem
Lemma. Iterativ werden die Variablen jeweils mit demjenigen Wahrheitswert belegt, der auf
den grofleren bedingten Erwartungswert fiihrt.

Kurze Klauseln

Goemans und Williamson [14] haben ein ganzzahliges Programm fiir das MAX SAT Problem
vorgeschlagen. Fiir jede Klausel ¢ € C bezeichne S die Menge der nicht negierten Literale,
S. die Menge der negierten. Eine bindre Variable y; entscheidet {iber die Wahrheitsbelegung
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der Variablen x;: y; = 1 steht fiir x; = wahr, y; = 0 bedeutet z; = falsch.

OPT = max Z WeZe

ceC

SN+ > A-y) >z cecC (9.2)
ieSt i€sSs

z. € {0,1} ceC

y; € {0,1} 1=1,...,n

Die Restriktionen sichern, dass die Indikatorvariable z. nur dann auf 1 (Klausel c erfiillt) ge-
setzt werden darf, wenn wenigstens eines der Literale der Klausel wahr ist. Die LP-Relaxation
lautet

UB = max chzc

ceC

Zyi—FZ(l—yi)zzc ceC (9.3)
ieSS i€Ss

0<z<1 ceC

0<y <1 i=1,....n

Algorithmus 16 Randomisiertes LP-Runden fiir MAX SAT
Sei (y*,z*) optimale Losung des linearen Programms (9.3)

for z; = z1,...,x, do
Setze x; auf wahr mit der Wahrscheinlichkeit y;
end for

Gib die Wahrheitsbelegung aus

Satz 9.4 Randomisiertes LP-Runden ist ein randomisierter (1 — %)—Approxz'matz’onsalgorith—
mus fiir MAX SAT.

Beweis. Seien W und W,, ¢ € C, Zufallsvariablen wie im Beweis von Satz 9.1. Wir bestimmen
zunéichst E[W,] fiir eine Klausel ¢ mit |c¢| = k Literalen. Zur Vereinfachung der Darstellung
nehmen wir ohne Einschrinkung an, dass alle Literale in ¢ nicht negiert vorkommen. Andern-
falls ersetzte man z; durch x; in ganz f und ersetzt y; durch 1—y; im linearen Programm (9.3).
Weiterhin benennen wir die Variablen so um, dass ¢ = (z1 V --- V xy).

Die Klausel ¢ ist erfiillt, wenn nicht alle Variablen falsch gesetzt sind. Die Wahrschein-
lichkeit, dass dieses Ereignis eintritt, ist

. DAY )\
1-J[a-w) = 1—(%) = 1—(1—%)

i=1
2\ F
= 1-(1-2) .
(1-%)
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Die erste Ungleichung folgt hier aus der Standardbeziehung
ay+ -+ ag
% =

zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel nichtnegativer Zahlen aq, ..., ax. Die

zweite Ungleichung gilt wegen der Restriktion y;+...+yg > 2. des linearen Programms (9.3).

kal-...-ak

Betrachten wir nun die Funktion
Nk
—1— (1 . —) .
9(2) ?

Diese Funktion ist konkav mit g(0) = 0 und g(1) =1 — (1 — %)k =: 0. Auf dem Intervall
[0,1] der zuldssigen Werte fiir z. ist g(z) > [ - 2z, weil letzteres die Geradengleichung der
Sekante unterhalb der Kurve von g ist, s. Abbildung 9.1.

1

Abbildung 9.1: Graph der Funktion g(z) im Beweis von Satz 9.4

Hieraus ergibt sich Pr[c ist erfiillt] > [ - 2z} und
EW.] > B -w. -z . (9.4)
Haben alle Klauseln hochstens k Literale schiatzen wir wie oben ab

EW] = Y EW] > 5> wel = BUB > B,OPT .

ceC ceC

In der ersten Ungleichung haben wir ausgenutzt, dass (; mit wachsendem k fillt, d.h. 1 >
By > -+ > [, die linke Seite also hochstens grofler wird, wenn eine Klausel weniger als k
Literale enthélt. Schliefllich gilt
1\* 1
5k:1—<1——> >1— -
k e

und die Behauptung folgt. O

Ubung. Derandomisiere LP-Runden mit der Methode der bedingten Erwartungen.
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»Best of two* Algorithmus

Der Beweis von Satz 9.4 liefert fiir MAX kSAT die etwas bessere Garantie von Gy fiir LP-
Runden. Insbesondere ist das eine Garantie von 3/4, wenn k < 2 und interessanterweise genau
komplementér zu der Garantie von 3/4 fiir k > 2 fiir den zuerst vorgestellten Algorithmus
von Johnson. Dies fiihrt auf folgenden deterministischen Algorithmus.

Algorithmus 17 ,,Best of two* fiir MAX SAT
Bestimme mit derandomisiertem Runden eine Wahrheitsbelegung x;
Bestimme mit derandomisiertem LP-Runden eine Wahrheitsbelegung xo
Gib die bessere der beiden Wahrheitsbelegungen aus

Satz 9.5 Der deterministische ,Best of two* Algorithmus fiir MAX SAT hat eine Approxi-
mationsgarantie von 3/4.

Beweis. Wir nehmen zunichst an, dass wir mit Wahrscheinlichkeit je 1/2 entscheiden, ob
wir x; oder X5 ausgeben. Seien wieder W und W, ¢ € C, Zufallsvariablen wie im Beweis von
Satz 9.1. Fiir Klauseln ¢ mit |c| = k gilt wegen (9.1) und 2} <1

E[W, | Ausgabe von x1] = apw. > apwez; .
Nach (9.4) gilt
E[W. | Ausgabe von x3] > frw.z;

und zusammen

1
E(W, = §(E[I/Vc | Ausgabe von x1] + E[W, | Ausgabe von xs]) > wczzw :

Nun ist a1 + 81 = ag + (2 = 3/2 und fir k > 3 gilt ap + B > 7/8+ (1 — 1/e) > 3/2
und daher E[W,] > 3/4 - w.z}. Wieder kénnen wir das erwartete Gewicht der ausgegebenen
Wahrheitsbelegung abschétzen als

3 3 3
EW] = Y EW,] > Zchz: = JUB > JOPT. (9.5)
ceC ceC

Eine der bedingten Erwartungen E[W, | Ausgabe von x;] oder E[IV, | Ausgabe von x3] muss
wenigstens E[IW] grof sein. Daher ist das Gewicht aller erfiillten Klauseln der besseren der
beiden Wahrheitsbelegungen x; oder x5 wenigstens E[W] > %OPT , was zu beweisen war. [

Nach (9.5) ist E[W] > % UB. Die ganzzahlige Losung des ,,Best of two“ Algorithmus hat
Zielfunktionswert wenigstens E[IW]. Wir erhalten daher

Korollar 9.6 Die Ganzzahligkeitsliicke des linearen Programms (9.3) ist hichstens 4/3.
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Beispiel. Sei f = (x1 Va2) A (Z1Vx2) A (21V Z2) A (Z1 V T2) mit Einheitsgewichten fiir jede
Klausel. Setzen wir y1 = -+ = y4 = %, konnen alle z. = 1, ¢ € C, gesetzt werden, woraus wir
UB = 4 erhalten. Allerdings gilt OPT = 3, weil sich die erste und die letzte sowie die mittleren
beiden Klauseln gegenseitig ausschlieen. Fiir diese Instanz ist die Ganzzahligkeitsliicke des
linearen Programms (9.3) genau 4/3.

Tight example

Unsere Analyse des ,,Best of two* Algorithmus ist scharf, wie das folgende Beispiel zeigt. Sei
[ = (z1Vax2)A(z1VZ2) A(Z1Vxs) mit den Gewichten 1, 1 und 2+¢ auf den Klauseln (in dieser
Reihenfolge). Weil alle Klauseln genau zwei Literale enthalten, werden die Variablen sowohl
bei randomisiertem Runden als auch bei randomisiertem LP-Runden mit Wahrscheinlichkeit
1/2 auf wahr gesetzt. Sei x1 die Variable, die in der Derandomisierung zuerst fixiert wird. Die
bedingten Erwartungen sind E[W | x; = wahr | = 3+ ¢/2 und E[W | 21 = falsch | = 3+ ¢.
Daher wird x1 = falsch gesetzt. Dies fiihrt auf ein Gesamtgewicht aller erfiillten Klauseln von
3 + €, wohingegen bei Belegung von 1 mit wahr ein Gewicht von 4 + ¢ moglich ist.

Die zurzeit beste erreichte Giite fiir MAX SAT ist 0,8331 [6]. Wir werden im né#chsten

Kapitel sehen, dass das Problem Eigenschaften hat (die zur Definition der Klasse Max SN'P
fithren), wegen denen kein PTAS fiir MAX SAT existieren kann.
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Kapitel 10

last edit:

Hardness of Approximation 13.2.07

Der Titel dieses Kapitels ist ein feststehender Begriff. Wir verstehen darunter die Tatsache,
dass das Auffinden einer approximativen Losung genauso schwer sein kann wie das Bestimmen
einer optimalen Losung selbst. In den letzten 15 Jahren hat hier eine iiberraschende Entwick-
lung neuer Charakterisierungen von Komplexitdtsklassen eingesetzt, die das Klassifizieren von
NPO-Problemen beziiglich ihrer Approximierbarkeit ermoglicht, s. etwa [3].

Ein informeller Zugang zur Klasse NP

Folgendes kann man etwa bei Garey und Johnson [12] nachlesen. Ein Entscheidungsproblem
hat als Losung die Antwort ja oder nein. Die Instanzen mit Antwort ja heiflen Ja-Instanzen,
die mit Antwort nein heiflen Nein-Instanzen. Ein nichtdeterministischer Algorithmus A fiir ein
Entscheidungsproblem IT besteht aus zwei Stufen, Raten und Uberpriifen (guess and verify).
Zu gegebener Instanz I € II riat A einen moglichen Beweis S der Zugehorigkeit I’s zu den
Ja-Instanzen. I und S werden der zweiten Stufe, dem Verifier, iibergeben, der mit Antwort
ja oder mit Antwort nein terminiert oder nicht terminiert. Man sagt, ein solcher Algorithmus
A lost TI, wenn fiir alle Instanzen I € 11 gilt

1. falls I eine Ja-Instanz ist, gibt es einen Beweis S so, dass der Verifier von A die Antwort
ja gibt

2. falls I eine Nein-Instanz ist, gibt es keinen Beweis S so, dass der Verifier von A die
Antwort ja gibt

Wird im ersten Fall die Antwort stets in polynomialer Zeit in || gegeben, so heifit A nichtde-
termanistisch polynomial. Insbesondere impliziert dies, dass |.S| nur polynomiale Groe haben
darf. Zur Klasse NP gehéren alle Entscheidungsprobleme, die mit einem nichtdetermini-
stisch polynomialen Algorithmus gelost werden kénnen. Man sagt auch, NP enthilt genau
diejenigen Entscheidungsprobleme mit einem deterministisch polynomial iiberpriifbaren Ja-
Zertifikat. Eine weitere Sprechweise: Es gibt einen kurzen Beweis der Zugehdorigkeit zu NP.

Beispiel. Die Entscheidungsversion des TSP (gibt es zu einem gegebenen Graph mit ratio-
nalen Kantengewichten eine Tour der Linge k oder kiirzer?) ist in NP, denn wir raten eine
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beliebige Reihenfolge S der n Stédte (S ist offenbar polynomial in n) und kénnen in Poly-
nomialzeit iiberpriifen, ob die Linge der resultierenden Tour k nicht {iberschreitet. Anders
als bei deterministisch polynomial lésbaren Problemen (denen in P), gibt es kein polynomial
iiberpriifbares Nein-Zertifikat: Die Frage nach der Nicht-Existenz einer Tour der Lange k oder
kiirzer kann prinzipiell nicht anders als durch Enumeration aller Touren beantwortet werden,

es sei denn P = NP.

10.1 PCP Theorem

In obiger Definition der Klasse NP wird der Beweis in seiner gesamten Linge gepriift. Als
Beispiel diene das SAT Problem und als Beweis der Erfiillbarkeit einer Formel eine gegebene
Wahrheitsbelegung. Zum Nachweis, dass diese Belegung tatséichlich erfiillend ist, muss die
Wahrheitsbelegung jeder Variablen tiberpriift werden. Ein einzelnes Bit des Beweises kann
moglicherweise den Ausschlag dariiber geben, ob ein Beweis akzeptiert wird oder nicht. Diese
Situation ist im Kontext approximativer Losungen nicht befriedigend: Wann ist ein Beweis
yannahernd richtig®? Man erlaubt daher die méchtige Erweiterung, dass der Verifier mit Hilfe
eines Strings zufilliger Bits nur einen Teil der Bits des Beweises auswéhlt, die dann gelesen
werden. Auf Basis des Gelesenen wird eine deterministische Entscheidung getroffen.

Definition 10.1 Ein (r(n),q(n))-Verifier darf bei einer Instanz der Linge n fir seine Aus-
wahl hichstens O(r(n)) zufillige Bits benutzen und héchstens O(q(n)) Bits des Beweises lesen.

Definition 10.2 Fiir ein Entscheidungsproblem 1l iiberpriift ein Verifier einen Beweis pro-
babilistisch, falls

1. fiir jede Ja-Instanz I € 11 gibt es einen Beweis so, dass der Verifier fir jede zufillige
Auswahl von Bits die Antwort ja gibt (d.h. mit Wahrscheinlichkeit 1),

2. fiir jede Nein-Instanz I € 11 gibt der Verifier fir jeden Beweis mit Wahrscheinlichkeit
wenigstens % die Antwort nein aus.

Die Wahrscheinlichkeit ist hier iber alle zufdilligen bindren Strings der Linge O(r(n)).

Definition 10.3 Die Klasse PCP(r(n),q(n)) besteht aus den Problemen, deren Beweise mit
einem (r(n),q(n))-Verifier probabilistisch tiberprift werden konnen.

PCP steht fiir probabilitically checkable proofs. Offenbar gilt NP = PCP(0, poly(n)): Der
Verifier benutzt keine zufélligen Bits und iiberpriift eine polynomiale Anzahl von Bits des
Beweises (nédmlich alle Bits, fiir Probleme in AP hat der Beweis nur polynomiale Linge).

Weitaus iiberraschender sind einige weitere probabilistische Charakterisierungen der Klasse
NP, am bekanntesten das sehr tief liegende PCP Theorem [4, 5] von 1992:

Satz 10.4 NP =PCP(logn,1) .

Abbildung 10.1 skizziert dieses Ergebnis. Zu gegebener Instanz I und einem Beweis x
polynomialer Lénge (in |I|) wirft der Verifier O(logn) Miinzen (mit n = |I|) um k£ = O(1)
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O(logn) zufillige Bits 001110101 ---0011101 werden benutzt, um O(1) Bits

¢ des Beweises auszuwéhlen
. ) X
Beweis der Liange n T1ToL3L4X5LE * - Ty
k = O(1) gelesene Bits 0 1 1 werden benutzt, um deterministisch

auf ja oder mein zu entscheiden

im Beweis von Satz 10.5 werden akzeptierte
Bitkombinationen als Klauseln formuliert

Abbildung 10.1: Zur Funktionsweise eines (logn, 1)-Verifiers

Bits in « zu bestimmen, die {iberpriift werden. Basierend auf den Werten dieser k£ Bits ent-
scheidet der Verifier auf ja oder nein. Fiir eine Ja-Instanz gibt es einen Beweis so, dass die
Antwort ja lautet, unabhéngig von den zufélligen Bits und fiir eine Nein-Instanz wird mit
Wahrscheinlichkeit wenigstens 1/2 nein geantwortet. Satz 10.4 besagt, dass es einen solchen
Verifier fiir Probleme in NP tatséchlich gibt.

Liicken erzeugen mit dem PCP Theorem

Beweise der N'P-Vollstindigkeit lassen selten eine Aussage iiber die Zielfunktionswerte der
verwendeten Instanzen zu, daher sind (Nicht-) Approximierbarkeitsresultate kaum iibertrag-
bar. Zum Beispiel ist der Beweis von Satz 2.1 eine Ausnahme. Wir erzwingen zwei Bereiche
moglicher Zielfunktionswerte, die durch eine Liicke voneinander getrennt werden. Das PCP
Theorem gibt uns eine allgemeine Technik, eine solche Liicke zu erzeugen.

Satz 10.5 Falls nicht P = NP, gibt es ein € > 0 so, dass es keinen (1 — €)-Approximations-
algorithmus fiir MAX 3SAT gibt.

Beweis. Sei ein N'P-vollstindiges Problem II und eine Instanz I € II gegeben. Nach PCP
Theorem gibt es einen Verifier, der O(logn) zufillige Bits benutzen und konstant viele Bits
des Beweises iiberpriifen darf. Die Zahl der moglichen Kombinationen der O(logn) zufilligen
Bits ist S = 200°8") also polynomial in n. Seien daraufhin die k Bits, die aus dem Beweis

gelesen werden i1, ...,4,. Der Verifier griindet seine deterministische Entscheidung auf diese
k Bits.

Wir kénnen die Bedingungen, dass der Verifier den Beweis akzeptiert als Boolesche Formel
in den n Variablen der Bits des Beweises aufschreiben. Jede Belegung der k gelesenen Bits,
die auf akzeptieren fiihrt, ergibt eine Konjunktion (und) von k Literalen, d.h. eine Klausel
der Linge k. Diese werden disjunktiv (oder) miteinander verkniipft. Equivalent kénnen wir
diese Formel in konjunktive Normalform bringen, d.h. als Konjunktion von Disjunktionen
schreiben. Diese kSAT-Formel hat hochstens 2F Klauseln. Weil & konstant ist, kann sie als
3SAT-Formel mit einer konstanten Anzahl von Variablen und Klauseln geschrieben werden
(die Anzahl hingt exponentiell von k£ ab; benutzt man die Standardreduktion von SAT auf
3SAT [12] so erhilt man hochstens k2F Klauseln und Variablen). Diese konstante Anzahl
Klauseln sei M.
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Falls I eine Ja-Instanz ist, wissen wir, dass es einen Beweis gibt, der fiir jede Wahl zufalliger
Bits akzeptiert wird. Das heifit, dass fiir alle S Belegungen der zufilligen Bits alle jeweils
daraufhin gebildeten M Klauseln erfiillbar sind. Andererseits, falls I eine Nein-instanz ist,
muss jeder Beweis bei wenigstens der Hilfte der S moglichen Belegungen zufilliger Bits auf
nicht akzeptieren fithren. Das heiflt, fiir wenigstens die Hilfte der Zufallsbelegungen kénnen die
jeweils zugehorigen Klauseln nicht alle gleichzeitig erfiillt sein. Es muss demnach wenigstens
S/2 Klauseln geben, die nicht erfiillbar sind.

Das MAX 3SAT Problem auf allen SM Klauseln hat daher zwei wesentlich verschiedene
Bereiche von Zielfunktionswerten: Fiir eine Ja-Instanz von II ist OPT = SM, fiir eine Nein-
Instanz ist OPT < SM — S/2. Im ersten Fall liefert ein (1 — £)-Approximationsalgorithmus
fiir MAX 3SAT mit € < 1/2M als Zielfunktionswert wenigstens

2M —1 S

(1—¢)- OPT >

Wir koénnen in diesem Fall schlieflen, dass dann alle SM Klauseln erfiillbar sein miissen.
Im zweiten Fall kann der approximative Zielfunktionswert selbstverstéindlich nicht besser als
OPT = SM — S/2 sein. Somit kann ein solcher Approximationsalgorithmus in Polynomialzeit
entscheiden, ob I eine Ja-Instanz fiir II ist oder nicht, ein Widerspruch zu P # NP. O

Etwa fiir das NP-vollstindige Problem SAT bedeutet dieser Satz folgendes. Es gibt ein
festes € > 0 und eine polynomiale Reduktion 7 von SAT auf MAX 3SAT so, dass fiir jede
Boolesche Formel f

f ist erfiillbar =M AX 3SAT(7(f)) =1
1
1+¢

f ist nicht erfiilllbar =M AX 3SAT(7(f)) <

Die Zielfunktionswerte von MAX 3SAT werden hier als Anteil der erfiillten Klauseln darge-
stellt, d.h. normiert mit ) . w.. Eine Reduktion wie in Satz 10.5 nennen wir eine Liicken
erzeugende Reduktion. Am Ende des Beweises ist klar geworden, wie man diese Liicke einsetzt:
Liegt der Zielfunktionswert einer approximativen Losung in der Liicke, so ist die approxima-
tive Losung bereits optimal, s. Abbildung 10.2.

Approximative
Losung
Nein-Instanzen Ja-Instanzen
) _I I- .
0 SM -5 SM

Abbildung 10.2: Weil zwischen den zu Nein-Instanzen gehorenden Zielfunktionswerten und
den zu Ja-Instanzen gehorenden Zielfunktionswerten eine echte Liicke ist, kann fiir jede ap-
proximative Losung, deren Zielfunktionswert genau in die Liicke fillt geschlossen werden, dass
die betrachtete Instanz eine Ja-Instanz sein muss.
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Liicken bewahrende Reduktionen

Konnten wir die soeben erzeugte Liicke in Reduktionen bewahren, liefle sich Nichtapproxi-
mierbarkeit auf anderen Probleme iibertragen.

Definition 10.6 Seien II und IT' Mazimierungsprobleme. Eine Liicken bewahrende Reduk-
tion von II auf II' mit Parametern (c,p), (¢, p') ist ein polynomialer Algorithmus T, der fiir
jede Instanz I € 11 eine Instanz 7(I) = I' € I erzeugt. Fiir die Optima gelten folgende
Bedingungen

OPT(I) > ¢ =>OPT(I') > ¢

9}

o}
~

OPT(I) < % — OPT(I') <

/

i}

Hierbei sind ¢ und p Funktionen von |I| und ¢ und p' Funktionen von |I'|. Auferdem gilt
o(1), (1) > 1.

Bemerkung. Diese Definition kann man so anpassen, dass auch eines (oder beide) der Pro-
bleme Minimierungsprobleme sind. Die Grofle der Liicke wird nicht erhalten, nur ihre Existenz.
Man beachte, dass eine solche Reduktion lediglich erlaubt, aus der Nicht-Approximierbarkeit
eines Problems II die Nicht-Approximierbarkeit eines Problems I’ zu schlieffen. Ein Approxi-
mationsalgorithmus fiir Problem II’ fiihrt nicht auf einen Approximationsalgorithmus fiir II.

10.2 Die Klasse Max SNP

Warum lassen sich, wie fiir MAX 3SAT, fiir viele Probleme keine polynomialen Approximati-
onsschemata finden? Welche Probleme verhalten sich beziiglich ihrer Approximierbarkeit wie
MAX 3SAT? Papadimitriou und Yannakakis [34] beantworteten diese Fragen mit der Defini-
tion einer neuen Komplexititsklasse Max SAP. Der Versuch, die Nicht-Approximierbarkeit
von Problemen in dieser Klasse zu beweisen, hat spéater zur Entdeckung des PCP-Theorems
gefiihrt.

Max SNP ist formal iiber die logische Charakterisierung von NP definiert. Wir betrach-
ten ein Beispiel, das uns eher intuitiv an diese Klasse heranfiihren soll. Das Problem SAT
kann man folgendermaflen ausdriicken:

AT Vedzr : [(Plc,x) Ne € T)V N(c,z) AN ¢ T)]

T sei hierbei die Menge der wahren Variablen, die bindren Relationen P und N kodieren die
Instanz: P(c, x) ist wahr bedeutet, dass Variable z in Klausel ¢ positiv auftaucht, entsprechend
N (e, z) fiir negierte Variablen z in c.

3SAT lasst sich ohne den zweiten Existenzquantor schreiben, wenn wir die Instanz mit vier
ternéren Relationen Cy, C1, Co, C3 beschreiben, wobei Cj(x1, x2,x3) wahr ist, wenn genau j
der Variablen negiert sind: Wir schreiben dann

EITV(ml,xg,xg) : [((ml,xg,xg) ceCo=x1€TVryeTVas GT)/\"'/\
((:El,:EQ,:Eg) (3= 1 ¢T\/II}2 %T\/:L'g ¢T))]
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Sehr grob gesagt besteht die Klasse SN'P der strikten NP Probleme aus den Problemen,
die sich so wie 3SAT schreiben lassen als 3SVz : ¢(G, S, z) mit Relationen G und S und
einer quantorenfreien Formel ¢(G, S, x), wobei G und S zur Kodierung der Instanz und einer
Losung benutzt werden. Dies wird, wie im Falle des 3SAT Problems moglich, wenn sich
die Bedingungen an die gesuchte Struktur instanzunabhéngig enumerieren lassen (fiir SAT
funktioniert das nicht, weil Klauseln beliebig lang werden kénnen). Zu jedem SNP Problem
kann man ein Maximierungsproblem definieren als maxg [{z | ¢(G,S,z) = wahr}|; etwas
vereinfacht bilden diese Probleme die Klasse Max SNP. Nach unserem obigen Beispiel gilt

Lemma 10.7 MAX 3SAT € Max SNP.
Die Klasse Max SNP ist reich an Problemen, die uns bereits bekannt sind.

Lemma 10.8 MaAX CuT € Max SNP.

Beweis. Fiir jeden Knoten sei eine Variable u gegeben und es sei GG eine binére Relation, die
wir als Adjazenz (im graphentheoretischen Sinn) interpretieren. Es sei S eine unire Relation,
die wir als eine Farbklasse der Knoten interpretieren. Nun definieren wir

o(G, S, (u,v)) = (u < v) AG(u,v) A (S(u) # S(v))

und das MAX CutT Problem ist maxg{(u,v) | (G, S, (u,v)) = wahr}. O

Wir kennen fiir die beiden vorgenannten Probleme einen Algorithmus mit konstantem
Approximationsfaktor. Dies ist kein Zufall [34].

Satz 10.9 Fiir jedes Problem in Max SN'P gibt es einen a-Approximationsalgorithmus mit
a konstant, d.h. Max SN'P C APX.

Papadimitriou und Yannakakis haben eine in beiden Richtungen Approximierbarkeit be-
wahrende sogenannte L-Reduktion fiir die Klasse Max SN'P eingefiihrt (L steht fiir linear),
mit deren Hilfe sich der Begriff der Vollstéindigkeit eines Problems in dieser Klasse definieren
ldsst. Kann ein Problem II’ auf IT L-reduziert werden, so fiihrt ein konstant-Faktor Approxi-
mationsalgorithmus fiir IT auf eine konstant-Faktor-Approximation fiir II'. MAX SAT ist ein
solches Max SN P-vollstéindiges Problem [32]. Benutzt man Liicken bewahrende Reduktionen
(sie sind schwécher als L-Reduktionen), so definieren wir weniger restriktiv:

Definition 10.10 FEin Mazimierungsproblem II heifst Max SN P-schwer, wenn fiir jedes Pro-
blem II' € Max SN'P und jede zwei Konstanten ¢ < 1,p > 1 zwei Konstanten ¢ < 1,p' > 1
exisitieren so, dass es eine Liicken bewahrende Restriktion von II' auf 11 mit Parametern
(c,p,c,p') gibt. Die Zielfunktionswerte sind wie oben als Anteile interpretiert.

Um die Nicht-Approximierbarkeit aller Max SNP-schweren Probleme zu zeigen reicht

es, ein Problem II' € Max SNP und ein € > 0 anzugeben, fiir das Approximation mit Giite
(1 — &) N'P-schwer ist: Wir kennen bereits ein solches Problem: MAX 3SAT.

Satz 10.11 Fiir jedes Max SN'P-schwere Problem gibt es eine Konstante ¢ < 1 so, dass das
Erzielen der Approximationsgiite ¢ N'P-schwer ist.
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Wir formulieren diesen Satz noch einmal um und erhalten die vielleicht wichtigste prak-
tische Konsequenz aus der Klasse Max SN P:

Satz 10.12 FEin Max SN'P-schweres Problem hat kein PTAS, es sei denn P = NP [4].

Satz 10.9 und Satz 10.12 zusammen formuliert man auch so: Genau die Max SNP-
vollstindigen Probleme verhalten sich beziiglich ihrer Approximierbarkeit wie MAX 3SAT.
Gemeint ist hier insbesondere auch die Nicht-Approximierbarkeit. Ein weiteres Beispiel ist

Satz 10.13 Max CLIQUE ist Max SNP-schwer.

Beweis. MAX CLIQUE ist das Problem, zu gegebenem Graph G einen beziiglich Knotenzahl
grofiten vollstdndigen induzierten Teilgraphen von G zu bestimmen.

Wir reduzieren Liicken bewahrend von MAX 3SAT. Sei f eine 3SAT-Formel mit m Klau-
seln in den Variablen x1, ..., z,. Gegebenenfalls durch Widerholung einzelner Literale stellen
wir sicher, dass jede Klausel genau drei Literale enthélt. Wir konstruieren einen Hilfsgraphen
7(f) mit 3m Knoten wie folgt: Jede Klausel wird durch ein Knotentripel dargestellt. Innerhalb
einer Klausel verlaufen keine Kanten. Zwei Knoten in verschiedenen Klauseln sind adjazent
genau dann, wenn die zugehorigen Literale nicht Negationen voneinander sind.

Jede Clique kann hochstens einen Knoten jedes Tripels enthalten. Weiterhin stehen keine
zwei Knoten einer Clique fiir Negationen voneinander. Das heifit, dass zu gegebener Clique in
natiirlicher Weise eine Teilbelegung der Variablen abgelesen werden kann, die mindestens so
viele Klauseln erfiillt, wie die Kardinalitéit w der Clique ist. Anders herum betrachte aus jeder
erfiillten Klausel zu gegebener Wahrheitsbelegung ein wahres Literal. Die zugehtrigen Knoten
bilden eine Clique, so dass die maximale Anzahl erfiillbarer Klauseln gleich der Kardinalitét
einer grofiten Clique ist. O

Tatséchlich kann man wesentlich stérkere Nichtapproximierbarkeitsaussagen fiir MAx
CLIQUE treffen [20].

Satz 10.14 Wenn nicht P = NP, gibt es fir MAX CLIQUE keinen n'—¢-Approzimationsal-
gorithmus fiir festes € > 0.

Arora und Lund [3] teilen Probleme in vier Klassen beziiglich ihrer Nicht-Approximier-
barkeit ein. Sie geben allerdings zu, dass diese Klassen weder ,natiirlich“ oder vollstindig
sind, sondern den momentanen begrenzten Wissensstand widerspiegeln. In Tabelle 10.1 gibt
der Faktor an, welche Approximationsgiite zu erzielen NP-schwer ist.

Bemerkung. Man findet in der Literatur auch oft APX-schwere oder APX-vollstindige
Probleme. Im ,Kompendium* [7] wird &hnlich zu den approximations-erhaltenden L-Reduk-
tionen eine PTAS-Reduktion eingefiihrt (die die Existenz eines PTAS bewahrt). Die Kern-
aussage, die man aus der APX-Schwere eines Problems II zieht ist daher, dass IT wenigstens
so schwer (bzgl. Approximation) ist wie alle Probleme in APX, und es daher insbesonde-
re kein PTAS fiir IT geben kann. In der praktischen Konsequenz haben daher APX-schwer
und Max SN P-schwer dieselbe Bedeutung. Tatséchlich wurde gezeigt, dass eine ,natiirliche
Verallgemeinerung® von Max SN'P identisch zu APX ist [27].
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Klasse Beispielproblem Faktor

I MAX 3SAT 0,974

IT SET COVER (1 —9)logn fiir § >0
I11 LABEL COVER 218" "7 fiir alle § > 0
IV CLIQUE n® fiir ein € > 0

Tabelle 10.1: Nicht-Approximierbarkeits-Klassen nach Arora und Lund [3]
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Kapitel 11

last edit:

Uber den Tellerrand. .. 14.2.07

Approximationsalgorithmen sind innerhalb der diskreten Mathematik und theoretischen In-
formatik ein sehr aktives Forschungsgebiet. Wir haben einige der wichtigen Techniken kennen
gelernt, insbesondere die sehr allgemein einsetzbaren LP-basierten. Beziiglich der Approxi-
mierbarkeit liegt die Komplexitédtslandschaft wesentlich differenzierter vor uns, als es die pure
Aussage der N'P-Vollstéindigkeit eines Problems erlaubte.

Natiirlich haben wir einiges iiberhaupt nicht behandelt, z.B. den grofien klassischen Be-
reich Scheduling. Aber das Einarbeiten in die ausgelassenen oder das Vertiefen der behandel-
ten Gebiete sollte jetzt nicht mehr zu schwierig sein.

Vielleicht ja im Rahmen einer Diplomarbeit. .. ?
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