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Thema der nachsten Vorlesungen:

Zeitoptimale 0-Steuerung fur lineare zeitinvariante DGL bei beschrankter Steuerung.

Gegeben: A € R™", B € R"™"™, xg € R" und
Q C R™ kompakt und konvex, O innerer Punkt von 2 (Steuerbereich).

Aufgabe: Bestimme u € PC([0,t.],R™) C L*°([0,t.],R™) so dass

1) w(t) € Q fir alle t € [0,t.], " R"

2) z(ts) =0, (F\XO Xo—/\/\/x\

3) t. minimal, 5 0 t
wobei 'é\

4) z(0) = xo,
5) t — xz(t) stetig,
6) 2(t) = Ax(t) + Bu(t) an allen Stellen ¢, an denen u stetig ist.
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Kompakte konvexe Steuerbereiche (2 und unstetige Steuerungen.




Definitionen

Im Folgenden ist der Steuerbereich 2 C R™ stets konvex, kompakt
und Abschluss einer nicht leeren offenen Menge welche 0 enthalt.
Wichtigstes Beispiel ist der Einheitswurfel

Q={ueR"||u|<1, i=1,...,m}.
Die zulassigen Steuerungen sind aus
L>*([0,t],2) = {u : [0,t] = 2| v messbar }.
Die zugrunde liegende Norm ist

|u||lo = inf{c > 0| [|u(s)||l2 < ¢ fur fast alle s € [0,t] }

Eq(x0,t) bezeichnet die vom Zustand xg aus mit Steuerungen in
zum Zeitpunkt t erreichbaren Zustande (Erreichbarkeitsmenge):

t
r = e ro+ / et =) By(s)ds, we L¥([0,t], Q)}
0

Eq(xo,t) = {az c R"

Bemerkung:
Der Raum L*°([0,t],2) wird eingefiihrt, damit Eq(xg,t) abgeschlossen ist.

In der Praxis werden nur Steuerungen aus PC([0,t],€2) gebraucht.



Erreichbarkeitkeitsmenge. Grundtatsachen I

Erreichbarkeitsmenge:

t
Eq(xo,t) = {x eR" | z = e xg —I—/ M=) Bu(s)ds, wu e LOO([O,t],Q)}
0

Insbesondere ist

Eq(0,t) = { /t et By(s) ds

u € L>°([0,t], Q)}
0

Hieraus folgt sofort:

Fakt 1: FEq(zo,t) = et 2o + Fq(0,t) C et xo + C(A, B),
wobei C(A, B) =range[B AB A’B ...A" 'B].

Fakt 2: O ist relativ innerer Punkt von Eq(0,t) (bzgl. C(A, B)).

Beweisidee: Sei £ € C(A, B). Wir wissen bereits, dass

t
£ = / eA(t_S)Bu5(s) ds, wobei  wug(s) 1= BTeA =9 ()2 = ¢.
0
Zu zeigen ist: wenn ||| hinreichend klein, dann ist u¢(s) € €2 fir s € [0,t]. Dies folgt aus
1€]2
[z]l2 < :
)\min(r(t))

wobei Aqin den kleinsten von O verschiedenen Eigenwert bezeichnet. O



Erreichbarkeitkeitsmenge. Grundtatsachen II

Lemma 1. Eq(0,t) enthalten in einer Kugel um 0 € R™ mit Radius

1 . | Av][2
Ry = —— (4t — 1)||B|| cq, wobei ||A]| = max :
1Al 0 lvll2

cQO — max{||u||2 | u € Q}

Beweis: Wir haben

¢ ¢
‘ / eI Bu(s)ds|| < / et~ Bu(s)|| ds
0 0

t
< /O 1A 1B [[u(s) |2 ds
t

< /elAl(t—s) ds ||B|lca = Ry O
0



Erreichbarkeitkeitsmenge. Grundtatsachen III

Fakt 3: Eq(zo,t) ist kompakt.

Beweis: Die Beschranktheit von Eq(zo,t) folgt aus Lemma 1 und Fakt 1.

Zur Abgeschlossenheit: Sei z, € 0FEq(xo,t).
Dann gibt es eine Folge z; und Steuerungen u; € L*([0,t],$2), so dass

t
T; = etro —|-/ eA(t_S>Buj(s) ds und lim z; = x..
0

Jj—00

Nach dem Satz von Banach-Alaoglu Uber schwach-x Kompaktheit (Funktionalalysis)
gibt es ein u. € L*°([0,t],2), so dass

t
T, = e lzg + / eA=%) By, (s) ds.
0

Also ist z. € Eq(xo,t), O



Erreichbarkeitkeitsmenge. Grundtatsachen 1V

Erreichbarkeitkeitsmenge:

t
Eq(xo,t) = {w eR" | z = e xq —I—/ e =) By(s)ds, ue LOO([O,t],Q)}
0

Fakt 4: Eq(xo,t) ist konvex.

Beweis: Sei z;, = etzg + fg eA0=5) Buy(s)ds, k= 1,2, u, € L°([0,t],2) und a € [0, 1].
Wegen Konvexitat von Q ist u = aui1 + (1 — o) us € L*([0,¢],2) und daher

t
azi+ (1 —a)zo = ey + / e =) Bu(s) ds € Fq(xzo,t).
0



Erreichbarkeitkeitsmenge. Grundtatsachen V
Lemma 2: Sei x die Losung von © = Ax + Bu, (0) = zo. Dann gqilt fir t,7 > 0,
z(t+7) = e x(t) + / e ) Bu(t + s) ds.
0

Beweis: Es ist

x(t+ 1)

t+1
eAtT) oo + / A7) By (s) ds
0

t t+71
— AT (eAt:Co + / eA(t—s)Bu(S) ds) + / eA(H'T_S)Bu(S) ds
0 t

= Tx(t) + / e Bu(t + s) ds.O
0

Aus Lemma 2 folgt unmittelbar

Fakt b: Eq(xo,t+ 1) C eAT Eq(xo,t) + Eq(0, 7).

Fakt 6: Wenn 0 € Eq(xo,t), dann 0 € Eq(xzo,t + 7) fur alle 7 > 0.

Beweis: Setze die Steuerung u, welche nach zur Zeit ¢t nach O steuert,
durch die 0-Steuerung fort (Steuerung abschalten, sobald O erreicht).



Erreichbarkeitkeitsmenge. Grundtatsachen VI

Lemma 3: Sei x die Losung von z = Ax 4+ Bu, z(0) = zo. Dann gqilt fir ¢,7 > 0,

le(t +7) — 2()]l2 < (M7 — 1) (uac(t)uz + 1B W) ,

[Av]l2

lvll2

wobei ||A]| = maxyxo

Beweis: Aus Lemma 2 folgt z(t + 1) — z(t) = (e!” — I)a:(t)/—l—/ e ) Bu(t + s) ds.
D JO

7

Ve

b
Mit der Potenzreihe der Exponentialfunktion folgt |e4™ — I|| < ellAlm — 1,

also ||al| < (el — 1)||z(¢)]|. Im Beweis von Lemma 1 wurde schon gezeigt,
dass ||| < (el — 1)||B]| [Julle /|| All O

Lemma 3 impliziert

Fakt 7: Die Abbildung t — Eq(xo,t) ist stetig bezliglich der Hausdorff-Metrik, genauer

A (oo, t + 1), Ba(wo 1)) < (M17 — 1) (pt + B “Cjn) |

pr = max{|lz[}2 | z € Eq(wo,1)}, cq = max{|lull2 | u € £2}.

(Zur Definition der Hausdorff-Metrik siehe nachste Seite)



Die Hausdorff-Metrik

Definition. Seien M;, M> nicht leere kompakte Teilmengen von R".

Der Hausdorff-Abstand dg (M7, M>) von M; und M, ist die kleinste Zahl d > 0,
so dass qgilt:

(1) ZU jedem x1 € M; gibt es ein xo € M> mit ||331 — CCQ”Q <d,

und

(2) zu jedem z, € M> gibt es ein 1 € M1 mit ||x1 — z2||2 < d.

In der Literatur findet man die gleichwertige Definition:

dg (M, Mo) = max{max min ||x1 — z2||2, max min ||z — a;2||2} :
r1EM, x€ Mo x2EM> x1E€M,;



Erreichbarkeitkeitsmenge. Grundtatsachen VII

Fakt 8: Der Erreichbarkeitskegel
Eq(xo) = U [{t} X Eq(xo,t)] CR x R"

t>0

ist abgeschlossen. Fur den Rand gilt

0Eq(xz0) = ] [{t} x 0Eq(xo,1)].

t>0

Beweis: Wir zeigen, dass das Komplement von Eq(xg) offen ist.

Sei (t,2) € Ea(xo). Dann ist z € Eq(xo,1). Weil Eq(xg,t) abgeschlossen ist, gibt es eine
Kugel B.(z) um z mit Radius r > 0, so dass Eq(xo,1) N B.(z) = 0. Wegen der stetigen
Abhdngigkeit der Erreichbarkeitsmengen von t ist dann auch Eq(xo,t) N B, »(z) = 0 fir
tc (f—et+e€) und e > 0 hinreichend klein, also Eq(xzo) N [(T —¢€,t+€) x B, 2(Z)] = 0.
Die Aussage uber den Rand folgt ahnlich.

Bild: Erreichbarkeitskegel. Querschnitte sind die Erreichbarkeitsmengen.



Erreichbarkeitkeitsmenge. Grundtatsachen VIII

Aus Fakt 8 folgt

Fakt 9: Wenn xg zu irgendeiner Zeit nach x; steuerbar ist,
dann gibt es daflr eine minimale Zeit t, und es ist

r1 € (9EQ(2130, t*).

Diese Tatsache motiviert die Untersuchung von Steuerungen, welche zum Rand einer
Erreichbarkeitsmenge steuern (extremale Steuerungen).



Randpunkte und Normalen konvexer Mengen

Sei K ¢ RY konvex und z, € K. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(a) z. ist ein Randpunkt von K.
(b) Es gibt ein v € RV \ {0}, so dass

v (z—x,) <0 firallexeK (%)

Der Vektor v heiBt auBere Normale von K an xz..

(*) ist dquivalent zu

vz, = max v'z.

reK




Extremale Steuerungen
Definition:

ue € L*°([0,t.],€2) heisst extremale Steuerung, falls der zugehorige Endzustand

t.
z.(t,) = et ag —I—/ eAt=5) By (s) ds
0
ein Randpunkt von Eq(zo,t.) ist (i.e. zc(t.) € dEq(xo,ts)).

Da Eq(xo,t.) konvex ist, gibt es eine dussere Normale v € R" \ {0} an z.(t.). D.h.

v'ize(ts) = max vz

LEEEQ(SUo,t*)



Satz uber extremale Steuerungen und das Maximumprinzip

Satz: Sei u. € L*°([0,t.],R™) extremale Steuerung mit Zustand z.(-).
Sei v € R"\ {0} aussere Normale von Eq(xg,t) an x.(t.) und sei

A [0, t] — R, A=—A"), Ait) =v (adjungierte DGL,Endwertproblem)

Dann gilt fur fast alle 7 € (0, t.],

(a) \(7) ist dussere Normale von Eq(xzo,7) an z.(7) € OEq(xo,T).

(b) (BTA(7))" ist dussere Normale von Q an u.(7) € 8. Aquivalente Aussage

A7) ' Bu(r) = max A7) Ba. (Maximumprinzip)
ue

(BAD)" 2"

(BTv)-




Der Beweis des Maximumprinzips fur extremale Steuerungen

Beweis: Das Endwertproblem A= —AT ), X(t)=vr hat die Ldsung

AT =vTedlt),

Fir eine Steuerung u € L*([0, t],2) mit zugehdrigem Zustandsverlauf z, setze

Pu(T) = A1) (2u(7) — 3e(7)).
Direkte Rechnug ergibt

pu(t) = vleAltT) /OT eI B(u(s) — ue(s))ds = /OT v eI B(u(s) — ue(s)) ds

— /OT )\(S)TB (u(s) — ue(s)) ds. (%)

Fir - = ¢, hat man, da v = A(¢,) daussere Normale ist,
t.
02 07 (@u(t) = (1)) = 6u(t) = [ A B () —u)ds ()

Da u(s) € Q2 beliebig, folgt,
0> \(s)'B(a — uc(s)) fir alle @ € 2 und fast alle s. (s % %)

Also (b). Mit (x) folgt, dass 0 > A(7) " (xu(7) — z.(7)) fiir uw € L>=([0,],2), also (a).
Zu (**%): Wenn die Menge Q := {s € [0,t.] | Es gibt 45 mit 0 < A(s) " B(ts — ue(s)) }
positives MaB hatte, dann ware im Widerspruch zu (xx*),

,a’S S € Q7
ue(s) sonst.

0< /0 * A(s) "B (u(s) — ue(s)) ds fur u(s) := {



Maximum- und Minimumprinzip

Bemerkung:
Wenn man als Endwert fur A die innere Normale —v wahlt,

dann wird das Maximumprinzip zum Minimumprinzip:

A7) " Bue(r) = min X(7) ' Ba.
uesl?



Extremale Steuerungen beim Einheitswurfel

Wir betrachten extremale Steuerungen fur

Q={ueR"||u|<1} Einheitswiirfel
Sei B=[b1 bo ...b,]. Die i-te Komponente des Vektors \(7)'B ist
oi(1) i= (A (7)TB) = A\ (7) Tb; = vy, (Schaltfunktion)

Damit kann das Maximumprinzip fur eine extremale Steuerung

A7) "' Buo(r) = max M) Ba
ue
geschrieben werden als

> oi(r)ui(r) = %ﬂeaézm(ﬂﬂi =) |oi(7)]. (wegen @' € [—1,1]).
Es folgt i i i

1 wenn o;(7) > 0
u' (1) = sign(oi(1)) = { beliebig wenn o;(7) =0
—1 wenn o;(7) < 0.

Diejenigen 7, fiir die o;(7) = 0 heissen Schaltpunkte. Da o; analytische Funktion ist, gilt:
Entweder o; = 0 oder o; hat nur endlich viele Schaltpunkte.
Weiterhin qgilt:
Wenn rang [b; Ab; A%b; ... A 'b;] = n, dann hat o; nur endlich viele Schaltpunkte.

Beweis: o; = 0 impliziert 0 = fj’(O) = (—1)kvT Ak b;, also v L span{b; Ab; A%b;... A" 1b;}.

etzteres ist nicht mdglich, wenn die Kalman-Matrix von (A,b;) Rang n hat.




Normale Systeme und Bang-Bang-Steuerung

Ein System (A, B) heisst normal, wenn
rang [bZ Ab; AQbZ' - An_lbi] =n

fur alle Spalten b; von B.

Zweck dieser Definition: ein normales System hat nur endlich viele Schaltpunkte.

Eine Steuerung u mit u*(7) € {—1, 1} mit Ausnahme von hdchstens endlich vielen T heisst
Bang-Bang.

Eine extremale Steuerung eines normalen Systems ist stets Bang-Bang.



Vollstandige Nullsteuerbarkeit bei beschranktem Steuerbereich

Satz: Angenommen, es gilt

(a) rang[B AB A?B ... A" 'B] =n (Kalmanbedingung)
(b) Re(\) <0 fiir alle Eigenwerte A € C von A.

Dann gibt es zu jedem Startwert xzg € R"™ ein minimales ¢,

und eine extremale Steuerung u € L*°([0,t],<2), so dass

L.
z(t.) = ettag —I—/ eAt=%) Byu(s) ds = 0.
0

Bemerkungen:

Die Existenz einer Nullsteuerung ist unmittelbar klar, wenn Re(\) < O fur alle A\, Denn
dann ist das ungesteuerte System aymptotisch stabil und man muss dem System nur
noch den letzten kleinen Schubs nach 0 geben. Im Fall Re(\) = 0 ist der Beweis schwie-
riger. Siehe Macki/StrauB.

Wir haben 0 € 0FEq(xo,ts). Dies folgt aus der stetigen Abhdngigkeit der Erreichbarkeits-
mengen von t und der Minimalitat von t..



Zeitoptimale Steuerung: Raketenwagen 1

Situation: Raketenwagen bewegt sich auf der z-Achse.

q
Ortskoordinate:  p(t) —
Geschwindigkeit: q(t) u>0 u <0
Schub: w(t) — DC) C)<I<_
Ip IO
DGL (alle Konstanten auf 1 gesetzt):
pP=4q, ¢q=u. Matrix-Vektor-Form: [q] = [O O] [q] + [1] u
Steuerbeschrankung: |u(t)| < 1.
Ziel: Steuerung nach (p,q) = (0,0) in minimaler Zeit.
Steuerung ist Bang-Bang.
Es ist: p=u.
Bei konstantem Schub v = 1: p = % +cit+ o = %(t +c1)2+c—c3/2= %2 + «

Bei konstantem Schub v = —-1: p= —g +cit+cr = —%(t +c1)’+ertc3/2= _%2 + o
Trajektorien (p(t),q(t)) sind Parabeln:

1.5
LN
0.5

0.5 u=—7>1




Zeitoptimale Steuerung: Raketenwagen 2

Noch einmal die Trajektorien:

0.5 u=—1

Die Parabelhalften, die bei O einlaufen, sind im unteren Bild schwarz eingezeichnet.
Sie bilden die sogenannte Schaltkurve. Schaltregel um optimal nach Null zu steuern:

1) Wenn (p,q) oberhalb der Schaltkurve: voller Ruckwartsschub u = —1.
2) Wenn (p,q) unterhalb der Schaltkurve: voller Vorwartsschub u = 1.
3) Bei Erreichen der Schaltkurve: volle Schubumkehr.

Das untere Bild zeigt die Steuerung nach O bei gleichem Anfangsort aber verschiedener
Anfangsgeschwindigkeit. Berechnung der Schaltstelle p, ist Hausaufgabe.




Zeitoptimale Steuerung: Harmonischer Oszillator 1

Situation: schwingende Feder oder linearisiertes Pendel.

Ortskoordinate:  p(t) AR, X
Geschwindigkeit: q(t) '_W\/@—) Py 0
Schub: u(t) 0 D -
DGL (alle Konstanten auf 1 gesetzt):
S . o _ , pl |0 1 |p 0
Pp=4q, ¢q= —p+u. Matrix-Vektor-Form: [q] = [_1 O] [q] + [1] U

Steuerbeschrankung: |u(t)| < 1.

Ziel: Steuerung nach (p,q) = (0,0) in minimaler Zeit.

Steuerung ist Bang-Bang.

Bei konstantem Schub u = 1: (p—1)%2 4+ ¢°> =72 (Kreis um (1,0))
Bei konstantem Schub u = —1: (p+1)?+4+¢°> =1r? (Kreis um (—1,0))

Trajektorien (Kreise) (p(t),q(t)) werden im Uhrzeigersinn durchlaufen.

u=-1

-8
7777777777777



Zeitoptimale Steuerung: Harmonischer Oszillator 2

Schaltfunktion:

—sin(ts —7) cos(t. —7)| |1
v1Sin(te — 7) + v2cos(ty — 1) = p sin(¢p + t. — 7)

Intervalle zwischen den Umschaltzeiten haben Lange .

In diesen Zeitintervallen wird ein Halbkreis durchlaufen.

Die Schaltlinie (schwarz) im Bild unten besteht aus Halbkreisen mit Radius 1.
Schaltregel:

1) Wenn (p,q) oberhalb der Schaltkurve: voller Riickwartsschub v = —1.

2) Wenn (p,q) unterhalb der Schaltkurve: voller Vorwartsschub v = 1.

3) Bei Erreichen eines der inneren schwarzen Halkreise: volle Schubumkehr.

Herleitung:

Vom Ende her denken.

Ohne Umschalten gelangt man zu O auf jedem der be
inneren schwarzen Halbkreise (die an O grenzen).

Die Schaltfunktion erzwingt ein letztes Umschalten
bei t1 € [t. — 7, ti]. Zwischen dem ersten Umschalten
bei, sagen wir, top und dem letzten Umschalten bei t;
werden Halbkreise (blau, rot) durchlaufen, weil das
Intervall zwischen zwei Schaltpunkten Lange = hat.
Diese Halbkreise enden jeweils auf einem der .
schwarzen Halbkreise.




