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Erinnerung: Der Satz uber implizite Funktionen

Sei g : RPFT™™ DO G — R™ m-mal stetig differenzierbar.
Sei (wo0,y0) € G mit g(xo,y0) = c.
Angenommen, an der Stelle (xg,yo) ist die Matrix der partiellen Ableitungen nach v,

[ 091 9g:]
89 8?1 e a:yn
—(z0,y0) = | : :
Oy eI 09,

|0y T Oyl (%0,Y0)

invertierbar.

Dann gibt es Umgebungen U4 C R? von zg und V C R™ von yg, SO dass gilt:

Fir jedes x € U hat die Gleichung g(x,y) = ¢ genau eine Losung y(x) € V.
Die Funktion x — y(x) ist mindestens so oft stetig partiell differenzierbar wie g.




Differenzierbarkeit von Extremalen

Sei x Extremale fur f. Angenommen,

e r hat an der Stelle tg keine Ecke,

e in einer Umgebung von tg existiert die Ableitungsmatrix f;;(t,z(t),z(t))
und hangt stetig von tg ab.

e Die Matrix f;;(to,z(to),z(to)) ist invertierbar.

Dann ist x an der Stelle to mindestens so oft stetig partiell differenzierbar wie f.

Beweis:

Sei f m-mal stetig differenzierbar. Setze

t
ot 0) = fult,a(®).0) ~ [ fis,0(5). () ds
Dann ist (1. Euler-Lagrange Gleichung in Integralform)

g(t,z(t)) = c. t € [a,b].
Die Ableitungsmatrix von g nach u an der Stelle (to,z(tg)) ist  fi:(to, xz(t0),z(t0)).
Nach Voraussetzung ist diese Matrix invertierbar. Der Satz uber implizite Funktionen

liefert die Existenz einer (m — 1)-mal differenzierbaren Funktion ¢ — u(t), so dass
g(t,u(t)) =c.
Wegen der (lokalen) Eindeutigkeit folgt
u(t) = z(t) O



Isoperimetrische (integrale) Nebenbedingung: Problemstellung

Griechisch: isos=gleich, peri=herum, metron=Mal

Frage:
Welche geschlossene Kurve vorgegebener Lange L umschliel3t die groBtmogliche Flache?

Dieses Problem hatte (laut Sage) die phonizische Konigin Dido bei der Griindung von
Karthago (8. oder 9. Jhrdt. v.Ch. ) zu I&sen.

Intuitive LOsung: Kreislinie. (stimmt auch)

Mathematische Formulierung des Problems:
Minimiere
1 b
J(x) = 5/ x1To — xox1 dt (negativer Flacheninhalt)
a

unter der Nebenbedingung

b
I(a:):/ \/ 23+ 5dt = L (Umfang).



Zum Dido-Problem:
Herleitung der Flacheninhaltsformel aus dem Integralsatz von Gaul3

Allgemeiner Integralsatz von GauB:

Sei G C R" ein kompaktes Gebiet mit stuckweise glattem Rand 0G,
und sei v : G — R"™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/Gdiv(v(ac))dac:/ v(z) "n(z) do,

oG

wobei div(v(x)) = kg—;’z(:c), und n(x) der Einheitsnormalenvektor ist.

Speziell fur n = 2: Sei z : [a,b] — R? eine im Uhrzeigersinn laufende geschlossene Kurve,

deren Bildpunkte x(t) = [z1(t) z2(t)]" den Rand von G bilden. Dann ist
n(x) do, = n(z)ds = &+ dt = [_xﬂ dt.

Wahle nun v(z) = 2[z1 z2]'. Dann ist div(v(z)) = 1. Somit nach GauB,

X(t)

Fl.inhalt(G) = /1dac=/div(v(:c))d:c
G G

b1 [z ! —x
— /8Gv(x)—rn(x) dox=/a 5 [x;] [jle] dt

1 b
= 5/ —x1T2 + Tox1 dit n(x)



Erinnerung: Extrema mit Nebenbedingungen im R"

Seien f,g : R" — R stetig differenzierbar. Problem:
Minimiere f(x) unter der Nebenbedingung g(z) = c.

Satz: Sei £ Minimalstelle und Vg(x) # 0.
Dann gibt es ein A € R (Lagrange-Multiplikator), so dass

Vf(z) = AVg(z).

Beweisidee: Sei v : [—¢,¢] — R" eine differenzierbare Kurve, so dass
~(0) = x und g(~(t)) = ¢ fir alle t. Dann,

d

0=—| 9(v() = [Vg(z)]'4(0). (%)

t=0

Die Funktion t +— f(~(¢)) nimmt ihr Minimum bei ¢t = 0 an. Also,

d
0= —

= FO@) = [V f(2)]"4(0). ()

t=0

(%), (#x) und Vg(z) #0 = Vf(z) =X Vg(x).

(Anmerkung: man kann zeigen, dass es in der Niveau-Menge g(x) = ¢
(n — 1) Kurven mit linear unbhangigen Ableitungen +(0) gibt)



Isoperimetrische Nebenbedingung: Definition und Satz

Im folgenden seien f, g stetig differenzierbar und

b b
I(x) = / g(t,z(t), z(t)) dt, J(z) = / f(t,z(t),z(t)) dt, z € PC*([a,b],R").

Definition: zo € PC!([a,b],R™) heiBt schwacher lokaler Minimierer von J unter
der Nebenbedingung I(x) = ¢, wenn I(xg) = ¢ und ein ¢g > O existiert, so dass

J(xo) < J(x) wenn ||z — zo||oo + || — Z0||ooc < €0 und I(x) = c.

Es konnen noch Randbedingungen hinzu kommen.
Notationsvereinfachung: =z = xo

Satz: Sei z ein schwacher lokaler Minimierer von J unter der Nebenbedingung I(z) = c.
Angenommen, es gibt ein h., € PCi([a,b],R™) mit §I(x, h.) # O.
Dann gibt es ein A € R (Lagrange-Multiplikator), so dass

5(J—=XI)(z,h) =0 fiir alle h € PC§([a,b],R™).

Aquivalent dazu ist die Euler-Lagrange-Gleichung

S =29 = =29,



Isoperimetrische Nebenbedingung: der Beweis.

Nach Normierung von h, haben wir §I(x, h,) = 1. Wir beweisen, dass der Satz lber die
isoperimetrische Nebenbedingung gilt mit A := §J(x, h.). Sei h € PC([a,b],R™).

Definiere h=h—6I(z,h) hs, ¢(e,0) :=I(x+eh+0h,), €,0 € R.

Dann ist

0

an ¢(67 0) — 51(337 h*) — 17

90| (. 9)=(0,0)

9 #(e,0) = 6I(x,h) =6I(x,h—6I(x,h) hy) = 6I(z,h) —6I1(x,h)SI(x, hy) =O.
9| (.0)=(0,0)

Nach dem Satz lber implizite Funktionen gibt es y : [—eo, e0] — R diff’bar, so dass

c = ¢(0,0) = ¢(e,y(e)), = 0= di ¢(e,y(€)) = 3 I(x, h) +y'(0) 51(x, h.) = y/'(0).
€le=0

Setze ze ;= x + eh + y(€) hs.

Dann ist I(x¢) = c¢. Die Funktion ¢ — J(x¢) nimmt bei e = 0 ihr Minimum an. Es folgt

0= di J(x)) = 6J(z,h) +6J(xz,h)y'(0) = 6J(x, h)
€le=0

= dJ(x,h —6I(x,h) hy)

= 6J(xz,h) —6J(x,hy) 6I(x,h) = 6(J — AI)(x, h). O
A



Losung des Dido-Problems

Aufgabe: Minimiere
b
J(x) = / T1XTp — Tox1 di (doppelter negativer Flacheninhalt)
a

unter den Nebenbedingungen z(a) = x(b) und

b
I(a:):/ \ i3+ &5dt = L (Umfang).

d
Euler-Lagrange-Gleichung: o (f—2Xg9),=(f—Ag),.
In diesem Fall:

d N T1 _ d d \ 0, . d

— | —x2 — _ _ = T2 = — X2, — | 1 — _ _ = —Tr1 = ——I1.

dt 1/513%4—3;% dt dt w/gj%—'—aj% dt
Wir wollen annehmen, dass keine Ecken vorliegen. Dann folgt:

jjl j32

_ — — ¢y, 221 — A ——= _
V&7 + 45 V&7 + 45
Multiplikation der 1. Gleichung mit x5, der 2. mit =1, und Addition ergibt

d

21> + A

= co.

O=2x02>+2x121 —C1To —CoT1 = ﬂ(x%—kzc% —C1T2 —C2x1)
2, 2 Cly2 €22 C% C% : -
= r54ri—Cciax2—CcoTr1 =C3 = (wQ_E) +(x1_5) = C3+Z+Z (Kreisgleichung)



Das hangende ideale Seil (Kette)

Aufgabe: Minimiere die potentielle Energie pgJ(x), (p=Dichte, g Fallbeschleunigung)
des hangenden Seiles (oder der Kette), wobei

b 45 T T T T T T T T
J(:C):/:C 1+d?2dt JA (bB) -

unter den Nebenbedingungen 35}
x(a) = A, x(b) = B und

3,

b
I(x) = / vV 1+ $.2 dt = L (Lange) 25} (a!A)

d
Euler-Lagrange-Gleichung: — (f=29).,=(f—Xg),
In diesem Fall: ol
d (z—\)a

=1+ |
dt \/1 4 &2 e

05
-2

1 1 1 1 1 1 1 1
-15 -1 -05 0 05 1 15 2 25

Wegen =z = %(:c— M) ist dies die gleiche Euler-Lagrange Gleichung, die man auch fir die
minimale Rotationsflache erhalt, wenn man x durch x — \ ersetzt. Die allgemeine Losung
ist daher

C

z — X\ = c cosh (w_A—Fd).

Aus diesem Grund wird die cosh-Kurve auch Kettenlinie genannt.



Ableiten von Integralen
d t

1) = [ 9(s)ds = o(2).
tJa

d b b9
2) a/aqs(s,t) ds—/a = (s,t) ds

d [t _ t O
3) / (s, 1) ds = ¢(t, 1) + / (s, t) ds.

1) gilt, wenn ¢ an der Stelle t stetig ist (Hauptsatz der Differential-und Integralrechnung).

2) gilt, wenn [a,b] sich in endlich viele Intervalle I; zerlegen ldsst, so dass ¢ und g—f
auf I; x [t — §,t 4 d] fur ein § > O stetig sind.

3) gilt unter der eben genannten Bedingung, wenn t im Inneren von

einem der Intervalle I; liegt.



Ein Problem mit variabler Integrationsgrenze

Wir betrachten das Funktional

J(x, T) = /Tf(t,x(t),:i:(t))dt, z € PC([a,b],R"), z(a)=A, T<U.

Satz. Sei z : [a, 8] — R" eine differenzierbare Funktion.

Fur einen Minimierer von J unter den Nebenbedingungen

x(a) = A, x(T) = z(T)

gilt die Euler-Lagrange Gleichung X

d Z(T)

und auBerdem die Transversalitatsbedingung

f,x(T),z(T)) + f:(T,x(T),2(T))(2(T) —x(T)) = 0.

(Mit z(T) ist genau genommen z(7T—) gemeint.)



Ein Problem mit variabler Integrationsgrenze: Beweis I
Sei J(x,T) = fan(t,:c(t),:i:(t))dt und z(e, t) := x(t) ;= x(t) + eh(t) mit h(a) = 0.
Wir nehmen im folgenden an, dass %fi existiert und berechnen:

_d

d
—J h, T —
de (@ e te) c—0 de

T—+e .
/ £t 2(t) 4 e h(8), 3(8) + eh(t)) dt
e=0Ya

= f(T,2(T) 4+ eh(T),z(T) + € h(T))|=0

T
0
S

T .
= f(T,:c(T),az:(T>)+/ Fohd fhdt

f(t,z(t) + eh(t), 2(t) + eh(t)) dt
e=0

T
= F(T,2(T),(T)) + / (o = S fe) bt + F(T, 2(T), #(T)) h(T).

Nun schreiben wir h(T) um:

d

oz oz : _d :
. z(e, T+e) = E(O,T)—I—E(O,T) = h(T)+z(T) = h(T)= o z(e, T+e)—z(T).

e=0 € e=0

Insgesamt: £| _ J(z 4 €h, T +¢) =

T
[ e e e ST, D) + TG (5] e T+ = i)

€ e=0




Ein Problem mit variabler Integrationsgrenze: Beweis II
Resultat von der letzten Folie:

L _ T+ eh,THe) =

T
[ = e e+ ST, HD) 4 T, 6D) (] e T+ ) i)

€ e=0

Da die Variation z. = z(e,-) die Nebenbedingung erfiillen soll, haben wir

x(e, T +¢€)=2(T + ¢€)
und somit
d

—| z(e,T 4+ ¢) = 2(T).
de e=0

Fur einen Minimierer ist die Ableitung von J Null, also
T
d
0= [ (o= Sf) bt + F(T,0(T), (D)) + £o(L. (D), (1) (A1) = (1)),

Hieraus folgt der Satz, falls die Euler-Lagrange Gleichung erfullt ist.
Diese gilt aber aufgrund des Fundamentallemmas, weil (festgehaltenes T)

0

5 J(x4+e€eh,T)=0 fir h € PC5([a, T],R"). O
€

e=0




Anwendung: Die kurzeste Verbindung eines Punktes zu einer Kurve

ZU minimieren:
T
J(2,T) = / le@l2dt,  w(a) = A, «(T) = «(T).

Euler-Lagrange Gleichung:
d x .
dt [[z(t)][2

0

Hieraus folgt: = = c||x(t)||2. Integration: x(t) = ¢ f; |z (s)||2ds + c2 = co(t) + co.
x ist eine Gerade mit Richtungsvektor c.

A
Transversalitatsbedingung: .

z(T) X
= ||& 2D oy -
0 = [[#(Df2 + = = (G(T) = #(T) ~

Multiplikation mit ||z(T)||> ergibt
0 = [|&(T)||5 + &(T) " (2(T) — &(T)) = &(T) " 2(T).

Die Gerade z steht senkrecht auf der Kurve z.



