Differentialgleichungen fur Ingenieure
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7. Vorlesung

Michael Karow

T hemen heute:
1. Die rechte Seite einer DGL als Vektorfeld.

2. Stabilitat



Die Ableitung einer Kurve

Sei J C R ein Intervall und y : J — C™ eine differenzierbare Kurve. Die Ableitung
y1(t)

y() = | :
Yn (1)

interpretiert man als Vektor, der am Punkt y(¢) angeheftet ist.

Y, Phasenrauf oderC"

y(t)

y(t)

0 Yq

Haufige physikalische Interpretation: Kurve y(-)=Bahn eines Massenpunktes
y(t)= Ort des Massenpunktes zu Zeit ¢

y(t)= Geschwindigkeit zur Zeit ¢

Allgemeiner: y(t)=Zustand eines physikalischen Systems



Interpretation der rechten Seite einer DGL als Vektorfeld

DGL: y(t) = £(¢, y (1))
T T
Geschwindigkeitsvektor Am Ort y(t) und zur Zeit t
der Losung y(t) vorgegebener Vektor f

Terminologie: Eine DGL heisst autonom, falls f nicht von ¢t abhangt.
Also:  y(t) =1(y(1))

Veranschaulichung der Situation im autonomen Fall:




Gleichgewichtspunkte

Definition: Ein Punkt y, € C" heisst Gleichgewichtspunkt
(stationarer Punkt) des Vektorfeldes f bzw.
der autonomen Differentialgleichung y(¢t) = f(y(¢)), falls

f(y.) = 0.

Mit anderen Worten:
Ein Gleichgewichtspunkt ist eine Nullstelle der rechten Seite der DGL
(d.h. des Vektorfeldes).

Tatsache: Wenn y. ein Gleichgewichtspunkt ist, dann hat das AWP

y() =1(y®)), y(o)=y-
die konstante LOsung y(t) = y..

Bild: Ein Gleichgewichtspunkt mit konstanter Losung (rot).
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Beispiel: Volterra-Lotka-Gleichungen

Die Volterra-Lotka-Gleichungen lauten:

r = azx — bxy, y = cxy —dy, a,b,c,d > 0.
In Vektorschreibweise: x| _ |lax—bxy
y|  |cxy—dy]’
—£(z,)

Interpretation: x=Anzahl Beutetiere, y=Anzahl Rauber (siehe Skript)

Gleichgewichtspunkte sind diejenigen Punkte (x,y), fur die gilt
ar—bxy = 0O,
cxy—dy = Q0.

Eine kurze Rechnung ergibt, dass (x,y) = (0,0) und (x,y) = (d/c, a/b) die einzigen
Gleichgewichtspunkte sind. Das Phasendiagramm sieht folgendermalBen aus:




Gleichgewichtspunkte bei homogenen linearen DGL

Die Gleichgewichtspunkte einer homogene lineare DGL
y(t) = Ay(t)
sind diejenigen Vektoren y,, fur die gilt:
Ay.=0.

Diese Vektoren bilden einen Vektorraum: den Kern von A (siehe Lin. Alg. Vorlesung).
Dies ist auch der Raum der Eigenvektoren zum Eigenwert O.

Es qilt:
1. Der Nullpunkt y. = 0 ist stets ein Gleichgewichtspunkt.

2. Wenn det(A) # 0, dann ist der Nullpunkt auch der einzige Gleichgewichtpunkt.
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Die Bilder unten zeigen die Vektorfelder (blau) und einige Losungskurven (rot)

Phasenportrats fiir lineare DGL im R?
fur DGL vom Typ

Die LOosungen sind die Kurven
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Die reellen Losungen sind die Kurven
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Die Eigenwerte der Matrix sind A1

Phasenportrats fir lineare DGL im R?
Die Bilder unten zeigen die Vektorfelder (blau) und einige Losungskurven (rot)

fur DGL vom Typ

0t [cos(w t)
€ sin(wt)
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a=-02, w=1




Phasenportrats fiir lineare DGL im R?

Die Bilder unten zeigen die Vektorfelder (blau) und einige Losungskurven (rot)

fur DGL vom Typ

y1(t)
y2(t)

= A

y1(t)
y2(t) |’

A=YV

A1 O

~1
0 AQV’

A1, Ao € R.

Die Eigenwerte von A sind A1, A\». Die Eigenvektoren sind die Spalten vi,vy von V.
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Phasenportrats fur lineare DGL im R2

Die Bilder unten zeigen die Vektorfelder (blau) und einige Losungskurven (rot)
fir DGL vom Typ (Jordanblock)

yl(t) _ A1 yl(t>
[92(15)] o [0 A] [yQ(t)] '

Der einzige Eigenwert ist A. Die Losungen sind die Kurven

y1(t) — M 1 | |a
) = [o 1) |o]




Stabilitat
Im folgenden ist y. € R” ein Gleichgewichtspunkt der autonomen DGL

y(t) =1(y(t)), (%)
d.h. es ist f(y.) = 0.

Definition:

1. y. heisst attraktiv, wenn es ein € > 0 gibt, so dass jede Losung von (x), die in der
e-Umgebung von y, startet, gegen y. konvergiert.

Formal: .
y(0) —y: <e = |imy(t) =y "

2. y. heisst stabil, wenn gilt: Zu jedem € > O gibt es ein 6 > 0, so dass alle Losungs-
kurven, die in der é-Umgebung von y. starten, die e-Umgebung von y. niemals
verlassen. Formal:

0) -y« <d = t) — vl < € fur alle t > 0.
ly(0) — y+| ly(t) — vyl >

W

3. y« heisst asymptotisch stabil, wenn y. stabil und attraktiv ist.



Beispiel eines attraktiven aber nicht stabilen Gleichgewichtspunkts

Wenn eine LOsungskurve y(t) existiert, so dass
y(to) 7 ¥+, und 1lim y(t) =y

dann kann der Gleichgewichtspunkt y,. nicht stabil sein.
Er kann aber trotzdem attraktiv sein.

y(tg

Begrundung fur die Instabilitat:

Wahle e so klein ist, dass der Punkt y(¢g) nicht in der e-Umgebung enthalten ist. Wegen
lim;_~y(t) =y. gibt es zu jedem noch so kleinen § > 0 einen Punkt y = y(¢), t < to,
der in der -Umgebung von y. enthalten ist. Wahle y als Anfangswert. Die LOsung zu
diesem Anfangswert erreicht zu einer postiven Zeit den Punkt y(t¢o).



Stabilitatskriterium fur homogene lineare DGL

Der Gleichgewichtspunkt y,. = 0 der homogenen linearen DGL

y(t) = Ay(t)
ist genau dann

1. asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte von A negativen Realteil haben.

2. stabil, wenn
e Kein Eigenwert positiven Realteil hat, und

e es zu allen rein imaginaren Eigenwerten der algebraischen Vielfachkeit £ auch
k linear unabhangige Eigenvektoren gibt (d.h. zu diesen Eigenwerten hat man
keine echten Hauptvektorlosungen der DGL).

Begrundung: Alle Losungen der DGL sind Linearkombinationen der Basislosungen
1. elotiw)ty (Eigenvektorldsungen)
2. elatiw)t z;;g;_m —AI)/v  (echte Hauptvektorldsungen, k > 1)

wobei A = a + iw ein Eigenwert von A ist.

a>0 = exponentielles Wachstum
a< 0 = exponentielles Schrumpfen
a=0 = reine Rotation im 1. Fall, polynomiales Wachstum im 2. Fall



Veranschaulichung des Stabilitatskriteriums fur lineare DGL

Die folgenden Diagramme zeigen Beispiele fur Eigenwertverteilungen reeller Matrizen.

Im

Re

Alle Eigenwerte in der
linken Halbebene.
= asympt. Stabilitat

Im

Re

Ein oder mehrere Eigenwerte
in der rechten Halbebene.
= Instabilitat

Im

Re

Kein Eigenwert in der
rechten Halbebene, einige
EW auf der imag. Achse.

Wenn imag. EW alle einfach
= Stabilitat.

Wenn ein imag. EW

mit hoherer Vielfachheit k&
=

Existenz von k linear
unabhangigen Eigen-
vektoren prufen



Einschub:
Was bedeutet Stabilitat eines homogenen linearen Systems
fur das zugehorige inhomogene System?

Seien yi1(t), y2(t) Losungen der inhomogenen DGL

y(t) = Ay(t) + b(?).

Dann ist die Differenz y1(t) — y2(t) eine Losung der zugehdrigen homogenen DGL.
Daraus ergibt sich unmittelbar folgendes:

e Wenn 0 ein stabiler Gleichgewichtspunkt der homogenen DGL ist, dann gibt es eine
(von yi(t), y2(t) unabhangige) Konstante C, so dass

ly1(t) — y2(t)] < Cly1(0) — y2(0)|
fur alle t.
D.h. die Losungen konnen sich nicht beliebig weit voneinander entfernen.

e \Wenn 0 sogar ein asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt der homogenen DGL
ist, dann gilt
lim (y1(t) — y2(t)) = 0.
t—o0

D.h. alle Losungen der inhomogenen DGL konvergieren gegeneinander.



Linearisierung einer DGL um einen Gleichgewichtspunkt

Sei y. ein Gleichgewichtspunkt der DGL

y =1(y) ().
Die Taylorentwicklung von f um y. bis zur ersten Ordnung ist
- Ry —y-)
ty) = fG)HGIG-y)+RE ~y),  1im Ty ().
—0 Restglzed Y Y
Dabei ist
f’()’*) — 8—1(}’*) @(Y*) — o : of
_a_y?(}’*) W(Y*)

die Jacobi-Matrix von f an der Stelle y..

Weglassen des Restgliedes in (xx) ergibt die linearisierte DGL

y =1y (y -y (% % %)
Fur die Abweichung von y., also die GroBe y, .=y — ys, gilt yo = %(y —V)=1Y.
Dies in (x * %) eingesetzt ergibt die lineare homogene DGL

Ya = f/(Y*) Ya-
Stabilitatssatz fur nichtlineare Systeme:

1. Wenn alle Eigenwerte von f'(y.) negativen Realteil haben,
dann ist y. ein asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt von (x).

2. Wenn ein Eigenwert von f'(y.) positiven Realteil hat,
dann ist y. ein instabiler Gleichgewichtspunkt von (x).



Beispiel:

Linearer Stabilitatstest bei den Volterra-Lotka-Gleichungen

Die Volterra-Lotka-Gleichungen:

H — [“"”‘bxy], a,b,c,d > 0.
Y cxy —dy
=f?g,y)
Jacobi-Matrix von f:
y __|la—by —bx
f(x7y)_[ Cy CZC—d]
. . ' O d/c 0 05 1 15 2
Gleichgewichtspunkte: [O] , [a/b] .
Gleichgewichtsp. Jacobi-Matrix Eigenwerte Stabilitatsaussage
aufgrund der Eigenwerte
10 a O : :
Vi = [O] [O —d] a,—d instabil
d/c 0O —bd/c : :
Y« [a/b] [ca/b 0 ] +ivVad keine Aussage




Fazit: Der lineare Stabilitatstest versagt beim Nachweis der Stabilitat des Gleichge-
d/c
a/b
Matrix f'(d/c,a/b) sind rein imaginar.

wichtspunkts [ ] fur das Volterra-Lotka-System, denn beide Eigenwerte der Jacobi-

Auf den folgenden Seiten wird beschrieben, wie man die Stabilitat dieses

Gleichgewichtspunktes mit anderen Mitteln nachweisen kann.

Die dazu notigen Schritte lassen sich verallgemeinern und man erhalt so das

Stabilitatskriterium von Ljapunoff.



Nachweis der Stabilitat des Gleichgewichtspunkts (d/c,a/b). 1. Schritt:

Wir definieren eine Funktion E : R4 x Ry — R durch
E(x,y) :=cx —dIn(z) + by —aln(y).

Die partiellen Ableitungen von E sind

Ok
— =c—d/x,
ox

OF
“ =b—a/y.
Yy

Fir eine Losung (z(t),y(t)) des Volterra-Lotka-Systems

z| _ |laz—bzy| _ |fi(z,y)
v lexy—dy] | f(z,y) |
—£(z,y)
bekommt man
E E
iE(a:(t),y(t)) = or, + a—y (Kettenregel)
dt ox Oy

Folgerung: Der Wert von E ist

oF OF
%fl(xay) + a—ny(way)

(¢ —d/z)(az — bry) + (b — a/y)(czy — dy)
0.

konstant entlang der Losungskurven.



Nachweis der Stabilitat des Gleichgewichtspunkts (d/c,a/b). 2. Schritt:

Behauptung:
Die Funktion E hat an der Stelle (d/c,a/b) ein isoliertes lokales Minimum.

Um die Behauptung zu bestatigen, berechnet man zunachst den Gradienten und die
Hesse-Matrix von E:

OF d/ 0°F 0°F d/ 5 0
oz | _ |c— T L 0x? oyoxr | X
VE(z,y) = la_E = [b_a/y] : (Hess BE)(x,y) = | .. oep | = [ 0 a/y2]

oy 0x0y 0y?

Wenn an einem Punkt (x,y) der Gradient verschwindet und die Hesse-Matrix
positiv definit ist, dann liegt dort ein isoliertes lokales Minimum vor (siehe Analysis 2).
Dies ist fur den Punkt (x,y) = (d/c,a/b) der Fall, denn

VE(d/c,a/b) = [8] : (Hess E)(d/c,a/b) = [cQO/d bQC}a]'



Nachweis der Stabilitat des Gleichgewichtspunkts (d/c,a/b). 3. Schritt:

Sei mo der Wert des isolierten lokalen Minimums: mq := E(d/c,a/b).

Sei nun ein € > 0 gegeben. Indem man € gegebenenfalls verkleinert kann man erreichen,
dass die Funktion E auf dem Rand R der e-Umgebung des Gleichgewichtspunkts nur
Werte annimmt, die groBer als mg sind. (Hier braucht man die Bedingung, dass das
Minimum isoliert ist.) Man hat dann, dass

mo <m:= min E(x,y)
(z,y)eR

Wegen der Stetigkeit von E folgt, dass fur ein genugend kleines § > 0 gilt:
E(x,y) <m fur alle (x,y) in der 5-Umgebung des Gleichgewichtspunkts

Nach Schritt 1 ist der Wert von E entlang der Losungen der DGL konstant.

Folgerung: Eine LOsungskurve, die in der §~-Umgebung startet (wo E < m),
kann den Rand der e-Umgebung (wo E > m) nicht schneiden,
und daher die e-Umgebung auch nicht verlassen.

= Der Gleichgewichtspunkt ist stabil. Hier E(x,y)>=m
L~

Bemerkung:

Die obige Argumentation funktioniert auch,
falls der Wert von E entlang der Losungen
monoton fallt, wenn also

2E(z(t),y(t)) < 0.

Dies ist moeglich __ Das kann nicht sein



Verallgemeinerung von Schritt 1:
Berechnung der Ableitung einer Funktion entlang der Losung einer DGL

Gegeben sei eine autonome DGL

U1 fi(y, -, yn)
L = 5 ,  kurzy=f(y). (%)
Yn fn(yla---ayn)

Sei & = E(y) eine stetig differenzierbare Funktion und G C R" ein Gebiet,
auf dem sowohl E als auch f definiert sind. Sei y(¢) eine LOosung von ().

Dann ist nach der Kettenregel

d d
aE(y(t)) = aE(yl(t), o yn(t))
oF | OF .
= 8—y1y1+---+8—%yn
o5 /
OF OF 0y
R T N = (VE-) (y(1).
8y1 6yn oF fn
Folgerungen: [ OYn

1. Wenn (VE f)(y) =0 fiur alle Punkte y € G, dann ist E konstant entlang jeder
Losung der DGL.

2. Wenn (VE ) (y) <0 (< 0) fiir alle Punkte y € G, dann ist E entlang jeder LOsung
der DGL (streng) monoton fallend.

Terminologie: Im Fall 1 nennt man E eine ErhaltungsgroBe oder auch ein
erstes Integral der DGL.



Das Stabilitatskriterium von Ljapunoff

Sei y. ein Gleichgewichtspunkt der autonomen DGL y = f(y).

Sei E = E(y) eine stetig differenzierbare Funktion und G C R" ein Gebiet,
das y. enthdlt, und auf dem sowohl E als auch f definiert sind.

Wenn gilt
(1) E nimmt an der Stelle y, ein isoliertes lokales Minimum an, d.h.

E(y.) < E(y) fur alley in einer e-Umgebung von y.,
(2) (VE ) (y) <0, fur alley € G,

dann ist der Gleichgewichtspunkt y, stabil.

Gilt in 2. sogar die strikte Ungleichung

SEAVKHI PYCOKHA MATEMATHK
LA M ASOYHOR

(2") (VE-f)(y) <0 fur alley € G, | Ymeean

dann ist y. asymptotisch stabil.

Mz

Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918)



Schwierigkeit beim Anwenden von Ljapunoffs Stabilitatskriterium:

Um das Kriterium anwenden zu konnen, muss man zunachst eine geeignete
Ljapunoff-Funktion E finden. Hierfur gibt es keine allgemeine Regel.

Bei mechanischen Systemen gibt es aber eine naturliche Ljapunoff-Funktion:
die Energie.

Dies wird auf den folgenden Seiten am Beispiel eines Systems von Massenpunkten
diskutiert.



Beispiel: Massen in einem Federnetz
=] =]

Wenn man die Massen aus der Gleichgewichtslage auslenkt, dann beginnt das Federnetz
zu schwingen. Ist die Bewegung vollkommen Reibungs- und dampfungsfrei, dann endet
die Schwingung niemals. Bei vorhandener Reibung kehrt das System in die Gleichge-
wichtslage zuruck und kommt dort zur Ruhe.

In der dargestellten Gleichgewichtslage hat die Gesamtenergie
ein lokales Minimum.

Dabei ist in diesem und in vielen anderen Beispielen

E = Gesamtenergie = Kinetische Energie + potentielle Energie
U
Die potentielle Energie U setzt sich zusammen aus der Hohenenergie (wegen der Schwer-
kraft) und der elastischen Energie, die in den Federn steckt.

Ein Minimum der Gesamtenergie liegt vor, wenn die kinetische Energie 0O ist
(d.h. keine Bewegung), und die potentielle Energie ein Minimum annimmt.



Energieerhaltung bei einer reibungsfreien Bewegung
Gegeben:

1. Massenpunkte mit Massen ma1, ..., my,, die sich an den Orten x1,...X, € R3 befinden.

2. Die potentielle Energie: U = U(X1,...,Xn).
Die Gesamtenergie ist

E:Xn:%mkngrU(xl,...,xn), wobei X2 = %, - X, = |%i|°.
k=1

Die Newtonsche Bewegungsgleichung (reibungsfrei) fiir die Massenpunkte ist

m1 5&1
= \—VU(Xl, ce 7Xn)/-

mp Xn K?gft

Ein Gleichgewichtspunkt liegt dort vor, wo VU(x1,...,X,) = 0 (d.h. keine Kraft).

Flr die Zeitableitung der Energie entlang einer Losung der Bewegungsgleichung folgt:

d n ).(1 mi 5&1 _5(1_ _5(1_
—E:kakk-ik—l—VU- = : + VU -
dt . . . .
k=1 Xn My Xp, _Xn_ _Xn_
_Xl_ _Xl_
= —-\VvVu - |:|+VU-|:]|] = 0.
_kn_ _kn_

= Die Energie ist wahrend der Bewegung konstant.
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1-dimensionale Bewegung auf einer gekrummten Bahn
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mv? +mgh(z). Ohne

Reibung (d.h. fur »(v) = 0) bewegt sich der Massenpunkt auf einer dieser Niveaulinien.

1

2

—gh'(z) +r(v)/m

, 7(0) = 0.

<0

Fallbescheunigung, m=Masse,

Reibung. Es ist stets vr(v)

Die roten Kurven sind Niveaulinien der Energie E(x,v)

DGL fur die Bewegung auf der Bahn:
Dabei ist v=Geschwindigkeit, g

r(v)



Formaler Nachweis der Stabilitat/ Instabilitat bei der
1-dimensionalen Bewegung auf einer gekrummten Bahn

Bewegungsgleichung als DGL 1. Ordnung: [i] = [—gh’(x)q—]I—T(v)/m

Gleichgewichtspunkte hat man fur v =0, A'(xz) = 0.

Wir betrachten nun die Gleichgewichtspunkte, fur die h’(x) > 0 gilt.
An diesen Gleichgewichtspunkten hat die Gesamtenergie

E(x,v) = %va—I—mgh(a})

ein isoliertes lokales Minimum.

(Zum formalen Nachweis davon zeigt man, dass VE = 0 und dass
die Hesse-Matrix positiv definit ist).

Fur die Ableitung der Energie entlang der Bewegung hat man

iE(x,v) = muvo+mgh'(z)zx

dt
muv (—gh'(z) +r(v)/m) +mgh'(z)v
= r(v)v<0 (Leistung der Reibungskraft)

= Energie ist monoton fallend entlang der Bewegung.

Folgerung nach dem Stabilitatskriterium von Ljapunoff:
Alle Gleichgewichtspunkte (xz,v) = (x,0) mit A'(z) = 0, A”(x) > 0 sind stabil.



Formaler Nachweis der Stabilitat/ Instabilitat bei der
1-dimensionalen Bewegung auf einer gekrummten Bahn

Bewegungsgleichung als DGL 1. Ordnung: [i] = [—gh’(x)q—]I—T(v)/m

Gleichgewichtspunkte hat man fur v =0, A'(xz) = 0.

Wir betrachten nun die Gleichgewichtspunkte, fur die h'(x) < 0 gilt.
Die Jacobi-Matrix der rechten Seite der DGL ist

p B By o B 0 1
@0) =2 g wa) s+ r(o) fm) %(—gh'(er(v)/m)]_[—gh”<w> r(v)/m

Sie hat die Eigenwerte
r'(v) W\,
A2 = + — gh” ().
2m 2m

Wenn h"(x) < 0, dann ist mindestens einer der Eigenwerte positiv.

Folgerung aus dem linearen Stabilitatskriterium:

Alle Gleichgewichtspunkte (z,v) = (x,0) mit #'(z) = 0, h”(x) < 0 sind instabil.

Bemerkung: Fir den Fall, dass A”(x) = 0 braucht man kompliziertere Methoden um
Stabilitat/Instabilitat nachzuweisen.



Beispiel: Inverses Pendel auf einer Spiralfeder
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Problem: Welche Gleichgewichtslagen hat das System, und sind diese stabil?

Die Gleichgewichtslagen sind die Nullstellen der rechten Seite von (x).



Die Gleichgewichtslagen des inverses
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