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Def: (a) Eine unendliche Reihe ist ein Ausdruck der Form

Zak:al—l—aQ—i—ag—i—..., a, € C. (%)
k=1

(Statt mit £ = 1 kann man auch mit einem anderen Index k = m anfangen)
(b) Die endlichen Summen

sn:Zak:a1+a2+...+an

nennt man Partialsummen von ().
(c) Die Reihe (x) konvergiert gegen s € C, wenn

s = lim s, = lim E ag.

n—oo n—oo
Ist dies der Fall, so schreibt man
o0
s = Z ag .
k=1
(d) Eine nicht konvergente Reihe nennt man divergent.

Grundtatsachen: (1) Wenn (%) konvergiert, dann ist limyg_, ax = 0.
Beweis: limy_ o0 ap = limyg_ o0 (S — Sk—1) = limy 00 Sp — liMg_0o Sp—1 = 5 — s = 0.

(2) Wenn > a; und > b konvergieren, dann auch > (Aag), A € C, und > (ay + by).
Man hat

Z /\ak —/\Zak, Z(ak—l—bk Zak—l—Zbk
k=1 k=1 k=1
Bsp.1: Es ist
- 1 1 1
;k/ﬁ% T2 tyatyg =t
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1 -1 _ 1
Denn WD T kT Rl und daher

5 () G o)

— _ 1 -1
n+1
Bsp.2: Es ist
S A I S
2k 2 4 8 7
k=1
denn
—~ 1 1 1 1 1
§ ; SR T o
- 1Beweis mit vollst. Induktion
Bsp.3: Geometrische Reihe:
- ko 2, 3
S dF=1+q+@+P+...,  qeC. (xx)

k=0

Wenn |¢| > 1, dann ist (xx) divergent, weil die Folge der Summanden nicht gegen 0
konvergiert. Wenn |¢| < 1 dann ist

1
quzl—_q-

k

oo
=0

Grund: Fir ¢ # 1 ist

W= = T (L g <),
1—g¢q 1—gq

k=0
denn
(1_Q)Sn = Sp —(Sp
= l4+q+¢+...+¢" "+
@+ P+ ¢+
= 1—q¢"
Anwendung:
9 9 1 1 9 1
0,999.. =—-1,111.. =—=(1+ =4+ —+... | = ——— = 1.
’ 10 7’ 10<+10+100+ ) 101—%

Bei den néchsten Beispielen benutzen wir folgendes Grundprinzip (G):
Eine aufsteigende Folge s; < s9 < s3 < ... konvergiert genau dann, wenn sie beschrankt
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ist, d.h. wenn s, < c fiir alle n und eine feste Konstante ¢ € R. Der Grenzwert ist dann
die kleinste obere Schranke c.

Bsp.4: Die harmonische Reihe

il—l—i-——l—l—l— +
ko 2 3 4
k=1
divergiert.
1. Beweis:
(LY (L IR (R +( )+
2 3 4 5 6 7 8 N
~ ~"~ - ~"~ >8L:l
>23=4 >44=3 v
>1+3+3+3+... >
2 Bewels:%:fkkJrl%def:Hld
n 1 n k+11 n+11

Anwendung der harmonischen Reihe: Schiefer Turm aus Bauklotzen (siehe Skript)

Bsp.5: Riemannsche Zeta-Funktion:

Diese Reihen konvergieren, denn

" St 1 1
Z _2/ L= [ Lar= 2] = - ) <
s L s xs —s+1], s—-1 ns—1 s—1

obere Schranke

Man hat z.B. (Beweis spéter)
=
k=1

Konvergenz- und Divergenzkriterien

Alle folgenden Kriterien beruhen letztendlich auf dem Grundprinzip (G) (siehe oben).

K1) Integralkriterium: Sei f : [m, 00) — [0, 00) monoton fallend. Dann gilt:

d flk)y<oo & /Oof(x)dx < 0.

k=m



K2) Sei aj, € C. Wenn >~ |ag| konvergiert, dann auch Y 7 ay
Kurz: aus absoluter Konvergenz folgt Konvergenz.

Beweis:
n n o9
> Re(ar) +lar]) <D 20a < 2 |al -
k=m 26 k=m k=m
obere Schranke
=

(Re(ag) + |ax|) — Z lag| = Z Re(ay) konvergent.

=m

(=

TV
konvergent

Analog zeigt man, dass ).~ Im(ay) konvergiert. Somit ist auch

i :iRe (ax) +1 Zlm a)
k=m k=m

konvergent.

K3) Majorantenkriterium:

lar| < bg und Y ;2 by konvergent = Y77 |ax| konvergent.

Grund: > 7 lag| < >°p2 by < obere Schranke.

1
< iz

Bsp.6: > oo, % ist konvergent, denn ‘W

K4) Minorantenkriterium:

0 <by <apund Y o b divergent = > - ay divergent.

Bsp.7:

1
E = ln(k)

> res 7 divergiert und 7 = 0 ﬁ divergiert.

K3) Quotientenkriterium fiir Konvergenz: Sei 0 < ¢ < 1.

x
Bhit) < qfirk>%k, = Z lax| konvergent.
ag
k=m
Grund:
a
—hotl <q = |ag+1] < qlakl,
ako
Ay,
f <q = aggral < qlaggsi] < ¢ lag,l-
0




Allgemein: |agy ;| < lag,|¢’. Also fir n = ko + 1,

n ko l
Z Jax| < Z |ag| + |a, | qu «— beschriinkt.
k=1 k=1 j=1

——

q
<L

K5) Quotientenkriterium fiir Divergenz:

Qr+1
Qg

>1firk>k, = Z ay divergent.

k=m

Grund: ay ist dann keine Nullfolge, weil |ax1| > |ak].

K6) Limes-Variante des Quotientenkriteriums:

Ag+1
ag

lim

k—oo

<1 = Konvergenz
>1 = Divergenz.

Bsp.8: Die Reihe Y ;2 £ ist konvergent, denn

Bl 1k+1 1
E | =9 o
2k 2

Bsp.9: Konvergenz/Divergenz von Y 1 ist nicht mit Q.Kriterium entscheidbar, denn

1
Mok
z k41
K7) Leibnitz-Kriterium:
a; >as >az>...>0und klim ap =0, = Z(—l)k_lak konvergent.
- k=1

Grund: Seien s, = Y ,_,(—1)*"'a; die Partialsummen. Da die Folge a; monoton fallend
ist, gilt

fiir ungerades n:  Sp19 = Sp — Apy1 + Gpao < Sy,
fiir gerades n:  Sp19 = Sp + Apa1 — Apio > Sp.
Die Teilfolge sy, s3, S5, . . . ist also monoton fallend. Die Teilfolge ss, s4, Sg, . . . ist monoton

wachsend. Beide Teilfolgen laufen aufeinander zu und die Differenzen der Folgenglieder
werden beliebig gering, denn fiir gerades n ist s,+1 — S, = a1 — 0.



Bsp.10: Man hat

L (—1)k1 11
= 1l-—-+-—>+-—...=In(2
; k 37175 n(2),
L (—1)k1 1 1 1 s
= -4+ -4 -_ ——
;2k—1 57T 1

Beweis fiir die Grenzwerte spater. Diese Reihen sind nicht absolut konvergent.



