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Themen: Flachen und Flachenintegrale



Parametrisierte Flachen 1

Sei R C R? eine kompakte Menge mit stiickweise glattem Rand (d.h. der Rand ist aus

glatten Kurven zusammengesetzt). Sei
z(u,v)

Z:R— R’ (u,v) — Z(u,v) = |y(u,v)
z(u,v)

eine stetig diff'bare Abbildung, die R auf F C R3 abbildet, wobei folgendes gilt:

—

e Die Zuordnung R > (u,v) — (z,y,z) € F ist bis auf eventuelle Ausnahmen auf dem
Rand von R umkehrbar.

e Bis auf eventuelle Ausnahmen auf dem Rand von R sind die Vektoren g—f(u,fu) und
97 (u,v) stets linear unabhangig.

Dann nennt man F' eine glatte Flache, und die Abbildung £ nennt man eine Parametri-
sierung von F'.
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Parametrisierte Flachen 11
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In der Situation der vorigen Seite gilt:

o Die Vektoren 2(u,v) und %(u,v) spannen die Tangentialebene von F am Punkt

Z(u,v) auf. Der Vektor ZZ(u,v) x %(u,v) (Kreuzprodukt) steht senkrecht auf der
Tangentialebene.

e Ein kleines achsenparalleles Rechteck in R mit Mittelpunkt (u,v) und Kantenlangen
Au, Av wird duch & néherungsyveise auf ein Pﬁarallelogramm P mit Mittelpunkt
Z(u,v) und den Kantenvektoren 2Z(u,v) Au und %Z(u,v) Av abgebildet. Der Fldchen-
inhalt von P ist

ox ox
vola(P) = |—(u,v) X —(u,v)| Au Awv.
ou ov

Der Vektor % X % enthalt also die Informationen uUber die Lage der Tangentialebene
und die Umrechnung von Flacheninhalten.



Differentielle Flachenelemente und Oberflachenintegrale

vektorielles Flichenelement: dO = or % o du dv
ou Ov
skalares Flachenelement: dO = % X % du dv.
ou Ov

Fur eine Funktion f : FF — R definiert man das skalare Oberflachenintegral:

//Fde = //f<sc<u v),y(u,v),

Das Integral uber R muss naturlich sinnvoll sein. Die ist z.B. fur stetiges f der Fall.

du dv.

Fir eine Vektorfeld v : FF — R definiert man das Flussintegral:

//Fﬁ.dé’ = //R?(x(uav)ay(u,v),Z(u,v))~ (g—ix g—f) du dv.

— det(y, 0F 02

Interpretation:

Wenn v ein Geschwindigkeitsfeld ist, dann gibt das FIussirLtegraI an, welches Volumen
des stromenden Mediums sich pro Zeiteinheit in Richtung dO durch die Flache F' bewegt.

Die Gleichung (x) gilt aufgrund der vektoriellen Identitat

@- (b x &) = det(a, b, &), a,b,ceR3 (Spatprodukt)



Flacheninhalt und Flussintegral als skalares Oberflachenintegral

1) Den Flacheninhalt von FF bekommt man, indem man das skalare Oberflachenintegral
mit der Funktion f = 1 bildet:

VOl (F') = //dO //
0% o OF

2) Sei 71 der Einheitsvektor, der in dieselbe Richtung wie 50 X Be zeigt. Dann ist

du dv

or O
- >< -
ou Ov

or 0%
— X — =
ou Ov

—»

Aus den Definitionen der Oberflachenintegrale folgt dann

//Fa-dé = //F(U-ﬁ)dO.

Das Flussintegral ist also das skalare Oberflachenintegral der Funktion f = v - n.



Graphenflachen: Sei f : R — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann ist

T
7 R— R3, Z(x,y) = Yy
f(z,y)

eine Parametrisierung des Graphen von f. Man hat eine Situation wie im Bild unten.
Fur die Oberflachenelemente gilt
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Beispiel: Fluss eines in z-Richtung zeigenden Vektorfeldes durch einen Graphen (siehe
Skript Beispiel 142).

Sei f . R — R stetig diff'bar und
?7 : R3 - R3a U(m,y,z) — [O O Uz(xay)]T

ein stetiges Vektorfeld. (Beachte: v, hangt nicht von z ab). Der Fluss von ¥ durch den
Graphen von f ist

O 1 O
// 5.d0 = //det 0 0 1||dedy
Graph(f) R v, 9 U
(1 0 O]
= //det 80f 61f Ol | dedy (Zyklisches Vertauschen der Spalten)
R == 2L
[0z dy 7

- / /R 0.z, y) dz dy

(Dreiecksmatrix. Determinante ist Produkt der Diagonalelemente)



Rotationsflachen 1. Sei
p(t)
¢: [a,b] — R3, dt)=1 0
z(t)

eine differenzierbare Kurve, so dass die ganz in der rechten Halfte der x, z-Ebene enthal-
ten ist. Ausserdem sei |d'(t)| = 0 mit hochstens endlich vielen Ausnahmen. ¢ darf auch
geschlossen sein und endlich viele Selbstuberschneidungen haben. Dann ist

cos(¢) 0 p(t) cos(¢)
z : [0,27] x [a,b] — R?, Z(p,t) == p(t) [sin(p) |+ | O | = |p(t)sin(e)
0 z(t) z(t)

eine Parametrisierung der Rotationsflache F', die entsteht, wenn man das Bild von ¢
vollstandig um die z-Achse dreht. Geometrische Bedeutung von p: Abstand von der z-

Achse. Die Oberflachenelemente etc. sind auf der folgenden Seite angegeben.
Z
_— Rotationsflaeche

. chb
p(t

)
ct=| O t
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Rotationsflachen II. Fur die Parametrisierung der Rotationsflache F hat man

ox —sin(¢) % P//(t) CQS(qb) 0% 8% CQS(Cb) Z/’(t)
06 p(t) COS()(¢) ) 5 = | P (ti/af)?(qﬁ) : 56 <t p(t) Smﬁi/)é)(t)

Die Oberflachenelemente sind
cos(¢) 2'(1)

dO = p(t) | sin(¢) 2/(t) | dtde, dO = p(t)\/ Z'(6)% 4 o ()% dt dep.
—p'(¢)

Sei ds das differentielle Langenelement von ¢ (siehe Vorlesung iliber Kurvenintegrale).
Dann ist

ds = |¢/(1)] dt = /2'(1)? + p/ (1)
Daher kann man das skalare Oberflachenelement von F' kurz in folgender Form schreiben:

dO = pdsdo.
Dabei ist p der Abstand zur z-Achse.

Spezialfall (siehe Skript): Wenn das Bild von ¢ der Graph einer Funktion von z ist,
also z =t, p = p(z), dann hat man

dO = p(z) \/1 + p'(2)? dz do.



Rotationsflachen III.

Fur den Flacheninhalt einer Rotationsflache F' bekommt man von der vorigen Seite:

VOIQ(F)Z//FCZOZ//desdgbZ/O%(/gpds) d¢=27r/8pds

Wenn man den geometrischen Schwerpunkt einer Kurve analog zu dem geometrischen
Schwerpunkt eines ebenen oder 3-dimensionalen Bereichs definiert, dann ist

Ps = /pds/(Lénge von ¢) = /pds//ds

der Abstand des Schwerpunkts von ¢ von der z-Achse.
Es folgt die Guldinsche Regel:

vOlo(F') = 27 - (Lange von ¢©) - ( Abstand des Schwerpunkts von ¢ von der z-Achse)

Diese Form der Flacheninhaltsformel ist bequem, wenn der Schwerpunktsabstand be-
kannt ist. Beispiele:

e Mantel eines Kegelstumpfs. In diesem Fall ist das Bild von ¢ eine Strecke. Der
Schwerpunkt liegt in der Mitte der Strecke.

e Oberflache eines Torus. In diesem Fall ist das Bild von ¢ eine Kreislinie. Der Schwer-
punkt ist der Kreismittelpunkt.



Beispiel: Berechnung des Flacheninhalts des Rotationsparaboloids

P={(z,y,2) €eR? 2°+4°<1, z=2+y°}.

Methode 1: Die Menge P ist der Graph der Funktion
f: K —R, f(z,y) = z° + v, K = Einheitskreis.

Mit der Formel fur das Oberflachenelement eines Graphen und Integration in Polarko-
ordinaten bekommt man:

volo(P) = //}(\/14—(%)24—(%)2@3@;://K\/l—l—4:132—|—4y2dxdy

X (=P)

Y

27 1 1
1
= / / V14402 pdpdsd =21 |—(1 4+ 4p2)32| =Z(532_1).
Methode 2: P ist die Rotationsflache, die man durch Drehen des Graphen der Funktion
[0,1] 2 z — /2 = p(z) erhalt. Mit der Formel Uiber den Flacheninhalt der Rotationsflache

eines Graphen folgt:

1 1 1
volo(P) = 27T/O p(z)\/1+p'(z)2dz = 27T/O Va1 +1/(42)dz = 27T/O Vz+1/4dz

= 2r [(2/3) ( + 1/?] = 27(2/3) ((5/4)%2 ~ (1/4)*?)
2 (2/3) (532 - 1)/8 = g(53/2 —1).




