Quantenfouriertransformation

In diesem Kapitel behandeln wir die Fouriertransformation auf endlichen
abelschen Gruppen und effiziente klassiche und Quantenalgorithmen zur Be-
rechnung von Fouriertransformierten, im Hinblick auf die Quantenalgorith-
men zum Faktorisieren und zum diskreten Logarithmus.

Fourieranalyse auf endlichen abelschen Grup-
pen

Fouriertransformationen betrachtet man {iblicherweise fiir Mengen Z(G) von
Funktionen f : G — C auf einem Definitionsbereich G, welche mit der
punktweisen Addition von Funktionen und punktweisen Multiplikation von
Elementen aus C mit Funktionen und beziiglich eines (hermiteschen) Ska-
larprodukt (-,-) die Struktur von Hilbertrdumen tragen. Mit einem Ortho-
normalsystem von Funktionen y; : G — C aus Z und ¢ aus einer geeigneten
Indexmenge / kann man dann f = ). ,(f, xi)x; schreiben. Die (f, x;) sind
hierbei die Fourierkoeffizienten von f, die Abbildung F(f) : i — (f, x;) die
Fouriertransformierte von f, und schliellich F': f +— F(f) die Fouriertrans-
formation.

Héaufig betrachtet man GG = R. Diese Situation kann diskretisiert werden,
indem man diskrete Teilmengen oder ausreichend grofle, endliche Mengen
G C R betrachtet. Man spricht dann von diskreter Fouriertransformation.

Wir interessieren uns fiir den Fall, daf§ G eine endliche abelsche Gruppe
ist, und sprechen von Fouriertransformation auf endlichen abelschen Grup-
pen. Thematisch gehort dies in die Darstellungstheorie endlicher Gruppen,
auf die wir hier aber nicht weiter eingehen werden.

Sei GG von nun an eine endliche, abelsche Gruppe. Die zu G duale Gruppe
G wird als Hom(G,C*) definert, der Gruppe aller Homomorphismen von
G nach C*. Das Gruppengesetz ist hier durch punktweise Multiplikation
definert. Die Elemente der Gruppe G heifien Charaktere von G, und G wird
daher auch Charaktergruppe von G genannt. Die duale Gruppe G ist offenbar
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wieder abelsch. Fiir y € G und ¢ € G gilt x(9)*¢ = x(¢7%) = x(1) = 1,
x(g) ist also eine #G-te Einheitswurzel der Form exp(2mia/#G) mit 0 <
a < #G — 1. Somit im(x) C pgg, wobei u,, € C* die zyklische Gruppe der
n-ten Einheitswurzeln in C bezeichnet.

Ist f € Hom(G, H), so erhalten wir durch Zuriickziehung entlang f den
dualen Homomorphismus f € Hom(H,G). Dies macht © = Hom(-,C*) in
einen kontravarianten Funktor.

1 Satz. Fir eine endliche abelsche Gruppe G gelten:

(1) G =~ G, wobei die Isomorphie nicht natiirlich gegeben ist (sondern von
der Wahl von Erzeugern abhingt).

(ii) Die Homomorphismus G — (G)" mit g — hy, wobei hy durch hy(x) =
x(g) fir x € G definert ist, ist ein natirlicher Isomorphismus.

(i1i) Sei C die Kategorie der endlichen, abelschen Gruppen. Der Funktor
Hom(-,C*) : C?? — C st voll, treu und exakt.

Beweis. (i): Dies folgt aus zwei Beobachtungen: Die erste Beobachtung ist,
daB die Aussage fiir zyklische Gruppen G gilt, weil dann G ebenfalls zyklisch
von der Ordnung #G ist. Dies wiederum fiihrt sich auf die Tatsache zuriick,
dal die #G-ten Einheitswurzeln in C* eine zyklische Gruppe der Ordnung
#G bilden und weil allgemein Hom(Z/nZ,Z/nZ) = Z/nZ gilt. Die zwei-
te Beobachtung ist, da Hom(:,C*) direkte Summen in direkte Produkte
iiberfithrt, woraus die Aussage fiir allgemeines G durch Zerlegung von G als
endliche direkte Summe zyklischer Untergruppen folgt.

(7): Der Homomorphismus ist injektiv, denn gébe es ein g # 1 mit x(g) =
1 fiir alle y, so wére der Zuriickziehungshomomorphismus Hom(G/H,C*) —
Hom(G, C*) fiir H = (g) ein Isomorphismus, was nach (i) aus Anzahlgriinden
nicht sein kann. Ebenfalls aus Anzahlgriinden ist der Homomorphismus dann
auch surjektiv.

(71): Ohne Beweis (voll und treu folgen aus (ii), exakt folgt, da C* injek-
tiv ist, da C* divisibel ist). Voll und treu heiBen, daf unter * die Isomorphie
Hom(G, H) = Hom(H,G) besteht. Exakt heift, daB fiir eine Untergruppe
H C G beziiglich der Zuriickziehungseinbettung (G ] H) C G und Zuriickzie-
hungseinschriinkung die Isomorphie H = G/(G 7 H) besteht. O

Wir kommen nun zu den zu betrachtenden Funktionenrdumen. Mit

2(G)=A{f1f:G—-C}



bezeichnen wir den Vektorraum iiber C aller Funktionen von G nach C,
mit (f 4+ g)(x) := f(z) + g(x) und (c¢f)(x) := c¢f(x), zusammen mit der
symmetrischen Bilinearform

(f,h)a = (1/#G)* " f(g)h(g™)

geqG

und dem hermiteschen Skalarprodukt

(f.h)y=>_ f(g)h(g).

geG

Die Elemente dieses Vektorraums sind im wesentlichen nichts anderes als
Elemente in C*%, wenn die Koordinaten mit ¢ € G durchnumeriert werden.
Die Gruppenstruktur erlaubt zusétzlich, auf den Koordinaten Rechnungen
durchzufiihren. Die Elemente aus Z(G) werden auch Klassenfunktionen ge-
nannt (im nicht-abelschen Fall sind es Funktionen auf Konjugationsklassen
von G nach C).

Als Mengen gilt G C Z (G). Der folgende Satz zeigt, dafl die Elemente
von G eine Orthogonalbasis dhnlich den obigen x; liefern.

2 Satz. Die Bilinearform (-,-)¢ ist nicht ausgeartet. Fiir x,¢ € G gilt
(#G)'?  fur x =1,

0 sonst.

X, ¥)e = {

Die Charaktere aus G bilden beziiglich (-, -)¢ eine Orthogonalbasis von Z(Q).

Beweis. Fiir g € G sei e, : G — C mit e,(h) = d, (die e, bilden nebenbei
eine Basis von Z(G)). Ist f € Z(G) und f # 0, so gibt es ein g € G
mit f(g~!) # 0. Dann gilt (e,, f)o = (1/#G)"2f(g7!) # 0, folglich ist
(-, )¢ nicht ausgeartet. Diese Aussage folgt aber auch aus den beiden anderen
Aussagen.

Fiir die zweite Aussage zeigen wir zunéchst deGx(g) = #G - 0y1. Es
gilt im(x) = p firein £ € Z=1. In tf — 1 = [l.e,, (t — ) ist der Spurkoef-
fizient fiir £ > 1 gleich Null und fiir £ = 1 gleich eins, also >_ . = = d;1.
Jedes x € p, tritt genau # ker(y) mal als Summand in ), x(g) auf. Da-
mit folgt > o x(g9) = #ker(x) - 61 = #G - dy1. Wenden wir die erhal-
tene Gleichung auf den Charakter xu ' an, ergibt sich y_ geG(Xz/Fl)(g) =
deG x(9)¥(g7) = #G - 6, 4 und daraus die zweite Aussage.

Nach der zweiten Aussage gilt <Zx A Va = M\ (#G)V26, 4, folglich

ist die Linearkombination EX AX = 0 genau dann, wenn alle A\, = 0 sind.

Daher sind die Charaktere aus G linear unabhiingig. Aus Dimensionsgriinden
sind sie dann nach Satz 1, (i) auch eine Basis. O



3 Korollar. Es gelten die Orthogonalitatsrelationen

ZX = #G - 0y fiir y,v € G
geG

und
D x(gx(h) ™t =#G -6, fiirg,h €G.
xeG’

Beweis. Die erste Aussage ist die Gleichung im Satz 2, und die zweite folgt
aus der ersten Aussage angewandt auf G und aus Satz 1, (7). U

Héaufige Spezialfiille ergeben sich, wenn man ¢ = 1 oder h = 1 verwendet.

Die Fouriertransformation wird nun durch

Fo:Z(G)— Z(G), Fa(f):x {f,X)a

gegeben. Es ist klar, dafl Fi; eine lineare Abbildung ist. Die im Beweis von
Satz 2 fiir g € G definierten Funktionen e, bilden eine Basis von Z(G), und
ebenso bilden die e, fiir x € G eine Basis von Z(G). Fir f € Z(G) gilt dann

f= dea f(g)eq und

=N " Fal)0ex = Y, X)aex

x€G XEG‘
= 2.2 f@)eaxdoex = #E)T YD Flalx
xeG 9€G xe@G 9€G

Beziiglich der Basen e, und e, wird F' also durch die #G x #G Matrix

Mg = (#G)'? (x(g™")

X-9

dargestellt. Im folgenden identifizieren wir (G)" mit G wie in Satz 1, (i)
und fassen also insbesondere Elemente aus G auch als Elemente aus (G)/\
auf. Damit wird Fj zu einer linearen Abbildung Z(G) — Z(G) mit

Mg = (#G)? (g(x ), = H#E) V2 (x(g7H)
4 Satz. Die Fouriertransformation besitzt folgende zwei Figenschaften:

(i) Es gilt Fe(Fa(f)(9) = f(g7") fiir alle g € G.
(i1) Die Matriz Mg is unitdr.

— M.

9:X



Beweis. Es gilt Fa(Fa(f)) : 9 — (Fa(f),9)c. Damit ergibt sich

(Fa(f), 9)e = (#G) > FalH)0)x(9) ™ = #E) ™ {fx)ax(9)™

X

= (#G) ) f(x(h " x(g)!
= (#G) D f(h)> x(hh(g)™!
=" F(Wongr = flg7),

was (i) beweist (wir héitten auch MgMe berechnen konnen, was die umge-
kehrte Einheitsmatrix liefert). Fiir Aussage (i) bemerken wir, daf3 die zu
Mg adjungierte Matrix Mg, = (#G)7Y2(x(g)),.y ist, unter Verwendung von
x(9) = x(9)~" = x(g7"). Nach den Orthogonalitiitsrelationen gilt MpM} =
MiMy = 1. O

Darstellung auf einem Quantencomputer

Bevor wir mit der Fouriertransformation fortfahren, betrachten wir, wie Ele-
mente aus Z(G) in einem Quantencomputer dargestellt werden kénnen.

Wir nehmen an, dafi die Elemente in G durch Bitstrings der Lénge n
eindeutig beschrieben werden kénnen, dafl wir also eine injektive (in beiden
Richtungen effizient berechenbare) Codierungsabbildung ¢ : G — {0, 1}" ha-
ben. Es gilt offenbar notwendigerweise #G < 2". Wir konnen dann jedes
g € G durch den Zustand |c(g)) beschreiben, und jedes f € Z(G) durch
die noch geeignet zu normierende Superposition > ., f(g)[t(g)). Wéhrend
g durch |¢(g)) wirklich bestimmt wird, gilt dies fiir f und > ., f(9)[¢(9))
nicht. Wir erhalten Information ndmlich nur nach Messungen, welche uns
in ersterem Fall stets |¢(g)), in letzterem Fall aber nur ein zufilliges |¢(g))
liefert. In den angestrebten Anwendungen geht es auch nicht darum, f genau
darzustellen, sondern die auftretenden Wahrscheinlichkeiten so zu transfor-
mieren, daff man einen gesuchten Zielwert |¢(g)) mit hoher Wahrscheinlichkeit
erhélt. Die Transformationen miissen dabei natiirlich dergestalt sein, daf die
Messung nicht |z) mit z ¢ im(¢) liefert.

Die Eigenschaft, dafl Registerzustdnde als Tensorprodukte einfacherer
Zustande geschrieben werden kénnen, hat hier im allgemeinen keine algebrai-
sche Bedeutung in Z(G). In speziellen Féllen kann man Z(G) aber als Tensor-
produkt auffassen, und mochte dies auch mit einer Tensorproduktzerlegung
fiir die Registerzustdnde in Einklang bringen. Sei H C G eine Untergruppe



und r¢ g : G/H — G eine Représentantenfunktion mit r¢ g (H) =1 (es gilt
also rg p(gH)H = gH fiir alle ¢ € G). Wir betrachten im folgenden aus-
schlieBlich Reprisentantenfunktionen, welche diese Eigenschaft haben. Mit
Hilfe von r¢ g erhalten wir einen Isomorphismus

icn Z(G/H) @ Z(H) — Z(G),

welcher durch f ® h — gy, mit gru(reu(z)y) = f(z)h(y) fir € G/H und
y € H definiert ist. Hierbei durchléuft r¢ y(z)y alle Werte aus G. Fiir die
speziellen Klassenfunktionen e, e, ergibt sich

e X €y = Crg p(x)y-

Fiir die umgekehrte Richtung des Isomorphismus zerlegen wir z € GG eindeu-
tigin der Form z = r¢ gy (z)y mittels x = zH € G/Hundy = z/rqg.u(z) € H.
Dann gilt ig'y(e.) = e, @ e,

Wir représentieren Z(G) in der Form Z(G/H) ® Z(H) mit Hilfe zweier
Codierungsabbildungen ¢ : G/H — {0,1}™ und & : H — {0,1}* durch die
Korrespondenzen

F=Y flgeg & > [flraun@y)e. e,

geqG x€G/H,yeH

oY) flreu(@)y) i) © |x(y)).

x€G/H,yeH

Es seien noch zwei Bemerkungen angefiigt. Auf Z(G/H)® Z(H) kénnen
wir eine symmetrische Bilinearform durch

(forn ® fa,ha/um @ ha)am = (fa/u ha/u)em - (fa, hi)m

fir fo/u,ha/u € G/H und fg,hy € H definieren. Man kann direkt nach-
rechnen, dafl

(f,hen = (icua(f) ic/u(h))a
fiir alle f,h € Z(G/H) ® Z(H) gilt.

Seien y € G]H und ¢ € H. Im allgemeinen ist icu(x @Y) & G. Dies
gilt jedoch, wenn r¢ i ein Homomorphismus ist. Diese Bedingung impliziert,

daB es ein H' mit G = H' x H und H' =2 G/H gibt.
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Produktdarstellung der Fouriertransformation

Wie eben sei H C G eine Untergruppe von G, rg. g : G/H — G eine Re-
présentantenfunktion und iq g : Z(G/H)® Z(H) — Z(G).
Wir iibertragen diese Situation auf G. Nach Satz 1, (i7i) konnen wir

(G 7 H) als Untergruppe auffassen und H als Faktorgruppe G/(G 7 H). Sei
damit 7¢ g : H — G eine Représentantenfunktion. Analog wie oben erhalten

wir ig.p : Z(H) ® Z((GJH)) — Z(G). Dann gilt
Fales) = (#G) ™) x(g ey

xed
=i (#G)? Z (Fam(9)¥) (9™ ey @ ey

peH,e(G/H)

= (#H)_l/QZfG,H(@(Q_l)% ®

peH

(#(G/H) 2 Y (g H)ey

Ye(G/H)

= | H)D ien(d)(g es | @ Faymlegn).

oel

Dies wird als Produktdarstellung der Fouriertransformation bezeichnet. Gilt
G = H' x H und sind r¢ g, ¢ g die entsprechenden Einbettungshomomor-
phismen, so gilt aus Symmetriegriinden sogar

Fg(eg) = Fg/H/(egH/) X Fg/H(egH).

Die Produktdarstellung ist deshalb interessant fiir Quantencomputer, da zur
Berechnung von Fg anstelle von #G Berechnungen von Charakterwerten nur
#H + #(G/H) solche Berechnungen erforderlich sind, den Rest iibernimmt
der Quantenparallelismus in Form des Tensorprodukts.

Die Prozedur kann auf die rechte Seite Fi;/y rekursiv angewendet wer-
den, wenn G eine Kette von Untergruppen hat. Wir betrachten dazu {1} =
Hy C --- C H, = G. Im i-ten Schritt entspricht G die Gruppe G/H;_; und
H die Gruppe H;/H; 1. Wir schreiben 7 = #qm,_, mjm,_, : (Hi/Hi 1) —
(G’/ﬁ[i,l). Damit ergibt sich

Faleg) = (#G)7*Q) D> #ldi)(g  Hir)eg,

=1 g, eH;/H; 1



Hierin kann man noch ¢ bei Bedarf sukzessive in Nebenklassenrepriasentanten
beziiglich der H; faktorisieren, sollte dies die Auswertung erleichtern.

Als Hauptbeispiel betrachten wir G = Z/2"Z. Dann sind die Charaktere
durch x; (k) = exp(—2mijk/2") fiir 0 < j < 2" — 1 gegeben. Weiter ist H; =
(2= fiir 0 <4 < n, und die Gruppen H;/H; ; und (HZ-/AHZ-,l) sind alle iso-
morph zu Z/27. Fiir die Reprisentantenabbildungen ergibt sich mit zusétz-
lichem Liften nach G: 7;(0) = 1, r;(1) = x; mit x,;(k) = exp(2mik/2" 7).
Damit folgt bereits

Fo(lk)) =27 @ Y exp(2mijk/2" ") |j)

v=1 je{0,1}

=272 Y exp(2mijk/2¥) |j),

v=1 je{0,1}

wobei k jeweils modulo 2"7*! bzw. 2” genommen werden kann. Wir wenden
noch die erwidhnte Faktorisierung von g und hier speziell k£ in Nebenklas-
senreprisentanten an. In unserer Situation ergibt sich mit k = >"1" | k271,

k; € {0,1} und |k) = |k, - - - k1) das folgende,

Follkn .. ki) = 2*"/2® (\0> + (H eXp(QﬂikJ-Qj"l))H)) :

v=1 Jj=1

Damit berechnet sich jedes Qubit der Ausgabe als Hadamardtransformation
|k,) = 27Y2(|0) + exp(27ik, /2)|1)), gefolgt von durch k; mit j < v kontrol-
lierten Anwendungen der unitidren Transformationen

1 0
R = ( 0 exp(2mi2i—~1) ) '

Eine Superposition der Eingabezustinde |k) wird automatisch linear durch
den entsprechenden Quantenschaltkeis zur Berechnung der Fouriertransfor-
mation abgebildet. Im vorliegenden Fall werden also O(n?) Gatter benétigt.
Im klassischen Fall sind O(2%") trivialerweise und O(n2") mit der schnel-
len Fouriertransformation erforderlich. Wie bereits erwdahnt, kann mit dem
Quantenschaltkreis in dieser Zeit O(n?) aber keine Fouriertransformation im
klassichen Sinn ausgerechnet werden (d.h. als konrete Linearkombination und
nicht als unbekannte Superposition).

Als weiteres Beispiel bemerken wir, das die n-fache Hadamardtransforma-
tion H®" die Fouriertransformation auf der Gruppe G = (Z/27)" darstellt.



Schnelle Fouriertransformation

Ergéanzend soll kurz auf die klassische, schnelle Fouriertransformation ein-
gegangen werden. Mit der Notation von oben und mit den Gleichungen

Pa.r(d)Y =X, re.m(z)y = g und 9 (y) = 1 schreiben wir

Mg = (#G) " (xo™)
— (#G) 2 (e (0) e (@) e (0) (™ lraule) ey ™))
= (#G) 2 (Ve (@) Ve (9)ren(@) " iaa(6)y ™).

Die Matrix Mg 148t sich daher in #H x #H Késtchen unterteilen, deren
Zeilen mit ¢ € H und Spalten mit y € H indiziert werden. Jedes dieser
Késtchen wiederum 148t sich in Mg durch ¢ € (G/H) zeilenweise und z €
G/H spaltenweise indizieren. Die Késtchen haben die Form

(Fan(@)™) .

»y

U0r6a(@) ™) (Fen(@) (@) )
wobei ¢ € H.

Die Berechnung der Fouriertransformation erfordert die Multiplikation
von Mg mit einem Vektor von rechts. Ist das Produkt der ersten #H Zeilen
von Mg fir ¢ € H und ¥ = 1 mit dem Vektor bekannt, so kann man
leicht das Produkt fiir alle nachfolgenden Zeilen von Mg bestimmen, wegen
der redundanten Form von Mg. Man mufl nur die ersten #H FEintrage des
berechneten Vektors geeignet skalieren und anhédngen. Da

(fG,H(éb) (y_l)> = My,

148t sich dieser Trick rekursiv anwenden.

Betrachten wir wieder G = Z/2"Z wie oben, so ergibt sich fiir die Anzahl
der Rechenschritte 7, = 27,,_1 +¢2™ mit einer (von n unabhéngigen, kleinen)
Konstanten c. Es gilt Ty = 1. Dann folgt T,, = O(n2").

Hiervon gibt es viele Anwendungen. Eine besteht zum Beispiel darin, Kon-
volutionsprodukte mit n Termen in Zeit O(log(n)n) statt O(n?) zu berech-
nen. Hierzu zahlt insbesondere die Polynom- und auch Integermultiplikation.
Auf Z(G) kann man eine Konvolutionsmultiplikation durch

(fh)(g) = > f@)h(y) = f(z)h(gz™")

g=xy
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definieren (n = #G). Damit wird Z(G) zum Gruppenring C[G] von G. Es
ist dann nicht schwer zu zeigen, dafl

Fo(fh)(x) = Fa(f)(x)Fa(h)(x)

fiir alle x € G gilt. Damit verlagert man die Berechnung von fh auf die
Berechnung von Fg (zweimal hin, einmal zuriick) und die Berechung von
Fo(f)(x)Fa(h)(x) fiir alle x, welches lineare Laufzeit #G erfordert.

Die dahinterstehende Logik ist, daB sich C[G] mit Hilfe orthogonaler
Idempotenten als direktes Produkt von Kopien von C schreiben la8t. Dieses
Umschreiben wird gerade durch die Fouriertransformation geleistet. Insofern
handelt es sich bei der Fouriertransformation im Endeffekt um eine schnelle
Berechnung des chinesischen Restsatzes. Man kann zum Beispiel Polyno-
me f,h € C[t| multiplizieren, in dem man sie in R = C[t]/[[I%,(t — a;)
mit a; # a; und m grof genug multipliziert. Per chinesischem Restsatz ist
R = [, Clt]/(t — a;) = C™ Produkt von Kopien von C. Das bedeutet,
daB wir fh auch durch die Berechnung von f(a;)h(a;) fir alle i und Rekon-
struktion nach CJt] ausrechnen koénnen. Im Fall der Fouriertransformation
betrachten wir implizit R = C[t]/(t" — 1) und a; = exp(2wij/m). Fiir ge-
eignete Werte von m, zum Beispiel m = 2", 148t sich dann effizient zwischen
Polynomen f und Vektoren (f(a),..., f(a,)) mit der Fouriertransformation
hin- und herschalten.



