Isomorphiesatz

Thm: Ist f: G — H ein Homomorphismus, so ist & : G/ ker(f) — im(f),
xker(f) — f(x) ein Isomorphismus.

Bew: Wegen f(xn) = f(x) fur alle n € ker(f) ist h wohldefiniert.
AuBerdem ist es auch surjektiv. Wegen xker(f) - yker(f) = (xy)ker(f)
ergibt sich h(x)h(y) = h(xy), also ist 4 ein Homomorphismus. Ferner
folgt aus h(xker(f)) = f(x) = 1y, daB x € ker(f) ist, also xker(f) = ker(f).
Daher ist i auch injektiv. O

Erzeuger

Seien gi,...,g, € G. Die von den g; erzeugte Untergruppe U von G
besteht aus allen Elementen von G, die durch Verknipfung und
Inversion aus den g; erhalten werden kdnnen.

Schreibweise U = (g, ..., g).

Aquivalent kann U als der Schnitt aller Untergruppen von G definiert
werden, welche die g; enthalten.

Ist die von den g; erzeugte Untergruppe gleich G, so heiBen die g; ein
Erzeugendensystem von G.

Gilt G={(gy,...,g,) mit r <o, so heiBt G endlich erzeugt.
Gilt G = (g), so heiBt G zyklisch.

Homomorphismen sind bereits durch ihre Bildwerte auf Erzeugern
definiert.
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Direktes Produkt

Seien G und H Gruppen. Dann in G x H koordinatenweise die
Gruppengesetze definieren: (ay,a)(by,b2) = (a1b1,azb>).
Einheitselement (15, 15).

Damit wird G x H zur Gruppe.

Einbettung G — G x H, x — (x, 1) von G ist Monomorphismus.
Projektion G x H — G, (x,y) — x auf G ist Epimorphismus.

Kern der Projektion auf G ist Untergruppe {15} x H von G x H.

Ordnungen

Sei G eine Gruppe und a € G. Dann heiBt #(a) die Ordnung von a.
Es gilt a*@ = ¢ und #(a) |#G nach Lagrange.

Thm (Fermat): Ist G endlich, so gilt a*¢ = e flir a € G.
Bew: Es gilt a*C = (a™)#6/#a) = #G/#a) = ¢ [

Thm: Ist #G prim, so ist G zyklisch.
Bew: Fir a € G\{e} folgt #(a) > 1 und #(a) | #G, also #(a) = #G.

Thm: Sind U,V Untergruppen von G mit teilerfremden Ordnungen, so
gitunV ={e}.
Bew: #UNV)| gcd{#U #V}=1.0
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Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe.

Thm (Version 1): Es gibt ein eindeutig bestimmtes »n und eindeutig
bestimmte ¢; € Z=° mit ¢; | ¢iy; fir 1 <i<n—1, so daB gilt:

c=[[z/e.
i=1

Thm (Version 2): Es gibt Primzahlen p; und Exponenten ¢; > 1, so daB3
G=[]z/piz
i=1

gilt. Die Paare (p;,¢;) sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Bemerkung: Die Aquivalenz von Version 1 und 2 beruht auf dem
chinesischen Restsatz.

Exponentiation in Gruppen
Wie g" effizient ausrechnen? Z.B. flir n =27354268183173165356.

Schreibe n=Y* 2/, r; € {0,1}. Dann g" = Hri#ogzi = g((u2Hr— )24 02470

Eingabe: g und n > 0.
Ausgabe: g".

1. Wenn n =0 dann Ausgabe von 1.

2. Berechne rekursiv b «— g" 92 Berechne b — b?.
3. Wenn n ungerade, dann b < bg.

4. Ausgabe von b.

Aufwand < 2log,(n)+2 Operationen (Quadrieren und Multiplizieren).

Von diesem Verfahren gibt es einige Varianten (mit vorberechneter
Tabelle, links-rechts, rechts-links, sliding windows, ...).
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Beispiel

G=7,H=7/25Z, f:7 — Z/257 Restklassenhomomorphismus.
Isomorphiesatz Z/ker(f) = Z/25Z. Ist hier Klar.

Ein direktes Produkt Z/3Z x Z x 5Z.
Erzeuger: (1+3%Z,0,0),(0+3%Z,1,0),(0+3%Z,0,5).
Ist nicht zyklisch.

Z./5Z hat Erzeuger 1+5Z. Ist zyklisch.

Z)27 x 7,/3Z ist auch zyklisch (!):
Erzeuger (1+2%Z,1+37).

Als Gruppen sind Z und 5Z unter x — 5x isomorph.

FUr einen endlichen Korper F, gilt F; = Z /(g — 1)Z.

Ringe

Sei R eine Menge, +:RxR— R, - : Rx R — R. Es gebe 0,1 € R mit
e (R, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
e (R\{0},-) ist eine Halbgruppe mit neutralem Element 1.
e Distributivgesetz: (a+b)c = ac+bc und c(a+b) = ca+cb fur alle
a,b,c € R.
Dann heiBt R ein Ring mit Nullelement 0 und Einselement 1.

In einem Ring gilt:

1. Ox =x0=0, denn wegen 0+0 = 0 folgt Ox = (0+0)x = Ox+0x und damit
Ox = 0 durch Kirzen. Analog geht man fir x0 vor.

2. (—x)y=x(—y) = —(xy), denn xy +(—x)y = (x — x)y = 0y = 0, und analog
mit x(—y).

3. (=x)(—y) = xy, denn (—x)(—y) = —(—x)y = —(—(xy)) = xy.
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Ringe, Korper

Ist (R\{0},-) abelsch, so heit R kommutativ. Wir betrachten ab jetzt
nur kommutative Ringe.

Die Elemente von R\{0}, die in (R\{0},-) invertierbar sind, heiBen
Einheiten von R und bilden eine Gruppe, die mit R* bezeichnet wird.

Sind a,b € R\{0} und ¢ = ab, so nennen wir a, b Teiler von ¢ und
schreiben a | c und b | c. Gilt ¢ =0, so heiBen a und b Nullteiler.

Ist R kommutativ und hat keine Nullteiler, so heiBt R ein Integritatsring.
Ist R kommutativ und jedes Element ungleich Null invertierbar - also

R* =R\{0}, so heiBt R ein Kérper. Ein Kérper ist auch ein
Integritatsring (wegen a = (ab)b~! = 0 fir ab = 0).

Homomorphismen

Seien R,S Ringe und f: R — S. Gilt f(a+b) = f(a)+ f(b) und
f(ab) = f(a)f(b) und f(1g) =15 flr alle a,b € R, so heiBt f ein
Homomorphismus.

Epimorphismus = surjektiv.
Monomorphismus = injektiv.
Isomorphismus = bijektiv.
Endomorphismus = S =R.
Automorphismus = S = R und bijektiv.

Es gilt wie eben:
® f(0g) =0s, f(1g) = 1s.
o f(—a)=—f(a), fa V)= fa)~', wenn a~! existiert.
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Ringe, Korper
Beispiel Z:

o ZX={—1,1}.
o Keine Nullteiler.

Beispiel Z/6Z:
o Nullteiler (2+6Z) - (3+6Z) = 0+ 6Z.

Beispiel: R, C, Q, F, =Z/pZ far p prim.

Unterringe, Ideale, Kern, Bild

Sei R ein Ring und U C R ein Ring. Stimmen Addition und
Multiplikation von U mit der R Uberein und gilt 1, = 1, so heiBt U ein
Unterring von R.

Sei I C R. Wir schreiben RI =Y, ;Ra={Y" ra;|r; € R,a; € I,n € Z=°}.
Gilt RI =1, so heiBt I ein Ideal von R.

Far einen Homomorphismus f: R — S definieren wir
ker(f) = £~ '({0s}). Dies ist ein Ideal von R.
e Sind a; € ker(f) und r; € R, so qilt f(¥,;ra) =Y, f(r)f(a;) =0, also
Y. ria; € ker(f) und Rker(f) = ker(f).

Ahnlich ist im(f) = f(R) ein Unterring von S.
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Faktorring

Sei R ein Ring und I ein Ideal von R.

Bezeichne R/I zunachst die Faktorgruppe der additiven Gruppen R
und I.

Fir a+1 und b+1 definieren wir (a+1)- (b+I)=ab+1.
Dies ist wohldefiniert:
eFird+I=a+Iund b +1=b+I gibt es i1,i, € I mit @’ =a+i; und
b =b+i,. Dann gilt b’ = ab +air + biy +i1i> € ab+1 aufgrund der
Idealeigenschaft, also a’'b’+1=ab+1.
Einselement ist 1z +1.

Damit wird R/I zu einem Ring und f : R — R/I, x — x+1 zu einem
Epimorphismus (Restklassenhomomorphismus).

Beispiel: R=7 und I =5Z. I ist ein Ideal, und R/I =Fs der Faktorring.

Direktes Produkt

Sind R, S Ringe, so kénnen wir R x S durch
(a1,a2) +(b1,by) = (a1 +by,a2+by) und (ay,a2)(by,b2) = (a1by,azby) zu
einem Ring machen.

Das Nullelement und Einselement sind hier (0,0) bzw. (1,1).
Die Einheiten von R x S sind genau die Paare, welche an der ersten

und zweiten Koordinate eine Einheit zu stehen haben. Als Formel gilt
also (R x §)* =R* x S*.
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Isomorphiesatz

Thm: Ist f: R — S ein Homomorphismus, so ist & : R/ ker(f) = im(f),
x+ker(f) — f(x) ein Isomorphismus.

Bew: Fassen wir R und S nur als additive abelsche Gruppen auf, ist
der Satz bereits bewiesen. Wir miissen daher nur noch die
Multiplikativitat von  Uberprifen. Wegen

(x+ker())(y+ker(f)) = (xy+ker(f)) folgt diese direkt aus der
Multiplikativitat von f. O

Euklidische Ringe

Sei R ein Integritatsring. Man nennt R einen euklidischen Ring, wenn
es eine Gradfunktion d : R\{0} — Z=° mit der folgenden Eigenschaft
gibt: Zu a,b € Rund b #0 gibt es s,y € R mit a=sb+r und r=0 oder
d(r) < d(b) (Division mit Rest).

Beispiele:
¢ Z mit der Gradfunktion |- |.
¢ k[x] mit der Gradfunktion deg.
o Jeder Kérper mit der konstanten Gradfunktion 1.
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Euklidische Ringe

Sei R ein euklidischer Ring mit Gradfunktion 4.

Thm: Fir jedes Ideal I von R gibt es ein b € R mit I = Rb (das heiBt I
ist ein Hauptideal).

Bew: Ein Element b € I mit dem kleinsten d-Wert ist ein Erzeuger, da
es jedes weitere Element a € I teilt. Sonst hatte r =a — sb € I namlich
einen kleineren d-Wert. O

Sind a;,a; € R, so gibt es daher ein ¢ € R mit Rc = Ra; + Ra,. Es gibt
also Ay,A; € R mit ¢ = Adja; +Aa; und ¢ | ay, ¢ | a. Die Elemente A;
kénnen mit dem euklidischen Algorithmus ausgerechnet werden.

Die Verallgemeinerung auf n Elemente q; ist induktiv mdglich.

Euklidischer Algorithmus

Es gilt stets (uy,u) = (a1,a,)M und M ist invertierbar in R?*2, da jede
einzelne Transformation im Algorithmus invertierbar ist. Daher gilt
stets (a1, a2) = (uy, un)M~' mit M~ € R**? und Ru; + Ru> = Ra, + Ra,.

Der Algorithmus terminiert, da in Schritt 4 der Wert d(r) echt kleiner
ist als der Wert d(u,), auBer wenn u; =0.

FOr u; =0 folgt Ru, = Ra; + Ra,, und folglich ist u, von der Form
Uy = 7\.1611 +7\,2612 mit Uy | a und Uy | ap.
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Euklidischer Algorithmus

Eingabe: a; und a, aus R.

AUSgabe: ¢,AM, Ay € R mit c =Aa; +Aa und ¢ | ai, ¢ | aj.
(1) L Im folgenden zusétzlich d(0) = —e.
2. Wenn d(u) > d(uy), dann vertausche uy, u, und die Spalten von M.

1. (M],Mz) — (a17a2)1 M —

I il . Ausgabe von u, A, As.
2
4. Schreibe u, = su; +r. Setze u, «— r und subtrahiere das s-fache der
ersten Spalte von M von der zweiten Spalte.

5. Gehe zu 2.

3. Wenn u; =0, dann schreibe M =
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