Wahrscheinlichkeitstheorie
X endliche Menge, p: X — R0, 3, p(X) = 1.

1. p heil3t Wahrscheinlichkeitsverteilung.

2. (X, p) heil3t Wahrscheinlichkeitsraum, kann als zufalliges
Experiment aufgefal3t werden.

3. AC X heif3t Ereignis. Die Wahrscheinlichkeit von A ist
Pr(A) = D xeA p(x).

4. Komplementarereignis von A: A= X\A.

5.0< Pr(d) <1, Pr({}) =0, Pr(X) = 1, Pr(A) = 1— Pr(a).

6. A,.BC X: PrAuUB) =Pr(A) + Pr(B) — PrAnB).

7.ACB= PrA) <Pr@®).

8. Gleichverteilung: p(x) = 1/#X, Pr(A) = #A/#X.

Wahrscheinlichkeitstheorie

f,g zwei R-wertige ZV auf X.

1. f +gdurch (f +g)(x) := f(x) +g(x) definiert, etc.
2. f <ggenau dann, wenn f(x) < g(x) fur alle x, etc.

Prop 1:
1. E(f +g) = E(f)+E(qg), E(af) =aE(f) firac R.
2. f <gimpliziert E(f) < E(9).
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Wahrscheinlichkeitstheorie

(X, p) Wahrscheinlichkeitsraum, A B C X, Pr(B) > 0.

1. Bedingte Wahrscheinlichkeit: Pr(A|B) := Pr(AnB)/Pr(B).
2. A und B heil3en unabhangig, wenn Pr(ANB) = Pr(A) Pr(B).
3. Satz von Bayes: Pr(A|B) = Pr(A) Pr|A)/ Pr(B).

Y Menge, f: X =Y.
Dann heil3t f heil3t Y-wertige Zufallsvariable auf X.

1. Ereignis f =yist f1({y}) = {xe X|f(x) =y} fury €Y.
Ereignis f € Aist f~1(A) = {xe X|f(X) € A} fur ACY.

2. Pr(f =y) = Pr(f 1({y}), Pr(f € A) =Pr(f ~1(A)).

3. Erwartungswert (,Durchschnittswert*) von f furY C R:
E(f) := Txex F)P(X) = Jyey YPI(f = V).

Wahrscheinlichkeitstheorie
Konstruktionen mit W-Raumen und Z-Variablen.
X,p), fi:X—=Y,1<i<n.

1. Ereignis fi=vi,..., fa=ynist {xe X| fi(x) =y, fur alle i}.
Dann Pr(fy=vyi,..., fan=yn) = Pr({x e X| fi(x) = y; fur alle i}).
2. fi heilen unabhangig, wenn Pr(fy =y1,..., fa=yn) = Pr(fi =

Prop 2: FurY; C R und unabhangige f; gilt E([]iL; fi) = ML E(fi).

Bew:

E(l_lf)_;fl(x) P = - > i

y1€Y1 ----- Yn€Yn

rlyé yi Pr(fi = YI)—I_IE(f)

“YaPr(fr=yi,..., fq

Yi)-

=Yn)
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Wahrscheinlichkeitstheorie
(Xiapi)f fi:Xj—>Yi, 1§|§n

1. Xy x -+ x Xy wird durch p((Xy, . . .,%n)) = [i pi(%) zum
Wahrscheinlichkeitsraum.

2. Pr(fi =y;) = Pr(fjo 1 = y;), wobei 15 die Projektion
Xi X oo+ X Xy — X ist.

X"=X x---x X entspricht n-facher, unabhangiger Ausfiihrung des
Experiments X.

Wahrscheinlichkeitstheorie

Prop 3: A /A C X, Pr(&) > 0, so dal3 X disjunkte Vereinigung
der A ist. Dann Pr(A) = 5; Pr(A) Pr(A| A).

Bew: Pr(d) =5, PrANA) =35 Pr(A) Pra| A). O

Einfaches Anwendungsbeispiel:

Wir wahlen zuféllig und gleichverteilt eine Zahl a aus {1...6}. Falls
wir a=1 oder a= 2 erhalten, wahlen wir zufallig und gleichverteilt eine
Zahl b aus {1,2}. Falls wir aber a > 2 erhalten, wahlen wir zuféllig und
gleichverteilt b aus {1,...,15}.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalten wir b=1?

Die Wahrscheinlichkeit ist 2/6-1/2+4/6-1/15 = 19/90.
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Wahrscheinlichkeitstheorie

Konstruktion und Notation aufeinanderfolgender (parametrisierter)
Experimente.

(Xa p)! (V\&a pX)XEX W'Raume.
Dann XW := Uxex{X} X W, Pxw (X, W) := p(X) px(W).

f: X —=Y,g:XW —Y Zufallsvariablen.

LPr(f(x)=y:x« X):=Pr(f =vy).
2. Prg(x,w) =y : x«— X,w— W) :=Pr@=y).

Wahrscheinlichkeitstheorie

Prop 4: AC X, Pr(A) > 0und r € Z=°. Sei f, die Zufallsvariable, welche
angibt, wie haufig X ausgefihrt werden muf3, um A genau r mal zu
erhalten. Dann gilt E(f;) =r/Pr(A).

Prop 5 (Markov Ungleichung): Sei f eine Zufallsvariable und r > 0.
Dann Pr(f >r) <E(|f|)/r bzw. Pr(f > rE(|f[)) < 1/r.

Einfaches Anwendungsbeispiel: Bei 11mal Wirfeln erhalten wir
mindestens eine 6 mit Wahrscheinlichkeit > 1/2.
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Wahrscheinlichkeitstheorie

Bew Prop 4: Es gilt f, =w, wenn die letzte und davor beliebige r — 1
von insgesamt w Ausflihrungen von X das Ereignis A ergeben. Dies
tritt folglich mit einer Wahrscheinlichkeit von

Pret=wy= () PreaY (1 Pra)”

ein. Fir den Erwartungswert von f; ergibt sich damit

E(f,)-%wPr(fr w)_z <‘:’ l> Pr(A)" (1— Pr(a)" "

W=r l

= Pr(Al))rli WW— 1) (W—r+1) (1— Pr(a)""

_ Prw" d i Pr(A) r!

T (r—1)! dxr( bxea-pPrey = (r—1)! (1—(@1—Pr@))t
=r/Pra). O

Wahrscheinlichkeitstheorie

Bew Prop 5: Sei g die durch
1 furf>r
) {o fiur f <.
definierte Zufallsvariable. Dann gilt | f| > rg und
E(|f]) > E(rg) =rE(@) =rPr(f >1). O
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