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Einfiihrung

Codierung: Sicherung von Daten und Nachrichten gegen zuféllige Fehler
bei der Ubertragung oder Speicherung.

Situation:
physikalische Ebene
99f. Modulator Demodulator
A diskrete Signale—
gof. zeitkontinuierliche Signal
Quelle ———= | Converter | ———= |Kanalcodiereff ——= Kanal B
Nachricht Ubersetung der Nachricht  codiert Nachricht Storungen!
(Folge von Symbolen  in anderes Alphabet A i gin "Codewort"
Uber Alphabet B) (i.d.R.{0,1}) Uiber Alphabet A

Ve

gof.

Decodierer | ———= Converter | — = | Empféanger

Rekonstruktion der  Ubersetung der Nachricht

Nachricht tiber A in Alphabet B
2 Schritte

1. Codewort zuriickgewinnen
2. Nachricht aus Codewort

Abbildung 1: Schema der Kanalcodierung

Ziele bei der Codierung:

1. Moglichst viele bei der Ubertragung (oder Speicherung) aufgetretene
(zufillige) Fehler sollen bei der Decodierung erkannt werden und evtl.
sogar korrigiert werden.

2. Der Aufwand zur Codierung und Decodierung soll nicht zu grof3 sein.
Verwandte Gebiete:

1. Quellencodierung: Nachricht wird so codiert, dass héufig auftretende
Strings in kurzer Form codiert werden und seltenere in langerer Form
(Datenkompression).

2. Kryptographie: Sicherung von Nachrichten/Daten gegen Abhoren
oder Anderungen durch unbefugte Dritte (Datenverschliisselung).



In der Praxis kann eine Kombination aller drei Verfahren vorkommen: Zunéchst
wird eine Nachricht komprimiert (z.B. *.zip), dann verschliisselt und an-
schlieBend codiert. In dieser Vorlesung werden Datenkompression und Kryp-
tographie nicht behandelt, sondern nur die Kanalcodierung.

Grundprinzip der Kanalcodierung: Fiige der zu iibertragenen Nachricht
Redundanz zu, so dass auftretende Fehler (hiufig) erkannt werden
kénnen.

Zwei Hauptaufgaben:

1. Konstruktion geeigneter Codes zur Fehlererkennung und ggf. -korrektur

Gute Fehlererkennungs, -korrektureigenschaften mit

Anforderung: moglichst geringer Redundanz

2. Konstruktion von Codierern, Decodierern
Anforderung: Effizienz

In der Praxis werden im wesentlichen zwei Typen von Codes unterschieden:
Blockcodes und Faltungscodes (convolutional codes).
Wir werden beide Typen in der Vorlesung behandeln.

Ferner gibt es zwei unterschiedliche Prinzipien bei der Kanalcodierung:

FEC-Verfahren (Forward Error Correction)

Aufgetretene Fehler werden (aufgrund der zugefiigten Redundanz) erkannt
und korrigiert. (Vorteil: keine Verzogerung bei Ubertragung; aber gegebenen-
falls grofie Redundanz notwendig!)

ARQ-Verfahren (Automatic Repeat Request)

Aufgetretene Fehler sollen erkannt werden, werden aber nicht korrigiert.
Stattdessen wird eine Wiederholung der Ubertragung beim Sender ange-
fordert. (Vorteil: geringe Redundanz; aber ggf. erhebliche Verzogerung bei
wiederholter Ubertragung.)




1 Codes - einige einfache Beispiele

Redundanz als Moglichkeit der Fehlererkennung und -korrektur kennzeich-
net schon natiirliche Sprachen. Wir werden jetzt einige einfache Beispiele
beschreiben, an denen schon eine Reihe wichtiger Prinzipien der Kanalcodie-
rung sichtbar werden.

1.1 Parity-Check Code

Beispiel: Die Nachrichten sind 00, 01, 10, 11 iiber Alphabet A = {0, 1}.
Sie werden iiber demselben Alphabet auf folgende Weise codiert:

00 — 000
01 — 011
10 — 101
11 — 110

Es gibt acht 0-1-Worter der Lénge 3, von denen nur die mit einer geraden An-
zahl von Einsen tatsichlich Codewdérter sind. Entsteht bei der Ubertragung
eines Codewortes genau ein Fehler, so ist die Anzahl der Einsen ungerade und
der Fehler wird entdeckt. Man hat jedoch keinen Anhaltspunkt, in welcher
Koordinate der Fehler entstanden ist. Damit ist eine Decodierung nicht ein-
deutig moglich. Zwei Fehler in einem {ibertragenen Codewort werden nicht
entdeckt.

Der ASCII-Code ist von diesem Typ: 128 Zeichen werden mit 8 Bits codiert,
wobei das achte Bit ein Parity-Check-Bit ist.

1.2 Wiederholungscode
Nachrichten und Alphabet wie in 1.1

00 — 000000
01 — 010101
10 — 101010
11 — 111111

3-facher Wiederholungscode (grofie Redundanz)

Zwei verschiedene Codeworter unterscheiden sich an mindestens 3 verschie-
denen Stellen. Tritt bei der Ubertragung eines Codewortes nur ein Fehler auf,
so kann er korrigiert werden. Wihle Codewort, dass sich an moglichst we-
nigen Stellen vom empfangenen Wort unterscheidet. Bei Auftreten von zwei
Fehlern wird erkannt, dass Fehler aufgetreten sind. Mit obiger Methode wird
aber nicht korrekt decodiert.



1.3

Nachrichten und Alphabet wie in 1.1/1.2
Codierung;:

00 — 00000
01 — 01101
10 — 10110
11 — 11011

Geringere Redundanz als in 1.2. Aber weiterhein unterscheiden sich zwei ver-
schiedene Codewdrter an mindestens drei Stellen.

UA: Ist ein Codierung mit den Eigenschaften aus 1.2,1.3 auch mit Co-
dewortern der Lénge 4 moglich?

1.4 Priifziffern-Code : ISBN

Die International Standard Book Number ist ein 10-stelliger Code, der je-
des Buch international erkennbar macht. Die ersten 9 Ziffern kennzeichnen
Erscheinungsland, Verlag und Buch; an diese wird eine zehnte Priifziffer an-
gehéngt (Redundanz).

Kennzeichnungdes 3 _ 540 - 20521 -7 prifziffe
Erscheinungslandes ~_

Verlagsnummer Verlagsinterne Nummer
fur das spez. Buch

(andere Stellenzahlen moglich)

Abbildung 2: Beispiel einer ISBN-Nummer

Uncodierte Worter sind aus dem Alphabet B = {0, ..., 9} und Codeworter
sind aus dem Alphabet A = {0, 1, ..., 9, X}. Anhédngen der Priifziffer so,
dass fiir eine Priifziffer z19z29 ... 2027 gilt:

10

> kz =0 mod 11
k=1

Ist dabei z; = 10, so wird z; = X gesetzt.
Im obigen Beispiel: 10-3+9-548-44-7-046-2+5-0+4-5+3-2+2-14+1-7T=
30+45+324+12420464+2+7=154=0 mod 11.



Die Redundanz ist bei dieser Codierung sehr gering und dazu werden die
zwei haufigsten Fehlertypen bei Lesen oder Abtippen erkannt:

(a) Andern einer Ziffer (80% aller Fehler)
Wird z; durch z; ersetzt, dann:

10 10
Zkzk%—ixi:Zkzk—i(zi—xi) %= 0 mod 11
——

;;;12 k=1 # 0 mod 11

(b) Vertauschen zweier Ziffern: z; und z; werden vertauscht

S/

10
Z kzp +iz; + jz = Zkzk +(j—i)(z—%) # 0 mod 11
k=1

k];ézzl,] Z0 Ilod 11
Denn fiir z; # z; gilt: 1 < |z;—2;| < 10und 1 < |i—j| < 10 (wesentlich:
11 Primzahl).

1.5 Priifziffern-Code: EAN-13

Die Furopdische Artikelnummer ist ein 13-stelliger Code, der sich auf vielen
Produktverpackungen befindet.

Nachrichten und Codewdrter sind aus dem Alphabet A = B = {0, ..., 9}.
Die giiltigen Codeworter sind aus der folgenden Menge:

C:{Cl...013; CZ‘EA, c1+3co+c3+3ca+...+3cio+ci3= 0 mod 10}

Die eigentliche Information steckt in den zwolf Ziffern ¢y, . . ., ¢12, von denen
die ersten beiden das Herstellungsland angeben (40-43 Deutschland). Die Zif-
fern c3 bis ¢19 sind fiir die Herstellungsfirma reserviert (in der Regel geben c3
bis ¢; den Hersteller und cg bis ¢15 das Produkt an). Zur Codierung wird eine
13te Ziffer angehéngt. Diese wird eindeutig so gewéhlt, dass sich ein giiltiges
Codewort ergibt.

Beispiel: 40 12345 10010
Land Firma Produkt

441+43-244+43-445+3141=35=c¢3=5
Giiltige EAN-13-Nummer: 4012345100105

EAN-13 erkennt, wenn eine Ziffer verandert wurde:
x — 3x mod 10 ist eine Permutation auf A.



EAN-13 erkennt Vertauschungen von ¢; und ¢; (i # j), aufler wenn der
Abstand der Indizes i und j gerade ist oder ¢ gerade, j ungerade (oder um-
gekehrt) und |¢; — ¢j| = 5.

Erkennung von Zahlendrehern ist nur gesichert, falls je zwei benachbarte Zif-
fern Abstand # 5 haben.

EAN-13-Code ist kompatibel mit dem amerikanischem UPC-A Code (12-
stellig): Stelle UPC-A-Nr. eine 0 voran (daher: Landernummern mit fithrender
Null bezeichnen USA, Kanada)

Der EAN-13 Code wird in einen Barcode/Strichcode iibersetzt, der optisch-
elektronisch mit einem Scanner gelesen werden kann.

Umsetzung EAN-13-Code in Strichcode:

1 = schwarzer Balken, 0 = weifler Balken

Ziffern ¢, ..., c7 (linke Hélfte) werden nach Code A oder Code B binér co-
diert.

Welcher der Codes verwendet wird, wird durch Ziffer ¢; bestimmt; sie be-
stimmt einen Code D, der angibt, mit welchem der Codes A und B jeweils
die Ziffern c,, ..., c7 zu codieren sind.

Cs, ..., c13 (reche Hélfte) werden mit Code C codiert.

Néheres: http:// www.barcodeisland.com/ean13.phtml
Mehr iiber Priifziffersysteme: Schulz, Codierungstheorie, Kapitel 8

Ziffern Ziffern bestimmt

Cy — C7 Cs — C13 durch ¢;

Zeichen || Code A | Code B | Code C Code D
0 0001101 | 0100111 | 1110010 || AAAAAA
1 0011001 | 0110011 | 1100110 || AABABB
2 0010011 | 0011011 | 1101100 || AABBAB
3 0111101 | 0100001 | 1000010 || AABBBA
4 0100011 | 0011101 | 1011100 || ABAABB
5 0110001 | 0111001 | 1001110 || ABBAAB
6 0101111 | 0000101 | 1010000 || ABBBAA
7 0111011 | 0010001 | 1000100 || ABABAB
8 0110111 | 0001001 | 1001000 || ABABBA
9 0001011 | 0010111 | 1110100 || ABBABA

Tabelle 1: Die vier Codes des EAN-13
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Abbildung 3: Beispiel eines EAN-13 Codewortes



2 Blockcodes - grundlegende Definitionen

Wesentlich an den Beispielen aus Kapitel 1:

Zur Codierung wurden Worter iiber einem Alphabet A von fester Linge
n gebildet, wobei nur gewisse aller moglichen Worter der Lénge n iiber A
tatsdchlich Codeworter sind. Diese Tatsache ldsst sich, wie gesehen, zum
Entdecken und ggf. Korrigieren von Fehlern ausnutzen.

Wir geben eine formale Definition:

2.1 Definition.

Es sei A eine endliche Menge (Alphabet) und n € N. Ein Blockcode C der

(Block-)Linge n iiber A ist eine Teilmenge von A = A x ... x A.
—_——

“—n—

Die Elemente von C heilen Codewdrter.
Ist |[A] =2 (i.Allg. A ={0,1}), so heiBt C bindrer (Block-)Code.

(Solange wir uns mit Blockcodes beschiftigen, sagen wir auch kurz 'Code’
statt 'Blockcode’)

Sei C ein Blockcode mit m Codewdrtern, d.h. |C| = m (klar m < |A]").
Dann lassen sich "Alphabete’ B mit m vielen 'Buchstaben’ codieren. (Diese
Alphabete kénnen selbst aus Strings iiber einem anderen Alphabet bestehen,
z.B. 00,01,10,11; vgl. Beispiele 1.1-1.3). Folgen von Buchstaben aus B (d.h.
Worter iiber B) werden dann in Folgen von Codewortern codiert.

Die Zuordnung: 'Element von B — Codewort’ ist die Codierungsfunktion.

2.2 Definition.
Sei A ein endliches Alphabet, n € N.
Fir a = (ay,...,a,), b= (by,...,b,) € A" sei

d(a,b) =#{i: 1<i<n, a; # b}
d heilt Hamming-Abstand von a und b.

(Richard W. Hamming, 1915-1998; Bell Labs, dann Professor fiir Computer
Science an der Naval Postgraduate School Monterey, USA; Mitbegriinder der
Codierungstheorie mit einer Arbeit aus dem Jahre 1950.)

2.3 Satz.
Fiir den Hamming-Abstand gilt:

(1) 0 <d(a,b) <n fir alle a,b € A™
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(2) d(a,b) =0« a=0>b fir alle a,b e A"
(3) d(a,b) =d(b,a) fir alle a,b € A"
(4) d(a,b) < d(a,c)+d(e,b) fir alle a,b,c € A™ (Dreiecks-Ungleichung)

Damat ist d eine Metrik.
Ist A eine kommutative Gruppe (bezgl. +), so gilt ferner:

(5) d(a+c¢,b+c) =d(a,b) fiir alle a,b,c € A™ (Translations-Invarianz)

Beweis. Nur (4): Ist a; # b;, so ist a; # ¢; oder b; # ¢;. Daraus folgt die
Behauptung.
O

Beachte:
Wird ein Wort € C, C ein Code, gesendet und als Wort y € A" empfangen
mit d(z,y) = k, so sind k Fehler wihrend der Ubertragung aufgetreten.

2.4 Definition.

(a) Hamming-Decodierung (Maximum-Likelihood-Decodierung) fiir einen
Blockcode C in A™.
Wird ein Wort y € A™ empfangen, so wird y als ein 2’ decodiert mit

S
d(z',y) = mind(z, y).

(2’ ist im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt!)
Diese Decodierung ist sinnvoll, wenn jedes Symbol in einem Codewort
mit gleicher Wahrscheinlichkeit gestort werden kann.

(b) Sei C ein Blockcode in A™.
Der Minimalabstand von C ist:

d(C) = min d(z, z')
z,x’eC

s/
(c¢) Ein Blockcode C heift t-Fehler-korrigierend, falls
diC) > 2t + 1.
Ein Blockcode C heifit t-Fehler-erkennend, falls

d(C) >t + 1.

11



Zur Bezeichnung in 2.4(c): Ist d(C) > 2t + 1 und ist = € C, so liegt in der
"Kugel’
Ki(z) ={y € A" : d(x,y) <t}

genau ein Codewort - ndmlich x.

(Sind y,y" € Ki(x), so d(y,y) < d(y,z) +d(z,y") < 2t).

Treten also bei der Ubermittlung eines Codewortes hochstens ¢ Fehler auf,
so wird mit der Hamming-Decodierung korrekt decodiert.

Ki(z1) Ki(x2)

Abbildung 4: Kugeln von Radius ¢ um Codewdrter sind disjunkt, falls d(C) >
2t + 1.

Ist d(C) > t+1 und treten bei der Ubermittlung eines Codewortes z maximal
t Fehler auf, empfangen wird y, so d(x,y) < t. y ist also kein Codewort, und
es wird folglich erkannt, dass Fehler aufgetreten sind.
Hamming-Decodierung kann aber inkorrekt sein, wenn mehr als L%J Fehler
aufgetreten sind. (vgl. Beispiele aus Kapitel 1).

2.5 Beispiele.

(a) m-facher Wiederholungscode: Block der Lange k wird m-fach gesendet.
(n==Fk-m)
d(C) =m. C ist |5 |-Fehler-korrigierend.
(vgl. Beispiel 1.2; dort m = 3).

(b) Code aus Beispiel 1.3: d(C) = 3, C ist 1-Fehler-korrigierend, 2-Fehler-
erkennend.

Ziel der Codierungstheorie:

Gewiinscht: Codes C mit groflem Minimalabstand. Andererseits sollte er zur
Codierung eines Bits (oder eines Blocks der Lénge k) nicht zu viele Bits
verwenden (Effizienz).

12



2.6 Definition.
Sei C ein Blockcode in A", |A| = ¢, d.h. C ist Blockcode der Lénge n iiber A.

1
—
R - 09,4|C]|

heiBt Informationsrate (kurz: Rate) von C.
(1 — R wird gelegentlich Redundanz von C genannt.)

Beachte: log,|A"| = n. Anschaulich gibt die Informationsrate an, welcher
Anteil eines Codeworts reine Information ist.

2.7 Beispiele.

(a) m-facher Wiederholungscode. (Blocke der Lénge k m-fach senden) tiber
Alphabet A mit |A| = q.
n=k-m,|C|=q"
= R= £ =1 (¢=2:Ein Infobit auf m Bits)

k-m

(b) Code aus Beispiel 1.3
4 Codeworter iiber {0,1} der Linge 5.

P

(¢) ASCII-Code: R = L.

Ziel: Finde Codes mit hoher Rate und kleiner Decodierfehlerwahrscheinlichkeit
(bzgl. Hamming-Decodierung).

Das geht 'im Prinzip’, wie ein wichtiger Satz von Shannon besagt, den wir
im néchsten Kapitel kurz skizzieren.

13



3 Grundbegriffe der Informationstheorie und
der Kanalcodierungssatz von Shannon

Wir gehen (in leichter Anderung der Bezeichnung aus der Einfithrung) von
folgender Situation aus:

QuelleF | — KanalK | ————~=| Empféanger
Gibt Zeichen tber Erhalt den Output des Kanals:
Alphabet A aus Zeichen Uber Alphabet B

(Jedesa € A wird nach der Ubertragur
zu einemb € B)

Abbildung 5: Allgemeine Situation.

(Oft A=B, aber auch A # B kann sinnvoll sein; z.B. Ausloschung interpre-
tierbar als neues Zeichen ’77)

3.1. Voraussetzung
Die Quelle F gebe die Zeichen aus A mit Wahrscheinlichkeit pr(a), a € A,
aus.

Also: 0 < pp(a) <1, pr(a) =1

acA

3.2 Definition.
Der Informationsgehalt eines von F ausgegebenen Zeichens a € A ist

Ir(a) :=log ( = —log (pr(a)) € RsgU {0} (log = log,)

)

Interpretation:

Je grofler pr(a), desto geringer ist die Uberraschung, wenn a auftritt. Infor-
mationsgehalt=Maf fiir die Uberraschung (Beispiel: Erdbeben, kein Erdbe-
ben)

Dass man als Maf} gerade log <z%w)) wahlt, hat im Wesentlichen damit zu

tun, dass sich fiir zwei unabhéngig voneinander ausgegebene Zeichen der In-
formationsgehalt addieren soll, dass die Funktion stetig sein soll und man

geeignet normiert. Das fiihrt auf log <pF1(a)).

14



3.3 Definition.
Die Entropie einer Quelle F ist definiert durch

ZPF ) r(a ZPF )log(pr(a)) € R

acA acA

(Ist pr(a) = 0, so definiert man pr(a)lp(a) = 0; entspricht
lim,_oz - log (%) =0)

Interpretation:

Die Entropie ist der mittlere Informationsgehalt pro Zeichen einer Quelle
F. Die Entropie wird in bit/Symbol gemessen. Sie ldsst sich auch so inter-
pretieren: Wieviel Bits werden zur eindeutigen Codierung des Alphabets A
mindestens benotigt (wenn man aus einem Bitstring die Elemente aus A
eindeutig zuriickgewinnen will). Vergleiche Beispiel 3.4c).

3.4 Beispiele. A = {ay,...,a,}
(a) pr(a1) =1, pr(a;) =0, 4> 2. Dann H(F) = 0.

(b) pr(a;) = %, i=1,...,n. Dann Ip(a;) = log(n), i =1,...,n,
H(F) = log(n).
(c) Sei |A] =8
1
Ist pp(a) = 3 fir alle a € A, so H(F) = 3 nach b). Kompakteste
Codierung von A benétigt 3 Bits pro Symbol.
Sei jetzt pp(ar) = pplas) = §,pr(as) = prlas) = §,prlas) = ... =

pF(CLS):%
HF)=2-1.242.1.3+4-L.4=275

Codierung (z.B. Huffman)

a; — 11

a; — 10

ag — 011
ag — 010
as — 0011
ag — 0010
a; — 0001
ag — 0000

3.5 Bemerkung.
Fiir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen pp gilt: 0 < H(F') < log(n). Maxi-
mum wird bei Gleichverteilung angenommen. (Beweis: z.B. Roman, Theorem

1.2.3).
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3.6. Voraussetzung

Der Kanal sein ein sogenannter diskreter gedéchnisloser Kanal.

Das bedeutet: Es gibt feste Wahrscheinlichkeiten p(bla), wobei p(bla) = Wahrscheinlichkeit,
dass b € B empfangen wird, falls a € A gesendet wird. p(bla) ist nicht

abhdingig von zuvor gesendeten Symbolen. Man nennt die p(bla) die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten des Kanals (Bedingte Wahrscheinlichkeiten,).

Klar: >, pp(bla) =1

3.7 Definition.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung pg beim Empfinger G ( Outputverteilung)
ist gegeben durch

= pbla)pr(a),b € B.

a€A

(pe(b) ist die Wahrscheinlichkeit, dass b empfangen wird, wenn ein Symbol
aus A von F generiert wurde und durch den Kanal geschickt worden ist.)
Wir haben also auch eine Qutputentropie:

==Y pa(b)log(pa(b)).

beB
3.8 Beispiele.

@ a=B.p00) = { )70

Ungestorter Kanal. Dann ist H(G) = H(F'), denn pg(a) = pr(a).

(b) p(bla) = pa(b) fiir alle a € A, b € B. Wahrscheinlichkeit, dass b emp-
fangen wird, hangt nicht von dem gesendeten a € A ab. Total gestorter
Kanal.
2B. A= B =1{0,1}, p(bla) = 3 fir allea € A, be B

(¢c) A=B=10,1}
p(0]1) = p(1|0) = p, p(0]0) = p(1]1) =1 —p.

Bindrer symmetrischer Kanal. Dies wird fiir unsere Anwendungen der
wichtigste Fall sein.

Wichtige Frage:

Wieviel Information transportiert ein Kanal, der von einer Quelle F' gespeist
wird, im Mittel pro eingegebenem Zeichen?

Beachte: AuBer der Eingangsquelle tréigt auch der Kanal (Rauschquelle) zur
Entropie des Ausgangs bei. Wir fragen also nach dem Anteil von H(G), der
nicht von Kanalstorungen geliefert wird.

16
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Abbildung 6: Bindrer symmetrischer Kanal

3.9 Definition.
Seien a € A, b € B. Der bedingte Informationsgehalt von b, falls a gesendet
wurde, ist

1(b]a) = log (lﬁ) — _ log(p(bla)).

Interpretation:
Wenn a eingegeben wurde, erwarten wir mit Wahrscheinlichkeit p(bla) die
Ausgabe b. I(b|a) ist also ausschlieBllich durch den Kanal verursacht worden.

3.10 Definition.
Der mittlere bedingte Informationsgehalt bei Eingabe a (bedingte Entropie
fiir a) ist

= 3 st te) = il s (s )

beB beB

Die Streuentropie oder Irrelevanz des Kanals mit Quelle F ist

H(GIF) =) pr(a)H(Gla) =) > pr(a)p(bla)log (p(b;m)

a€A acA beB

Interpretation:

H(G|F) ist der Anteil der Entropie von G, die im Mittel (pro Zeiteinheit)
vom Kanal (also der Rauschquelle) beigesteuert wird.

Leicht zu sehen: H(G|F) < H(G).

3.11 Beispiele.
(a) Ungestorter Kanal: H(G|F) =), pr(a)log(l) = 0.
(b) Total gestorter Kanal: H(G|a) = H(G) fiur alle a € A, also auch
H(G|F)=H(G).
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(c) Bindrer symmetrischer Kanal: H(G|a) = —(1—p)log(1 —p) —plogp =
H(G|F).

3.12 Definition.
Die mittlere Transinformation eines Kanals mit Ausgang G und Quelle F ist
definiert durch

I(F,G) = HG)— H(G|F)

Bemerkung.
Man kann leicht zeigen, dass auch gilt: I(F,G) = H(F) — H(F|G) < H(F)

Interpretation:
I(F|QG) gibt an, wieviel nutzbare Information pro Zeiteinheit im Mittel iiber
den Kanal transportiert werden kann (fiir gegebene Quelle F).

Wir kommen jetzt zur wichtigsten Definition:

3.13 Definition.
(Quellenalphabet A, Ausgangsalphabet B)
Die Kanalkapazitit C eines Kanals K ist definiert durch

C:= max  I(F,G)
alle W-Vert.
einer Quelle F

Bemerkung.
Bem. nach 3.12

3.5
Es ist stets 0 < C < H(F) < log(n), falls |A| = n.

In der Regel ist C' schwer zu bestimmen. Fiir manche Kanile ist es einfach.
3.14 Beispiele.

(a) K ungestorter Kanal:
3.11a) 3.80)

I(F|G) =" H(G) H(F), also C' = log(n) nach 3.5.

(b) K total gestorter Kanal:
C' = 0 nach 3.11b).

Auch fiir den von uns wichtigsten Kanaltyp, den bindren symmetrischen Ka-
nal, lasst sich die Kapazitat explizit angeben:

3.15 Satz.
Die Kapazitit eines bindren symmetrischen Kanals ist

C=1+plog(p) + (1 —p)log(l—p) <1 (=log(2))
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1
C=1<«<= p=0 oder p=1 ;C:O(:)p:§

N~ ——
ungestorter Jedes Bit NV
Kanal wird wmgedreht total gestorter Kanal
1 A
C(p)
0.5
0 . :
0.5 1P

Abbildung 7: Kapazitéit eines bindren symmetrischen Kanals

Beweis:

Da H(G|F) = —(1 — p)log(l — p) — plogp (3.11c) wird

I(F,G) := H(G)+ (1 —p)log(1 — p) + plog p maximal, wenn H(G) maximal
wird. Dies ist fiir pe(0) = pg(1) = 1 der Fall.

Aus: pe(0) = (1= p)pr(0) +p - pr(1)
pa(1) =p-pr(0) + (1 = p)pr(1)
folgt dann auch pp(0) = pp(1) = 3.

Umgekehrt folgt aus pp(0) = pp(1) = 5 auch pg(0) = pe(1) = 3.
Dann ist H(F') = H(G) = log,(2) = 1 und die Behauptung folgt. O

Um den Satz von Shannon formulieren zu kénnen, miissen wir noch ein Wort
zu Decodierungsprinzipen sagen:

3.16 Definition (allgemeines Prinzip der Maximum-Likelihood-Decodie-
rung).

(MLD) Mazimum-Likelihood-Decodierung bei Ubertragung von Codeworten
iiber einen beliebigen diskreten gedéchnislosen Kanal:

Zu einem empfangenen Wort y € B™ wird zur Decodierung ein Codewort
T € C C A" gewidhlt, so dass

pylz) > plylr) firallezeC
N—— ~——

[Toy pwil2s) Ty p(yile:)
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Ob das das bestmogliche Decodierungsprinzip ist, hangt von der Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Codewdrter an der Quelle ab.

(Grenzfall: Es wird immer nur ein und dasselbe Codewort gesendet; dann ist
natiirlich Decodierung in dieses Codewort, egal was empfangen wurde, die
beste (und immer korrekte).)

Man kann aber zeigen:

Sind alle Codeworter gleich wahrscheinlich, so ist Maximum-Likelihood-Decodierung
die bestmogliche. Aber auch wenn das nicht der Fall ist, ist Maximum-
Likelihood-Decodierung héaufig die Methode der Wahl; zumal man haufig

nicht genau die Quellenstatistik kennt.

3.17 Bemerkung.

Fiir einen bindren symmetrischen Kanal ist die Hamming-Decodierung gera-
de die Decodierung entsprechend Definition 3.16.

(Daher auch die Wahl der Bezeichnung in 2.4a). Sind also alle Codeworter
gleich wahrscheinlich, so ist bei einem bindren symmetrischen Kanal die
Hamming-Decodierung die bestmdgliche.

Nun zum Satz von Shannon: (Claude Shannon, 1916-2001, u.a. MIT)

3.18 Satz (Kanalcodierungssatz von Shannon).

Sei K ein diskreter gedichnisloser Kanal. Sei |A| = 2.

Sei C' die Kapazitit von K. Wihle €, > 0 beliebig.

Dann ezistiert ein n und ein Blockcode der Linge n tiber A, dessen Rate R
die Bedingung C' — ¢ < R < C' erfillt und wobei die Decodierfehlerwahr-
scheinlichkeit bei MLD Fkleiner als € ist.

Umgekehrt:

Ist die Rate R eines Codes grifier als C, so kann die Decodierfehlerwahr-
scheinlichkeit eine gewisse Grenze nicht unterschreiten.

Beweis:
Roman, Kapitel 3.4
Fall des bindren symmetrischen Kanals: Friedrichs, Kapitel 2.7.

Beweisidee fiir bindren symmetrischen Kanal

Ist x € {0,1}" und wird z iiber Kanal tibertragen, so enthélt das empfangene
Codewort y im Mittel n - p Fehler. Je grofler n wird, umso grofler ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der Fehler nahe bei n - p liegt.

Sei p < %

Betrachte Kugel vom Radius n - p um z. Sie enthélt

n-p

Z (Z) viele Worter.

k=0
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Eine einfache Abschéitzung zeigt:

np

k=0

Kénnte man {0, 1}" in disjunkte Kugeln vom Radius np zerlegen, so erhélt

marn
on

) on(1=HP) viele Kugeln.

Wihlt man die Mittelpunkte dieser Kugeln als Codeworter, so wird (bei
groflem n) fast immer korrekt decodiert. Die Rate des Codes ist

log(Zn(l_H(p)))
n

=1—H(p)=C.

Fiir den exakten Beweis, vergroflert man den Radius der Kugeln geringfiigig
in geeigneter von ¢ und p abhingiger Weise und zeigt, dass per Zufallswahl
von R-n (R < C) vielen Woértern in {0, 1}" der Erwartungswert fiir einen
Decodierfehler beliebig klein wird. Daher muss es auch mindestens einen
solchen Code geben. O

(Also: So gut wie alle Codes erfiillen den Shannon-Satz!)

Ziel im Folgenden: Moglichst gute Codes explizit konstruieren, die auch
schnell zu decodieren sind.
(Dies ist der Ansatz von Hamming).
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4 Die Kugelpackungsschranke und perfekte
Codes

Blockcode C der Léange n iiber Alphabet A mit Minimalabstand d. Dann sind
Kugeln vom Radius L%J um die Codeworter disjunkt. Liegt jedes Element
in einer dieser Kugeln, so lédsst sich jedes Element von A™ beziiglich der

Hamming-Decodierung eindeutig decodieren. Sei im Folgenden
Ki(z) ={y € A" : d(z,y) < t}
eine Kugel vom Radius £ um z beziiglich Hamming-Metrik.

4.1 Definition (perfekter Code).
Sei C ein Code der Lénge n iiber A. C heifit perfekt, falls ein e € N existiert
mit:

. K(x)NK(2') =0 Vaxa' €l x#a

2. A" = U, e Ke(z).
4.2 Satz.
Sei C ein perfekter Code mit |C| > 1 und e wie in 4.1.
Dann gilt
d(C) =2e+1.
Perfekte Codes haben also ungeraden Minimalabstand.

Beweis. Klar: d(C) > e, da |C| > 1.

1. Seien z,2" € C © # 2’ (ex. da |C| > 1). Angenommen d(x,z’) < 2e.
Andere z an e Positionen (beachte d(C) > ¢), an denen sich x von 2’ unter-
scheidet, auf solche Weise, dass die betreffenden Eintrage danach mit denen
von z’ {ibereinstimmen. Sei y € A™ das dadurch entstandene Wort. Dann ist
d(xz,y) =e. Dad(x,z") < 2e, folgt d(z/,y) < e. Damit ist y € K (z)NK.(2).
Widerspruch zu Eigenschaft 1 eines perfekten Codes. Daher ist d(C) > 2e+1.

2. Wihle ein x € C und &ndere es an e + 1 Stellen zu z € A" ab. Dann gilt
d(z,z) = e+1lund z ¢ K.(z). Da der Code perfekt ist, existiert 2’ € C, x # 2’
mit d(2,z) < e (z € K.(2')). Es gilt dann:

dC) <d(z,2') < d(z,z) +d(z,2') < (e+1)+e=2e+ 1.

Insgesamt ist somit d(C) = 2e + 1. O

4.3 Lemma.
Sei |[A| =q, y € A" und e € Ny (e < n). Dann ist

=3 (1) -1y

=0
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Beweis.

In K. (y) liegen alle Elemente aus A", die Abstand 0, 1, ..., e von y haben. Sei
0 < j <e. Dann gibt es (’;) Moglichkeiten j Positionen aus den n Positionen
des Wortes y auszuwiihlen. Fiir jede Auswahl gibt es (¢ — 1)7 Moglichkeiten,
ein Element aus A" zu bilden, welches sich von y an genau diesen j Positionen
unterscheidet. Das heisst:

. n i
{y' € A" : d(y,y) = j} = () (q—1)
J ~——

Anzahl der Werte, die

Anzahl der . .
sich an vorgeg. j Stellen

Auswahl von j .
von y unterscheiden.

Positionen in y

Daraus folgt die Behauptung. O

4.4 Satz.
Sei C ein Code der Linge n tber A, |A] = q. Sei e € Ny mazimal mit
d(C) > 2e+1.

(a) (Hamming-Schranke, Kugelpackungsschranke) Es gilt:

mn

c| < d

B ijo (?) (q—1)

(b) C ist genau dann ein perfekter Code, wenn in (a) die Gleichheit gilt:

n

q

M SN O IPEEE

(Dann ist d(C) = 2e + 1).
Beweis.
(a) Wegen d(C) > 2e+ 1ist K ()N K (2') =0 firaz, o' €C, v #a'.
Also: A" D |, o K.()
Mit 4.3 folgt:

¢ = 14121 Kool = Sl =163 (1) @ -1

zeC 7=0

Dies liefert die Behauptung.

23



(b) Sei C perfekt. Nach 4.2: d(C) = 2e + 1.

Dann A" = (J,cc|Ke(2)]. also ¢" = |C| > 27, (?) (g —1)7.
Umgekehrt existiere e € Ny mit

n

_ q
C| = SN GICEEVE

Dann iiberdecken wegen der Disjunkheit die Kugeln vom Radius e um
die Codeworter ganz A™. C ist perfekt.

O
Bemerkung.
Die folgenden Codes werden triviale perfekte Codes genannt:
e einelementige Codes
e C=A"(e=0)
e n-fache Wiederholungscodes C = {(1,...,1),(0,...,0)}, n = 2e + 1.
—— ——

2e+1 2e+1
4.5 Beispiel.
Sei A ={0,1} = Z, (Korper). Wir geben einen (linearen) Code C der Liange
7 iiber Zy an (d.h. C C Z5 ), der perfekt mit d(C) = 3 ist und 16 = 24
Codewdrter enthélt.

C:{(cl...c7) G EZQ, c1+cq4+cg+cy; =0,
Cco+cy+c5+cr =0,
03+C5+CG+C7:0}.

C ist ein Zs-Unterraum der Dimension 4. Werden cy,...,c; frei gewihlt,

so sind c¢1, 9, c3 eindeutig bestimmt. Anhand der definierenden Gleichungen
ergibt sich:

C = < (1101000), (0110100), (1010010), (1110001) >

.

Vv
Basis von C

IC| =21 =16
Da C eine additive Gruppe ist und die Hamming-Distanz d translationsinva-
riant ist, ist

d(C) = min d(0,x)

z€C,z#0
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und es folgt, dass d(C) die Minimalanzahl von Einsen in einem nichttrivialen
Codewort ist.
Jedes Codewort## 0 enthélt jedoch mindestens 3 von Null verschiedene Ein-

trage:

Add. der drei GI.
cr=1 = c1+cy+c3=1.

cg=1c=c3=0,50 (2GlL) cs+c5 =1
ca=1,c1=c3=0,80 (1. Gl) ¢4 + ¢ =1
cs=1,c;=co=0,80 (1. Gl) ¢4 + ¢ =1

Add. der drei Gl
cr =0 = c1+co+c3=0.

co=c=c3=0=>cy=cs=c=1
1. GL
cp=cp=1loderci=c3=1 = "¢c4+c=1
2. GL
co=c3=1"="cu+c5=1

Da es Codeworter mit 3 Einsen gibt, ist d(C) = 3.

C ist 1-Fehler-korrigierend. |K;(z)| =147 =8 (4.3).

S el Kiw)] = 16+ 8 — 128 = 27 = [Z]].

Also ist C perfekt nach 4.4b).

C heifit bindrer Hamming-Code der Lénge 7 (Shannon, Golay, Hamming,
1948-1950).

4.6 Bemerkung.
Sei C der bindre Hamming-Code der Lénge 7.
Die Rate von C ist 3 ~ 0,57.
Angenommen wir haben einen bindren symmetrischen Kanal mit p = 0,001 =
1073. Wie grof ist die Decodierfehlerwahrscheinlichkeit bei Hamming-Decodierung,
wenn wir C verwenden?
Wenn 2 oder mehr Fehler in einem Codewort auftauchen, wird falsch deco-
diert. Wahrscheinlichkeit fiir genau 2 Fehler: p*(1 — p)®.
An wievielen Stellen kénnen diese auftauchen? (;)
Also: Wahrscheinlichkeit fiir 2 Fehler: (;) p*(1 —p)°.
Entsprechend fiir 3,...,7 Fehler.
7

Also Decodierfehlerwahrscheinlichkeit: >° (7)p"(1 —p)™".
k=2
Mit p = 0,001 rechnet man aus:

Decodierfehlerwahrscheinlichkeit < 2,1-107°.

Beachte: Kapazitiat des Kanals ist C' = 1 + plog(p) + (1 — p) log(1l — p) =~
0,9887.

Aber: R ist deutlich kleiner als C. Bei p = 1072 ist Hamming-Code weit weg
vom Shannon-Satz.

Fiir p = 0,085 ist C' = 0,58, also R nahe an C'. Dann ist aber Decodierfeh-

25



lerwahrscheinlichkeit =~ 0, 114.

Bemerkung.

(a) Der bindre Hamming-Code der Lénge 7 ist ein Beispiel aus einer Serie

(f)

perfekter Codes (Hamming-Codes). Fiir jede Primzahlpotenz ¢ und je-
de natiirliche Zahl ¢ > 2 existiert ein perfekter linearer Code iiber F,
(Kérper mit ¢ Elementen)

l_ ¢ -1

und der Dimension T ¢ mit d(C) = 3.
(Fiir £ = 2, ¢ = 2: Lange 3, |C| = 2, trivialer Code {(1,1,1),(0,0,0)}).
Das obige Beispiel erhélt man mit ¢ = 3, ¢ = 2. Allgemeine Konstruk-
tion spéter.

der Lange a

Es gibt zwei weitere Beispiele perfekter linearer Codes:

Der bindre Golay-Code Gz liber Zs hat die Lange 23 und Dimen-
sion 12 mit Minimalabstand d(C) = 7 (3-Fehler-korrigierend).

Der terndre Golay-Code Gy iiber Zz hat die Lénge 11 und Di-
mension 6 (d.h. |C| = 3%) mit Minimalabstand d(C) = 5 (2-Fehler-
korrigierend).

(Zur Konstruktion: van Lint, §4.2,4.3)
(Der bindre Golay-Code wurde fiir die Voyager I,II-Missionen (1977-81)
verwandt um Farbbilder von Jupiter und Saturn zu codieren.)

Die Hamming- und die beiden Golay-Codes sind die einzigen nicht-
trivialen perfekten linearen (vgl. Kap. 5) Codes (bis auf Aquivalenz-
wird spater erklart).

(van Lint (1971), Tietavainen (1973).

Es gibt nicht-lineare perfekte Codes C mit d(C) = 3, die die gleichen
Parameter haben wie die Hamming-Codes (Vasilev, 1962)

Die Golay-Codes sind die einzigen perfekten Codes iiber Alphabeten
von Primzahlpotenzordnung mit d(C) > 5 (van Lint, Tietévéinen).

Der binére Golay-Code ist der einzige perfekte Code mit d(C) > 7 (Best
1978, Hong 1984).
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5

Lineare Codes

5.1 Definition.

Sei K

ein endlicher Kérper und n € N. Ein linearer Code C ist ein Unterraum

des K-Vektorraums K™.
Ist dim(C ) = k(< n) und d(C) = d, so heifit C ein [n, k]-Code oder [n, k,d]-

Code

iiber K. n,k,d,q sind die Parameter des Codes. (Fiir |K| = ¢ gibt es

auch die Schreibweise [n, k, d],-Code).

5.2. Endliche Ko6rper

Z, ={0,1,...,p — 1}, Addition und Multiplikation mod p, ist endli-
cher Korper, falls p Primzahl.

Ist K ein endlicher Korper, so ist |K| = p™ fiir eine Primzahl p und
ein m € N.

Za jeder Primzahlpotenz p™ gibt es einen endlichen Koérper K mit
| K| = p™.

Sind K, L endliche Korper mit |K| = |L| so ist K = L. (siehe z.B.
Willems, Abschnitt 2.2)

Konstruktion endlicher Korper: Ist f ein irreduzibles Polynom vom
Grad m in Z,[t], so ist die Menge der Polynome vom Grad < m —1 ein
Korper der Ordnung p™, falls Addition wie in Z,[t| und Multiplikation
modulo f:

gO©f=g-h mod f (Rest bei Division durch f)

Beispiel: Kérper der Ordnung 4

Zo ={0,1}, f =t +t+ 1 ist irreduzibel
F, = {0,1,¢,t + 1}
0 1 t t+1

Cg 00 0 —g t?=t+1 mod f
?+t=1 mod f

1|0 1t t+1 s

t ot te1 1 t+DHt+1) =t2+1=t

t+1]0 t+1 1 ¢ mod f.

5.3 Definition.
K endlicher Kérper.

(a) x € K", so heiit wt(z) = d(z,0) = |{i | x; # 0}| das Gewicht von .
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(b) Ist {0} # C C K", so heifit wt(C) = ming,ec wt(x) das Minimalgewicht

von C.
5.4 Satz.
Sei C # {0} ein linearer Code iiber K. Dann gilt:
d(C) = wt(C)
(FirC ={0}:d(C)=0)
Beweis.
Ist |C| =1, so C = {0}, Aussage richtig.
IC| > 1:

Da C linear ist (z,2’ € C = x — 2’ € C) und der Hamming-Abstand trans-
lationsinvariant ist, gilt:

d(C) = min{d(z,2"): z,2' €C, x#2'}
= min{d(z —2',0): x,2' €C, z #2'}
min{d(y,0): y€C, y#0}
wt(C)

5.5 Definition.
Sei C ein [n, k]-Code tiber K und
g1 =1(q11,---,9n),---, 9k = (Gk1,- .-, rn) eine Basis von C . Dann heifit die
k x n-Matrix

g1 gin - Gin

G=1|:]1=]": :

9k gk1 - Gkn

eine Erzeugermatrixz fiir C .

5.6 Satz.
Genau dann ist eine (kxn)-Matriz G eine Erzeugermatriz eines [n, k]-Codes

C,wennC={uG: _u,6 €K}

Zetlenvektor

Beweis:
=: G Erzeugermatrix von C

g1
(Wi, oooyug) | = (wgn + ...+ WGk1, - -, U1Gin + - . + UgGrn)
—_—
1xk gk
———
kxn

= wg1+...+urgr €C
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C:(170,...,0) :gl7“‘7(07“‘70?1) :gk
gk} gk}

Zeilen von G liegen in C
C={uG:ue K"} ={uigi +...+urgr 1 u; € K}
C={g1,-..,9k). C k-dimensional = ¢, ..., g ist Basis von C . O

5.7 Bemerkung.

(a) G beschreibt injektive lineare Abbildung K* — K™; C ist das Bild. Mit
G wird eine Moglichkeit beschrieben, Klartexte in K* auf Codeworter
abzubilden.

(b) Fiihrt man elementare Zeilenoperationen auf G durch, so erhidlt man
wieder eine Erzeugermatrix fiir C .

5.8 Beispiel.

1101000
a_|01t 10100
1010010
1110001
ist eine Erzeugermatrix fiir den Hamming-[7,4]-Code iiber Z, aus Beispiel
4.5.
Andere Erzeugermatrix
ET /101000 T /1011100
o oot toroo] T fo1 10100
' 0111010 ' 0001110
1.Zeile + O O 1 1 0 O 1 2.Zeile + O O 1 1 O O 1
4.Zeile 3.Zeile
., /totr1 100y " /1000101
0110100 "™ Jo10110°1
3./4. Zeile —
001 10O01 _ 001 10O01
vertauschen 0 0 0 1 1 1 0 3.Zeile + 0 0 0 1 1 1 0
2.Zeile
ET /000101
”_1) 01000711} é Erzeugermatrix des binédren
_ 00101 11|~ Hamming-[7.4]-Code.
4.Zeile + 0 0 0 1 1 1 0

3.Zeile
Verwendet man diese zur Codierung von Klartext (u, ug, us, u4), S0
(w1, ug, us, ug)G = (uy, ug, ug, Ug, Uy + U3 + Ug, Uz + Uz + Ug, uy + Uz + U3).
Klartext steht an den ersten 4 Stellen des Codewortes.
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Wir definieren daher:

5.9 Definition.
Besitzt ein [n, k]-Code eine Erzeugermatrix von der Form

1 0 0 *

01 ... 0 % ... %

G=mim=|, 0T
00 ... 1

so heiflt eine solche Erzeugermatrix von Standardform.
(Bei Codierung: u € K* — uG € C ist dann uG = (uy, ..., ug, *...%))

Leider besitzt nicht jeder lineare Code eine Erzeugermatrix in Standardform.
Aber (spéter): es gibt immer einen dquivalenten Code, der eine Erzeugerma-
trix in Standardform besitzt.

5.10 Satz.
Sei C ein [n, k]-Code in K. Dann existiert eine (n — k) x n-Matriz H, so
dass gilt:

reK": xeCs Ha'=0

H heifit Kontrollmatrix von C . Es ist rg(H)=n — k.
(Dann: HG' = 0, falls G Erzeugermatriz des Codes C ).

Beweis.
g1
Sei g1,...,gx eine Basisvon C und G = | : |, g = (gi1,---,Yin)

9k

Betrachte das lineare Gleichungssystem:

tign+...+twgin = 0

g+ ..+t = 0

131
das heift G- | + | =0baw. (t1,...,t,) - G'=0

tn
Da Koeffizientenmatrix G den Rang k hat, ist die Dimension des Losungsraumes
n—k.Sei hy = (h11,...,h1n)s s bk = (B 1, - - -, hn—kn) eine Basis des
Losungsraumes.
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hy hy - gf

Setze H = : |. Dann gilt Hg! = : =0firalle:i=1,...,k.
P Pt - g

Also: Hx' = 0 fiir alle x € C.

Da Rang(H)=n — k ist dim Kern(H) = k, das heifit C =Kern(H). O

5.11 Bemerkung.
Beweis von 5.10 gibt Verfahren an, aus Erzeugermatrix eine Kontrollmatrix
zu bestimmen:

T
Lose Gleichungssystem Gx =0, z =
‘In
Basis des Losungsraumes hi, ... ht _, (h; Zeilenvektoren),
hy
dann H = : Kontrollmatrix.
hnfk

5.12 Beispiele.
(a) [7,4]-Hamming-Code war definiert durch

C:{(Cl...C7)I CiGZQ, Cl+C4+C6+C7:O,
co+cys+cs+cr =0,
3+ cs+cg+cr =0}

Eine Kontrollmatrix ist 3 x 7-Matrix, die durch diese Gleichungen be-
stimmt ist:

1
H=10
0

o = O

01011
01101
10111
(b) Sei C Code mit der Erzeugermatrix G = (1 10 1)7

0101
[4,2]-Code tiber Zs.

t1+ta+ts = 0
o+t =

Kontrollmatrix:

Werden t3 und ¢, frei gewahlt, so sind ¢; und ¢, festgelegt (to = t4, t1 =
ty + t). Damit bilden (0101) und (0010) eine Basis des Losungsraumes
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und es ergibt sich folgende Kontrollmatrix:
0101
H= (O 0 1 0)

(c) Die Kontrollmatrix fiir den ASCII-Code ([8, 7]-Code iiber Z) ist
(11111111). (Summe der 8 Bits =0)

Anhand der Kontrollmatrix eines linearen Codes kann man seinen Minimal-
abstand bestimmen:

5.13 Satz.
Sei C # {0}, K™ ein [n, k]-Code iiber K mit Kontrollmatriz H. Dann gilt:
diC) = wt(C)

= min{r € N: es gibt r linear abhéngige Spalten in H }
= max{r € N: jer — 1 Spalten in H sind linear unabhéngig}

Beweis.

Seien sy, ..., s, die Spalten von H.

Da C # {0} ist, sind s; ..., s, linear abhingig (als Vektoren in K"~*).

Sei w € N minimal, so dass es w linear abhéngige Spalten gibt, etwa s;,,...,s;
Damit existieren ¢; € K mit } 7 ¢;s; = 0 und ¢; # 0

genau fiir j € {i1,...,4,}.

Setzt man ¢ = (cy,...,¢,), so ergibt sich Hc! = 0, also ¢ € C mit wt(c) = w,
das heifit wt(C) < w.

Angenommen es gebe 0 # ¢ € C mit w = wt(¢) < w.

Dann folgt aus H¢' = 0, dass es w linear abhiingige Spalten in H gibt. Dies
ist ein Widerspruch zur Wahl von w. Also wt(C) = w.

2. Gleichheit klar. O

5.14 Beispiel.
Sei C ein [7,3]-Code iiber Zy mit Erzeugermatrix

w*

G

Il
—_

1 1011
01101
0 01001
Um den Minimalabstand zu erhalten, wird die Kontrollmatrix berechnet:
x
Lose Gleichungssystem G =0, z =

X7
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Zunéachst werden die Zeilen in G vertauscht:

92
g3
g1

1 101101 Ty +29 +x4 +T5 +x7 = 0
0101001 To +x4 +x7 =0
0011011 T3 +x4 +x6 a7 =0

Daran lasst sich die Kontrollmatrix ablesen:

0110001
o011 0010
H=11 0900100

0111000

Da die 1. und die 5. Spalte linear abhéngig sind und es keine Nullspalte gibt,
folgt mit 5.13, dass d(C) = 2 [z.B. wt(g2 + g3) = 2J.

5.15 Korollar (Singleton-Schranke).
Ist C ein linearer [n, k]-Code iber K, d(C) = d, so

d<n-—-k+1
Beweis:
Nach 2. Gleichheit in 5.13 gilt: d <rg(H)+1=n—k +1
(H Kontrollmatrix von C ). O

5.16 Definition.
Ein linearer [n, k, d]-Code iiber K heifit MDS-Code
(maximum distance separable), fallsd =n — k + 1

5.17 Bemerkung.
Der Begrift MDS-Code lasst sich folgendermaflen erkléren:

(a) Ist C irgendein [n, k,d]-Code, so gibt es Indizes 1 < j1,...,75x < n, so

dass gilt
) Sind ¢ = (c1,...,¢n),d = (d),...,c) €C

mit ¢;, = ¢} ,...,¢5, =), s0ist c= .
Das heifit Codeworter sind durch ihre Koordinaten ji, ..., jix eindeutig
bestimmt, anders ausgedriickt: Zwei verschiedene Codeworter werden
durch ihre Koordinaten jq, ..., ji getrennt.
Beweis:
Erzeugermatrix G von C enthdlt wegen Zeilenrang = Spaltenrang k
linear unabhéngige Spalten. Seien deren Indizes 7ji,...,Jk. Sei G die
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quadratische k x k-Matrix, die aus G durch Auswahl dieser £ Spalten
entsteht. Da ihre Spalten linear unabhéngig sind, sind auch ihre Zeilen
linear unabhéngig (Zeilenrang=Spaltenrang). Sind also ¢ und ¢ zwei

Codeworter mit ¢;, = ¢ ,...,¢; = ¢ und sind ¢,¢ € K* diejenigen
Worter, die man aus ¢ und ¢ erhéalt, wenn man nur die Koordinaten
Jis- ..,k betrachtet, so ist ¢ — & = 0. Ist ¢ — ¢ # 0, so existieren

ai,...,ar € K (nicht alle =0) mit ¢ — ¢ = Zle a;g;, g; Zeilen von G.
Dann 0 =¢—¢ = Zle a;G;, g; Zeilen von G; Widerspruch zur linearen
Unabhéngigkeit von ¢y, . . ., gk. O

(%) gilt fiir alle k-Tupel (ji, ..., jkx) paarweise
C ist MDS-Code <= verschiedener Indizes (d.h. beliebige k& Koor-
dinaten trennen zwei Codeworter).

Beweis:

=

Nach 5.13 sind wegen d = n—k+1 je n—k Spalten einer Kontrollmatrix
H von C linear unabhéngig. Seien ¢, ¢’ wie in (x), ¢;, = ¢, i=1,... k.
Dann ¢ = c—c € C,und ¢, = 0,7 = 1,...,k. Seien sq,...,s, die

Spalten von H.

n n
Dann 0 = He' = g CjSj = E CjS;
i=1 j=1
J JFT1s Tk

Da {s; | j # ji,--.,Jjix} linear unabhéngig, folgt ¢; =0, j # j1,. .., Ji-
Also¢;=0,j=1,....,n,c=c.

“~—

Ist 0 # ¢ = (¢1,...,¢,) € C, so enthilt ¢ hochstens k& — 1 viele Nullen
(denn sonst unterscheidet es sich vom Nullvektor nicht an % vielen Stel-

len).
Also: wt(c) > n — (k—1) und damit d > n — k + 1.
Nach 5.13 d <n — k + 1, also Gleichheit. O

MDS-Codes sind im binéren Fall selten; Beispiele iiber anderen Kérpern
werden wir spéter noch kennenlernen (Reed-Solomon-Codes).

Es gilt: (Roman, Kapitel 5.3)

Ist C binérer [n, k, d]-MDS-Code, so ist entweder
C=A{(,...,0),(1,...,1)} (n=d,k=1) oder
C=17j (n==Fkd=1)
C={c=(c1,...,cn) €ZY : wt(c) gerade} (k=n—1,d=2)

Das heifit fiir K = Z, gibt es iiberhaupt keine interessanten MDS-Codes.
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Mit Hilfe von Kontrollmatrizen werden wir jetzt die Hamming-Codes kon-
struieren, eine unendliche Serie perfekter Codes mit Minimalabstand 3.

5.18 Hamming-Codes.

Sei g eine Primzahlpotenz, K Kérper mit |K| = q.

Seil € N, n = ({;%11. Dann existiert ein perfekter [n,n — []-Code C iiber K
mit d(C) = 3, der Hamming-Code.

Konstruktion.

K" enthilt ¢' — 1 von 0 verschiedene Vektoren. Je ¢ — 1 von diesen erzeugen
den gleichen 1-dimensionalen Unterraum. Also hat K' genau

n = 21:11 viele 1-dimensionale Unterrdume. Wéahle aus jedem einen Vektor
# 0 aus und bilde aus diesen n Spaltenvektoren die (I x n)-Matrix H. Sei C

der Code mit der Kontrollmatrix H:
C={xre K" Hi'=0} (Hamming — Code)

Klar Rang H = [, denn H enthélt [ linear unabhéngige Spalten (Basis von
K'Y, und gréBer kann der Rang nicht werden. Also dim(C) = n — [, d.h.
€l =q"".

Je zwei Spalten in H sind linear unabhéingig, aber es gibt drei linear abhéngige
Spalten.

5.13: d(C) = wt(C) = 3.

C ist perfekt:

dC)=3=2-1+1,alsoe=1in4.4.

1 I

Z(?)(q—l)j=1+n(q—1)=1+z_11(q—1)=ql

=0 N

Daraus folgt:

q"

und C ist nach 4.4b) perfekt.
Es gibt jeweils mehrere Moglichkeiten fiir einen [n, k]-Hamming-Code, da die
Spaltenvektoren von H nicht eindeutig gewéhlt werden.
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5.19 Beispiele.

. 3_
(a) g=2und {=3. Dannist n = 35 =T.

[7,4]-Hamming-Code {iber Z, (vgl.

1
H= 8 5.12a)).

O = O
— o O

1
1
0

—_ = O

1
0
1

—_ = =

. 3_
(b) ¢ =3und [ = 3. Dann ist n = =1 = 13.

1001200121211
H=10101112001T121
001001111T1T1T1 2

dim C = 10. [13, 10]-Hamming-Code iiber Zs. |C| = 310 = 59.049.

(¢) ¢=2und ! =4. Dann ist n = 224__11 = 15.

100011100011101
010010011011011
001001010110111
000100101101111

dim C = 11. [15,11]-Hamming-Code iiber Z,. |C| = 2.
Ist y = (110101110000110) € C?

0 0
Hy' = (1) #* 8 , alsoy & C.
0 0

C perfekter 1-Fehler-korrigierender Code = Es gibt genau ein Codewort
x mit d(z,y) = 1.

Wie findet man z7 (Decodierverfahren!)

Alle Elemente aus C zu testen ist langwierig. Es geht schneller:

x unterscheidet sich von y an genau einer Stelle 7, statt y; steht dort y;+1

hli

Also Hy' = H(z" + (0,...,0,_1 ,0,...,0)") =

1
—~

Also: Suche in H Spalte und dndere beim Index dieser Spalte den

o O = O
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Eintrag von y. Dies ist hier Spalte 2.
Decodiere y zu x = (100101110000110)

Dies gilt allgemein:

5.20. Decodierung binirer Hamming-Codes

Empfingt man y und ist Hy' = 0, so lasse y unverindert. Ist Hy' # 0,
so suche in H diejenige Spalte, die mit Hy' iibereinstimmt. Ist dies die i-te
Spalte von H, so éndere Komponente y; von y in y; + 1. Dies liefert x € C,
zu dem y decodiert wird.

Aufgabe: Wie sieht das Decodierverfahren bei beliebigen Hamming-Codes
aus?

Wie decodiert man beliebige lineare [n, k],-Codes? Wurde y empfangen, so
wird dies zu x decodiert mit d(z, y) minimal. Man kann alle ¢* Codewérter auf
den Abstand zu y testen und von den Codewortern mit minimalem Abstand
eines zur Decodierung auswihlen. Dies ist im Allgemeinen nicht eindeutig.
Bei grofien Codes (2k > n) gibt es ein effizienteres Verfahren, die Syndrom-
Decodierung.

Exkurs (Nebenklassen von Unterriumen in Vektorriumen).
Sei C ein Unterraum eines Vektorraums V. Dann heifit fiir jedes v € V

v+C:={v+z: ze(C}

die Nebenklasse von C zu v.

(a) Fiir vy, vy € V gilt entweder v; +C = vy +C oder (v;+C) N (v2+C) = 0.
Beweis: Sei (v1+C)N(vy+C) # 0. Dann gibt es ein y € (v +C)N(v2+C)
mit y = v1+x; = vetx, fiir 11, x5 € C. Daraus folgt: v = vo+(29—x1) €
ve +C. Fiir beliebiges = € C ist auch v1 +x = v+ (xg — 1)+ € v3+C.
Also ist v1+C C v9+C. Dasselbe Argument, aber mit 1 und 2 getauscht,
ergibt v + C C vy + C. Insgesamt somit v; +C = vy +C.

(b) +C=v+C=v,—veC
Beweis: 1. v1+C =v9+C = v i =v1+0€ v, +C =v3+C = vy = v9+2x
fireimnreC=v,—vy=2€C.2.51v,—1vs=2€C=v,=03+2 €
(v1+C)N(ve 4+ C) (:“§v1+czv2+c.

(c) Furallev e vy +C gilt v+C = v, +C.

(d) Wahle aus jeder Nebenklasse von C einen Vertreter v;:

V= U,Uz’ +C (disjunkte Vereinigung)
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(e) Sei V ein Vektorraum iiber einem endlichen Kérper F,. Dann gilt |C| =
|v+C| fiir alle v € V (da © — v + z bijektiv ist).

(f) Aus (d) und (e) folgt: Ist C ein [n, k]-Code tiber F,, so hat C genau

q" % viele verschiedene Nebenklassen.

5.21. Syndrom-Decodierung linearer Codes
C linearer [n, k]-Code iiber K, | K| = ¢, Kontrollmatrix H ((n—k)xn)-Matrix.

Ist y € K™, so heifit Hy' € K™% das Syndrom von y.

(a) © € C & Hz' =0 < z hat Syndrom 0 (kein ”Krankheitsbild”).

(b) y1 und ys liegen in der gleichen Nebenklasse beziiglich C (d.h. y; +C =
Yo +C) & Hyi = Hyj;
d.h. y1,y» € K™ liegen genau dann in der gleichen Nebenklasse bzgl. C,
wenn sie das gleiche Syndrom haben.

(y1+C=y2+C<:>y1—y2 ECg O:H(yl—yg)t:Hyi—Hyéé
Hyy = Hys)

(c) Jedes 2 € K™% tritt als Syndrom auf (denn H bewirkt lineare Abbil-
dung vom Rang n — k).

Daher: Wird z € C gesendet und wird y = 2+ f empfangen ( f=Fehlervektor),
so haben y und f das gleiche Syndrom.

Hamming-Decodierung;:

Bestimme in der Nebenklasse von y einen Vektor e von minimalem Gewicht:
Nebenklassenfiihrer (im Allgemeinen nicht eindeutig).

Decodierung: y — y — e.

Dazu: Man stellt eine Liste der Nebenklassenfiihrer (¢"~" viele) auf mit zu-
gehorigem Syndrom. Bei Decodierung sind maximal ¢"~* viele Vergleiche
durchzufiihren. Ist 2k > n, so ist ¢" % < ¢*, das heifit es sind weniger Ver-
gleiche durchzufiihren als bei Test aller Codeworte.

n—k

Wenn man Nebenklassenfiihrer in lexikographischer Ordnung ihrer Syndrome
speichert (dazu braucht man eine Ordnung auf K'), so benotigt man die Syn-
drome nicht mehr. Besonders effizient im bindren Fall: Syndrom gibt Stelle
(0,...,2" % — 1) des gesuchten Nebenklassenfiihrers an.

Das kann immer noch sehr aufwindig sein:

Z.B. [70,50]-Code iiber Zs.

C hat 2% viele Nebenklassen, jeder Nebenklassenfiihrer besteht aus 70 Bits.
Speicherplatzbedarf bei Syndrom-Decodierung (mit lexikographischer Ord-
nung der Syndrome): 70 - 2% Bit = 8, 75 Megabyte.

Speichert man alle 2°° Codewdrter, so Speicherplatzbedarf von 70 - 2°° Bit
~ 9.000 Terabyte.

38



5.22 Beispiel. (fiir Syndrom-Decodierung)
q = 27 n = 5’ k = 3
Kontrollmatrix H = (O L 10 1)

1 0110

.T2+1'3+.T5:0

T1,To, T3, Tq,Ts) €C <=
(17 2y L3y L4, 5) $1+x3+$420

Erzeugermatrix G fiir C:

O = =

11
0 0
10

O = O
— o O

Nebenklassen von C:

1. (00000) + C = C = {(00000), (11100), (10010), (01001),

1110), (10101), (11011), (00111)}

(0
d(C) = 2 (war schon an H ablesbar)
(10000), (01100), (00010), (11001),
(11110), (00101), (01011), (10111)}
Mogliche Nebenklassenfiihrer: (10000), (00010)
3. (01000) +C = {(01000), (10100), (11010), (00001),
(00110), (11101), (10011), (01111)}
Mégliche Nebenklassenfiihrer: (01000), (00001)
4.(11000) +C = {(11000), (00100), (01010), (10001),
(10110), (01101), (00011), (11111)}
Nebenklassenfiihrer: (00100)

2. (10000) +C = {

Angenommen:
fo = (00000)  Syndrom  Hf§= (;)
= (10000)  Syndrom  Hf{ = (V)
= (01000) ~ Syndrom  Hf} = (})
f3 = (00100) ~ Syndrom Hff = (;)

Empfangen y = (10011) Hy' = ((1))

Decodierung: y — y + fo = (11011).

Wir haben gesehen, dass auch bei Syndrom-Decodierung der Speicherplatz
grof sein kann: Man muss alle ¢"* Nebenklassenfiihrer (simtlich Vektoren
in K", |K| = q) speichern. Dazu benétigt man ¢"~* - n - log(q) viele Bits.
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Ein anderes Verfahren, dass wir jetzt noch besprechen, benotigt nur die Syn-
drome und die Gewichte der Nebenklassenfiihrer.

Die Speicherung der Syndrome erfordert ¢"~*-(n—k)-log(q) viele Bits. Wenn
die Gewichte der Nebenklassenfiihrer nicht zu grof} sind, ist dieses Verfahren
hinsichtlich Speicherbedarf der Syndrom-Decodierung iiberlegen.

5.23. Schrittweise Decodierung (Step-by-Step Decodierung)

Zu speichern: Syndrome und Gewichte der Nebenklassenfiihrer.

(inklusive Syndrom 0 und Gewicht des zugehorigen Nebenklassenfiihrers
(0,...,0) (fiir C), das heifit Gewicht 0.)

Wir beschreiben das Verfahren nur fiir binére Codes. Sei y € ZJ das emp-

fangene Wort. Seien ey, ..., e, die kanonischen Basisvektoren in Zj. Zur De-
codierung wenden wir folgenden Algorithmus an:
(1) 1:=1

(2) Berechne Hy' und stelle das Gewicht w des Nebenklassenfiihrers mit
gleichem Syndrom fest.

(3) Ist w =0, so gebe y als Decodierung aus. stop.

(4) Hat H(y+e;)" kleineres zugeordnetes Gewicht des Nebenklassenfiihrers
als Hy', so ersetze y durch y + e;.

(5) Setze i :=1+ 1. goto (2).

Wir zeigen, dass der Algorithmus terminiert und eine Hamming-Decodierung
liefert.
Dazu: Definiere lexikograpische Ordnung auf Z3 durch

(al,...,an) < (bl,...,bn),
fallsa; = b;, i =1,...,, qyy1 =1, by 1 = 0 fiir ein 0 < [ < n.

5.24 Satz.

Schrittweise Decodierung (bindrer Codes) entspricht der Syndromdecodie-
rung, wenn aus jeder Nebenklasse unter den Vektoren mit minimalem Ge-
wicht der lexikograpisch erste als Nebenklassenfiihrer ausgewdhlt wird.

Beweis:

Fiir z € Z% sei d(z,C) = mingec d(z, ).

Sei y € Z das empfangene Wort, d(y,C) = m.

Sei f der lexikograpisch erste Nebenklassenfiihrer von y+C. Also wt(f) = m.
Sei f = (0,..., 0,\1/_/, *,...,*). Angenommen d(y+e;,C) < m fir ein j < i.

Dann d(y + ¢;,C) = m — 1. Daher existiert f, wt(f) = m,
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f=0..., 1 % ....%x)und y + f € C. Dann ist f ein Nebenklassenfiihrer
J

von y + C und f kommt lexikograpisch vor f, Widerspruch.

Andererseits d(y+e;,C) = m—1, denn (y+e¢;)+ (f —e;) € C. In dieser Weise

fortfahrend folgt die Behauptung.

O

5.25 Beispiel.
Wir verwenden Beispiel 5.22

Syndrom o O 6 6
Gewicht Nebenklassenfithrer 0 1 1 2

y = (10011) : Hyt= () wt=1
y+e =(00011): H(y+ el)t = (9) wt = 2 (y nicht veréndern)
y+eo=(11011): H(y+es)' = (0) wt = 0 (y so decodieren)
y — (11011)y + es € C

(eq ist unter den moglichen Nebenklassenfithrern e; = (0, 1,0,0,0) und (0,0,0,0,1)
der lexikograpisch erste).

5.26 Bemerkung. Step-by-Step-Decodierung erfordert statt Speicherung
der Nebenklassenfiithrer nur deren Gewichte (n Bits vs. maximal log(n) Bits).
Andererseits sind maximal n Syndrom-Berechnungen notwendig gegeniiber
einer bei Syndrom-Decodierung. Time-Space-Trade-Off!

Zum Abschluss dieses Kapitels gehen wir noch auf den Begriff der Aquivalenz
von Codes ein.

5.27 Definition (Isometrie).
Eine invertierbare n x n-Matrix A iiber K, |K| = ¢, heifit Isometrie (bzgl.
der Hamming-Metrik) von K", falls fiir alle u,v € K™ gilt:

(%) d(uA,vA) =d(u,v)
Wegen d(uA,vA) = d(uA —vA,0) = d((u —v)A,0) = wt((u — v)A) ist (x)
dquivalent zu

(xx)  wt(uA) = wt(u) fir alle uw € K"

Beachte: Die Isometrien bilden beziiglich - eine Gruppe.
Es ist leicht zu zeigen:
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5.28 Satz.
Jede Isometrie ist von der Form A = D - P, wobei

ay 0
D=

0 an

eine invertierbare nxn-Diagonalmatrix ist und P, eine nxXn-Permutationsmatric
(zur Permutation m auf {1,...,n}), das heifst

1 i=7nQy
Pr = (pig), pij:{O sonst()

(PW'PW’:PW-N/; P_lzpwfl)

T

5.29 Definition.
Zwei Codes C,C"' C K", |K| = q, heiflen dquivalent, C =~ C’, falls eine Isome-
trie A existiert mit CA = C’, das heifit {zA |z €C} =C'

Das bedeutet: C' entsteht aus C durch Multiplikation der Komponenten von
C durch Skalare ay, . ..,a, # 0 und Permutation der Komponenten.

5.30 Bemerkung.

(a) Aquivalente Codes haben die gleichen Parameter (d.h. gleiche Linge,
gleiche Anzahl von Elementen und gleichen Minimalabstand).

(b) C=C(C',CA=C,C,C linear, dann gilt:

G Erzeugermatrix fir C = G A Erzeugermatrix fiir '
H Kontrollmatrix fiir C = H(A")™" Kontrollmatrix fiir C’

(GA Erzeugermatrix fiir " ist klar.
Hat=0& H(A) 1Azt =0 & H(A) H(zA)! =0).

(c) Elementare Zeilenumformungen an einer Erzeugermatrix bzw. an einer
Kontrollmatrix eines linearen Codes dndern den Code nicht. Spaltenver-
tauschungen und Multiplikation von Spalten mit Skalaren # 0 (bei der

Erzeuger- oder Kontrollmatrix) &ndern den Code zu einem dquivalenten
Code.

Insbesondere: Alle Hamming-Codes mit gleichen Parametern sind dquivalent.

(d) Seien C und C’ lineare Codes der Dimension k iiber K. Angenommen,
es existiert eine bijektive K-lineare Abbildung ¢ : C — C’ mit wt(c) =
wt(p(c)) fiir alle ¢ € C. Dann ist C = C’, d.h. es existiert eine Isometrie
A von K™ mit CA = C'. (Beachte: Umkehrung ist trivial). Dies ist ein
Satz von MacWilliams (vgl. Willems, Satz 4.1.2) .

42



5.31 Satz.
Sei C ein [n, k]-Code iber K, |K| = q. Dann ezistiert ein zu C dquivalenter
Code C', dessen Erzeugermatriz G' in Standard-Form ist, das heifst

G' = (I, | B).

Beweis.

Sei GG die Erzeugermatrix von C . Die k Zeilen von G sind linear unabhéngig.
,,Zeilenrang = Spaltenrang”=- GG hat k linear unabhéingige Spalten.

Durch geeignete Spaltenvertauschungen erhélt man eine Matrix G, in der die
ersten k Spalten linear unabhéngig sind.

Durch elementare Zeilenumformungen kann man G auf die Form

G’ = (I}, | B) bringen.

G und G erzeugen dquivalente Codes und G und G’ den gleichen Code. [

5.32 Beispiel.
Die folgende Matrix sei die Erzeugermatrix eines binéren [5, 3]-Codes C :

1
G=11
1

—_ =
o~ O
O ==
=

C hat keine Erzeugermatrix in Standardform, denn jedes Element in C hat
an den ersten beiden Stellen den gleichen Eintrag. Vertausche zuerst die 2te
und 4te Spalte und wende elementare Zeilenumformungen an:

11
11
10

o = O

11 11
1 0]~ |00
11 01

S = O

1 1 1
0O 1]l~10
0 0 0

S = O

011
00 0|]=¢
1 01

G’ ist in Standardform und erzeugt einen zu C dquivalenten Code C’.
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6 Allgemeine Konstruktionsprinzipien linea-
rer Codes

6.1 Definition.
|K| = q. Abbildung <, >: K™ x K" — K ist definiert durch

<u,v >i= Z uv; = uv'  (vgl. euklidsches Skalarprodukt im R™).

i=1

6.2 Bemerkung.

(a) <u+v,w>=<uw>+<v,w>

(b) < Au,v>=A<wu,v>

() <u,v>=<wv,u>

Diese Eigenschaften machen < -, - > zu einer symmetrischen Bilinearform.

(d) <0,v>=<0v,0>=0

(e) Ist u € K™ mit < u,v >= 0 fiir alle v € K™, so ist u = 0.

< -,- > ist somit eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform.

Bewezs:

a)-d) v/

e)v=-e;. 0=<u,e >=uy, also u=0. O

6.3 Definition (Dualer Code).
Sei C C K™ (C braucht kein Unterraum zu sein). Dann heifit

Ct={ye K": <y,x> =0 fiir alle v € C}

der duale Code zu C . C* ist immer ein Unterraum, also ein linearer Code,

selbst wenn C nicht linear ist. Ct = (C)%.

6.4 Satz.
Sei C ein [n, k]-Code iber K, |K| = q.

(a) C* ist ein [n,n — k|-Code.

(b) (CH)t=C

(c) G ist Erzeugermatriz von C < G ist Kontrollmatriz von C*
H ist Kontrollmatriz von C < H ist Erzeugermatriz von C+

(d) Ist (I | A) eine Erzeugermatriz von C (in Standardform), so ist
(—=A!| I,_y) eine Erzeugermatriz von C*, also Kontrollmatriz von C .
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Bewezs.

(a) Sei G Erzeugermatrix von C , y € K". Dann gilt:

yeCte <z,y>=0vVzeC
& < xy,y > = 0 fiir eine Basis xy,...,x; von C
& Gy' = 0 (Zeilen von G bilden Basis)

Damit ist G Kontrollmatrix von C*+ mit dim(C*) = n - rg(G) = n — k.
(b) Klar, dass C C (C*)*. Fiir die Dimensionen gilt:

dim(CH): @ n — (n — k) = dim(C).

Also gilt die Gleichheit.

(c) G Erzeugermatrix von C = G Kontrollmatrix von C*, siehe Beweis a).
Umgekehrt: G Kontrollmatrix von C*+, dann:
x Zeile von G, so zy' = 0 fiir alle y € C*, das heifit z € (C+)* %,
Zeilen von G linear unabhéngig, dim(C) =n — (n — k) = Anzahl Zeilen

von G = G Erzeugermatrix von C. Zweite Aquivalenz folgt aus b).
(d) Es gilt:

I
(= AL [ Lo | A ) = (A" Liy) (X’z):—AtkankAt:o

(n—k) Xk kxn—k

Daraus folgt, dass (— A" | I,,_x) eine Kontrollmatrix von C ist und nach
(c) somit eine Erzeugermatrix fiir C*.

O

6.5 Beispiel.
Wir beschreiben die zu den Hamming-Codes dualen Codes:
¢

-1
. ,n — (]-Code iiber K, |K|=gq.

~—

n

Hamming-Code ist [q

Kontrollmatrix H enthilt aus jedem I1-dimensionalen Unterraum von K’

einen Vektor # 0.

Sei C der duale Code zum Hamming-Code. Nach 6.4c) ist H Erzeugermatrix
0

von C. C ist also ein [%,E]-Code. Er heifit Simplez-Code.
Es gilt:
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Jedes Codewort # 0 in C hat Gewicht ¢!, d.h. der Abstand zwischen je
zwei verschiedenen Codeworten ist immer konstant ¢‘~;

insbesondere d(C ) = ¢!

Seien z1, ...,z die Zeilen von H, 0 # x = (x1,...,2,) € C.

Da die Zeilen von H eine Basis von C bilden, gibt es a; € K mit

21
T = Zle a;z; = Zle a;(zit, -y Zin). Jedes §J ist Spalte von H.
21
Setze a = (ay,...,a;) € K'.
b1
U={b=1|:]|: b€K,> abj=0} = <a>" hat Dimension ¢ — 1 nach
by

6.4a).
U enthilt also qz_ll_l der Spalten h; von H.

Es gﬂt xr; = (IB=S Zle G;Zij = (IR=Y (21] . Z@j)t eU.
q57171
q—1

Damit sind in x genau
gilt:

viele Komponenten x; = 0. Und fiir das Gewicht

l—1 1 l—1 -1
q—1 q—1

Der Simplex-Code ist nicht perfekt, von kleiner Dimension, hat aber grofien

Minimalabstand d(C) = ¢*~*.

Speziell: Dualer Code zum [7, 4]-Hamming-Code tiber Z:
Simplex-Code C: [7, 3]-Code mit Minimalabstand d(C) = 4

o = O
= O O

1
1
0

— — O

1 11
Erzeugermatrix = | 0 0 1| = Kontrollmatrix des Hamming-Codes
0 11

¢ = {(0000000), (1001011), (0101101), (0010111),
(1100110), (1011100), (0111010, (1110001)}

Wenn man die Gewichte samtlicher Codeworter eines linearen Codes C kennt,
so sind die Gewichte von C* eindeutig bestimmt und im Prinzip berechenbar.
Dazu benotigen wir den Begriff des Gewichtzéhlers:
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6.6 Definition.

Sei C linearer [n, k|-Code tiber K, |K| = q.

Fir 0 <w < nsei A, die Anzahl der Codeworter von Gewicht w.
Dann heifit das Polynom

Z A,zY € Rlz]
w=0
der Gewichtszihler (weight enumerator) von C.

Nun gilt folgender wichtiger Satz von MacWilliams:

6.7 Satz (MacWilliams-Identitét).
Sei C ein [n, k|-Code tiber K, | K| = q, mit Gewichtszihler A(z) = _  Apz®.
Dann hat C*+ den Gewichtszihler

B(z) = q—lk(1 +(g—1)2)"A (ﬁ) |

Fiir den Beweis verweisen wir auf Liitkebohmert, Satz 1.4.5.
In bin&ren Fall sieche auch Justesen, Hgholdt, Theorem 1.4.1

6.8 Beispiel.

Wir berechnen den Gewichtszihler der bindren Hamming-Codes. Sei H = C*,
wobei C der [2¢ — 1, /]-Simplex-Code ist (Beispiel 6.5 und 6.4b)).

Die Gewichtsverteilung von C ist nach 6.5 einfach:

2£—1

Ag=1, Ay =2'—1, A;=0fiiri>1,5# 2" dh A(z) = 1+(2°~1)2

Nach 6.7 hat der biniire [2°—1, 2 — 1 —/¢]-Hamming-Code den Gewichtszihler

o0 = g9 (155

(1+2)2!

_ %((1 bl (2 D)1= 221 4 22

Durch Ausmultiplizieren (binomische Formel) und Zusammenfassen der Po-
tenzen von z erhdlt man dann den Gewichtszéhler fiir H. Wir fithren dies fiir
den [7,4]- und [15, 11}-Hamming-Code durch (also fiir [ = 3,4).
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(L+2)"+ 7 (1-2)"(1+2)%)

(1+2)"+7-(1-2%%1—2)) (beachte: (1 —2)(1+2)=1—2%)

= ;((1+7z+()z2+<;) ()z4+<g)z5+726+z7)

+7-(1 =322+ 32" = 2% (1 — 2))

ol — ool —

1
= g(1+7z+21z +352° + 352" +212° + 720 4 27

+7 — 2122 +212* — 72% — 72+ 212% — 212° + 727)
= 1472474427

Der [7,4]-Hamming-Code tiber Z, enthélt also auler 0 ein Codewort von
Gewicht 7 (1111111), 7 Codeworter von Gewicht 3 und 7 Codewdrter von
Gewicht 4.

(Das hatte man natiirlich auch direkt nachpriifen kénnen.)

Fiir ¢ = 4 miisste man dafiir schon 2! = 2048 Codewdrter durchpriifen. Hier
ist die MacWilliams-Identitét der bessere Weg, obwohl die Rechnungen auch
etwas mithsam sind (Computer-Algebra-Systeme fithren solche Auswertun-
gen automatisch durch).

[15,11]-Hamming-Code: B(z) = 1e((1+2)" +15- (1 — 2)8(1 + 2)7)
Ausrechnen liefert:

B(z) = 1+352% +1052* +1682° + 2802° + 43527 4 4352° 4 2802°
41682 + 10521 + 35212 + 1P

Weitere Konstruktionen:

6.9 Definition.
C ein [n, k]-Code tiber K, |K| = ¢. Wir nennen

n+1
C = {(c1, -y enp1) i € K, (c1,...,¢) GC,ZCZ- =0}
Erweiterung von C (durch parity-check-symbol).

6.10 Satz.
Sei C ein [n, k|-Code iiber K.
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(a) C ist ein linearer [n+ 1, k]-Code iiber K mit

d(C) < d(C) < d(C) +1
(b) Ist C bindr (K = Zs), dann gilt
d(C) = d(C) + 1 < d(C) ungerade.
(c¢) Ist H Kontrollmatriz von C , so ist
1 ... 11
i

eine Kontrollmatriz von CA

Beweis.

(a) Klar, dass C ein linearer Code der Lénge n + 1 ist.
Da |C| = |C| = ¢*, folgt dim(C) = k.
Die Aussage iiber die Minimaldistanz folgt aus

wt(z) = wt(zy, ..., o) + wt(Tni1)
fir = (21,..., %0, Tpy1) € C.
(b) <:Sei 0% & = (c1, ..., cup1) € C, so dass wt(2) = d(C).
Setze © = (C1,...,Cp):

1. ¢py1 = 0= wi(2) = wt(zx) ist gerade.
Da d(C) ungerade ist, existiert ein 0 # y = (dy,...,d,) € C mit
d(C) = wt(y) < wt(x).
Dann ist § = (di,...,dp, 1) € C mit wt(§) = wt(y) + 1 < wt(z) =
wt(&) = d(C).
Also d(C) = wi(§) = wt(y) + 1

2. ¢pp1 # 0= wi(z) < wt(z) = d(C).
Damit ist nach (a) d(C) = d(C) + 1.

=: Sei x € C mit wt(z) = d(C). Angenommen d(C) wire gerade.

Dann wire & = (c¢q,...,¢,,0) € C.

Daraus folgt: d(C) < wt(2) = wt(z) = d(C) und mit (a) d(C) = d(C).
Widerspruch.
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~

(¢) (c1,-+-y¢nycni1) €EC & Hleq, ... ) =0 und Z?:ll ¢ =0

1 ... 1 C1
& H 0 | =0
0

Cn—l—l

6.11 Beispiel.
Sei C der [7,4]-Hamming-Code iiber Z, (wie in 4.5); dann ist d(C) = 3.

C ist ein biniirer [8,4]-Code mit d(C) = 4 nach 6.10.b). Da C Linge 8 (1
Byte) hat, wird er haufig anstelle von C eingesetzt.

Erzeugermatrix von C: G = (vergleiche 4.5)

— = O
— == O
OO O =
O O = O
O = O O
_ O O O
O R = =

1
1
0
1
6.12 Definition.

Sei C ein [n, k]-Code iiber K, |[K|=¢,n>2und 1 <i <n.

(a) é = CVZ = {(Cl, e Ci15,Ci4 1y - - - ,Cn) . (Cl, N ,Ci,1,0,0i+1, e ,Cn) € C}
heifit die Verkiirzung von C an der Stelle 1.

o o d¢; € K mit
(b)C:Ci:{(Cb'"aci1aci+1a"'7cn): (Cl--- i, ... CH)EC }

heiflt die Punktierung von C an der Stelle i.

6.13 Satz.
Sei C ein [n,k|-Code, n > 2, k> 1.
(a) C; und C; sind lineare Codes der Linge n — 1,
C; C éi;
k—1<dim(G) < dim(C;) < &,
A(C:) = d(Cy) (falls C; # {0).
(b) dlm(éz) =k—-1¢& H(Cl,...,Ci,...,Cn) e C mit C; 7é 0.
(c) dim(C;) =k — 14 3(0,...,0,¢,,0,...,0) € C mit ¢; £ 0.

o

(Insbesondere: Ist d(C) > 2, so ist dim(C;) = dim(C) = k)

(d) Cvzza < (1) 3(0,...,0,¢;,0,...,0) € C mite; # 0 oder
(1)) Y(ci,y ..., cn) €C: ¢ =0.
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(e) Ist C; # {0}, so ist d(C;) > d(C).

(Ist k > 1, so ist C; # {0})

o

(f) Istdim(C;) = k (d.h. nach (¢) CN{0,...,0,¢,0,...,0) : c € K}) ={0}),

o

soist d(C) — 1 < d(C;) < d(C).

Beweis.

(a)

(d)
(e)

(f)

Klar bis auf die Dimensionsaussage:
~ (o]

Klar: dim(C;) < dim(C;) < k.

(i) Ist ¢; = 0 fiir alle (ci,...,c,) € C, so ist dim(C;) = dim(C;) = k.
(ii) Sei z; = (c1,...,¢,) € C mit ¢; # 0.

Dann existiert eine Basis x1,...,x; von C .
Es gibt as,...,a; € K, so dass x9 — asxy,...,x — agr; an der i-
ten Stelle eine Null haben. Klar: zo — aszq, ..., — airq sind linear

unabhéngig. Also dim(C;) > k — 1.
dim(CG) =k —1 2 |G| < [C| & ety ..., en) € C mit ¢ £ 0.

& ist Bild der Projektion 7 von C auf die Komponenten # 1.
(m(c1y .o ycn) = (C1y0 oy Ci1, Cinty e o, Cn))

Kern m =Cn{(0,...,0,¢,0,...,0): c € K}.

Daraus folgt ¢)

¢, = C; & dim(C) = dim(C;) < dim(C;) = k — 1 oder dim(C;) = k.
Behauptung folgt aus c).

Sei 0#x = (c1,...,Ci-1,Ciy1,---,Cn) € C;, wt(x) = d(Cy).

Dann ist £ = (¢1,...,¢-1,0,¢41,...,¢,) €C,

d(C) < wt(z) = wt(x) = d(C;).

Sei 0 # y = (c1,...,¢,) € C, wt(y) = d(C) (Beachte: C # {0}, da
k>1).

Dann ist = (Clye ey Cii1,Cinly ey Cn) € a und Zj;é 0, da sonst
Cn{(0,...,0,¢,0,...,0): ce K} # {0}. Also:

d(C:) < wt(Y) < wily) = d(C).

Sei 0 £ = (dy,....di1,dis1,...,dy) € C, wt(z) = d(Cy).
Dann existiert & = (dy,...,d;_1,d;,diy1,-..,d,) € C und Z # 0. Somit:

o

d(C) < wt(z) <wt(zx)+1=d(C)+ 1.
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6.14 Beispiele.

(a) Sei C={(0,...,0),(1,...,1),(0,1,...,1),(1,0,...,0)}, n > 2.

C ist linearer [n,2]-Code iiber Zy mit d(C) = 1.

G ={(1,...,1),((0,...,0)}
n—1 n—1
und d(Cy) =n — 1. )
( In 6.13.e) gibt es also keine Konstante ¢ mit d(C;) < d(C) + ¢ ).
(b)

C = {(1101),(0110), (1011), (0000)},

C ist linearer [4,2]-Code iiber Z,, d(C) = 2
C.1= {(101), (110), (011), (000)}, d(Cy) = 2
Co= {(101), (010), (111), (000)}, d(Cs) = 1

Dies zeigt, dass beide Félle in 6.13.f) auftreten konnen.
Eine letzte Konstruktionsmoglichkeit:
6.15 Satz (Plotkin-Konstruktion).
Fiir i = 1,2 seien C; [n, k;]-Codes mit d(C;) = d; iber K, |K| = q. Dann ist
C1 o< Cy = {(x1, 21 +22) : 2, €C;} C K™
ein [2n, ki + ko]-Code iber K mit d(C) = min{2d;, ds}.

Beweis.

i) Klar, dass C C K?". D.h. C ist von der Linge 2n.
ii) Betrachte die Abbildung:

{ Cl@CQI—)C

(21, x2) — (21,21 + X2)

Die Abbildung « ist linear, injektiv und surjektiv, also ein Vektorraumiso-
morphismus. Damit gilt fiir die Dimension:

iii) Was ist d(C )7 Ist C = {0}, so ist d; = dy = 0.
Sei also C # {0} und 0 # x = (21,21 + 22) € C. Definiere fiir z =
(z1,...,2,) € K"

Tr(z)={j: 2z #0}
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als den Trdger von z (also wt(z) = |Tr(z)|).

wt(x)

wt(z1) + wt(x; + x2)

> wt(xy) + wt(zy) + wt(zg) — 2|Tr(xy) N Tr(zs)|
Z wt(.’Eg) = dg

(da wt(zy) > |Tr(z) NTr(xs)| )

1 2 3
~ M
| N2 s sk sk ki N2 k! |
o P . k] [k
Tr(zy) NTr(zs)
o VR VR Vi
-/

Abbildung 8: Der Trager von z; und xs.

Also: Ist x5 # 0, s0 d(C) = wt(z) > wt(z2) > da.

x17#0
Ist 3 = 0, so d(C) = wt(z) = 2wt(xy) > 2d;.
Also: d(C) > min{2dy,ds}.
Mit 2y = 0 und x5 von minimalem Gewicht in Cy oder x5 = 0 und z; von
minimalem Gewicht in C; wird das Minimum auch angenommen. O

6.16 Beispiel.

C,= bindrer Hamming [7, 4]-Code, d(C;)=3.

Co= binérer [7,1]-Code, d(Cy) = 7.

C=0C xCy={(x1,21),(21,71) : 1 € C1}, d(C) = min{7,6} = 6.
———
Gewicht 7

C/:CQO(Cl:{(O,...,O,Il),(l,...,l,fl) - ECl}, d(C/):3

6.17 Bemerkung.
Cy @ C, ist direkte Summe von Codes, ergibt
[m + N9, k‘l + k‘Q, IIliIl(dl, dg)]—COde.
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7 Reed-Muller-Codes und
Majority-Logic-Decodierung

Binédre Reed-Muller-Codes (1954, Muller; Majority-Logic-Decodierung fiir

RM-Codes durch Reed, 1954)

K = Z, (RM-Codes lassen sich auch auf andere endliche Korper verallgemei-
nern.)

7.1 Definition.
0<r<m,r,me N,
Definiere:

RM(0,m) = [2™,1] — Wiederholungscode
= {(0,...,0),(1,...,1)}
——— N——

o o
RM(m,m) = (Zy)*"
(Also insb.: RM(0,0) = Z}, RM(0,1) = {(0,0), (1, 1)}, RM(1,1) = Z2)
m=2,3,...,1<r<m-—1:
RM(r,m) = RM(r,m—1)x RM(r—1,m —1)
(rekursive Definition) Bindrer Reed-Muller-Code r-ter Ordnung.

7.2 Satz.
0<r<m,r,méeN,.

(a) RM(r,m) ist bindrer {2’”, > (T)] -Code
(b) d(RM(r,m)) =2m"",

Beweis:

(a) Lange von RM(r,m) = 2™, falls r = 0 oder r = m.
Ansonsten per Induktion (nach r 4+ m):
Lénge von RM (r,m) = 2m~1 4 2m=1 = 2m,

Dimension:

dim(RM(0,m)) = 1= zoj (m)

dim(RM (m,m)) = 27— zm: (m)
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Ansonsten per Induktion (nach r + m):

dim(RM (r,m)) = dim(RM(r,m — 1)) + dim(RM(r — 1,m — 1))

- ()2

1=0 1=0

S ()

r—1 r
m m
p— 1 — '
2002 0)
(b) d(RM(0,m)) = 2m = 2m=0
d(RM(m,m)) =1 =2""
Ansonsten per Induktion:

d(RM(r,m)) *= min{2 - 2m~1-7 20m-1D-(r=1} — gm-r

7.3 Beispiele.
(a) C = RM(1,2) ist ein [4, 3]-Code iiber Zy mit d(C) = 2:

C = RM(1,1) < RM(0,1)
= Z3 o< {(00), (11)}
= {(0000), (0011), (1111), (1100),
(0101), (0110), (1010), (1001)}

(b) C = RM(1,3) ist ein [8,4]-Code iiber Zy mit d(C) = 4, |C| = 16.
C = RM(1,2) < RM(0,2) = RM(1,2) « {(0,0,0,0), (1,1,1,1)}.

(c) C=RM(1,4) ist [16,5]-Code iiber Z, mit d(C) = 8.

(d) C = RM(1,5) ist ein [32,6]-Code iiber Z, mit d(C) = 16.

RM(1,5) wurde bei den Mariner Expeditionen 6, 7 und 9 zum Mars in
den Jahren 1969 - 1972 eingesetzt, um Bilder zur Erde zu iibertragen.
Die 2° = 64 Codewérter entsprachen der Helligkeit (Grauténe) eines
Bildpunktes. Wegen 7 < d(c—;l = % konnten bis zu 7 Fehler in einem
Codewort (der Lange 32) korrigiert werden. Ein Bild wurde in ein 600 x
600 Gitter zerlegt und jeder der 360.000 Bildpunkte in ein Codewort
codiert.

lvgl. www.jpl.nasa.gov bzw. www.nasa.gov

55



7.4 Satz.
(a) RM(r —1,m) C RM(r,m)
b) (1,...,1) € RM(r, ir alle 0 <r <
(b) ( ; ) (rym)  fir alle r<m
(¢c) x € RM(1,m), z # (0,...,0),(1,...,1) , so wt(z) =2m""!
(vgl. Simplex-Codes)

(d) RM(m —1,m) ={z € Z3" : wt(z) gerade}.
Beweis.

(a) Induktion nach m:
m=1: RM(0,1) C RM(1,1) klar.
m—1— m:
r=m: RM(m—1,m) C RM(m,m) =Z%"
r<m:

RM(r—1,m)=RM(r—1,m—1) x RM(r —2,m — 1)

Ind.
C RM(r,m—1)x RM(r—1,m—1)
= RM(r,m).

(b) Folgt aus (a), da RM(0,m) € RM(r,m).

(¢) Induktion nach m.
m=1: RM(1,1) = {(00), (01), (10), (11)} und wt(01) = wt(10) = 1 =
2171

m>1: RM(1,m)= RM(1,m —1) oc RM(0,m — 1)
={(z,x),(z,z) :x € RM(1,m —1)}
(i) x=1(0,...,0) oder (1,...,1): wt(z,T) = 2™ L.

(i) = # (0,...,0),(1,...,1): = wi(z) = wt(z) = 22
= wt(z,z) = wt(z,T) = 2™ 1

(d) Induktion nach m.
m=1: RM(0,1) = {(00), (11)} klar.
m—1— m:
RM(m —1,m)= RM(m—1,m—1) x RM(m —2,m —1)
" f(ww+y): 2 eZd, yeZd ", wi(y) gerade}
Sei ¢ = |Tr(xz) NTr(y)|. Dann ist

wt(z +y) = wt(x) + wit(y) — 2c.
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Dabher ist wt(z, z+y) = wt(z) +wt(x+y) = 2wt(z) +wit(y) — 2¢ gerade.

Ferner ist
(”f") —om .
1

Genau 22" 7! = 122" viele Elemente des Z3" haben gerades Gewicht.
Daraus folgt die Behauptung.

dim(RM(m —1,m)) =

M

7.5 Beispiele.
C = RM(1,m) ist [2™,m + 1]- Code iiber Zy mit d(C) = 2™ 1.
(a) C;ist [2™ — 1,m]-Code iiber Z, mit d(C;) = 2™ !; jedes Codewort # 0
hat Gewicht 2™~
=1:C=RM(1,1) = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
Ci={(0). (D}, i=12

m>1: RM(1,m)=RM(1,m—1) cc RM(0,m — 1)

7.4.)
(1,...,1) € RM(1,m—1)
:>( ,...,1,0,...,0),(0,...,0,1,...,1) € RM(1,m)
= dlm(C) =m (=dim(C) — 1).
Jedes Codewort # (0,...,0),(1,...,1) in C hat nach 7.4c) Gewicht
21 Also liefert die Verkiirzung aufer (0,...,0) nur Codeworte von

Gewicht 2™, Damit ist d(C;) = 2" '. C; hat die gleichen Parameter
wie der binire Simplex-Code der Linge 2™~! (dualer Code zum Ham-
ming [2™ —1,2™ — 1 — m]-Code);vergleiche 6.5.
Man kann zeigen, dass C; der Simplex-Code ist.
(b) & ist [2™ — 1, m + 1]-Code mit d(a) =2m=t 1 (fiir m > 2):

C enthilt keine Codewdrter vom Gewicht 1 (da m > 2).
Nach 6.13.c): dim(C;) = dim(C) = m + 1 .
Die Punktierung von (1,...,1,0,...,0) bzw. (0,...,0,1,...,1) liefert
ein Codewort in C; vom Gewicht 21 — 1.
Also nach 6.13.f): d(C;) = 2™ — 1.

Wir geben jetzt noch zwei weitere Beschreibungsmoglichkeiten fiir die Reed-

Muller-Codes an, die wir auch fiir die Darstellung der Majority-Logic-Decodierung
bei diesen Codes bendtigen.

7.6. Boole’sche Funktionen
Betrachte Funktion f : ZJ' — Z,. Anzahl 212"l = 22",
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Beschreibung jeder solchen Funktion f(zy,...,x,,) durch Wertetabelle:

w0000 ... 111 1) Diese  An

o]
]
]
]
—_
—_
—_
—_

Lm—1 ordnung  der

Vektoren in Z3

z3]0 0 0 O 1111 behalten  wir

|0 0 1 1 0011 im  folgenden

;|0 1 0 1 01 01 ) bei.
fT1, o Tm) * % % % ... % k% %

(.

~~
Werte von f, d.h. x € Zgo

Diese Funktionen bilden einen Ring mit punktweiser Addition und Multipli-
kation.

Jede solche Funktion ist eine Polynomfunktion:

Eine Polynomfunktion ist z.B. von der Form f(z1,z9,x3) = 1 + 21 + 2129 +
x9 + x3 (Addition und Multiplikation iiber Zs).

Beachte: z7 = x;, z;2; = x;x; (als Polynomfunktionen).

Jede Polynomfunktion ist Linearkombination der Monome

1, &1, o, ..., T, T1T2, T1X3, ..., T1Tm,
ToX3, ..., Typ—1Lyy, L1X2L3, ... , T1T2...Tm
Davon gibt es 2™ viele (=Anzahl der Teilmengen von {zi,...,z,}) und sie

sind {iber Zs, linear unabhéngig.

Also gibt es 22" viele Polynomfunktionen, und dies sind aus Anzahlgriinden
alle Funktionen Z5' — Zs.

(4 entspricht XOR; - entspricht A; daher auch Bezeichnung Boole ’sche Funk-
tionen).

Der Grad eines Monoms x;, ...z, , 91 < ... <1, ist k.

Grad einer Polynomfunktion f ist Maximum der Grade der in f auftretenden
Monome.

Allgemeine Berechnungsmoglichkeit der Darstellung einer Boole’schen Funk-
tion als Polynomfunktion:

f= NN e Now)

{a€Zy: f(a)=1} {j: a;=1} {k: ar=0}
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f+g+fg=fVyg
g+g=
g-9=49
g-9=0
g+g=1
Beispiel:
3]0 0 0 0 1 1 1 1
2|0 0 1 1 0 0 1 1
|0 1 0 1 0 1 0 1
flxy,20,23) [0 0 0 1 1 0 0 0
T 7

J = 212273 V T1Ta73
= T1X9T3 + T1Tox3 + T1ToX3T1ToX3
=0
= X1T9 + T1X2T3 + (1 -+ .Tl)(l -+ .Tg)xg
= I1T2 + T1X2T3 + (1 —+ T + i) -+ .Tll'g).Tg
= T1X9 + XT3 + T3 + T1X3 + ToZ3 + T1T2T3

=23+ T2y + 2123 + ToT3

Wir ordnen jeder Funktion f : ZJ* — Z, (also jedem Boole’schen Polynom)
den Vektor f € Z3" zu, der die unterste Zeile in der Wertetabelle von f ist
(also die Folge der Funktionswerte).

Beispiel oben: m = 3

f =(00011000) (aus obigem Beispiel)
21 =(01010101)
23 =(00001111)
21 25 =(00010001)
21 T3 + 23 =(00011110)

7.7 Definition. N
Fiir 0 < r < m definiere Code R(r, m) der Lénge 2™ als Menge aller Vektoren
fin Z2", wobei f Polynomfunktion vom Grad < r auf ZJ ist.
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7.8 Beispiel.
(a) R(0,m)={(0,...,0),(1,...,1)}

(b) R(1,2)
0= (0,0,0,0) 1=(1,1,1,1)
= ) Y 7 = Y 7 Y 0 0 1 1
L1 = (0717071) ﬂ—i—l:(l,o,l,O) i2 010 1
@y = (0,0,1,1) 2y +1=(1,1,0,0) i 1w>\* —
@)+ 1y = (0,1,1,0) T+ 39 +1=(1,0,0,1) b
7.3a): R(1,2) = RM(1,2).
Dies gilt allgemeln
7.9 Satz.
R(r,m) = RM(r,m).
Beweis.
Es ist R(0,m) = RM(0,m) und R(m,m) = 72" = RM(m,m).
Seinun 1 <r <m, f € R(r m), [ = f(z1,...,x,) Polynomfunktion vom
Grad <r.
Es ist

fle, . oyzm) = g(x1, ..o @me1) + Th(T1, .o Tiet)
grad(g)<r, grad(h) <r—1.

Seien g und h die Vektoren der Linge 2! in E(r, m—1) bzw. é(r— 1I,m—1),
g == (Cl, Ce ,Cgm—l), h = (db Ce ,dgm—l).

Als Polynom in zq, ..., x,, betrachtet liefert g dann das Codewort
(C1y. ..y Com-1,C1,. .., Com—1)
und

xmh == (0,...,071,...,1)(d1,...,dgm—l,dl,...,dgm—l)
= (0,...,0,d1,...,d2m—1).
Also ist f = (c1,...,com-1,c1 +dy, ..., Com1 + dym—1).
Damit R(r,m) C R(r,m —1) o« R(r — 1,m — 1).

Umgekehrt liefert jedes Wort aus B(r, m—1) o« R(r —1,m—1) ein Codewort
aus R(r,m).

Also: R(r,m) = R(r,m —1) < R(r — 1,m — 1).

Damit folgt die Behauptung. O
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7.10 Satz.
Firo<r<m-—1 st

RM(r,m)* = RM(m —r — 1,m).

(Insbesondere ist RM (r,2r+1) ein selbstdualer Code der Dimension 22" und
der Linge 2°1).

Beweis.
Sei f = (ay,...,agm) € RM(r,m)und g = (by,...,bom) € RM(m—r—1,m),
wobei f(x1,...,2,) vom Grad <r, g(x1,...,2,) vom Grad <m —r — 1.

Dannist grad (f-g) <m—r—14+r =m—1. Damitist f-g € RM(m—1,m)
und hat nach 7.4.d) gerades Gewicht. -

Daher ist < f,g >= 0, denn < f, g > ist die Summe der Eintrége in f - g
(gerechnet in Zs). -

Also: RM(m —r—1,m) C RM(r,m)*.
Es ist

dim(RM (r,m)*) = 2™ — dim(RM (r,m))

-2 (-2 ()% ()
= dim(RM(m —r — 1,m)).

Daraus folgt die Behauptung. O

7.11 Bemerkung. )

Mit Hilfe von 7.10 kann man zeigen, dass RM(m — 2,m) = H,,, H,, der
bindre Hamming-Code. (Man zeigt: RM(1,m) = H;- und verwendet dann
7.10)

7.12 Bemerkung.

a) Ist = (x1,...,2,) € ZY, so ordne x die Zahl

z(z) = Zxﬂi’l €lo,...,2m —1]
i=1

zu. In der Wertetabelle einer Boole’schen Funktion sind also die Vekto-
ren x € Z5" gerade in aufsteigender Reihenfolge der z(z) angeordnet.
z(x)=Binérzahl die durch x,, ...z reprisentiert wird.

b) Es gibt eine bijektive Beziehung zwischen
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1) Boole’sche Funktionen Z35* — Z, (= Boole’sche Polynome)

2) Vektoren des (Z3)*"

3) Teilmengen des Z7

1 — 2: fr+— f (injektiv, also bijektiv)

2 -3 a=(ag,...,agm_1) —

M ={z €Zy : a,) = 1} (injektiv)
3 — 1. M CZ5 —— charakteristische Funktion xas:
xm(z) = {(1): i ; % ;o €2y (injektiv)

Beispiel:
f : Z3 — 7y gegeben durch folgende Wertetabelle:

z3|0 0 0 0 1 1 1 1

2|0 0 1 1 0 0 1 1

z |0 1 0 1 0 1 0 1

f([[’l,l'g,l'g) ‘ 001 01 1 00

f=(_0_010110 _0 )

i() i?
f={zeZy: iz(x) =1} = {(010), (001), (101)} =: M

f=xum

Wann ist yx, -~ ein Boole’sches Polynom vom Grad < r, liegt also in RM (r,m)

(nach 7.9)?
Wir werden nur eine hinreichende Bedingung angeben, die fiir unsere Zwecke
ausreicht:

7.13 Satz.
Sei M ein t-dimensionaler Unterraum von Z5', t > m —r.

Dann ist x, € RM(r,m).

Beweis:

Als t-dimensionaler Unterraum lésst sich M als Losungsmenge eines homoge-
nen Gleichungssystems in m Unbekannten mit m—t Gleichungen beschreiben
(Koeffizientenmatrix = Kontrollmatrix von M).

a1 + -+ A1mLm =0

Ap—t,121 +- + Am—t,mTm = 0
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Setzte pi(x1,...,Tm) = a1 + ... + @imTm + 1, Boole’sches Polynom vom
Grad < 1; p(z1,...,2m) = H?:ltpi(xl, ..+, Tm), Boole’sches Polynom vom
Grad <m —t <r, das heiBit p € RM(r,m).

Nun gilt fir (yi,...,ym) € Z5"

Py ym) =1 <= pi(yr, . ym)=1,i=1,....m—t
— apn+.---+amyn =0, 1=1,... m—t
= (y1,.-.,ym) € M.

Also: x,, = p € RM(r,m). O

7.14 Beispiel.

m=3,r=1

M = {(07 0, O)a (17 0, 1)7 (Oa L, 1)a (1> 1, O)}
—— Y~ —— ——

=v1 =02 =v3 =v4
(2-dimensionale Unterrdume tiber Zs, sind immer von der Form {0, a, b, a+0b})

z(v1) =0, =z(vg) =5, z(v3) =6, z(vy) =3

X,, = (10010110)

1
(a11,a12,a13) [0 ] =0
1
i 0
Kontrollmatrix fiir M: (s am ) [ 1] =0
(1 x 3)-Matrix 11, @12, Q13 |
aii + a3 = 0

a2 + a3 = 0
Losungsraum wird erzeugt von (1,1, 1).

Zugehoriges Polynom: p(x1, 29, 73) =21+ 22+ 23+ 1  ,p=x,,
Also: x,, € RM(1,3).

63



Man hétte p natiirlich auch nach dem Verfahren von 7.6 bestimmen koénnen:

i‘llf'gi'g V $1f2$3 V flngg V I‘lngg ==
(flfgfg + T1x9x3 + flfg.fgl‘l.fgxg) V (.flxg.fg + 1193 + .fll'gl'g.flxg.fg)
—— ——

=0 =0
= Zf‘li'glf‘;g + I‘llf‘gl'g + Zf'11'2$3 + I‘lxglf‘;g + (i‘llf‘gi'g + $1f2$3)(f1$2$3 + I‘lngg)

.

-~

=0
=1 +21)1+22) (1 +23) + 21(1 4+ 22)x3 + (1 + 21) 2273 + T1272(1 + 23)
= (1 + 1‘1)(1 + To + T3 + xg.Tg) + T1X3 + T1X2T3 + ToXls + T1X9X3 + T1To + T1T2X3
=1+ To + X3 + Tokz + X1 + T1X2 + T1X3 + T1Tox3 + T1X3 + ToXg + X1 + T1ToX3
=1+ T+ To + 23

7.15 Bemerkung.

Man kann zeigen, dass

RM(r,m) =(x,, €Z3 : M ist t-dimensionaler affiner
Unterraum von Z5',t > m — r)

Affiner Unterraum = y + M, M linearer Unterraum, y € Z5'

(Nebenklassen der linearen Unterrédume)

Beweis: siehe Skript Codierungstheorie SS 2004, Satz 5.8, oder
MacWilliams, Sloane, Chapter 13, §6.

Damit beenden wir unsere Beschreibung der Reed-Muller-Codes und wenden
uns dem Verfahren der Majority-Logic-Decodierung zu. Wir beschreiben dies
zunéchst fiir beliebige lineare Codes und zeigen dann, wie es fiir Reed-Muller-
Codes besonders effizient anwendbar ist.

7.16 Definition.

Sei C ein [n, k]-Code iiber einem endlichen Korper K, yV, ... y® € C*
(dh. <y®@ 2 >=0firj=1,...,¢ und alle z € C), yV) = (yy), o ,yflj)).
y .y heiBen orthogonal beziiglich Position i (1 <14 < n) falls gilt:

(1) 9 =1firalle j =1,...,0

)

(2) Ist r # 4, so ist yﬁj) = 0 fiir hochstens ein j.

7.17. Majority-Logic-Decodierung
Geg : [n, k]-Code C, Position i (1 <i<n), yV, ... y® eCt
—  orthogonal beziiglich Position 1.

Ang: 2 = (zy,...,7,) € C wird gesendet, z = (21,...,2,) € K" wird
empfangen, das ¢ Fehler enthélt, t < %E. Die fehlerhaften Stellen
selen 2k, , ..., 2k,

Frage : Ist z; fehlerhaft oder nicht?
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Es ist <y 2 >= y%j)xl + ... +y7(1j)xn =0firj=1,...,¢.
Wir berechnen < 3, 2z > und betrachten 2 Félle:

1.Fall : z; ist fehlerhaft, etwa z; = 2, .

Dann yl-(j)zi #+ yi(j)a:i, j=1,...,¢.

Es gibt wegen Bedingung (2) aus 7.16 maximal ¢ — 1 viele y/), die an einer
der Stellen ks, ..., k; einen Eintrag # 0 haben.

Fiir die iibrigen £ — (t — 1) vielen y¥) gilt also:

Ist r # 4, so ist yﬁj)xr = y,(nj)zr '

(denn entweder ist z, = 2, oder y¥) = 0 (oder beides))

Also gilt fiir diese j: <y, 2z >=< y) 2> —< ¢y 2 > = y(j)zi—yi(j)xi #0
—— —

i

=0

2.Fall : z; ist korrekt.

Es gibt maximal ¢ viele y¥), die an einer Stelle ki, ..., k; einen Eintrag # 0
haben.

Die {ibrigen ¢ — t vielen haben an diesen Stellen Eintrag 0.

Also gilt fiir diese y@: yWz, = y¥) 2, fiir alle r,

das heifit < yU), 2z >=< yU) 2 >=0.

Fasst man beide Félle zusammen, so erhdlt man:

ey s 20 fitx < t Werte von j, falls z; korrekt
g > ¢ — (t — 1) Werte von j, falls z; fehlerhaft

Dat < 30, ist 2¢ </, das heifit ¢ < ¢ —¢und £ — (t — 1) > (¢ + 1); also folgt:
Ist z; fehlerhaft, so ist die Mehrheit der Werte < y)z >=£ 0

Ist z; korrekt, so ist das nicht der Fall

(maximal ¢ < £ viele # 0, mindestens ¢ — ¢ > £ viele = 0).

Damit :

Mehrheit der Werte < y\), 2z >#£ 0 <= z; ist fehlerhaft.

Das ist die Majority-Logic-Decodierung. Im binédren Fall kann z; natiirlich
korrigiert werden, wenn es fehlerhaft ist.

7.18 Beispiel.
Sei C der [7,3]-Simplex-Code (der duale Code zum [7,4]-Hamming-Code tiber
Zs).
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Erzeugermatrix von C*=Erzeugermatrix des Hamming-Codes

1101000
~ 01 10100 .
H = 1010010 (vgl. Beispiel 5.8)
1110001
Wir wihlen:

y() = erste Zeile
y?® = dritte Zeile
y®) = Summe der zweiten und vierten Zeile

yM = (1101000)
y? = (1010010)
y® = (1000101)
yM y@ 43 sind orthogonal beziiglich Position 1.
Angenommen z = (0100110) wird empfangen, maximal 1 Fehler sei aufge-

treten. (Nach 6.5 hat jedes Codewort # 0 in C Gewicht 237! = 4. d.h. in 2
ist auch tatséchlich ein Fehler aufgetreten.)

<y(1),z> =1, <y(2),z> =1, (y(3),z> =1.

= Stelle z; ist fehlerhaft.
Also wird zu z = (1100110) decodiert.
(Tatséchlich x € C, da Hx = 0: beachte H ist Kontrollmatrix von C.)

Angenommen z = (0110010) wird empfangen, maximal 1 Fehler sei aufge-
treten (dann wieder genau 1 Fehler)

<y(1), Z> =1, <y(2)a Z> =0, <y(3)> Z) =0.

= 2 korrekt.
(Uber die iibrigen Stellen lisst sich mit 4™,y 4® nichts aussagen!)
Wir verallgemeinern jetzt 7.17, der Einfachheit halber nur fiir binére Codes.

7.19 Definition. . A
Sei C bindrer [n, k]-Code, y¥,...,y® e ¢, y@ = 4\, ... 4.

yD . y® heiBen orthogonal beziglich der Positionen iy, . .., is,
falls gilt:
(1) yl(f) Z---Zyi(sj) =1firallej=1,... 7
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(2) Ist r # iy, ..., i, o ist yr 7é 0 hochstens fiir ein j.

7.20 Satz (Multistep-Majority-Decodierung).
bezeichnungen wie in 7.19. Wird ein Wort x € C gesendet und z empfangen
und sind mazimal t < %E Fehler aufgetreten, so gilt:

Die Anzahl der Fehler in z an den Stellen iy, ...,1s ist ungerade
= iy =1 > #{j: (Y, 2) =0}

Bewers: ) , o

1.Fall: Anzahl der Fehler in z an den Stellen i, ..., ist ungerade

(also mindestens 1):

Dann maximal t — 1 viele Fehler aulerhalb 24, ..., ;.
Daher nur maximal ¢ —1 viele ¥y, die an einer dieser Stellen Eintrag 1 haben.
Fiir die iibrigen gilt

YDz =yWDa, ¥r#iy,... iy (entweder z, = z, oder g9 =0 (oder beides))
Fiir diese y¥) gilt also:

<y z> = <y 2> <y x>
=0
(ziy — i)+ ...+ (2, — 2;,) (Bedingung (1) von 7.19)
= Anzahl der Fehler an den Stellen iq,...,7s mod 2 =1

Also: Fiir mindestens ¢ — (t — 1) viele y9) ist <y, z >=1.

2. Fall : Anzahl der Fehler in z an den Stellen iy, ..., 1, ist gerade

Dann maximal ¢ Fehler auerhalb i, . . ., i, also maximal ¢ viele y¥), die an
einer dieser Stellen Eintrag 1 haben
Fiir die iibrigen ¢ — t vielen y¥) gilt

yﬁj) 2y = y(j)a:r Vr iy, ...,

also
<y(j)>z> = (Zil _xll)++(zls_xls)
= Anzahl der Fehler an den Stellen 4y,...,7; mod 2
= 0

Also: Fiir mindestens ¢—t viele y¥) ist < y\¥), z >= 0, das heiBt fiir hochstens
t viele yV) ist < y\W) 2z >=1
Da ¢ — (t — 1) > t, folgt die Behauptung wie in 7.17. O
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Fiir Reed-Muller-Codes lasst sich die Multistep-Majority-Decodierung be-

sonders einfach durchfiihren, falls maximal ¢ < L%J = 2m=r=1 _ 1 Fehler

bei der Ubertragung aufgetreten sind. (Man findet dann nimlich geniigend

viele Vektoren in RM (r,m)*, die orthogonal beziiglich gewisser Positionen
sind.)

Wir benotigen folgendes Lemma:

7.21 Lemma.

Sei M ein p-dimensionaler Unterraum von Z3', p < r.

Dann gibt es genau 2™ P — 1 (p + 1)-dimensionale Unterrdume von Z5', die
M enthalten.

Sind My, My zwei solche (verschiedenen), so ist My N My = M.

Beweis:

Esist |[M| =2P. Ist v € Z7' \ M, so ist (M U {v}) ein (p + 1)-dimensionaler
Unterraum, der M enthilt. Er enthélt 2P — 2P = 27 viele Vektoren & M.
Jeder von diesen spannt also mit M den gleichen Unterraum auf. Da es 2 —2P
viele Vektoren auflerhalb von M gibt, ist die gesuchte Anzahl gerade 2m2;2p =
2m=P — 1. Es ist My = My N My > M und daher p+ 1 > dim(M; N M) > p,
also dim(M; N M) = p = dim(M), My N My = M. O

7.22. Multistep-Majority-Decodierung fiir Reed-Muller-Codes
(1) C=RM(r,m),r<m,n=2"k=>" (T), d=2m"T,

i=0
x = (xg,...,Tam_1) gesendet,
z = (29,...,29m_1) empfangen.

Annahme : z enthalte ¢ Fehler, t < 2m "1 —1=[£1].

Ziel : Decodierverfahren, das z in x decodiert (und in der Regel schneller
ist als Syndrom-Decodierung.)

Folgende Bezeichnung fiir die Elemente von Z3':

Vo U1 V2 ... 7UVUgm_q
0 0 O 1
01 1
0 1 0 1

M C Zg : Positionen von M = {i: v; € M} = {i: x,, hat 1 an Position i}.
Wir benotigen jetzt:
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(2)

Sei M p-dimensionaler Unterraum von Z3', p < r.
My, ..., M, w=2m"7P — 1, die simtlichen (p + 1)-dimensionalen Un-
terrdume von Z7', die M enthalten (7.21). Dann gilt:

Die Anzahl der Fehler in z an den Positionen von M ist ungerade
<~
{7 : Anzahl der Fehler in z an den Positionen von A/, ist ungerade}

{7 : Anzahl der Fehler in z an den Positionen von M; ist gerade}:

M; N M; = M fiir 7 # j. Daher hat jedes X, an den Positionen von M
eine 1 und auflerhalb von M haben X,, und Xag, fiir © # 7 an keiner

Position eine 1 gemeinsam (vergleiche 7.19).

Angenommen, Anzahl der Positionen von M an denen z fehlerhaft ist,
ist ungerade.

Maximal ¢ — 1 viele der x, —haben eine 1 an einer fehlerhaften Position

auflerhalb von M. ’

Der Rest, also mindestens w— (t—1) viele, trifft mit seinen Einsen aufer
auf korrekte Positionen nur auf die fehlerhaften Positionen von M.
Also: Es gibt mindestens w — (¢t — 1) viele M;, an deren Positionen z
eine ungerade Anzahl von Fehlern hat.

Angenommen, Anzahl der Positionen von M, an denen z fehlerhaft ist,
ist gerade.

Maximal ¢ viele der x M, haben 1 an fehlerhaften Positionen von z au-
Berhalb von M.

Also gibt es mindestens w — ¢ viele M;, an deren Positionen z eine ge-
rade Anzahl von Fehlern hat.

Das heifit, es gibt maximal ¢ viele, an deren Positionen z eine ungerade
Anzahl von Fehlern hat.

Esist 2t < 2™ —2 < 2™P — 1 = w, das heiffit t < w — t und daher
auch w — (t — 1) > ¢t — 1. Behauptung folgt.

Beschreibung des Decodierverfahrens

1. Schritt :
Wihle r-dimensionalen Unterraum von Z3'; also vy € M.
Seien My, ..., M, alle (r + 1)-dimensionalen Unterrdume von Z7', die

M enthalten; ¢ = 2™ — 1 nach 7.21. Nach 7.10 ist RM(r,m)* =
RM(m —r —1,m).

Nach 7.13 liegen alle x, —in RM(r, m)t,dar+1=m—(m—r—1).
Wegen M, N M; = M fur 1 # 7 sind die x Xar, orthogonal beziiglich der

Positionen von M (Definition 7.19)
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Berechne alle (x, . z).

Anzahl der Fehler in z an den Positio-

Mehrzahl der Werte =1 <= nen von M ist ungerade (7.20),

dat<2m =l —1< (2™ —1).
N ——
l

2. Schritt :

Fiihre den 1. Schritt fiir alle r-dimensionalen Unterrdume von Z3' durch.
Nach dem 2. Schritt :

Fiir jeden r-dimensionalen Unterraum ist bekannt, ob die Anzahl der
Fehler von z an dessen Positionen gerade ober ungerade ist.

3. Schritt :

Wihle (r — 1)-dimensionalen Unterraum N von Z35* und bestimme alle
r-dimensionalen Unterrdume von Z3', die N enthalten.

Aufgrund von Schritt 2 und (2) kénnen wir bestimmen, ob die Anzahl
der Fehler in z an den Positionen von N gerade oder ungerade ist.
Fiihre dies fiir alle (r — 1)-dimensionalen Unterrdume durch.

4. Schritt :
Fiihre den 3. Schritt fiir alle (r —2), ..., 1, 0-dimensionalen Unterrdume
durch.

O-dimensionaler Fall: {vg = 0}.

Wir wissen daher, ob zy korrekt ist oder nicht. Da wir auch wissen, ob
die Anzahl der Fehler von z an den Positionen der 1-dimensionalen Un-
terrdume {vg, v;} gerade oder ungerade ist, konnen wir auch feststellen,
ob z; korrekt ist, 2 =1,...,2™ — 1.

7.23 Bemerkung.

Ist 7 ~ %, so benotigt das geschilderte Verfahren O(m2™**+™) bindre Opera-
tionen.

Syndrom-Decodierung braucht O(22""") viele Berechnungen von Nebenklas-
senfithrern und Vergleiche.

Fiir grofie m ist der Aufwand fiir Syndrom-Decodierung also erheblich hoher.
Es gibt Modifikationen und effizientere Versionen des vorgestellten Verfah-
rens: MacWilliams, Sloane, Chapter 10.

7.24 Beispiel.
Multistep Majority-Decodierung des Reed-Muller-Codes RM (1,4)

n=2"=16, k=1+4=5 d=23=38
RM(1,4) ist 3-Fehler-korrigierend.
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Wir wihlen folgende Bezeichnungen fiir die Elemente des Z3:

Vo | V1 | V2 | V3| Vg |Us | Vg | Uy |VUg|Vg | Vip | V11 | Vi2 | V13 | V14 | V15
0/]0]01O0O|O|0]0]0]1]1 1 1 1 1 1 1
0jo0jofo0{1|1}1]1]0101] 0 0 1 1 1 1
0;(jo0oj1{1{010}1]1170]0]1 1 0 0 1 1
Oj1j0(1{0|11]0]1)011]0 1 0 1 0 1

Die durch v; dargestellte Zahl in Binédrschreibweise (niedrigstes Bit unten)
gibt die Position in der Tabelle an (vy Position 0,. .. ,v;5 Position 15).

Angenommen, ein Wort z = (zo,...,215) € R(1,4) wird gesendet und
z = (1011010001001010) wird empfangen.

Wir nehmen an, dass maximal drei Fehler aufgetreten sind und wollen z mit
Multistep Majority-Logic decodieren.

Da r = 1, bestimmen wir zunéchst durch Betrachtung aller 1-dimensionalen
Unterrdume {vg,v;},i = 1,...,15, des Zj3 (beachte vy ist der Nullvektor),
ob an den zugehorigen Positionen 0 und ¢ von z eine gerade oder ungerade
Anzahl von Fehlern aufgetreten ist.

Wir beginnen mit M = {vp,v;} und miissen fiir alle 2-dimensionalen Un-
terrdume M, des Z3, die M enthalten, iiberpriifen, ob (z, x M'> gleich 0 oder
-

1 ist.

Es gibt sieben solcher Unterrdume, namlich

My = {vo, v1,v2,v3}, My = {vo, V1,04, Vs }, M3 = {vg, v1, v, v7}, My = {vo, v1, 08, v9},
My = {00,01,010,011}7]\/[6 = {00,1117?112,1)13}, M7 = {1107?117?1147?115}-

Man erhélt sie, indem man neben vy und v, einen dritten Vektor v, wéhlt;

der vierte Vektor ist dann v; + v, also gerade vy 1.

(z,x o ) rechnet man aus, indem man die Einsen in z, die an den durch M;
—iVi]

bestimmten Positionen 0,1,2,3 stehen, addiert (modulo 2), also 1 + 1 + 1 =
1. Analog verfahrt man mit den iibrigen M;. Dann erhélt man:

j 1[2[3[4]5[6[7
(zx, ) [1[o[tr[of1]0]0

Da die Mehrzahl der Werte von (z, x, ) gleich 0 ist, enthélt z an den Posi-
tionen 0,1 eine gerade Anzahl von Fehlern.
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Diese Rechnung haben wir jetzt fiir alle M = {wvg,v;} durchzufithren. Die

Ergebnisse sind in folgender Tabelle zusammengefasst:

{UO, Vg, Vg, Ull}
{Uo, V2, V12, U14}

M Mj <Zu XMJ>
{vo, v1} Anzahl der Fehler
siehe an den Positionen 0,1
oben gerade
{vo,v2} | {vo,va,v1, 03} Anzahl Nullen
{vo, va, va, v6 } >
{vo, va, V5, v7} Anzahl Einsen
{vo, v2, vs, V10 } Daher:

Anzahl der Fehler
an den Positionen 0,2

{UO, Vs, Vg, Ulo}
{UO, U3, V12, 1115}

{vo, v2, v13, V15 } gerade
{vo,v3} | {vo,vs,v1, 02} Anzahl Nullen

{U07U37 Vg, U?} <

{vo, v3, V5, V6 } Anzahl Einsen

{vo, vs, vs, v11 } Daher:

Anzahl der Fehler
an den Positionen 0,3

{UO, V4, Vg, U13}
{UOa V4, V10, U14}
{UO, V4, V11, U15}

—_ O OO OO OO EFEMFEFOFEOFROO OO

{vo, v3, V13, V14} ungerade
{vo,va} | {vo, v, 01,05} Anzahl Nullen

{U07U4, Vg, Uﬁ} >

{vo, v4,v3, 07} Anzahl Einsen

{vo, va, vs, V12 } Daher:

Anzahl der Fehler
an den Positionen 0,4
gerade

Analog ergeben sich die iibrigen Félle:
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‘ M ‘ Anzahl der Fehler ‘

{vo, vs5} an den Positionen 0,5: gerade
{vo, v6} an den Positionen 0,6: gerade
{vo,v7} | an den Positionen 0,7: ungerade
{vo,vs} | an den Positionen 0,8: gerade
{vo,v9} | an den Positionen 0,9: gerade
{vo,v10} | an den Positionen 0,10: gerade
{vo,v11} | an den Positionen 0,11: ungerade
{vo,v12} | an den Positionen 0,12: gerade
{vo,v13} | an den Positionen 0,13: gerade
{vo,v14} | an den Positionen 0,14: gerade
{vo,v15} | an den Positionen 0,15: gerade

Da die Mehrzahl der Fehleranzahlen in den Positionen 0, ¢ gerade ist, ist
die Fehleranzahl an der Position 0 gerade, d.h. die Position 0, also die erste
Koordinate von z ist korrekt. Da wir wissen, ob die Fehleranzahl an einem
Positionenpaar 0, i gerade oder ungerade ist, folgt jetzt auch, dass genau an
den Positionen 3, 7, 11 Fehler aufgetreten sind.

z wird also decodiert zum Codewort = (1010010101011010).
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8 Polynomcodierung und zyklische Codes

8.1 Exkurs (Polynomringe, I).
K[z] Polynomring iiber Korper K (formale Polynome).

(1) Addition:

n n

Z a;r’ + i bir' = Z(ai + b))z’
i=0

i=0 i=0
Multiplikation mit Skalaren:

n n

a- Z a;x’ = Z(aai)xi

i=0 i=0
Damit ist K|[x] ein Vektorraum iiber K.
Fiir jedes n > 0 ist

Klz), == {f € Klz] : Grad(f) <n}

ein Untervektorraum von K[z| (Grad(0) := —o0).

(2) Multiplikation von Polynomen:
n ‘ m ‘ n+m ‘
(D) (So00) = S
i=0 i=0 i=0

mit C; ‘= CL()bZ‘ + albi_l + ...+ aibo = Z Cljbi_j,
j=0

wobei a; = 0 fiir 7 > n und b; = 0 fiir j > m zu setzen ist.

Multiplikation mit Skalaren entspricht der Multiplikation mit Polyno-
men vom Grad < 0.

Beispiel: K = Z,
(P+r+D)@+2?+ 1) =" +1+1

(3) K|[z] ist mit der in (1) definierten Addition und der Multiplikation aus
(2) ein kommutativer Ring mit Eins.

(4) In Klz| gibt es Division mit Rest: Seien f,g € K[z] und g # 0. Dann
gibt es eindeutig bestimmte Polynome h,r € K|z] mit

f=g-h+r
und grad r < grad g.

Bezeichnung: r = f mod g.
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Beispiel: K =Z,, f =2+ 2+ 1, g=2>+x+1

4+ 1+ r+l=2>—-2+1
—(zt + 2% + 2?)
23+1
— (=23 — 2% — 1)
—z? 4+ 241
—(22+2+1)
0

3

In obiger Notation ergibt sich h = 22> — 2 + 1 und r = 0, und somit ist
f mod g = 0. Das heifit g teilt f; g | f.

f=a*4+ax+1,g=a>+1
e+l :22+1=22-1
—(z* + 2?)
—z? + z+1
i)
T+ 2

In obiger Notation ergibt sich h = 2> — 1 und r = z + 2, also
f mod g=ux+2.

Ist K = Zs, soist f mod g = .

Ein Polynom f € K[z| vom Grad > 1 heifit irreduzibel, falls f nicht
Produkt zweier Polynome vom Grad > 1 ist. (Entspricht einer Primzahl
in Z).

Jedes Polynom f € K[x] vom Grad > 1 lisst sich eindeutig schreiben
in der Form

f:a'fl'---'fs

Dabei ist a € K und f; sind irreduzible Polynome mit héchstem Koef-
fizienten 1. (Entspricht der eindeutigen Primfaktorzerlegung in Z).

Man kann K™ identifizieren mit Klz,:

-1
(agy...,ap_1) = ag+arx+ ...+ ap_12"

Vektorraumisomorphismus. Polynomcodierung benutzt diese Identifikation.
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8.2. Polynomcodierung

Sei g(z) = ap + ... + ag_12°t + 2° fest gegebenes Polynom iiber K (mit
hochstem Koeffizienten a, = 1).

Klartexte (beliebiger Lange k) iber K (m = my ... my_1) werden identifiziert
mit m(x) =mo +mz + ... +my_z" L

Multipliziere m(z) mit z*:

z'm(z) = mex® +m™ + .+ my_ 12 € Kr)a
— (0,...,0,mq, ..., myg_
(e ( e 0 k-1))
Codiere m(x) in

z'm(z) — (z'm(x) mod g(z)) =: c(z) (= Vielfaches von g(z))

Ist 2‘m(x) mod g(x) = by +bizy + ... +be1z ", s0

/—1 l /+1 l+k—1
c(r) = —bg—biwy—...— b2 +mez’ +mux™ + g2t
— (:b07 _b17 R bé—l}a 1”07 s 7mk—1)
"Kontrollstellen’ Klartext

g(x) heifit Erzeugerpolynom der Codierung.

Beachte:

Polynomcodierung in dieser Form liefert keinen Blockcode; es konnen Wérter
beliebiger Linge codiert werden; die Lange des Codewortes ist dann um ¢
Stellen lénger.

Wird ¢(z) gesendet und d(z) empfangen, so bildet der Empfinger

d(xz) mod g(z). Es ist ¢(x) mod g(z) = 0.

Ist d(x) mod g(z) # 0, so weil man, dass Fehler aufgetreten sind. Ist d(z)
mod g(x) = 0, so nimmt man an, dass kein Fehler aufgetreten ist. m(x)
kann dann sofort an den letzten k Stellen (Koeffizienten von z¢, ... x***=1)
abgelesen werden.

8.3 Bemerkung.

Polynomcodierung ist sinnvoll, wen es nur auf Fehlererkennung ankommt;
z.B. wird sie verwendet um die Nachrichten eines Pakets im Ethernet LAN ge-
gen Ubertragungsfehler zu schiitzen. Die ersten £ Stellen (—z‘m(z) mod g(z))
heiBen dann Ethernet-Trailer oder Frame Checking Sequence (FCS).
Generatorpolynome sind dabei standardisiert:

CRC-CCITT-Polynom : g(z) = 21 + 22 + 2% + 1
CRC-16-Polynom cglx) =2+ + a2+ 1
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CCITT (Comité Consultativ International de Téléphonique et Télégraphique),
Vorlauferorganisation der ITU, einem internationalen Gremium zur Verein-
heitlichung und Normierung von Telekommunikationsstandards.

CRC=Cyclic Redundancy Code (zu dieser Bezeichnung spéter mehr)
8.4 Beispiel.
g(x) =2 + 2% + 27+ 1, K = Z,.
Nachricht m = 10110101 < m(z) = 1+ 2? + 23 + 2° + 27 (normalerweise
ist Nachricht langer).
2m(z) = 216 + 218 + 219 4 22 4 2%
223 L g2 10 18 06 16y 05 2 | T g a6y g3
e i
222 4 g2l 19 4 18 4 16 4 0 T
2 + 2”4+ 2% + 2®
o 4 2t 418 ¥ a8 2" a2
2+ 2" 4+ 2° + 2?
2 4 2% a2 "+ ab 2 4 a8
216 4 15 4 02 1
P42 ¥+ a2+ 2t 4 1

2'%m(z) mod g(z) =2+ 2" + 2%+ 2" + 2%+ 2" + 2% + 27 + 1
o) = 1+a2+2% 425+ 25+ a7 425 +0° +25 42 4 218 4 22! 4 o
 (1011011111000001 | 10110101)

Ethernet-Trailer Klartext

8.5. Polynomcodierung mit linearen Schieberegistern
Sei g(x) =ag + ...+ ap 12" + 2t
m(z) = mo+miz+ ...+ my_ 2" L.
Wir haben 2 - m(x) mod g(z) =: R(z*-m(z)) = by + b1 +...+b_12°7t zu
berechnen.
Wir benutzen das Hornerschema:
z'm(z) = mox’ + x(myz® + x(mez® + ...+ x(my_12%) . .)))
Dann:
R(z'm(z)) = R(mez® + x R(myz® + zR(... + x R(mg_12%) ...)))
—_——

S (x)

.

Sk=1) ()




SO (z) =0
SO (x) = R(my_jx* + S0V (z)) (%)
Dann: S®(z) = zm(z) mod g(z).

Alle Polynome S® haben Grad < ¢ — 1, @ (z) = 32'-1 5127,
Reduktion mod g(z) bedeutet, ¢ durch — Y "} a; - 2% 7zu ersetzen. Macht

man das, so folgt aus (x):

Es ist dann S =b;, j=0,....0— 1.
Die Berechnung von (#x) wird durch das folgende lineare Schieberegister rea-

lisiert:
(i=k) (i=2) (i=1)

mo | T Mg _2| M1
'
[ Im i-ten Takt
“(—ao) (—a1) (—az) (—ag_1) wird my_; ein-
gegeben.
, ) . ) ) .
> S((]Z) D SY) [ I N Séz_)l

Am Anfang werden alle Register mit 0 belegt. Nach dem k-ten Takt sind die
Register mit by, ..., b,_1 belegt.

8.6 Beispiel.
g(z) =2 +2° +2* + 1, m(x) =2’ + o +1 (K =12Z5) (k=4,0=6)

1(1/|0 1
V' oo

Y o 0+1=1

1+0=1

1+1=0

(o }—{o )0 }—={0}—=(0}=o=(0})— I}
1=1: 1 0 1 0 0 1
=2 1 1 1 1 0 1
1 =3 0 1 1 1 1 0
7= 1 0 0 1 1 0

2% -m(z) mod g(x) =1+ 2 + 2.
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Man kann Polynomcodierung auch zur Erzeugung von Blockcodes verwenden
(und so wird sie auch in der Regel eingesetzt).

Blockcode der Léange n iiber K.

Identifiziere K™ mit K[x],.

Wihle Erzeugerpolynom g(z) = ag + a1 + ... + ap_p_12"*1 4+ 2"F vom
Grad ¢ = n — k. Wir setzen a,,_, = 1.

Codiert werden Elemente des K*, identifiziert mit K [z]y.

m(x) =mo+my+...+ mkla:k_l

— c(x) = :bo —br—...— bn,k,lx”’k’i—i—mox”_k + o myga !

:_xn*km(‘a:,) mod g(x)

(In der Regel ist n deutlich grofer als n — k; z.B.: CRC-Polynom hat Grad
16 = n — k; es wird iiblicherweise fiir Blockcodes der Linge n = 2% — 1
verwendet, das heifit k£ = 2'® — 17. Dazu spéter noch mehr.)

Mit diesen Bezeichnungen gilt dann:

8.7 Satz.
(a) Die Menge C aller Codeworter in K|z|, ist gerade

g(z) - K[zl

(b) C ist ein linearer [n, k|-Code tiber K;

ag ... ... Qu_p 0 ... 0
0

: 0
0O ... 0 ag .. .. Qp_p

1st Erzeugermatriz von C.

(c) Ist 2 = g(x)q;(z) + ri(z) (Grad(r;) < Grad(g) = n — k) fiir

i=n—=Fk,...,n—1 und
ri(z) = ’I“(()i) + TY)x +...+ Tﬁ:lkil%n_k_l,
s0 ist
—T((]n_k) ) —Tfln__kk_)l 1 0
—r(()n_l) o —Tii_klf)l 0 1

Erzeugermatriz von C , (Entspricht einer Standardform mit Einheits-
matriz am Ende.)
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(In (b) und (c) beziehen sich die Erzeugermatrizen auf die Schreibweise der
Elemente von C als n-Tupel.)

Bewezs.
(a) Klar: C C g(x) - K[x]), denn ist
x”’km(x) = g(z) -q(z)+r(z), so Grad(q(z)) <k —1
——— ~~
Grad <n-—1 Grad n—k

—_—
Grad <n-—1

und ¢(z) = g(z) - q().

Umgekehrt: Ist g(x) - t(z) € g(x) - K[x]i, das heifit Grad(t(z)) < k,
g(@)t(x) =co+ ...+ cpp 12" mea™F + o+ 2™l

so setze m(x) = mo+ ... +my_12"7! € K[x].

Dann g(z)t(z) =co+ ... + Cnp1 2" " k() € C

:-g;"*km(;,) mod g(x)

(b) Folgt aus a); Basis g(x) - 1,...,g(z) - 2*7! liefert Erzeugermatrix.
()

" Fm(z) = mea"F 4+ my 2!
= morp—k(x) + ... +mp_17p_1(2)
+g(z)(mogn_r(x) + ... + mr_1G_1(2))

— Mol (T) + ...+ Mp_17p1(x) = 2" Fm(z) mod g(x)

Basis von C ist

2" F.1— ("% 1 modg(z)) = 2" —r, ()

" Fr—(a"" -z mod g(x)) 2" — e (2)

2"k (TR P mod g(z) = 2" =i (2)
Daraus folgt die Behauptung.
0
Bemerkung.
Die Codierung (mo, ..., mg_1) — (mo, ..., my_1) - G mit der Erzeugermatrix

aus 8.7(c) entspricht gerade der Polynomcodierung entsprechend 8.2.

Polynomcodierung wird vor allem fiir sogennante zyklische Codes verwendet.
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8.8 Definition.

Sei C ein [n, k]-Code iiber K. C heifit zyklisch, falls gilt:

Ist (¢1,...,¢,) € C,s0 auch o(cy, ..., ¢,) = (Cn,C1,¢n1) € C.

Dann auch o'(cy,...,¢n) = (Cpoists -y CnyClye oy Cng) €C Yi=1,...,n.

8.9 Bemerkung.
Ist C ein zyklischer Code, yW ... y® e ¢t orthogonal beziiglich Position 1,

v =,y (vel. 7.16).

Dann o' (y¥) = (1 ..y ) e ct
[u1, ..., ux Basis von C, so auch o'(uy),. .., 0" (ug)].

AuBerdem: o'(yY)), j =1,..., £, sind orthogonal beziiglich Position 7 4 1.

Majority-Logic-Decodierung ist fiir zyklische Codes an allen Positionen moglich,

wenn sie an einer Position moglich ist.

8.10 Beispiel.
Sei C der bindre Hamming [7,4]-Code aus Beispiel 4.5 bzw. 5.8 bzw. 5.12:

1101000

0110100 L 00
Erzeugermatrix G= Kontrollmatrix H= {0 1 0

1010010 00 1

1110001

(1110001) € C
o(1110001) = (1111000) ¢ C, da

1
1
1 0 0
gHl1]=(o0] =10
0 1 0
0
0

Wir werden aber zeigen, dass es einen dquivalenten Hamming-[7, 4]-Code gibt
(Spaltenvertauschungen in H - und entsprechend in &), der zyklisch ist. Wir
zeigen dies allgemeiner fiir alle bindren Hamming-Codes.

8.11 Satz.

Fliir jedes £ > 2 gibt es einen zyklischen [2° — 1,2¢ — 1 — (]-Hamming-Code
tber Zs.

(Ohne Beweis: das gilt auch fiir die nicht-bindren Hamming-Codes.)

Wir benotigen dazu:

8.12.
Sei K ein endlicher Kérper, mit |K| = ¢ = p™, p Primzahl (5.2).
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(a) Firalle k € K gilt: k+...+ &k =0.
——_——
P
(b) Die multiplikative Gruppe K* = K \ {0} ist zyklisch, das heifit es exi-
stiert @ € K* mit K* = {1 =0a°a',...,a7?} (a1 =1).

(Beweis z.B. Willems, 2.2.1 und 2.2.6)

Beweis von 8.11.

Es gibt nach 5.2 einen endlichen Kérper K mit |K| = 2P.

Dieser Korper enthélt {0,1} = Zy als Teilkorper (da 1 +1 = 0 in K nach
8.12 a)).

Daher kann man K als ¢-dimensionalen Vektorraum iiber Z, betrachten.
Sei ki, ..., k; eine Basis,

das heiit K = {> ¢ -k;: 6, =0,1} « {(e1,...,€)" : ¢ =0, 1}.
K*={1,a,...,a?2} fiir ein geeignetes e € K* nach 8.12 b), ¢ = 2°.
Schreibe die 1 = %, o, ..., % 2 als 0 — 1—Vektoren der Linge /. Das liefert
alle Elemente # 0 von K, das heifit alle Vektoren # 0 des Zy-Vektorraums
K.

Bilde H = (a®,a!,...,a%7?), o' als Spaltenvektor der Liinge ¢ aufgefasst.
Dann ist H Kontrollmatrix fiir [2° — 1,2° — 1 — ¢]-Hamming-Code H,.

q—1

(I;:(‘Tl?)‘rq—l)er}_{é < H(L‘t:O <L in.ai—lzo
=1

q—2 q—1
xq—10é0 + ZIZO/ = (Z xiof—l> a=0 (denn ot ! =a"=1)
i=1 i=1
Also: (x4—1,%1, ..., Tq—1) € He, Hy ist zyklisch.

[ Fiir den Fall ¢ = 3 fiihrt das z.B. auf folgende Kontrollmatrix fiir einen
zyklischen Hamming [7, 4]-Code Hs:

Cpooron RN
H=10 1 0 1 1 1 0] undErzeugermatrix G =
0010111 01 10100
1101000
0(1010001) = (1101000) € Hs
0(1110010) = (0111001) = (1010001) + (1101000) € Hs
0(0110100) = (0011010):(1110010) (1101000) € H;
o(1101000) = (0110100) € Hs |
O

82



8.13 Exkurs (Polynomringe, II).

(1) Sei R ein beliebiger kommutativer Ring (mit Eins).
I C R heifit Ideal, falls gilt:
a) I ist beziiglich + eine Untergruppe von R;
b) ri € I fiir alle r € R,i € I, d.h. rI C I fiir alle r € R.

(2) Bedeutung von Idealen:
Die Nebenklassen beziiglich Addition von [ in R, also die Mengen s+ 1,
s € R, bilden beziiglich

(s1+ 1)+ (sa+1):=(s1+s2)+1 und

(81+[)'(82+[) = (81'82)+[
einen Ring R/I, den Faktorring von R nach I.

(Wichtig: Da I ein Ideal ist, hingt die Definition der Verkniipfungen +
und - auf den Nebenklassen nicht von der Wahl der Vertreter ab.)

(3) Ist a € R, so ist aR = {ar : r € R} ein Ideal (Hauptideal).

(4) In K[x] ist jedes Ideal ein Hauptideal, d.h. von der Form f(z)K]|x] fiir
ein f(x) € Kz].
Dies liegt im Wesentlichen an der Division mit Rest.
(Ein entsprechender Satz gilt fiir den Ring Z.)

() fi(zx)K[z] C fal2)K[z] <= fa(2) | fi(z) (fa(2) teilt fi(z)).
Ist f(z) irreduzibel, so ist Kz|/f(x)K][z] ein Korper.

(6) Die Ideale in K[z]/f(z)K|z] sind genau die g(x)K|[z]/f(x)K|[x] mit
g(x) | f(x).

(7) Sei der Grad von f(z) gleich n. Dann bilden die Polynome vom Grad
< n ein Vertretersystem der Nebenklassen von f(z)K[z] in K|x]:
Klal/ f(x)K[z] = { g(x) + f(x)K[z] - Grad(g(z)) <n}

paarweise :erschieden
Addition und Multiplikation auf K[z|/f(x)K[x] lassen sich auf K|x],
iibertragen:
Addition + = {ibliche Polynomaddition
Multiplikation ® = Multiplikation in K[z] und dann Reduktion mod
f(z).
Dann sind K{z], und K|[z|/f(z)K]z] isomorphe Ringe.
(Beachte: Die Multiplikation auf K{[z|, héngt von f(x) ab.)

(8) Beispiele:
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a) K =12, f(r) =23+ 2%+ 1.
K1)/ (@)K [e] = {g(x) + f@)K[r] - Grad(g(x)) < 3}
Klxl3=1{0,1, 2,z +1,2% 22+ 1, 2 + z, 2> +  + 1}
Multiplikation: Was ist (z* +1) ® (22 + 2+ 1) ?
(22 +1)- (P +z+1)=2'+2>+ 2+ 1in Klz].
Reduktion mod f(x):
4+ +r+1l=xz (¥ +22+1)+1, also
2+ e @@*+x+1)=1.
22 + x + 1 ist also das Inverse beziiglich der Multiplikation ® in K|x]3
von x? + 1.
Da f(z) ein irreduzibles Polynom in K{z] ist, ist K[x]3 beziiglich der an-
gegebenen Addition und Multiplikation ein Kérper, d.h. jedes Element
# 0 hat beziiglich der Multiplikation ® ein Inverses.
b) K =Zy, f(z) = 2%+ 1.
Jetzt ist f(z) nicht irreduzibel, denn f(x) = (x+1)(z*+z+1) (Zerlegung
in irreduzible Faktoren in K{z]).
Nach (6) sind die Ideale von K{z|/f(z)K]|x]:
LK [z]/f(2)Kz] = Kla]/f(x)Kx]

(z+DK[z]/f(z)K[z] = {0+ f(x)K[z], (x+ 1) + f(z)K][z],
(22 + ) + f(2)K|z], (2® + 1) + f(2)K[z] }
(> +z+ D)K[z]/f(x)K[z] = {0+ f(x)Klz], (2> +2+ 1)+ f(2)K[x] }

f@)Klz]/f()K[x] = {0+ fz)K[z]}
Da f(z) jetzt von dem in a) verschieden ist, ist auch die Multiplikation
® in K[z]3 von der in a) verschieden.
Was ist jetzt (22 +1)© (22 +2+1) ?
(22 +1)- (P +z+1)=2'+2>+ 2+ 1in Klz].
Reduktion mod f(x):
B +r+1=(+1) (2*+1),dh.
(24+ 1) O x*+z+1)=0.
Daher haben auch 2% 4+ 1 und 22 + 2 + 1 (ebenso wie z + 1 und z* + )
keine Inverse beziiglich dieser Multiplikation ® in K[z|3. K|z|s ist jetzt
nur ein kommutativer Ring mit Eins, aber kein Korper.

8.14 Bemerkung.

Sei K ein endlicher Korper.

Identifiziere K™ mit K[z, ((ao, ..., an) <> Y1y a; - 7).

Mache entsprechend 8.13 (K[x],, +,®) zu einem Ring, indem man Multipli-
kation mod a™ — 1 rechnet, das heiit (K|x],, +, ®)=K|z]/(z" — 1) K[x].
Dann entspricht dem Shift o(aq, ..., a,-1) = (ay_1,a0,...,a,_2) in K™ gera-
de die Multiplikation mit z in (K[z],, +,®).
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Bewes:

=0
n—1 n—1 n—2
T - E a;rt = E a;x Tt = E a;x ™ +a,_x"
i—0 i=0 i=0

" 1 mod (z" —1)

n—1 n—2
, -
Also: z ® E @' | = Qp_1+ E a;x" = (ap_1,a0,. .., 0, 2).
; i—0

8
Il

Charakterisierung zyklischer Codes.

8.15 Satz.

Sei K ein endlicher Korper, C ein linearer [n, k]-Code, das heifit C ist ein
k-dimensionaler Unterraum von K™.

Identifiziere K™ mit (K|x],, +, ©)=K|z]/(z" — 1)K|x] wie in 8.14.

Sei C C Kz, der entsprechende Unterraum in K|[x],,.

Dann: C ist zyklisch <= C ist Ideal in K|[x],.

Beweis:
<~
n—1 ) ~
(coy..yCno1) €C = gt eC
i=0

n—2 n—1 - -
= e+ Y gt o (Z CiIi) € C, da C Ideal ist.
i=0

i=0
=: wie in < sieht man:

n—1 ) - n—1 . ~
crtelC = 20 (Z cixl) eC
=0 i=0

1=

o n—1 ~
erigren ;. (Z cx) e Cfiralle j=0,1,...,n—1
1=0

- UR n—1 n—1 Distrib%tiv— n—1 n—1
ist ; ; gesetz : ; 5
= Yobia? | © (Z ciac’) = > b; (xﬂ ©) cix’) eC,
7=0 1=0 7=0 =0

(2

C ist Ideal. O
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8.16 Satz.

(a) Sei C ein zyklischer [n, k]-Code tiber einem endlichen Korper K, iden-
tifiziert mit C C (K|z],, 4+, ®)=K][z]/(z" — 1)K |z] entsprechend 8.15.
Dann ezistiert ein eindeutig bestimmtes Polynom g(x) mit hdochstem
Koeffizienten 1 vom Grad n — k in K[z] und g(x) | (2" — 1), so dass

C={ m(x) g(x) : Grad(m(z)) <k} = g(z) - K[al;

normale Polynom-
Multiplikation

g(z) ist also Brzeugerpolynom von C (bzw. von C) [vgl, 8.7).

(b) Ist in der Situation von (a) 2" — 1 = g(z) - h(z), also Grad(h) =k, so
ist C = {f(x) € K[z, : f(z) ®h(z) = 0}.
h(z) heifst Kontrollpolynom von C (bzw. von C).

(c¢) Jedes Polynom g(x) (mit hochstem Koeffizienten 1) vom Grad(n — k)
und g(x) | 2™ — 1 liefert durch

C={m(z)- g(z) : Grad(m(z)) < k}
einen zyklischen [n, k]-Code C.

Beweis.

(a) Nach 8.15 ist C ein Ideal in (K[z],, +,®), ® beziiglich 2 — 1.
Es ist (K[x]n, +, ©)=K]z]/(2" — 1) K[z]. Ideale von K[z]/(z" — 1) K|x]
sind nach 8.13 (6) von der Form g(z)K[z]/(z" — 1)K[z], g(x) | 2™ — 1.
Dabei ist g(z) bis auf skalare Vielfache eindeutig festgelegt (folgt aus
8.13 (5)).
Fordert man, dass der hochste Koeffizient von g(z) gleich 1 ist, so ist
g(x) eindeutig bestimmt.
Dem Ideal g(z)K[z]/(2™ — 1)K [z] entspricht in (K[z],,+,®) das Ideal
9(x) © Klzly = {g(x) © f(z) : f(z) € K[z],}.
Ist Grad(f) <k, so g(z) © f(z) = g(x) - f(z). i
Da |{g(z) - m(x) : Grad(m(z)) < k}| = |K|* = |C|, folgt die letzte
Behauptung unter (a).

(b) Esist g(x) ® h(z) = 0 in K[z],, also ¢(x) ® h(z) = 0 fiir alle ¢(z) € C
nach (a).
Ist umgekehrt f(x) © h(z) =0 (f(z) € K[z],), so g(z) - h(x) = 2" — 1|
f(z) - h(z), also g(x) | f(x) = f(z) € g(z) - K[z], = C nach (a).

(¢) Wie in (a) sicht man, dass C Ideal in (K[z],, 4, ®) ist.
Behauptung folgt aus 8.15. |C| = |K|*, also dim (C) = k.

86



8.17. Folgerung
Ist C ein zyklischer [n, k]-Code,

n—k ]
g(x) = > gix" , (gn—r = 1), das Erzeugerpolynom,
i=0

k
h(z) =Y hyat, (hy, = 1), so ist die k x n-Matrix
i=0

go - eor Gnkp 0 ... 0
G=|"

: . . 0

0 ... 0 go - oev OGn-k

Erzeugermatrix von C und die (n — k) x n-Matrix

hy ... ... hg 0 ... 0
H= 0

: 0

0 0 hk; hO

Kontrollmatrix von C.

Bewers:
Aussage iiber G folgt aus 8.7 b) und 8.16 a).

n ) n n—=k
Esist 2" —1=g¢g-h = Z (Z gjhij> rh = Z (Z gjhij> a’
i=0 \ j=0 J=0

=0 =0

(alle nicht definierten h;, g; gleich 0 zu setzen).
n—~k

Koeffizientenvergleich: Y~ g;jh;—; =0 fiirallei =1,...,n—1. Also GH" =0,
j=0

das heifit HG! = 0.
goho = =1 =rg(H) =n — k = H ist Kontrollmatrix. O

8.18 Folgerung.
Es gibt genauso wiele zyklische Codes der Linge n tber einem endlichen
Korper K wie es Teiler von " — 1 in K[x] gibt.

8.19 Beispiele.

(a) n:4, K:ZQ
Zyklische Codes der Linge 4 iiber K.

' —1=(x—1"in Kz

Teiler:
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1 C =17

1 100
x—1 Erzeugermatrix {0 1 1 0|, dim(C) =3
0011
(r—1)2=22-1 Erzeugermatrix ((1) (1) (1) (1)) dim(C) =2

(x—1P=a®+2+2+1 Erzeugermatrix (1 1 1 1), dim(C) =1

(z—1)* ¢ = {0}

(b) Fiir das CRC-CCITT Polynom g(z) = z'% + 22 +2° + 1 und das CRC-
16-Polynom §(z) = x'6 + 25+ 22 + 1 (siche 8.3) gilt, dass sie 221 —1
teilen. Die entsprechenden Blockcodes der Linge 2' — 1 (vgl. 8.6) sind
also zyklisch. Diese Codes haben dariiberhinaus besonders gute Fehler-
erkennungseigenschaften (vgl. Friedrichs, Kanalcodierung, Kapitel 5).

8.20 Satz.
Ist C ein zyklischer Code, so auch C*.
Ist h(x) = hg+hix+. ..+ hpxt (hy, = 1) das Kontrollpolynom von C (beachte
ho #0), so ist
h*(x) = hy ' (hi + hg_12 + ... + hoz™)

das Erzeugerpolynom von C*t.
Entsprechend erhilt man das Kontrollpolynom von C+ aus dem Erzeugerpo-
lynom von C.

Beweis:
h*(z) hat héchsten Koeffizient 1, h*(z) = hy'a*h(L).
g(@)h(x) = 2" — 1= g()h() = & — 1
1 1
2" k(=) aFh(=) =1 — 2" = —(2" — 1), also h*(z) | 2" — 1

T T
———

Polynom  Polynom
Sei C* = {h*(z) - m(x) : Grad(m) < n — k}, zyklischer [n,n — k]-Code nach
8.16 ¢) mit Erzeugerpolynom h*(x).
Eine Erzeugermatrix von C* ist nach 8.17

hg ... ... hp 0O ... O
G*=hy' 0

: 0

0 0 hk; hO
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Dies ist nach 8.17 eine Kontrollmatrix von C, also eine Erzeugermatrix von
C*. Daher C* = C*. O

Eine wichtige Klasse zyklischer Codes werden wir im néchsten Kapitel ken-
nenlernen.

Zyklische Codes sind héufig gut geeignet nicht nur zufillige Fehler gut zu er-
kennen (und zu korrigieren), sondern auch Fehlerbiindel (mehrere nahe bei-
einander liegende Bits gestort), ein typischer Fall bei Speicherung auf CDs
oder bei Ubertragungen.

8.21 Definition.
b Stellen
: —_— :

(a) Ein Vektor (0,...,0,a,%...%,a,0,...,0) € K™ (K endlicher Kérper)
mit a,a # 0 heifit Bindel der Lange b ("burst’).

(b) Wird ¢ € C gesendet, v € K" empfangen und ist f = v — ¢ ( der
Fehlervektor) ein Biindel der Lénge b, so heifit f Fehlerbindel der Lénge
b.

8.22 Satz.

Sei C ein zyklischer [n,k]-Code. Dann enthdilt C keine Biindel der Linge
<n-—k.

Daher entdeckt ein zyklischer [n, k]-Code Fehlerbiindel der Linge < n — k.

Beweis.
Angenommen (0,...,0,a;,...,0;1p-1,0,...,0) €C, a;,a;4p—1 # 0, b <n—k.
Dann auch ¢ = (a;,...,a;1p-1,0,...,0) € C.

——

>k Stellen
Die b-te Zeile der Kontrollmatrix H aus 8.17 ist

h=(0,...,0, hg,...,ho,0,...,0)  (Beachte: (b—1)+ (k—1) <n)
—— \,1./
b—1 Stellen =

het = hy, - ajpp—1 # 0, also Hct # 0. Widerspruch.
Ist v = c+ f, f Fehlerbiindel der Lange < n — k, so

Hot=Hct + Hft L Hft£0,da f ¢C. O

8.23 Bemerkung.
Fiir einen linearen [n, k, d]-Code gilt nach 5.15:

d<n-—-k+1
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Also ist ein linearer Code maximal (n— k)-Fehler-erkennend, und die Schran-
ke wird gerade fiir MDS-Codes angenommen.

Demgegeniiber erkennt jeder zyklische Code Fehlerbiindel der Linge n — k,
gleichgiiltig wie grof3 d ist.
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9 Reed-Solomon-Codes und Anwendungen

Reed-Solomon-Codes gehoren zu den wichtigsten Blockcodes.

9.1. Konstruktion der Reed-Solomon-Codes (1960)
Sei K ein endlicher Korper, |K| = ¢, ¢ > 3.

Setzte n = ¢ — 1 und wéahle d mit 2 < d <n — 1.

Nach 8.12 ist K* zyklisch, das heifit es existiert @ € K* mit
K*={a"=1a,...,a" '} (" =1).

Sei H die folgende (d — 1) x n-Matrix iiber K:

1 « a? an !

1 a2 al Oé2(n71)
H =

1 Oéd'fl Oé(d;l)Z o Oé(dfl')(nfl)

Der Reed-Solomon-Code iiber K ist der lineare Code mit Kontrollmatrix H.
Bezeichnung RS, (d).

9.2 Satz.
q > 3 Primzahlpotenz, n=q—1, 2 <d <n.

(a) dim(RS,(d)) =n—d+ 1.

(b) Die Minimaldistanz von RS,(d) ist d.
(¢c) RS,(d) ist ein zyklischer Code.

(d) RS,(d) ist ein MDS-Code.

Beweis:

(a) Wihle d — 1 Spalten von H, etwa zu den Potenzen o™, ... o' in der
ersten Zeile.

all - ald-1
det : : =
ail(d—l) aid—l(d—l)
1 1
Z‘l e id—l Vandermonde
ai1+---+id—1 . . a Det.
at1(d—2) afd—1(d—2)

az‘1+...+z’d,1 H (aik _ az‘j) 7& 0



Also sind je d — 1 Spalten von H linear unabhéngig und rg(H) = d — 1.
Daher ist dim(RS,(d)) =n—(d—1)=n—d+ 1.

(b) Da rg(H) = d — 1 sind je d Spalten linear abhéngig; nach (a) sind je
d — 1 Spalten linear unabhéngig. Mit 5.13 folgt (b).

(c)
r = (To,...,Tp_1) € RS (d)

— Ha'=0
n—1
— Zo/'jxj:O firallet=1,...,d—1
3=0
n—1 n—1
— 0= O/Zoz”a:j = Zo/ Ut g, =
§=0 3=0
= Zp1 +alzg+ P+ ...+ Vg, 5 firallei=1,...,d—1

—  (Tp_1,%0,...,Tn_2) € RS,(d).
(d) Dies folgt aus (a) und (b).
]

Bemerkung.

Da RS,(d) ein MDS-Code ist, ist die Einzelfehlerkorrektur genauso gut wie
die Biindelkorrektur entsprechend 8.22.

9.3 Beispiel.
¢q=5n=4,d=3, k=dim(RS,(3)) = 2.
Z; ={1,2,3,4} « =2 oder a = 3 moglich.

a=2
1
H:<1

H—><(1)
3 2
3 4

PR\

—

e~
N———

N DO
[NCRTEN
—
N——

Erzeugermatrix G = (

— O
S =
N—

zyklisch: (1320) = 2 - (3410)
(0341) = (3201) + 4 - (3410)
9.4 Satz.
Das Erzeugerpolynom von RS,(d) ist g(x) = H;l;}(x —ad) und das Kontroll-
polynom ist h(x) = (z — 1) H;:;(a: — o) =[[j_4(z — o).
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Beweis:

Sei g(x) = Zf:_ol a;z" das Erzeugerpolynom von RS,(d).
(Beachte: n—k=n—(n—d+1)=d—1)

Dann ist ¢ = (ag, a1, ...,a4-1,0,...,0) € RS,(d).

Aus Hc! = 0 folgt

-1
ag+aa+ ...+ ad_lozd

ag + a1a2 +...+ ad_1a2(d_1)

ap + a4+ ad_loz(d_l)(d_l) = 0

2

Daraus folgt, dass o, a?, ..., a¢~! Nullstellen von g(z) sind, also

g(@) = Tj_1 (@ — o).

Fiir alle § € K* gilt 397! = " = 1, das heiBt a°,a',...,a" ! sind die
Nullstellen von 2" — 1 € K[z]. Folglich: 2™ —1 = []_, (v — o). Daraus folgt
die Behauptung fiir h(x). O

Es gibt viele Decodierverfahren fiir Reed-Solomon-Codes, die besser sind als
die fiir alle linearen Codes mdogliche Syndrom-Decodierung. Wir beschreiben
eines dieser Verfahren.

9.5. Peterson-Gorenstein-Ziesler-Decodierer
(Peterson 1960; Gorenstein-Ziesler 1961)

1 o o? S a1

1 a? ot . a2=1)
Gegeben: C := RS,(d), |K| =¢q, H =

i Qd-1 12 C gld-Dn-1)

1. Seic=(cq,...,cn1) € C,v = c+f mit Fehlervektor f = (fo,..., fu_1) €
K™,

Wir machen folgende Annahme :

Es sind maximal L%J Fehler aufgetreten, das heifit wt(f) =t < Ld’lj
(In diesem Fall gibt es eindeutige Hamming-Decodierung).

Bezeichnungen :
(a) (s1,...,84-1)" = Hv' = H f* Syndrom von wv.
(b) F=Tr(f)={i1,...,i:} Menge der Fehlerpositionen.

(¢) ¢(z) = [L)ep(l — af2) = go + o + ... + g2’ € K[z] (g = 1),
Fehlerortungspolynom.
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Beachte : { € F <= q(a™) =0 (at=a"").
Der Algorithmus besteht aus 2 Hauptschritten:

I) Bestimme ¢(x) und damit F.

IT) Bestimme mit Hilfe von F' den Fehlervektor f.

. Wir zeigen zunéchst zwei Gleichungen fiir die Komponenten s; des Syn-
droms (s1,...,84-1)"

(a) si= > alifp,i=1,...,d—1:

leF

si=1-fo+aifi+a2 fot+. . +aDif, =S alif,
LeEF

t
(b) SZ':—ZQjSi,j,Z':t—l—l,...,d—li

Jj=1

t t
Z qjSi—j - Z qj Z o f,
=0

7=0 LEF
t
SN W
teF =0
_ Zo/ifzq(oéfé) -0
LeEF

Da ¢y = 1, folgt die Behauptung.

. Aus 2) folgt, dass man bei Kenntnis der Fehlerpositionen F' = {iy, ... 4}
den Fehlervektor berechnen kann. Dazu muss man natiirlich nur f;, ..., f;
bestimmen. Dazu betrachten wir die ersten ¢ Gleichungen in 2(a) und
schreiben diese in Matrixform:

ail e ait fil S1
OéQil OZZit .

ti1 teie : ’
« @ , fit St

~
invertierbar, vgl. Beweis 9.2.a)

Gleichungssystem hat eindeutige Losung, z.B Cramer Regel.

. Wie bestimmt man F'? Dazu bestimmt man ¢(x).
Wir zeigen zunéchst wie man ¢(z) bestimmen kann, wenn man |F| = t,
die Anzahl der Fehler, kennt:
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Bilde fir 1 <r < L%J die Matrix

81 82 o s . ST

S2  S3 o Spp
S, = )

Sy Sr—l—l e Sor—1

Die ersten ¢ Gleichungen in 2(b) besagen:

qi St+1
Se-l il =—1 (%)

q1 So¢

Ist t die Anzahl der Fehler, so gilt:

Al ... it fii 0 o 0 1 ot ... ot=bn
a’h a2 0  fi 0

St - . . . . .
atil e Oét'if 0 e e fit 1 Oéit I Oé(tfl)it

wie man leicht mit 2(a) nachrechnet.
Alle rechts auftretenden Matrizen sind invertierbar, also auch S;.

Damit: Kennt man ¢, so kann man aus (*) q,...,q eindeutig bestim-
men.

. Wie bestimmt man ¢t = |F|?
Sei e — |52

Es ist det(S;) # 0. Ist t < r <'e, so ist det(S,) = 0:
Die erste Behauptung haben wir schon in (4) gezeigt.
Die Gleichungen in 2(b) besagen, dass die r-te Spalte von S, von den

unmittelbar davor stehenden t Spalten linear abhéngig ist. Also ist
rg(S,) < r, das heifit det(S,) = 0.

. Decodieralgorithmus

(Korrigiert korrekt, wenn maximal L%J Fehler aufgetreten sind. An-
sonsten falsche Korrektur oder Fehlermeldung.)
(Bezeichnungen wie in 1.)

1) Berechne das Syndrom (sy,...,s,)" = Hv'.
Sind alle s; = 0, so setze ¢ = v, fertig.

2) Bestimme ¢ = max{r | 1 <r < [5],det(S,) # 0}.
Sind alle Determinanten gleich Null, so Ausgabe von Fehlermel-
dung, stop.
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3) Bestimme Fehlerortungspolynom ¢(x) aus dem Gleichungssystem

qt Si4+1

q1 Sot

4) Bestimme die Nullstellen von ¢(z), etwa durch Einsetzen der Ele-
mente o, al,... a" 1t Ist q(a™ %) = 0, so ist ¢ Fehlerposition.
Dadurch erhdlt man F' = {iq,..., i}

5) Berechne den Fehler f = (fi,..., f,) aus dem Gleichungssystem

Oéil . ait fil S1
042“ 042“
ot ot )\ )\,

6) c=v—f.

7. Der Decodieralgorithmus decodiert also nicht in jedem Fall (keine Hamming-
Decodierung), sondern wenn maximal L%J Fehler aufgetreten sind
(und dann korrekt): BMD-Decodierung ( begrenzte Minimaldistanz).

Sind mehr als L%J Fehler aufgetreten, so ist einer von 3 Fillen moglich:

e Fehlermeldung.

e Decodierung in ein Wort, das kein Codewort ist (feststellbar mit
Kontrollmatrix).

e Decodierung in ein falsches Codewort (decoder error).
8. Besonders aufwéndig in 6. sind die Schritte 2,3,5.

Hier gibt es Algorithmen, die (z.B. aufgrund der speziellen Form der
auftretenden Koeffizientenmatrix) diese Schritte effizienter ausfiihren.

Stichworte: e Verwendung des euklidschen Algorithmus in K|[z].

Berlekamp-Massey-Algorithmus.

Literatur:

Willems, Codierungstheorie, Kapitel 9.

Friedrichs, Kanalcodierung, Kapitel 7.

Justeson, Hgholdt, A Course in Error-Correcting-Codes
Kapitel 5.
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9.6 Beispiel.
Wir benutzen den Code aus 9.3 RS5(3), d =3, a =2, |[51] = 1.

"z
1243 3201
H:(1414) G:(3410)

¢ = (3201), v = (3221), also f = (0,0,2,0)

3
Lt 2 a2 (3 _ (=
A1 41 4) 2] \2) " \s
1
2. 51:(81):(3) t=1.
3.81(]1:—82
3'Q1:_2:37q1:1
glz) =1+=x

4. Nullstelle von ¢(z): 4 = 22, Fehlerposition i; = 2.

5. OZQ . f2 = 51
4-fo=3, fo=2
f=10,0,2,0)
6. ¢ = (3221) — (0020) = (3201)y/
Reed-Solomon-Codes haben viele Anwendungen (In der militdrischen Nach-
richteniibertragung mehrerer NATO-Lander wird RSy (17) verwendet). Sie
wurden (und werden) auflerdem in der Raumfahrt eingesetzt, z.B.
Voyager 2 (Jupiter, Uranus)
Galileo (Jupiter)
Pathfinder (Mars)
und zwar in der Regel ein RS5s(33) Code (Lénge 255, Dimension 233 {iber
K, |K| = 2%) in Verbindung mit einem Faltungscode (vgl. Kapitel 10). Diese
beiden Codes werden durch sogennantes Interleaving miteinander verbunden,
eine Technik, die wir gleich vorstellen werden.

Sie wird namlich auch benutzt zur Codierung von Daten auf Audio-CD’s
(mittels Reed-Solomon-Codes), die wir uns jetzt genauer ansehen.

9.7 Definition.
Sei C ein Code in K, |K| = ¢, ¢ Primzahlpotenz. Interleaving (Spreizung)
dieses Codes bis zur Tiefe s liefert einen Code C(s) C K™ auf folgende Weise:

C(s) = {(c11y-- sCs1y-veyClnyenvyCsp) =

(c11,¢12, -5 C1n)y ooy (Cs1, ooy Con) €CY
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Das heifit, je s Codewdrter (¢11,C12, -+, Cin)y- -+, (Cs1y - - -, Csn) Werden als Zei-
len in eine Matrix geschrieben:

Ci1 Ci2 -+ Cip

Cs1 Cs2 "+ Cgop

diese wird dann spaltenweise in einen Vektor der Linge sn ausgelesen.

9.8 Satz.
Sei C ein [n, k]-Code mit d(C) = d. Dann gilt:

a) C(s) ist ein [ns, ks|-Code mit d(C(s)) = d.
b) Ist C zyklisch, so auch C(s).

c) Kann C Fehlerbiindel der Linge b entdecken (korrigieren), so kann C(s)
Biindelfehler der Linge bs entdecken (korrigieren).

Beweis.
a) Ist (c11,¢12,--+5Cin), -+, (Cr1, - - -, Crn) eine Basis von C, so sind die Co-
deworter die aus den Matrizen

0 --- 0 0 0O --- 0

0 0 0 0 0 .
. 1=1,...,k,

Ci1 e e e e e Cin (_g_tezelle 621 s

0 0 0 0 0 e

0 --- 0 0 0O --- 0

gebildet werden, linear unabhéngig und erzeugen C(s), dim(C(s)) = ks.
Klar: d(C(s)) = d.

b) Man kann leicht zeigen: Ist g(x) Erzeugerpolynom von C, so ist
g(x) := g(z*) Erzeugerpolynom von C(s), g(z) | 2™ — 1.
(sieche z.B. Liithkebohmert, Satz 4.2.1)

¢) Ein Fehlerbiindel der Lange < bs in C(s) betrifft maximal b Stellen in
Codewortern von C, da die Komponenten eines Codewortes aus C in
C(s) Abstand s haben. Daraus folgt die Behauptung.

O

Fiir die CD-Codierung benétigt man eine Variante des Interleaving:
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9.9 Definition.

Seinen C;,Cy Codes der Liange ny bzw. ny iiber K, |K| = ¢. Es sei dim(C;) =
k1 und C; besitze eine Erzeugermatrix (Ey,, A), A k; x (nq — k1)—Matrix.
Das Cross-Interleaving des inneren Codes C; mit dem dufleren Code C, ist
der Code, der aus folgenden Codewortern der Lénge ny - ny besteht:

Wihle irgendwelche Codewdrter ¢y, ..., cx, € Co € K™ und bilde die
ny X ni-Matrix

M = (d,....¢,) (Bx, A)

t t t t t t
= (e, Gy auiCy F o Ay 1Chy s  Gny =k €] - Qg ki C,)

M wird zeilenweise ausgelesen und bildet ein Codewort der Lange nq - no.

Die ny Stiicke der Lange k; hintereinandergelesen bilden gerade eine Code-
verschachtelung von Cy, zur Tiefe k.

Die ny Zeilen von M bilden Codewdrter aus C; (Multiplizieren der Zeilen von
(ci,...,¢c},) mit Erzeugermatrix von Cy), die ny Spalten sind Codewérter aus
Cs.

Selbst wenn C; und C; keine besonders guten Korrektureigenschaften haben,
fithrt das Cross-Interleaving zu deutlich besserem Korrekturverhalten:

9.10 Bemerkung.
Bezeichnungen wie in 9.9.
M=(c,...,c ) (Eg,A) wird gesendet (zeilenweise ausgelesen),

—~

ngxni-Matrix M wird empfangen (rekonstruiert aus Vektor der Lange ny-ns).
Mit Hilfe einer Kontrollmatrix von C; wird iiberpriift, ob Zeilen von M feh-
lerhaft sind oder zu C; gehoren (ggf. wird eine kleine Fehleranzahl korrigiert).
Die fehlerhaften Zeilen werden ausgeloscht.

Wenn ki, abhéngig von den Fehlereigenschaften des Kanals, geeignet gewéhlt
wurde, sind nur wenige Zeilen, also jeweils nur wenige Positionen in den Spal-
ten von M betroffen. Dies ist insbesondere bei Bursts der Fall.

Die Fehler (Ausloschungen) in den Spalten werden dann durch die Korrek-
turmoglichkeiten von Cy korrigiert.

Beachte :
Nur an den ’ausgeloschten’ Stellen kénnen Fehler aufgetreten sein, das heift
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man kennt die Fehlerpositionen, bzw. ihre Anzahl ist deutlich eingeschrénkt.
Das verbessert die Korrekturméglichkeiten von Cy im Vergleich zu Fehlern,
deren Positionen man nicht kennt (und erspart Rechenarbeit, vergleiche Peterson-
Gorenstein-Ziesler-Decodierer).

Problem: Man muss alle ny Zeilen der Matrix M empfangen haben (also alle
k1 Codeworter von Cs), bevor man mit der Decodierung beginnen kann.

Entsprechend der vorangegangenen Diskussion definieren wir:

9.11 Definition.
Ein Fehler in einem Codewort heiffit Ausldschung, wenn man seine Position
kennt.

9.12 Satz.

SeiC ein [n, k, d]-Code iber K. Dann kann C in einem Codewort a Ausléschungen
und zusdtzlich (an den ibrigen Positionen) t Fehler korrigieren, falls d >

2t +a—+1.

( Speziell : Ist a < d — 1, so kann C a Ausloschungen korrigieren, aber nur

Ld;QIJ Fehler, wenn man deren Positionen nicht kennt.)

Beweis:

Sei ¢ € C gesendet, v empfangen. Es seien ¢ Fehler und a Ausloschungen
aufgetreten mit d > 2t + a+ 1. Die Ausloschungen in v seien durch ? ersetzt.
Sei I die Menge der Koordinaten, an denen Ausloschungen aufgetreten sind,
M={meK":Tr(m)CI}.

Nach Voraussetzung existiert m € M mit d(c,v(m)) < t, wobei v(m) aus v
entsteht, indem man die Positionen mit ? durch die Eintrdge von m an den
entsprechenden Positionen ersetzt.

Angenommen es existiert ¢ € C, m' € M mit d(c/,v(m’)) < t.

Dann d(c,d) < d(c,v(m)) + d(v(m),v(m)) + d(c,v(m)) < 2t +a < d,
Widerspruch.

Also gibt es nur ein Codewort, ndmlich ¢, und nur ein m € M mit
d(c,v(m)) < t. ¢ kann also bestimmt werden. O

9.13 Bemerkung.

Bezeichnungen wie in 9.12. C sei ein binédrer Code.

Hat man fiir C ein Decodierverfahren, dass bis zu L%J Fehler korrigiert, so
kann man dieses Verfahren auch einsetzen, um a Ausléschungen und ¢ Fehler
zu korrigieren, falls d > 2t +a + 1.

Beweis:
Bilde vy, indem man in v alle Ausléschungen ? durch 0 ersetzt,
v1, indem man alle Ausléschungen 7 durch 1 ersetzt.
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In einem der beiden v; ist mindestens die Héilfte der ersetzen Stellen korrekt.
Dieser Vektor enthialt also hochstens ng +t < L%J Fehler. Es ldsst sich
mit dem Decodierverfahren zu ¢ decodieren.

(Decodiere, sofern moglich, beide und teste wo die Anzahl der Korrekturen
< |4 war.) O

Fiir die Codierung auf Audio-CD’s wird ein Cross-Interleaving mit mehrfach
verkiirzten Reed-Solomon-Codes vorgenommen.

9.14 Satz.

Sei C ein [n, k,d]-MDS-Code iber K (das heifftd=n—Fk+1), k> 1. Dann
entsteht durch Verkiirzung (an einer Stelle i) ein [n — 1,k — 1,d]-MDS-Code
Ci.

Bewets:

Sei k' = dim(C;) und d’ = d(C;).

Nach 6.13.a) e) ist k — 1 < k' < kund d’' > d (denn k > 1).

Somit gilt: (n —1)—d' +1<(n—1)—d+1=n—-d=k—-1<Fk.

Aus der Singleton-Schranke (5.15) folgt Gleichheit, also ' = d, ¥’ = k — 1
und C; ist MDS-Code. O

9.15. Cross-Interleaving bei Audio-CD’s

(a) Starte mit RSss(5). Dies ist ein [255,251,5]-Code iiber K = Fas(d.h.
|K| = 28).
Verkiirze RS5s(5) um (die letzten) 223 bzw. 227 Stellen. Dies liefert
nach 9.14 einen [32,28, 5]-Code C; iiber Fos und einen [28, 24, 5]-Code
Cy iiber o5, die beide MDS-Codes sind. Indem man gegebenenfalls zu
einem dquivalenten Code iibergeht, kann man annehmen, dass C; eine
Erzeugermatrix der Form (Fas, A) besitzt, wobei A eine 28 x 4-Matrix
iber Fys ist.

Jetzt Cross-Interleaving mit C; als innerem und Cy als &uflerem Code.
Bezeichnung: CIRC : Cross-Interleaved-Reed-Solomon-Code.

Bei Audio-CD’s wird eine Folge von Codewortern ¢y, ¢s, ... € Cy produ-
ziert,.

Fiir das in 9.9 beschriebene Cross-Interleaving mit C; werden jeweils 28
(= dim(Cy)) Codewdrter verarbeitet (diese haben Lénge 28).
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28 x 28

— = Interleaver

Zeilenweise einlesen,

Cog spaltenweise ausgeben.
ST ~ 28 - 28 = 784 Symbo-
“ly y &8 le aus Fys werden zwi-
&& schengespeichert.
1
P 61 62 628
COE o] ———ooed " eenee]

je4 Kontrollsymbolevon C;

Dann die néchsten 28 Codewdrter von Co, etc.

Angenommen bei der Speicherung (Ubertragung) von & tritt ein Feh-
lerbiindel der Lange < 332 4+ 1 = 97 auf. Dann sind in ¢ maximal 4
nebeneinanderliegende ¢;, ¢j41, Cj+2, Cj+3 betroffen. Durch Multiplikati-
on jedes der ¢; mit der Kontrollmatrix von C; werden diese ¢; erkannt
und dann ausgeloscht (vgl. 9.10). Schreibt man die ¢ untereinander,
so stehen in den Spalten Worter von Co, jedes von ihnen hat maximal
4 Ausloschungen. Da d(Cy) = 5 konnen diese nach 9.12/9.13 korrigiert
werden. Damit Bursts der Lange < 97 korrigierbar. Es geht aber noch
besser.

(b) Dazu wird sogenanntes Cross-Interleaving mit 4-stufiger Verzigerung
angewandt.
Der Interleaver besteht aus 28 Speichervektoren der Léange 0,4,8,...,4-
27 (insgesamt 4 - @ = 1512 Symbole aus Fys werden zwischengespei-
chert). Diese sind mit Nullen vorbesetzt.

Codierung mit

() G
e
Hl,_/
32

Jetzt werden die ¢; einzeln eingelesen, und zwar das i-te Symbol von ¢;
von links in den i-ten Speicher (der Lange 4 - (i — 1)), dafiir wird das
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rechts stehende Symbol im jeweiligen Speicher ausgegeben. Das erste
Bit von ¢; wird direkt (ohne Zwischenspeicherung) ausgegeben.

Das entstehende Ausgabewort der Linge 28 (=Lénge von Cy) wird jetzt
mit C; kodiert (liefert Lange 32). Wichtig hier: Lénge von Cy = dim(Cy).
Auf diese Weise werden nacheinander (ohne Verzogerung wie bei (a)),

die Codeworter ¢y, co, . .. verarbeitet.
Seien
C1 = (01,1, e ,01,28)
Co = (02,1, e ,02,28)
Dann
ct=(c11,0,...,0 | %% %x)
s =(ca1,0,...,0 | %% xx)
¢t =(cs1,¢12,0 0 | s * sok)
5 5,1, 1,2, Yy - oy
Cg = (0671,0272,0, .. ,O ‘ L >l<>l<)
ch =(Co1,C59,013,0,...,0 | %% s%x)
637.4+ 1= (627-4+1,1, C26.441,25 - - -5 5,27, C1,28 \ * ok **)
N—_——
109
Co7. 440 = (C110,1, C106,2, - - - » C6,27Ca,28 | * * *%)
N——

110

In der Folge der ¢} liegen zwischen den einzelnen Komponenten eines
Codewortes ¢; € (5 jeweils 4-32 andere Symbole. ¢; ist auf 27-4+1 = 109
aufeinander folgende Codeworter ¢ verteilt.

Tritt jetzt ein Burst der Lange < 15-32+4 1 = 481 auf, so sind maximal
16 aufeinanderfolgende ¢ betroffen und damit maximal 4 aufeinander-
folgende Komponenten eines Codewortes c¢;.

Macht man das Interleaving durch entsprechendes Deinterleaving wieder
riickgéngig, so konnen wegen d(Cs) = 5 diese als Ausloschungen markier-
ten Positionen korrigiert werden. Also: Biindelfehler der Linge < 481
korrigierbar, keine Verzogerung beim Interleaving/Deinterleaving. Al-
lerdings hoherer Speicherbedarf.

9.16. Datenspeicherung auf Audio-CD’s

(a) Das analoge Tonsignal wird 44100 mal pro Sekunde abgetastet; diese dis-
kreten Werte (Amplituden der Druckwelle des Schalls), die sogenannten
Audiosamples, geniigen, um nach dem Shannon’schen Abtastheorem al-
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le Frequenzen bis 22 kHZ exakt rekonstruieren zu koénnen.

Diesen Audiosamples wird ein Wert auf einer Skala von 0 bis 216 — 1 =
65535 zugeordnet. Man macht das fiir linken und rechten Kanal ge-
trennt.

Jedes Audiosample entspricht also einem Paar von Werten in Z35. Iden-
tifiziert man Z5 mit Fys, so entspricht jedem Audiosample ein Element
in Fis. Jeweils 6 Audiosamples entsprechen dann einem Wort in Fa¢;
es enthélt 24 - 8 Infobits.

Nun erfolgt die CIRC-Codierung entsprechend 9.15. Jedes Infowort in
F2¢ wird mit dem #duBeren verkiirzten Reed-Solomon [28,24]-Code Cy
in ein Cy-Codewort der Léange 28 iiber Fos codiert; diese werden dann
mit einem 4-fach verzogerten Interleaver (9.15.b)) und anschlieBender
Codierung mit dem inneren verkiirzten Reed-Solomon [32,28]-Code C;
in Worte der Lange 32 iiber Fos codiert. Da die Elemente des Fos durch
8 Bits repréasentiert werden, entstehen Codeworte mit 32 -8 = 256 Bits.

Co 4~fach C1 ! .
24 -8 [28,24] tbe verzégerter| — ™| [32,28] Ube 33248>
Infobits 3 Fys Interleaver Fys ! Codehits
aulRerer innerer
Code Code
Die Rate der Codierung betrégt also % = %. Bursts der Lange < 481

(Symbole in Fas), das heifit von maximal 8 - 481 = 3848 Bits, konnen
dabei korrigiert werden.

Ein Codewort von 256 = 32 -8 Codebits wird nun in einen sogenannten
Rahmen von 588 sogenannten Kanalbits umgesetzt; diese werden dann
auf der CD gespeichert (siehe (d)).

Dazu werden einem Codewort zunéchst 8 Bits hinzugefiigt, die Display-
informationen (Zeit, Titelnummer) enthalten (Subcode).

Ein solcher Bit-Vektor kann nicht unmittelbar auf die CD iibertragen
werden. Aus Griinden, die wir in (d) erldautern, darf zwischen 2 Einsen
hochstens 10 mal eine Null stehen und es miissen zwischen 2 Einsen
mindestens 2 Nullen stehen. Berechnet man die Anzahl a(n) der {0, 1}-
Folgen der Lange n, die diese beiden Bedingungen erfiillen, so stellt man
fest, dass n = 14 die kleinste Zahl mit a(n) > 2% ist; es ist a(n) = 267.
Jedes erweiterte Codewort der Léange 264 (iiber Zy) wird in 33 8-Bit-
Vektoren zerlegt, und jeder dieser wird in einen 14-Bit-Vektor umge-
setzt, so dass die obigen Bedingungen erfiillt sind (EFM-Verfahren:
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Eight-to-Fourteen Modulation.

Damit auch die Ubergéinge zwischen zwei 14-Bit-Vektoren die obige
0,1-Bedingung erfiillen, werden hinter jeden nochmals 3 Bits eingefiigt
(Koppelbits, merging Bits). Dafiir gibt es mehrere Moglichkeiten. Wie
diese Koppelbits jeweils gewahlt werden, erldutern wir in (d).

Am Ende des so entstandenen Blocks werden noch 24 Bits zur Syn-
chronisation (Identifikation der néchsten Codesequenz) und 3 Puffer-
Bits angehéingt. Insgesamt fiihrt jedes Codewort mit 256 Bits dann zu
33-8- 1—; + 33 -3+ 24 + 3 = 588 Bits des Rahmens, die zu urspriinglich
6 Audiosamples gehoren. Pro Sekunde werden also % = 4.321.800
Kanalbits produziert, die beim Abspielen auch in derselben Zeit wie-
der in Audiosignale umgesetzt werden miissen: Kanalbitrate von 4, 3218
MBit /sec.

Physikalische Speicherung auf CD:

Spiralférmig nach innen verlaufende Spur. Dort Vertiefungen (0, 12um)
(Pits) und Nicht-Vertiefungen (Lands).

Spurbreite: 0, 6pm; Abstand zweier Spuren ca. 1um.

Ubergénge Pit/Land bzw. Land/Pit:1, alles andere 0. Kanalbit auf ei-
ner Spur: Lange 0, 3um.

0,9um 0,15pum 0,18um  0,12um
1000 1 00000 1 000000 1 0000

Bei den Pits wird der Laserstrahl (Durchmesser ca. 1um) wegen Inter-
ferenzen weniger stark reflektiert als bei den Lands.

Auflésung erfordert, dass zwischen zwei Einsen mindestens 2 Nullen ste-
hen. Synchronisation und Spurhaltung erfordern zwischen zwei Einsen
hochstens 10 Nullen (vgl. (¢)).

Synchronistion: 'Bit-Uhr’ wird bei jedem Ubergang neu synchronisiert
und zéhlt die aufeinanderfolgenden Nullen.

Dariiberhinaus sollte die Gesamtlénge der Pits und Lands ungefédhr
gleich sein. Dies dient ebenfalls der Fokussierung des Lasers und zur
Hell-Dunkel-Unterscheidung (Dies wird durch die Wahl der Koppelbits
sichergestellt; vgl (¢)).

Abspieldauer einer CD ~ 74 min.

Erfordert 74 - 60 - 4.321.800 ~ 19 - 10° Bits, die abgespeichert werden
miissen (vgl. (¢)).

Erfordert Spurlinge von 19-10%-0,3-107% = 5,7 km.

Lesegeschwindigkeit: % ~1,2—1,3 m/sec.
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(e) Decodierung wie in (b) beschrieben kann Bursts von 3848 Code-Bits
korrigieren, diese sind in 3848 - % ~ 8850 Kanalbits enthalten. Lange
eines korrigierbaren Burstfehlers ist also circa 8850 - 0, 3um =~ 2, 65mm
Spurlénge.

Durch besondere Abspeicherung der codierten 6 Audiosamples inner-
halb eines Rahmens lassen sich besonders giinstig durch Interpolation
Daten ersetzen, die verloren gegangen sind. Dies fithrt zusammen mit
anderen technischen Details am Ende zu einer Korrekturfahigkeit von
Burstfehlern bis zu einer Lénge von 7,5 mm.

Néheres: Standard ECMA-130, http://www.ecma-international.org

(frither: European Computer Manufacturers Association).
9.17. Daten-CDs und DVDs

(a) Bei Daten-CD’s ist keine Interpolation mdoglich. Es gibt verschiedene
"Modes’, in denen Daten auf CD’s codiert werden.
Entweder nur Fehlererkennung: Dazu wird CRC-Code verwendet mit
g(x) = (e + 2P+ 22+ D) (@' + 2> + 2+ 1).
Oder auch zur Fehlerkorrektur: Dann werden sogenannte RS-Produktcodes
verwendet, dhnlich wie bei DVD.

(b) DVD verwendet sogenannte RS-Produktcodes; wie CIRC mit unverzogertem
Interleaver (9.15b)).
Man verwendet einen verkiirzten C; [172, 162, 11]-RS-Code iiber Fos und
einen verkiirzten Cy 208,192, 17]-RS-Code iiber Fas, beide mit Erzeu-
germatrix in Standardform.

172

zuerst

Codierung 192
der Spalte

mit

Co 16 {

Produkt-Coc

~—
10

dann Codierung der
Zeilen mit Cq

Danach werden allerdings noch weitere Permutationen und Umformun-
gen vor der Speicherung vorgenommen.

Details siehe: http://www.ecma-international.org oder
http://www.tecchannel.de/special /957 /index.html
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10 Faltungscodes

Faltungscodes (Convolutional Codes) bilden neben den Blockcodes die zweite
wichtige Klasse von Codes zur Kanalcodierung (D. Elias, 1955).

Thr wichtigster Vorteil ist, dass sie besonders geeignet sind zur Verarbeitung
von Ausgaben von Soft-Decision-Demodulatoren. Was ist damit gemeint?
Vergleiche Schaubild zu Beginn der Vorlesung.

Alphabet

' zeitkontinuierliches

Quelle |—=| Kanal-
1 Signal)

codierer

(Ubersetzt zeitkontinuierlick
+ Signale in diskrete Folge vi
1 Werten Uben,,;

Empféangere

Bei Hard-Decision gibt der Demodulator wieder Folgen iiber dem Eingang-
salphabet A;, aus, das heifit A;, = A,u, das heiflit es muss den zeitkontinu-
ierlichen Signalen wieder Folgen von Werten iiber dem Eingangsalphabet A;,
zuordnen (Schétzung!). Das ist die typische Situation die wir bei Blockcodes
beobachtet haben.

Bei Soft-Decision ist A,y grofer als A;, (im Extremfall R). Damit kann der
Demodulator dem Decodierer zusitzliche Informationen iibermitteln (zum
Zustand des Kanals, Sicherheit seiner Entscheidung etc.).

Typischer Fall: A;, ={0,1} |Aow| =8 (3-Bit-Quantifizierung).

Wir werden auf diesen wichtigen Aspekt allerdings im Folgenden nur am
Rande eingehen.

Faltungscodes sind im Wesentlichen dadurch gekennzeichnet, dass der Da-
tenstrom (iiber Z,) in kleine Infoblocke unterteilt wird, die Codierung dieser
Infoblocke aber auch von den vorhergehenden Infoblécken abhéngt.

10.1 Definition.

K= ZQ

Ein Faltungscode der Rate % wird durch einen Codierer mit Gedéchtnis be-
schrieben:

Datenstrom wird in Infoblocke der Ldnge k unterteilt: ug, uq, us, . . ..

Jeder Infoblock wird in einen Codeblock der Linge n codiert: cg, cq, ca, . ..
Dabei héngt die Codierung von u, in ¢, von u, und den m vorangegangenen
Infoblocken w,_q, ..., Upr_p ab: ¢, = f(tp, Up_1, .., Up_p).
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(Initialisierung: u_q = ... = u_,, = 0)

m heift Geddchtnislinge, m + 1 Finflusslinge des Faltungscodes (falls ¢,
tatsdchlich von u,_,, abhingt).

Dabei ist die Codierung linear, das heifit die Codebits ergeben sich als Line-
arkombination der Infobits:

Seien
Uy = (ur,lu sy ur,k)
Up—m = (ur—m,b cee 7ur—m,k)
Dann ¢, = (¢4, .. ., Crp), WObel
Cri = G1,i,0Ur1 1+ g2,i0Ur2 + .-+ GkioUrk

+91,i1Ur—11 + 9251%r—12 F+ -+ -+ Gki1Ur—1k

+gl,i,mur7m,1 + 92,i,mUr—m 2 +...+ Gk imUr—m,k
(i=1,...,n)

Die g,, heiflen Generatorkoeffizienten des Faltungscodes (sie hdngen nicht
von r ab, bleiben also konstant wihrend der Codierung des Datenstroms).
Ublicherweise: k, n klein (z.B. k =1, n = 2 oder 3).

Besonders wichtig:
k =1 (:-Faltungscodes).
Dann sind die u,., ..., u,_,, Bits und

Cri = Giolr + gilr—1 + ...+ GimUr—m (1=1,...,10)

(hier sieht man die Faltung am besten).

(m Gedéachtnislinge, falls mindestens ein g;,, # 0; ansonsten das grofite

m’ < m mit g, # 0 fir ein i.)

Wir setzen voraus, dass mindestens ein g;o # 0. Diese Bedingung stellt sicher,
dass man aus einer Codeblockfolge wieder die Infobitfolge rekonstruieren
kann:

Angenommen u,_1, ..., U,_,, sind schon bekannt

(zu Beginn w, 1 = ... = u,_,, = 0).

Sei g; 0 # 0, das heiBt g;o = 1.

Dann u, = ¢,; + Z;nzl GijUp—;.

Realisieren lassen sich solche Faltungscodes durch lineare Schieberegister. Die
Register enthalten zum Zeitpunkt r die Infoblocke w,, w1, ..., tp—p (Mm+1
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Register).

Aus diesen k- (m+ 1) Bits werden n Linearkombinationen berechnet, die die
Komponenten von ¢, bilden. Danach werden die Registerinhalte geshiftet,
Up_p fAllt raus, w41 wir neu nachgeschoben.

Wir verdeutlichen dies an zwei Beispielen:

10.2 Beispiele.
(a) 2-Faltungscode, das heifft k =2, n = 3.

m =2
Cr1 = Upa+ Up_11+ Up_22
Cro = Upl+ U111+ Up_12
Cr3 = Ur2
I —— » Cr 1
A A
™ Up 1 | Ur2 P Up 1,1 | Ur—1,2[ " |Ur—2,1|Ur—2,2
Y l
Ca *EB Cr,2
» Cr3

uo uq ug u3
AN N A~ A
01 00 10 11)

AN

(101 010 110 001)
~— ~~ ~~ ~~
co c1 c2 c3

(b) 3-Faltungscode, das heifit k =1, n = 2.
m =2 (Standardbeispiel)

Cr1 = Up + U1+ Up_2

Cro2 = Up + Up_2
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.

» Cr 2

Up U3 Uz U3 Ug Us

AN AN AN A
(1t 1 0 1 0 0 +~ (11 01 01 00 10 11)

Bei Faltungscodes ist die Codiervorschrift einfach zu verstehen. Die Menge
aller erzeugten Codebitfolgen ist allerdings in der Regel schwer zu beschrei-
ben. Unterschied zu Blockcodes: Algebraische Beschreibung der Menge der
Codeworter zuerst, dann geeigneter Codierer (z.B. durch Erzeugermatrix in
Standardform).

Ab jetzt :

Nur Faltungscodes mit Rate %, das heifit £ = 1.

Fiir diese Faltungscodes geben wir jetzt eine Beschreibung durch Polynome
an:

10.3. Polynombeschreibung von %-Faltungscodes
Ug, U1, U, . .. Infobits  (u_q,...,u_, =0)

Cri = D oo GijUr—j, 1=1,...,m,7=0,1,2,... Codebits (x)

g9:(D) = Z;n:o gi;D?, i =1,...,n Generatorpolynome

(Die Unbekannte wird in der Literatur iiblicherweise mit D bezeichnet)
Infobitreihe: u(D) =Y 2 u, D" (formale Potenzreihe)

(Da die Infobitfolge in der Praxis stets endliche Lénge hat, ist u(D) tatséichlich
ein Polynom; durch die angegebene Schreibweise schliefit man auch unendli-
che Infobitfolgen ein, was fiir die Beschreibung zu Vereinfachungen fiihrt.)

Vektor der Codeblockreihen:
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Der Faltungscodierung (%) entspricht dann Polynom-Multiplikation:

¢(D) = w(D)-g(D), i=1,...,n

(D), ..., en(D)) = u(D)-(92(D), ..., gn(D))
(D) = wu(D)-G(D)

G(D) = (g1(D), ..., gn(D)) Generatorvektor.

Beachte: Ist u(D) Polynom mit Koeffizienten uo, . . ., u;

(also Grad(u(D)) < t), soist Grad(¢;(D)) = Grad(u(D))+Grad(g;). Grad(c;(D))
kann grofler als ¢ sein; man benotigt dann nur die ersten ¢ + 1 Koeffizienten.
Menge aller Codefolgen (der Code)

C={uD)-G(D) : w(D)=> uD" u, €L}

r=0

C ist (unendlich dimensionaler) Zy-Vektorraum, das heifit C ist linear.

Es ist m = max;<;<, Grad(g;(D)).

Um aus (¢1(D), ..., (D)) auf die Codewortfolge entsprechend 10.1 zu schlie-
Ben bildet man ¢;(D") + D - ¢o(D™) + ...+ D" ! . ¢,(D™) (Multiplexing).
10.4 Beispiel.

Wir betrachten Beispiel 10.2b).

Cr1 = Up + Up_1 + Up_o

Cr2 = Uyr + Up_o

g1(D) =1+ D+ D? go(D) =1+ D?

uQ...us

—~
u = (110100) <> w(D) =1+ D + D?

(c1(D),co(D)) = ((1+D+D*-(1+ D+ D?),(1+ D+ D*) -(1+ D?))
(14 D+ D?*+ D+ D*+ D? + D3+ D* + D°,
1+ D?+ D+ D*+ D* + D%
= (1+D*+D° 1+ D+ D*+ D°
(11,01,01,00,10,11)
— (D*)+D-c(D*)=1+D*+ D"+ D+ D*+ D° + D"

Hétte man u = (11010) gewahlt, so hétte man dieselben u(z), ¢;(z) erhalten.
Man hétte dann beim Codeword hinter 10 abbrechen miissen

10.5 Definition.
Bei einem terminierten Faltungscode mit Einflusslinge m werden nach jeweils
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L Infobits m Nullen in den Datenstrom eingefiigt (tail bits).

Nach Verarbeitung dieser L + m Bits sind wieder alle Register mit Null
besetzt, wie zu Beginn. Man hat dann einen Blockcode, der L Infobits auf
(L +m)n Codebits abbildet, er hat also Rate LJ%M - L(< L), Fiir grofie L ist
der Verlust in der Rate vernachléssigbar.

10.6 Beispiel.
:-Code,n=2 G(D)=(1+D,1+ D?

= i > Cp1 = Up + Up—g

= >~ Cro2 = Up + Up_2

Angenommen u = (1,1,...), das heit w(D) =1+ D + D?*+ D3 + ...
— ¢ = (11,01,00,00,...)
Das ergibt sich aus

C(D) = (1+4D+D*+D*+...)1+D),(1+D+D*+D*+...)(1+ D?)
= (1,1+D)
ci(D*) +D-cy(D* = 1+ D+ D?

Angenommen u' = (0,0,...)

Dann ¢ = (00,00, 00,...).

u, v unterscheiden sich an allen Stellen, ¢ und ¢ an nur 3 Stellen. Werden
diese 3 Stellen bei der Ubertragung gestért, so werden bei der Decodierung
unendlich viele Fehler gemacht.

10.7 Definition.

Ein Faltungscode heif$t katastrophal, wenn es eine Infofolge unendlichen Ge-
wichts (d.h. mit unendlich vielen Einsen) gibt, so dass die erzeugte Codefolge
endliches Gewicht hat.

10.8 Satz.
Ein %—Faltungscode ist genau dann katastrophal, wenn ggT(g1,...,gn) # 1
(gebildet im Polynomring iiber Zs[D]).
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Beweis:
<~
Angenommen ggT(g1,...,9,) = p, p Polynom vom Grad > 1,
G(D) = (p(D)g1(D),...,p(D)g,(D)). Konstanter Term von p # 0, da min-
destens ein g;(D) konstanten Term # 0 hat.
Dann kann man zeigen, dass man ﬁ als Potenzreihe u(D) = > 2 u, D"
schreiben kann (vergleiche Skript ’Kombinatorische Methoden in der Infor-
matik’ -Erzeugende Funktionen-).
u(D) ist kein Polynom, denn sonst 1 = w(D)p(D), Polynom vom Grad > 1,
Widerspruch.
Also ist (ug, uy, . . .) Folge unendlichen Gewichts. Codiert man diese, so ergibt
sich

C(D) = u(D) ) G(D) = (gl(D)’ : "af]n(D)a
also eine Codefolge von endlichem Gewicht.
=
Angenommen ggT(gy, ..., g,) = 1. Dann existieren Polynome f; € Zy[D] mit
>or , figi = 1 (erweiterter euklidscher Algorithmus).
Sei ¢(D) = (c1(D),...,cn(D)) =u(D)(g1(D), ..., gn(D)).
Danm ist Y, e:(D) (D) = S0, u(D)gi( D) /(D) = u(D).
Hat also die Codefolge zu ¢(D) endliches Gewicht, das heifit alle ¢;(D) sind

Polynome, so ist auch u(D) ein Polynom. Damit ist der Faltungscode nicht
katastrophal. O

Wir geben jetzt noch eine Beschreibung von Faltungscodes an, die insbeson-
dere fiir die Decodierung wichtig ist. Es handelt sich dabei um die sogenann-
ten Trellisdiagramme (trellis (engl.)=Spalier), die von Forney 1973 eingefiihrt
wurden.

10.9 Definition.
Das Trellisdiagramm eines Faltungscodes C (Rate %) mit Gedéachnislange m

(dh Cr = f(ur> Up—1y--- >ur7m)):

(a) Jedes bindre m-Tupel (u,_1,. .., u,_p) wird als Zustand bezeichnet. Die
2™ moglichen Zustéinde werden mit &y, ..., &m bezeichnet,
& = (0,...,0) Nullzustand.
Zum Zeitpunkt r befindet sich im Schieberegister im 1. Register das
momentane Infobit u, und die iibrigen Register enthalten einen Zustand
zr €{&,. .., &m}. Flir r =0ist zg = &.

(b) Ein (vollstandiges) Trellissegment besteht aus zwei vertikal angeordne-
ten Punktreihen, jeweils mit 2™ Punkten, die den méglichen Zustdnden
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entsprechen. Sie werden von oben nach unten angeordnet in der lexiko-
graphischen Ordnung (0 < 1), aber von rechts nach links gelesen. Also
steht Ow,_1 ... u,_,, immer oberhalb von lu,_{...u_,.

Von jedem Zustand (u,_1,...,u,_,) der ersten vertikalen Punktrei-
he gehen immer 2 Kanten zu den Zustinden (0, u,_1, ..., Uy _,_1) und
(1, %p—1,...,Up—m—1). Diese Kanten sind beschriftet mit dem Codewort,
das sich ergibt, wenn die letzten m Infobits gerade w,_1,..., Up_m_1
waren und dann u, = 0 bzw. v, = 1 das néchste Infobit ist. Die Kan-
te mit u, = 0 geht also immer zu einem hoherem Punkt als die mit
u, = 1 (Trellissegment beschreibt Ubergang von Zeitpunkt r zu Zeit-
punkt r 4+ 1).

(c) Das Trellisdiagramm ist die Hintereinanderreihung der Trellissegmente
zu den Zeitpunkten » = 0,1, .. ..
Zu Beginn hat man noch keine vollstdndigen Trellissegmente, da die
ersten Kanten nur vom Nullzustand ausgehen.
Bei terminierten Faltungscodes gibt es einen entsprechenden Endeffekt,
da die Kanten wieder auf den Nullzustand zuriickgehen.

(d) Im Trellisdiagramm enden (auBer im Anfangsbereich und bei terminier-
ten Faltungscodes im Endbereich) je 2 Kanten: In (t,, w1, . - ., Up_n_1)
kommen Kanten von (u,_1,...,%—m-1,0) und (ty—1,. .., Ur—m-1,1).

10.10 Beispiel.

Wir wéhlen das Standardbeispiel aus 10.2b).

%—Faltungscode, m =2

Cr1 = Uy + Up1 F Up_2

Cro = Uy + Up_2

terminiert mit L = 5.

Zum Input (up. ..., us) = (1101000) gehort das Codewort (11010100101100)
(sieche Abbildung 9).

Jedem Pfad im Trellisdiagramm entspricht Inputfolge (oberer Pfeil 0, unterer
Pfeil 1) und zugehorige Codewortfolge (ablesbar an Kanten). Die Trellisseg-
mente auflerhalb des Anfangs- und Endbereichs sind identisch. Bei nicht-
terminierten Faltungsodes erhélt man ein einseitig unendliches Trellisdia-
gramm.

10.11. Viterbi-Decodierung
(Viterbi, 1967) Gegeben sei ein =-Faltungscode.

(a) Der Viterbi-Algorithmus ist ein Maximum-Likelihood-Decodier-Verfahren,
das heiit zu einem empfangenen Wort v = (v, ..., v;), v; € Z%, ist eine
Codewortfolge ¢ = (co, ..., ), ¢; € Z%, so zu bestimmen, dass p(v|c)
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(07 0) 51

(1a O) 52
(07 1) 53
(17 1) 54 Py
Anfan;gbereich Endl:erreich
r=0 r=1 r=2 r=3 r=4 r=5 r=6 r=
identisch

Abbildung 9: Trellisdiagramm fiir das Beispiel 10.2b). z; = Zustand zur Zeit 1.



maximal wird.

Ist vV, = (Uﬂ, .. 'Uin)7 C; = (Cib c. 7Cin)7 SO ist
: L (diskreter
p(vle) = llp (vifes) = ,11 111 W gedéchnisloser Kanal)
= == Ubergangswahr-

scheinlichkeiten des Kanals

Der Viterbi-Algorithmus minimiert also die Wahrscheinlichkeit v in eine
falsche Codewortfolge zu decodieren (Maximum-Likelihood-Decodierung,
vergleiche Kapitel 3).

(Demgegeniiber gibt es auch Decodierverfahren -prominentestes Beispiel
ist der BCJR-Algorithmus (Bahll, Cocke, Jelinek, Raviv)- die die Bit-
Fehlerwahrscheinlichkeit in der Infobitfolge minimieren. Hierauf gehen
wir nicht ein.)

Héufig arbeitet man mit log p(v|c) anstelle von p(v|c)

(sogenannte Maximum-Log-Likelihood-Decodierung). Da log eine mo-
noton wachsende Funktion ist, ist dies dquivalent mit der Max-Likelihood-
Decodierung und bedeutet die Maximierung von

t t n
log p(v|c) = § log p(vic;) = E E log p(vijcij)
=:M(v|c) i=0 =:M(v;|c;) =0 j=1 ::h{(vij\cij)
Metrik zur Codewortfolge ¢ Kantenmetrik, denn ¢; Bitmetrik
(Pfad in Trellisdiagramm) entspr. Kante in
Viterbi-Metrik Trellisdiagramm

Kennt man die Ubergangswahrscheinlichkeiten des Kanals, so kann man
fiir jeden Weg tiber t + 1 Segmente des Trellisdiagrammes, also fiir jede
Codewortfolge ¢ = (cy, . .., ¢;), die Viterbi-Metrik bestimmen. Derjenige
mit maximaler Metrik wird dann zur Decodierung verwendet.

Bei einem bindren symmetrischen Kanal

Og_ P _o0
P 1
p<g3
2
1 P ol
1-p

st

logp(vle) = d(v,c)logp+ ((N = d(v,c))log(1 - p))
= d(v,c)log + Nlog(1 — p)

P
I—p
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wobei N = (t+1) - n.

Wegen p < % ist log % < 0, so dass Maximum-Likelihood-Decodierung
hier bedeutet, den Hamming-Abstand d(v,c) zu minimieren (wie bei
den Blockcodes, siehe Kapitel 3).

(b) Der Viterbi-Algorithmus vereinfacht nun die Bestimmung von ¢ in der
Weise, dass nicht mehr fiir alle Pfade im Trellis-Diagramm M (v|c) zu
bestimmen ist. Deren Anzahl ist exponentiell in ¢ (Verdoppelung nach
jedem Segment). Im Viterbi-Algorithmus ist der Aufwand linear in ¢.
Wir betrachten den Fall terminierter Faltungscodes, das heifit t = L+m.

Viterbi-Algorithmus fiir terminierte Faltungscodes

1. Starte bei s = m. Fiir jeden Zustand (in der vertikalen Reihe m
im Trellis-Diagramm) berechne die Metrik aller eintreffenden Pfa-
de und bestimme den mit der hochsten Metrik (Survivor-Pfad).
Survivor-Pfad und Metrik fiir jeden Zustand speichern (bei Mehr-
deutigkeiten bei gleicher Metrik, einen Survivor-Pfad auswéhlen
oder beide speichern).

2. s =541
Fiir jeden Zustand & (in der vertikalen Reihe s des Trellis-Diagramms)

wird folgende Berechnung durchgefiihrt:
Bei &, enden 2 Kanten von Zustdnden &1, g der vor-

angegangenen Reihe. Berechne: Metrik Survivor-Pfad
bei &, + Kantenmetrik &,&;. Speichere die grofiere
3 \ der beiden Summen ab und speichere den entspre-
& chenden Pfad als Survivor-Pfad bei & (Bei Mehrdeu-
/ tigkeiten wihle einen der beiden aus oder speichere
ko beide).

Eliminiere alle fritheren Kanten, die nicht mehr zu

Survivor-Pfaden gehoren.

3. Falls s < L + m wiederhole 2), sonst stop.

(c¢) Nun gilt:

Satz.

Der letzte Survivor-Pfad (entsprechend ¢ = (co, . .., ¢p4m—1)) des Viterbi-
Algorithmus ist der Maximum-Likelihood-Pfad (ML-Pfad), das heifst
M(v|e) > M(v|c') fiir alle Pfade ¢’ = (cp, ..., Cpppm1)-

£

Beweis:

Angenommen der ML-Pfad wurde zum Zeitpunkt s < L 4+ m eliminiert
(sieche Abbildung 10 und dortige Bezeichnungen). Metrik von P; < Me-
trik von P,
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ML-Pfad

Abbildung 10: Beweisskizze fiir Satz aus (c)

Dann: Metrik von P, + Metrik des Restes des ML-Pfads ab &, > Metrik
ML-Pfad. Widerspruch. O

(d) Da die Metriken in der Regel nicht ganzzahlig sind, wird hiufig statt
der Bit-Metrik log p(v;|c;) der Ausdruck a[logp(vi|c;) + b, a € Ry,
b € R verwendet. Dann wird ) logp(vij|cij) genau dann maximiert,
wenn Y allog(p(vij|ci;)) + b] maximiert wird.
Man wahlt b so, dass der kleinste Wert der Metrik 0 wird und dann
a so, dass alle Werte (anndhernd) ganzzahlig werden. Schitzung des
Algorithmus ist dann etwas suboptimal, aber im Allgemeinen ist die
Verschlechterung minimal.

(e) Beim bindren symmetrischen Kanal kann man zeigen:

t n
M (v|c) maximal <= Z Z v;5 - ¢;; € Ng maximal

i=0 j=1

=v-Cc

(Summieren in Z, nicht in Z,)
Also wihlt man dort als Metrik gerade v - c.

10.12 Beispiel.

+ terminierter Faltungscode (L = 5) mit Trellisdiagramm aus Beispiel 10.10.
Empfangene Folge: v = (1100110110110); Metrik M (v|c) = v - c.
Viterbi-Decodierung siehe Abbildung 11.

10.13 Beispiel.
Wir nehmen jetzt an, dass wir einen Kanal mit Input-Alphabet {0,1} und
Output-Alphabet {01, 09, 11, 15} haben (Soft-Decision-Modulator).
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Z
0,0) & ( )—2
11,

(17 0) 52 O

(O’ 1) 53 O

L&)

Empfangene 11
Folge v

Surviviorpfad c 11
Infofolge u 1

- (9%

@,
O
O

Abbildung 11: Viterbi-Decodierung fiir das Beispiel 10.12.




0; = sehr wahrscheinlich 0

Oy = eher 0
1, = echer 1
1, = sehr wahrscheinlich 1
Logarithmen zur Basis 10
Ubergangswahi- ¢
scheinlichkeiten: v; U1 & 13 1y
0 -0,4 —-0,52 —-0,7 -—-1,0
1 -1,0 -0,7 -0,52 —-0,4
0 Mache Metrik ganzzahlig entsprechend
10.11d): b=1,a = 16,7
o 0 1, 1
l (2
0 10 8 5 0
1 0 5 8 10

Bit-Metrik (Kanten-, Pfad-Metriken =
Summe der Bit-Metriken)

Selber %—Faltungscode wie in 10.12.

Empfangene Folge (1112 0101 12]_2 01]_2 ]_201 ]_1]_2 0101).

Viterbi-Decodierung siehe Abbildung 12.

Eintrdge in den Knoten: Metrik des jeweiligen Survivior-Pfades.
Survivior-Pfad bei r = 7: ¢ = 11010100101100.

Zugehorige Infofolge: 1101000.

(Andere Folge als die aus Beispiel 10.12; die dortige ist genau diejenige, die
bei Hard-Decision-Demodulation entsteht.)

10.14. Viterbi-Decodierung fiir nicht-terminierte Faltungscodes
Wird eine Infobitfolge wug, uq, ..., u; mit einem nicht-terminierten Faltungs-
code codiert und dann vy, ...,v; € Zj empfangen, so verlauft die Viterbi-
Decodierung wie im terminierten Fall. Man wird allerdings nicht wieder
am Ende in den Nullzustand gelangen, sondern zum Zeitpunkt ¢ fiir alle
2™ Zusténde eine Metrik mit zugehorendem Survivor-Pfad erhalten. Man
wahlt dann zur Decodierung den Zustand mit maximaler Metrik und den
zugehorigen Pfad.

Man stellt dabei fest, dass in der Regel die Survivor-Pfade der 2™ Zusténde
zum Zeitpunkt ¢ bei Zuriickverfolgung ab einem Zeitpunkt ¢ — r alle den
gleichen Anfangspfad besitzen. Ein solches r nennt man die Riickgrifftiefe
des Faltungscodes. (Ein instruktives Beispiel findet man z.B. in Friedrichs,
Kanalcodierung, S.280/281.)

Die Existenz eines solchen r impliziert, dass man zur Decodierung von vy, . . . v,
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1¢1

O

Empfangeney=
Folge
Einziger c=

Survivor—Pfad

Infofolge

1112 0101 1212 0112 1204 1112 0101
11 01 01 00 10 11 00
1 1 0 1 0 0 0

Abbildung 12: Viterbi-Decodierung fiir das Beispiel 10.13.



nicht bis zum Zeitpunkt ¢ warten muss, sondern bei Zeitpunkt r schon Bit
ug, zum Zeitpunkt r» + 1 Bit u; etc. decodieren kann. Damit hat man ein
fast-synchrones Decodierverfahren.

Als Faustregel wird r ~ 5 - m gewéhlt.

10.15 Bemerkung.

Es ist leicht einzusehen, dass der Viterbi-Algorithmus bei nicht-korrekter De-
codierung immer ganze Stiicke falscher Codeworter liefert; denn wenn ein Co-
dewort einmal falsch ist, werden aufgrund der Faltungscodedecodierug auch
die nichsten Codewdrter dadurch beeinflusst (Fiir die zugehorige Infobitfol-
ge muss der Unterschied aber nicht grof§ sein. Das sieht man auch an den
Beispiel 10.12 und 10.13.)

Daher produziert die Viterbi-Decodierung vor allem Biindelfehler und dies
macht Faltungscodes als innere Codes in Zusammenhang mit Interleavingver-
fahren (vgl. Kapitel 9) besonders geeignet. In dieser Weise werden Faltungs-
codes etwa im Mobilfunk eingesetzt, z.B. im GSM- bzw. UMTS-Standard.
Weiterfiihrende Informationen iiber Faltungscodes findet man z.B. in

Friedrichs, Kanalcodierung  und
Lin, Costello Jr., Error Control Coding.
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