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8. Übung Algebra II

1. Aufgabe Einfache Artin-Schreier-Erweiterungen (4 Punkte)

Sei K ein Körper,CharK = p > 0 und f(t) = tp − t − a ∈ K[t] irreduzibel. Zeige
folgende Aussagen:

(a) Der Zerf̈allungsk̈orperE vonf ist galoisscḧuberK und es giltE = K(b) mit f(b) = 0.

(b) Durch
φ : G(E/K) → Z/pZ, σ 7→ φ(σ) mit σ(b) = b + φ(σ)

wird ein Isomorphismus definiert. Die ErweiterungE/K ist zyklisch von der Ordnung
p.

2. Aufgabe Automorphismen (4 Punkte)

(a) SeiK = Fpn gegeben mitp Primzahl undG := AutFp
(K). Ist G zyklisch? Wenn ja,

welche Ordnung hatG? Gib einen Erzeuger an.

(b) SeiK = Q(ζ) wobeiζ ∈ C eine primitiven-te Einheitswurzel ist. Zeige, dassAutQ(K) ∼=
(Z/nZ)× gilt.

3. Aufgabe Unendliche Galoiserweiterungen (4 Punkte)

Sei K :=
⋃

∞

i=1 Fpli mit p, l Primzahl. Dann istK eine unendliche Galoiserweiterung von
Fp. Ferner sei einel-adische Reihe

∑
∞

k=0 λkl
k mit λk = 1 für k = 0, 1, 2, . . . gegeben und

an :=
∑n

k=0 λkl
k . Wir definieren nun ein Abbildungτ : K → K mit τ(x) = xpai wenn

x ∈ Fpli wobei i minimal ist. Wir wissen bereits, dassτ ein Automorphismus vonK ist.
Zeige

(a) τ ∈ 〈σ〉 = GK/Fp
◦ FK/Fp

(〈σ〉)

(b) τ /∈ 〈σ〉.
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4. Aufgabe Praktische Aufgabe (4 + 10 Punkte)

Seip > 2 Primzahl undq = pm mit m ∈ N. Schreibe einen Algorithmus, der ein gegebenes
normiertes quadratfreies Polynomf vom Gradn ausFq[x] faktorisiert. Gehe dazu folgender-
massen vor:

(a) Betrachte den VektorraumR := Fq[x]/(f) der Dimensionn überFq und dieFq-lineare
Abbildung

β : R −→ R, a 7−→ aq − a. (1)

Eine Basis desFq-VektorraumesR ist 1 mod f, x mod f, . . . , xn−1 mod f . Ist f =
f1 · · · fr die Faktorisierung vonf in paarweise verschiedene irreduzible Faktorenfi ∈
Fq[x], so ist

R ∼= Fq[x]/(f1) × · · · × Fq[x]/(fr). (2)

(b) Nun gilt für a ∈ R:
a ∈ ker(β) ⇔ χ(a) = (a1, . . . , ar)

mit ai ∈ Fq, i = 1, . . . , r wobeiχ der Isomorphismus von (2) ist.

(c) Berechne nun den Kern vonβ mittels der Darstellungsmatrix. Ist dannb1, . . . , br eine
Basis des Kern vonβ, so bildea :=

∑r
i=1 cibi mit ci ∈ Fq zufällig geẅahlt.

(d) Berechne nun denggT(f, a) undggT(b − 1, f) wobeib := a(q−1)/2 mod f ist.

Warum funktioniert dieser Algorithmus?

Hinweis: Die praktische Aufgabe kann bis zum 09.01.2008 bearbeitetwerden. Es gibt10
Extrapunkte f̈ur die richtige Bearbeitung dieser Aufgabe.

2


