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4. Übung Algebra II

1. Aufgabe Separabler Abschluss (3 Punkte)

(a) Seik = Z/5Z undK = k(t) eine einfach transzendente Erweiterung vonk. Berechne
den separablen AbschlussF vonK in folgenden K̈orpernE. Wie sieht jeweils[E : K]s
aus?

(i) E = K(α) mit α ist Nullstelle vonf(x) = x50 + tx15 + t ∈ K[x].
(ii) E = K(α) mit α ist Nullstelle vonf(x) = x24 + tx5 + t ∈ K[x].

(b) SeiK wie in (a) undE ein Erweiterungsk̈orper vonK mit [E : K] = n. Zeige, dass
wennchar(K) den Gradn vonE überK nicht teilt dann[E : K]s = [E : K] ist.

2. Aufgabe Diskriminanten (4 Punkte)

Es seiE/K eine endliche Erweiterung vom Gradn mit K-Basis{a1, . . . , an} undai ∈ E.
Ferner besitzeHomK(E,C) genaum ≤ n verschiedene Elementeσi mit i = 1, ...,m wobei
C ein algebraischer Abschluss vonE ist. Mit a

(j)
i bezeichnen wir das Elementa

(j)
i = σj(ai).

(a) Zeige, dassm ein Teiler vonn ist.

(b) Wir betrachten die Matrix

M =







a
(1)
1 a

(2)
1 ... a

(m)
1

...
...

...
...

a
(1)
n a

(2)
n ... a

(m)
n






∈ Cn×m

und definieren nunD(a1, ..., an) := n
m

det(MM t) ∈ C. Zeige, dassE/K genau dann
separabel ist, wennD(a1 . . . , an) 6= 0 gilt.

Hinweis: Ist a ∈ E ein primitives Element vonE/K so betrachte die Vandermonde-
matrix

V =









1 1 ... 1
a(1) a(2) ... a(n)

...
...

...
...

(an−1)(1) (an−1)(2) ... (an−1)(n)









∈ Cn×n

mit det(V ) =
∏

1≤i<k≤n(a(k) − a(i)).

1



3. Aufgabe Separabel und rein inseparabel (3 Punkte)

Sei E/K eine algebraische K̈orpererweiterung undF1/K und F2/K Zwischenk̈orper von
E/K. SeiF1/K der separable Abschluss vonK in E undF2/K der rein inseparable Ab-
schluss vonK in E. Zeige, dassF1 und F2 linear disjunktüberK sind undE = F1F2

gilt.
Hinweis: Benutze ohne Beweis, dassE/F2 separabel ist.

4. Aufgabe Praktische Aufgabe (6+6 Punkte)
SeienK1 undK2 Zahlkörper und isomorph mittelsσ ∈ Hom(K1,K2). Ferner seienE1/K1

undE2/K2 einfache algebraische Erweiterungen. Schreibe einen Algorithmus, der alle Fort-
setzungenτ ∈ Homσ(E1, E2) berechnet.

Betrachte dazu folgendes Diagramm:

E1
τ

E2

K1
σ

K2

Der Algorithmus soll als EingabeK1,K2, E1, E2 undσ erhalten. F̈ur die Abbildungen wird
ein Typ Hom und eine FunktionApplyHom in der Datei Hom.k auf der Algebra2-Homepage
vorgegeben. Eure Abbildungen müssen vom Typ Hom sein. Wenn ihr Abbildungen hinter-
einanderausführen wollt, so benutzt ihr die Funktion ApplyHom. Das selbegilt f ür Elemente
aus K̈orpererweiterungen.
Die KörperE1, E2,K1 undK2 werden in KASH3 durch den BefehlNumberField erzeugt.
Für die ErweiterungenE1 erwartet der Algorithmus einf1 ∈ K1[x]. (Dies beinhaltet also
auch Relativerweiterungen). Mit dem BefehlFactorization könnt ihr Polynome faktorisie-
ren. In der Datei Hom.g ist ein kleines Beispiel vorgegeben.

Hinweis: Die praktische Aufgabe kann bis zum 21.11.07 bearbeitet werden. Für die
erfolgreiche Bearbeitung der praktischen Aufgabe gibt es6 Zusatzpunkte, die ihr zu einer
der beiden Semesterhälften anrechnen lassen könnt.
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