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14.Übung Algebra II

1. Aufgabe Exakte Sequenzen (5 Punkte)
Zeige folgende Aussage: Sei

0 −→ U −→ M −→ N −→ 0 (1)

eine exakte Sequenz vonR-Moduln mit f : U −→ M und g : M −→ N . Dann sind
äquivalent:

(a) (1) zerf̈allt rechts

(b) (1) zerf̈allt links

(c) ∃φ : M −→ U ⊕ N mit φ Isomorphismus,φ ◦ f : U −→ U ⊕ N : u 7−→ u ⊕ 0 und
g ◦ φ−1 : U ⊕ N −→ N, u ⊕ n 7−→ n.

Dabei zerf̈allt die Sequenz (1) rechts, wenn einR-Modulhomomorphismusj : N −→ M exi-
stiert mitg◦j = idN . Die Sequenz (1) zerfällt links, wenn ein einR-Modulhomomorphismus
i : M −→ U existiert miti ◦ f = idU .

2. Aufgabe Cayley-Hamilton (6 Punkte)
SeiM ein eindlich erzeugterR-Modul. Zeige, dass wennα : M −→ M ein Epimorphismus
vonM ist, dann istα ein Isomorphismus. Gehe dazu folgendermassen vor:

(a) Mache zuerstM zu einR[t] Modul. Dabei isttm := α(m) zu setzen. Betrachte das
IdealI = Rt.

(b) Wende den Satz von Cayley-Hamilton auf denR[t]-Modul M mit φ = id an. Es gibt
dann einf = λn−ix

i ∈ R[t][x] mit ti|λi für i geeignet.

(c) Betrachte f̈ur f ∈ R[t][x] die Ausdr̈uckef(id)(m) undf(1)(m). Was f̈allt auf?

3. Aufgabe Moduln (5 Punkte)

Zeige: IstM frei vom Rangn, so ist jedes Erzeugendensystem vonM bestehend ausn
Elementen eine Basis vonM .
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