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Vereinbarungen

Folgende allgemeine Festlegungen sollen gelten: Ein Ring R ist (wenn nicht anders
vermerkt) kommutativ und hat ein Einselement 15 oder kurz 1. Jeder Homomor-
phismus ¢ : R — S der Ringe R und S erfilllt ¢(1g) = 1g. Jeder Teilring eines
Rings R enthélt 1z. Der Nullring ist R = {0}.



Kapitel 1

Algebraische
Korpererweiterungen

Die zentralen Objekte dieses Kapitels sind algebraische Kérpererweiterungen. Sol-
che Erweiterungen ergeben sich bei der ndheren Untersuchung algebraischer Ei-
genschaften von Nullstellen von Polynomen und treten heute in vielen, auch an-
wendungsbezogenen Bereichen der Mathematik auf.

Sei zum Beispiel f € Q[t] ein irreduzibles Polynom und a € C mit f(a) = 0.
Man kann zeigen, daB alle algebraischen Ausdriicke in a der Form g;(a)/g2(a) mit
91,92 € Q[t] und g2(a) # 0 Nullstellen von Polynomen h € Q[t] mit deg(h) <
deg(f) sind und einen Kérper Q(a) bilden, welcher Q enthilt. Wir werden so
auf eine algebraische Korpererweiterung Q(a)/Q gefiihrt. Man kann dann bei-
spielsweise schliefien, dafl fiir ein irreduzibles h € Q[t] mit deg(h) > deg(f) die
Gleichung h(b) = 0 keine Losung b € Q(a) haben kann. In &hnlicher Weise 1a8t
sich die Nichtlosbarkeit einiger klassischer Konstruktionsaufgaben mit Zirkel und
Lineal nach geeigneter Algebraisierung beweisen.

1.1 Endliche, algebraische und transzendente
Korpererweiterungen

Im folgenden bezeichnet F einen Korper und K einen Teilkorper. Wir bemerken,
daf also per Definition K C FE gilt und K beziiglich der Addition und Multiplika-
tion und beziiglich der Elemente 0,1 von E ein Korper ist. Insbesondere haben F
und K den gleichen Primkérper. Ferner kann F auch als K-Vektorraum aufgefaf3t
werden. Dies ermoglicht, Methoden aus der linearen Algebra anzuwenden.

1.1 Definition. Das Paar (F, K) heiit Koérpererweiterung und wird als E/K
geschrieben. Der Korper E heifit ein Erweiterungskoérper von K. Ein Teilkorper
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2 KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE KORPERERWEITERUNGEN

F von E mit K C F heifit Zwischenkorper der Erweiterung E/K.

1.2 Definition. Der Grad der Korpererweiterung £/K wird als die Dimension
des K-Vektorraums F definiert und mit [E : K] bezeichnet. Die Korpererweite-
rung F /K heifit endlich, wenn [F : K] endlich ist.

Fiir [F : K] = 2,3, usw. nennt man F/K quadratisch, kubisch, usw. Es gilt
[E : K] = 1 genau dann, wenn £ = K. Fir [F : K] = 1ist 1 € E linear
unabhéngig iiber K und damit eine Basis von E als K-Vektorraum. Es folgt
E={\-1|A e K} =K.

Als Beispiele betrachte man C/R und R/Q. Da sich jedes Element von C
eindeutig als R-Linearkombination von 1 und ¢ schreiben 148t, folgt [C : R] = 2.
Jeder endlich-dimensionale Q-Vektorraum ist abzihlbar. Daher ergibt sich [R :
Q] = 0.

1.3 Lemma. Sei V' ein E-Vektorraum. Dann ist V auch ein K-Vektorraum und
es gilt dimg (V) = [E : K] dimg(V).

Beweis. Es ist klar, dafl V' ein K-Vektorraum ist. Sei v; € V eine E-Basis von
V und e; € E eine K-Basis von E. Die Aussage des Lemmas ergibt sich, wenn
wir zeigen, daf e;v; eine K-Basis von V' ist. Zum Beweis sei v € V. Dann gibt
es \; € B und p,; ; € K fast alle gleich Null mit v = ), \jv; und \; = Zj i i€;-
Zusammengenommen ergibt dies v = ZZ ; Wi j€50;, also sind die e;v; ein Erzeu-
gendensystem. Seien nun die y; ; € K fast alle gleich Null mit »~, . u; jej0; = 0.
Mit \; = Zj pije; € B gilt dann ). A\jv; = 0. Es folgt A; = 0 fiir alle ¢ und dann
t;; = 0 fiir alle 4, j wegen der Basiseigenschaft der v; und e;. O

1.4 Satz (Gradsatz). Ist ' ein Zwischenkérper von E /K, so gilt
[E:K|=[E:F|[F:K]
Bewers. Folgt direkt aus Lemma 1.3. O

Sei E/K eine endliche Korpererweiterung und F' ein Zwischenkorper von
E/K. Gilt [F : K| = [E : K], so folgt F = E. Aus [E : F] = [E : K] er-
gibt sich [F' : K] = 1 unter Verwendung von Satz 1.4 und damit F' = K. Ist
ferner [E : K| eine Primzahl, so folgt F' = E oder F' = K.

1.5 Definition. Sei R ein Teilring des Rings S und A C S. Dann heifit
R[A] = "{T"| T Teilring von S mit RUA C T}

der durch Adjunktion von A an R erzeugte Teilring von S. Ist S ein Kérper, so
heif}t
R(A) = n{T | T Teilkérper von S mit RUA C T}

der durch Adjunktion von A an R erzeugte Teilkérper von S.
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ERWEITERUNGEN

Es ist klar, daf§ es sich bei R[A] und R(A) um einen Teilring bzw. Teilkorper
von S handelt. AuBerdem ist R(A) der Quotientenkorper von R[A]. Fir A =
{ai,...,a,} schreiben wir auch R[ay,...,a,] und R(ay,...,a,).

Sei ¢ : R[ty,... t,] — S der durch t; — a; definierte Einsetzhomomorphismus.
Dann haben wir ¢(g) = g(ay,...,a,) fir g € R[t,...t,) und es ist nicht schwer
zu zeigen, daf

Rlay,...,a,] ={g(ai,...,a,) | g € R[t1,...,t,]}
= im(¢) = Rlty,..., t,)/ ker(¢p),

R(ay,...,an) ={glar,...,a,)/h(ar,...,a,) | g,h € R[ty,..., t,]
und h(ay,...,a,) #0}.

Fir A C B ist R[A] ein Teilring von R[B] und R(A) ein Teilkorper von R(B).
Desweiteren gilt R[A; U Ay] = R[A;][As] und R(A; U Ag) = R(A;)(A2).

Sei I ein Integritétsring und K ein Korper, welcher ein Teilring von [ ist. Es
ist klar, da I auch als K-Vektorraum aufgefafit werden kann.

1.6 Lemma. Ist die Dimension von I als K-Vektorraum endlich, so ist I ein
Korper.

Beweis. Sei a € I, a # 0. Die Abbildung ¢ : I — I, © — ax ist K-linear und
injektiv, weil I ein Integritétsring ist. Dann ist ¢ auch surjektiv, weil I endlich
dimensionaler K-Vektorraum ist. Also gibt es b € I mit ab = 1. O

Aufgrund von Lemma 1.6 ist es nicht allgemeiner, Integritéitsringe anstelle
von Korpern als endliche Erweiterungen von Koérpern zu betrachten. Ist E/K
eine endliche Korpererweiterung und A C F| so folgt mit Hilfe von Lemma 1.6
auch K[A] = K(A).

1.7 Definition. Eine Korpererweiterung E/K heifit endlich erzeugbar, falls es
a,...,a, € Emit £ = K(ay,...,a,) gibt. Eine Kérpererweiterung E/K heifit
einfach, wenn es ein a € F mit £ = K(a) gibt. Das Element a heifft dann
primitives Element der Kérpererweiterung £/ K.

Zum Beispiel gilt C = R(i) = R[i], so dal ¢ ein primitives Element der
Korpererweiterung C/R ist.

1.8 Definition. Ein Element a € E heifit algebraisch iiber K, wenn es ein f €
K[t] ungleich Null mit f(a) = 0 gibt. Ein Element a € F heifit transzendent iiber
K, wenn es nicht algebraisch iiber K ist.
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Die iiber Q algebraischen Elemente von C heiflen algebraische Zahlen und
sind Gegenstand der algebraischen Zahlentheorie. Ohne Beweis merken wir an,
dafl zum Beispiel e und 7 transzendent iiber Q sind. Da es nur abzédhlbar viele
algebraische Zahlen gibt, enthélt R iiberabzdhlbar viele transzendente Zahlen.

1.9 Definition. Eine Korpererweiterung E/K heifit algebraisch, wenn jedes a €
E algebraisch iiber K ist. Andernfalls heifit /K transzendent.

Wir wenden uns zunéchst den algebraischen oder transzendenten Elementen
zu. Zur Untersuchung eines solchen Elements a € E zieht man den Einsetzho-
momorphismus ¢, : K[t] — E, t — a heran. Nach dem Homomorphiesatz gilt
kla] = im(¢,) = K]Jt]/ker(¢,), und a ist offensichtlich genau dann algebraisch
tiber K, wenn ker(¢,) # {0}. Eine andere Sichtweise ist, dal a € E genau dann
algebraisch ist, wenn die Potenzen 1,a,a?, ... linear abhiingig iiber K sind.

1.10 Satz. Sei a € E transzendent tiber K. Fs gilt

(11) K(a)= K(t), wobei K(t) = Quot(Kt]) der Kérper der rationalen Funktio-

nen in t tber K ist,
(1ii) [E: K] =[K(a): K] = 0.

Beweis. Wire a algebraisch, so wire ker(¢,) # 0. Nun gilt K[a] = K|[t]/ ker(¢,) =
K|t], was (i) beweist. (ii) ergibt sich aus K(a) = Quot(K|[a]). (ii7) folgt, da die
Potenzen 1,a,a?,... linear unabhingig iiber K sind. O

1.11 Definition. Sei a € FE algebraisch iiber K und f € KJ[t| normiert mit
ker(¢,) = fK[t]. Dann heifit f das Minimalpolynom von «a iiber K und wird mit
Mgk bezeichnet.

1.12 Satz. Sei a € E algebraisch tiber K. Das Minimalpolynom ist das eindeutig
bestimmte normierte Polynom kleinsten Grades iiber K, welches a als Nullstelle
in E hat. Es ist irreduzibel in K[t]. Weiter gilt

(1) Kla] = K[t]/max K[t],
(i1) K(a) = Kla],
(iti) [K(a) : K] = deg(mar).

Die Potenzen 1,a,d?,. .., a%®Max)=1 bilden eine K -Basis von K (a).
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Beweis. Die Isomorphie in (i) gilt nach dem Homomorphiesatz angewendet auf ¢,,
wegen ker(¢,) = mq i K[t]. Weiter ist K[a] als Teilring des Korpers E ein In-
tegritétsring. Daher ist ker(¢,) ein Primideal. Da K|[t] Hauptidealring ist, ist
ker(¢,) auch maximal und Kla] = K|[t|/ker(¢,) ein Korper. Es folgt K(a) =
Quot(K|a]) = Klal, also (ii). Die angegebenen a-Potenzen bilden dann eine K-
Basis von K'al, weil die entsprechenden ¢-Potenzen in K[t]/m, x K[t] eine K-Basis
des Quotientenrings bilden. Daraus und aus (i) folgt (7i7) und die letzte Aussage.

Da ker(¢,) = mq x K[t] ein Primideal ist, ist m, j irreduzibel. Weil ker(¢,)
aus allen Polynomen iiber K besteht, die a als Nullstelle in £ haben, und m,
der normierte Erzeuger von ker(¢,) ist, hat m, x minimalen Grad und ist eindeu-
tig bestimmt. Ein weiteres solches normiertes Polynom ¢ hat ndmlich zunéchst
den gleichen Grad wie m, g, da sich g und m, x gegenseitig teilen miissen. Die
Differenz g — m, k ist dann ein Element von ker(¢,) echt kleineren Grads als
Mg i, und mufl daher gleich Null sein. Also gilt g = m, k. O

Das Minimalpolynom von i iiber R ist zum Beispiel m; g = ¢* 4 1. Minimalpo-
lynome werden auch in anderen Zusammenhéngen analog definiert, miissen aber
nicht mehr unbedingt irreduzibel sein. Siehe beispielsweise Minimalpolynome von
Endomorphismen von endlich dimensionalen Vektorrdumen.

Ein zweiter, konstruktiverer Beweis fiir Lemma 1.6 kann wie folgt gefiihrt
werden. Sei a € I, a # 0. Die Potenzen 1,a,a?, ... sind K-linear abhiingig,
da I ein endlich dimensionaler K-Vektorraum ist. Sei f € K][t] ein Polynom
kleinsten Grads > 1 mit f(a) = 0. Da I ein Integrititsring ist, mufl f irreduzibel
sein und es gilt insbesondere f(0) # 0. Mit ¢ = —f(0) gibt es ein g € K|t],
sodaB f = gt —cund gt/c = f/c+ 1. Fir b = g(a)/c € I ergibt sich dann
ab = g(a)a/c = f(a)/c+1=1.

1.13 Satz. Eine einfache transzendente Erweiterung FE /K ist isomorph zu K (t).

Beweis. Ist a € E ein primitives Element, so ist a transzendent iiber K. An-
dernfalls wire [E : K| = [K(a) : K] < oo nach Satz 1.12, im Widerspruch zu
[E : K] = oo nach Satz 1.10. Es gilt daher F = K(a) = K (t) nach Satz 1.10. O

Wir betrachten jetzt algebraische und endliche Kérpererweiterungen. Ist £/ K
eine Korpererweiterung und a € E algebraisch iiber K, so ist a auch algebraisch
iiber jedem Zwischenkorper F von E/K, damg i € F[t], mex # 0und m, x(a) =
0 gilt.

1.14 Satz. Fir eine Korpererweiterung E /K sind dquivalent:
(1) E/K ist endlich,

(11) E/K ist algebraisch und endlich erzeugbar,
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(1ii) E/K ist endlich erzeugbar mit algebraischen Erzeugern.

Beweis. (i) = (ii): Sei E/K endlich. Jedes Element a € E ist algebraisch, weil
die Potenzen 1,a,a?,... linear abhingig iiber K sind. Ist e;,...,e, € F eine K-
Basis von E, so gilt E = K(ey,...,e,). Daher ist F/K algebraisch und endlich
erzeughar.

(17) = (i7i): Ist klar.

(1i1) = (i): Sei nun F/K endlich erzeugbar mit den {iber K algebraischen
Erzeugern ay,...,a, € E, also E = K(ay,...,a,). Setze E; = K(ay,...,aq;),
so daB E; = E;_1(a;). Weil jedes a; algebraisch iiber K und somit nach der
Bemerkung vor dem Satz auch algebraisch iiber E;_; ist, gilt [E; : E;1] < o0
nach Satz 1.12. Daraus folgt [E' : K] = [[.[E; : Ei—1] < oo nach Satz 1.4. O

1.15 Satz. Sei E/K eine Korpererweiterung und A C E. Sind die Elemente in
A algebraisch iber K, so ist K(A)/K algebraisch und es gilt K[A] = K(A).

Beweis. Wir fithren die Situation zunéchst auf endliche Erweiterungen zuriick.
Es gilt K(A) = Uy K (M), wobei M die endlichen Teilmengen von A durchlauft.
Zunéchst ist namlich K(M) C K(A) fiir alle M und somit Uy, K (M) C K(A).
Es geniigt nun zu zeigen, dal Uy, K (M) ein Korper ist, welcher K und A enthélt.
Seien dazu a,b € Uy K (M). Es gibt endliche Mengen M, My C Amita € K (M)
und b € K (Ms;). Dann gilt weiter, dal a,b € K(M;UM,), wobei M; UM, ebenfalls
endlich ist. Somit sind a + b,a — b,ab,a/b € K(M; U M) C Uy K(M). Wegen
A =UyM gilt K, A C Uy EK(M). Es folgt K(A) = Up K (M).

Fiir endliches M C A ist K(M)/K nach Satz 1.14 endlich und algebraisch.
Also besteht K(A) = Uy K (M) nur aus iiber K algebraischen Elementen. Fiir
a € K[A] gilt a=! € K[a] nach Satz 1.12, (ii). Wegen Ka] C K[A] folgt also
a! € K[A] und damit K[A] = K(A). O

1.16 Satz. Sei E/K eine Korpererweiterung und F ein Zwischenkdrper. Dann
ist E/K genau dann algebraisch, wenn E/F und F/K algebraisch sind.

Beweis. Ist E/K algebraisch, so auch F'/K. Aulerdem gilt fir a € £, dai m, i €
Ft] und somit a auch algebraisch iiber F' ist. Umgekehrt sei a € E algebraisch
tiber F' und bezeichne L den Zwischenkorper von E /K, der durch Adjunktion der
Koeffizienten von m, r an K entsteht. Dann ist a wegen m, p € L[t] algebraisch
iiber L. Weiter sind L(a)/L und L/K endlich wegen Satz 1.14 und weil F'/K
algebraisch ist. Folglich ist L(a)/K endlich nach Satz 1.4 und damit algebraisch
nach Satz 1.14. Es ergibt sich, dafl a algebraisch iiber K ist. O

Die Eigenschaft ,,algebraisch® ist also transitiv. Dies gilt nach Satz 1.4 auch
fiir die Eigenschaft ,,endlich®.
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1.17 Definition. Sei F/K eine Korpererweiterung und A C E die Menge der
iiber K algebraischen Elemente von E. Dann heifit K (A) der algebraische Ab-
schluf von K in E. Gilt K(A) = K, so nennt man K algebraisch abgeschlossen
in E.

1.18 Satz. Der algebraische Abschluf$ von K in E ist ein Teilkorper von E und
1st algebraisch abgeschlossen in E.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus Theorem 1.15 und die zweite aus
Satz 1.16. 0

1.19 Definition. Seien F/K eine Korpererweiterung und Fi, Fy Zwischenkorper.
Dann wird FiFy, = Fi(Fy) = Fy(F)) als das Kompositum von F; und F» in E
bezeichnet. Das Kompositum einer beliebigen Menge F von Zwischenkdrpern von
E/K definieren wir als K(UF).

Etwas spezieller nennen wir auch FyFy/K das Kompositum von F;/K und
Fy/K und Fi F,/F; die Translation von F; /K um F; in E. Typischerweise stellt
man solche Korpererweiterungen graphisch dar. Die Abbildung 1.1 enthélt eine
Zwischenkorpersituation, eine Translation und ein Kompositum.

E E
‘ F 1:F 2 F 1ZF 2
‘ F 1 F 2 F 1 F 2
K N N
K K

Abbildung 1.1: Zwischenkorper, Translation und Kompositum

Es ist nun natiirlich, zu fragen, wie sich die Eigenschaften ,endlich“ und , al-
gebraisch® innerhalb der Diagramme in Abbildung 1.1 fortsetzen. Die relevanten
Korpererweiterungen sind hierbei mit durchgezogenen Linien markiert. Fiir das
linke Diagramm haben wir oben bereits die Transitivitdt von ,,algebraisch® und
yendlich® gesehen.

1.20 Satz. Seien E/K eine Korpererweiterung und Fy, Fy Zwischenkdrper. Fiir
die Translation FyFy/Fy gilt:

(1) Ist F1/K algebraisch, so auch F1Fy/Fy.

(17) Ist F1/K endlich, so auch F1Fy/F; und es gilt [[1Fy : Fy] < [Fy : K.
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Fiir das Kompositum F1Fy/ K gilt:
(131) Sind Fy/K und Fy/K algebraisch, so auch FiFy/K.

(iv) Sind F\/K und Fy/K endlich, so auch F\Fy/K und es gilt [F1F; : K| <
[Fl . K][FQ . K]

Beweis. (i) folgt aus Satz 1.15 angewendet auf Fy(F))/F», da die Elemente von
Fy auch algebraisch tiber Fy sind. (ii7) folgt aus (i) und Satz 1.16. (iv) folgt aus
(17) und der Gradformel [F}Fy : K| = [F1Fy : F|[Fy : K| < [Fy : K|[F; : K]. Zum
Beweis von (i7) betrachte man Fy[F]. Jedes K-Erzeugendensystem von Fy wird zu
einem Fy-Erzeugendensystem von Fy[F|. Da F} nach Annahme eine endliche K-
Basis besitzt, ist auch Fy[Fi] endlich-dimensional iiber F» mit Dimension kleiner
gleich [F; : K]. Nach Lemma 1.6 ist dann F3[F;] ein Korper. Es folgt FiFy =
F5(Fy) = Fo[Fy] und (ii). O

Der Beweis zeigt also, daf fiir [F} : K] < 0o jedes K-FErzeugendensystem von
F} auch ein Fy-Erzeugendensystem von F Iy liefert.

Sind [F} : K] und [F, : K] teilerfremd, so gilt [F1Fy @ K| = [F} : K|[F, : K|
wegen [y @ K||[F1F, : K] und [Fy : K]|[F1Fy : K] nach Satz 1.4 und wegen
Satz 1.20, (iv).

1.21 Definition. Seien F/K eine Korpererweiterung und F, Fy Zwischenkorper
von E/K. Dann heilen Fy/K und Fy/K linear disjunkt und F; und F; linear
disjunkt iiber K, wenn jede iiber K linear unabhingige Menge von Elementen
von F) iiber Fj linear unabhéngig bleibt.

Der folgende Satz zeigt unter anderem, dafl die Eigenschaft . linear disjunkt*
symmetrisch ist.

1.22 Satz. Seien E/K eine Korpererweiterung und Fy, Fy Zwischenkérper von
E/K. Dann sind dquivalent.

(1) Fy und Fy sind linear disjunkt iber K .
17 o und F1 sind linear disjunkt tiber K.
1) I d Fy sind li disjunkt iiber K

(i1i) Sind {a;|i € I} und {b;|j € J} Mengen diber K linear unabhdingiger Ele-
mente von Fy beziehungsweise Fy, so ist {a;b;|i € I,j € J} eine Menge
tiber K linear unabhdngiger Elemente von FiF;.

Beweis. (i) = (iii): Es gelte Y, pu;ja;b; = 0 mit ;3 € K. Wir setzen \; =
Zj i ;b;, so dal \; € Fy und Z” pijab; =, Na; = 0 gilt. Nach Voraussetzung
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ergibt sich \; = 0 fiir alle ¢ € I, und aus \; = Zj i jb; = 0 dann auch p; ; = 0
fiir alle j € J.

(131) = (i): Sei {a; |i € I} eine Menge iiber K linear unabhingiger Elemente
von Fy und {b;|j € J} eine K-Basis von F,. Es gelte > . \;a; = 0 mit \; € F.
Es glbt Wij € K mit \; = Zj ,U/i,jbj~ Dann gllt Zz Aia; = Zi,j umaibj = 0 und
nach Voraussetzung p,; ; = 0. Es ergibt sich A\; = 0.

(1) < (uii): Aussage (i4i) ist symmetrisch in ) und Fj, daher folgt der Beweis
analog. O

1.23 Satz. Seien E/K eine Korpererweiterung und Fy, Fy Zwischenkdrper von
E/K.

(i) Fir [Fy: K] < oo sind Fy und Fy genau dann iber K linear disjunkt, wenn
[Fl . K] = [FlFQ . FQ] gllt

(13) Sind Fy und Fy linear disjunkt tiber K, so gilt F1 N Fy = K.

(1i1) Bleibt eine K-Basis von Fy dber Fy linear unabhingig, so sind Fy und Fy
linear disjunkt tiber K.

Beweis. (i): Aus [F} : K| < oo ergibt sich zunéchst F1F, = Fy[F], und jedes
K-Erzeugendensystem von Fj ist auch ein Fy-Erzeugendensystem von FiFs.

, = “: Da eine K-Basis von F; nach Annahme auch eine F,-Basis von F}F5
iSt, fOlgt [Fl . K] = [FlFQ . FQ]

, < “ Jede iiber K linear unabhéngige Teilmenge 71" von F; kann zu einer
Basis von Fj iiber K ergéinzt werden. Diese ist ein Erzeugendensystem von F} Fy
iitber F, und wegen der Gradgleichheit auch eine Basis von FjF; iiber F,. Somit
ist T" ebenfalls iiber F; linear unabhéngig.

(i1): Gibt es a € F1 N F,\ K, so sind 1,a € Fy zwar linear unabhéngig tiber K,
aber nicht linear unabhéngig iiber Fb.

(i31): Ubung. O

Als Beispiel betrachte man K = Q, F; = Q(v/2) und F, = Q(4) mit i = —1
als Teilkorper von C. Dann gilt FyFy = Q(v/2,4) und [F1F, : 1] = 2. Also sind
F) und F; linear disjunkt iiber K.

1.24 Lemma. Sei E/K eine einfache algebraische Erweiterung mit primitivem
Element a und F ein Zwischenkorper. Dann entsteht F durch Adjunktion der
Koeffizienten von m, p an K.

Beweis. Sei L der durch die Adjunktion entstehende Koérper. Da m, p € FIt]
folgt L C F. Es gilt mqp € L[t] und m, g erfiillt die Eigenschaften des Mini-
malpolynoms m, ;. Daher ergibt sich m,; = my,pr und [E : L] = [L(a) : L] =
deg(mg,r) = deg(mgr) = [F(a) : F] = [E: F]. Es folgt L = F. O
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1.25 Satz. Die Korpererweiterung E /K ist genau dann einfach und algebraisch,
wenn E /K nur endlich viele Zwischenkdrper hat.

Beweis. Lassen wir aus. O

Als Anwendung betrachten wir kurz Konstruktionsprobleme mit Zirkel und
Lineal. Unter Vorgabe zweier Punkte mit Abstand 1 konstruiert man weitere
Punkte als Schnittpunkte von Geraden und Kreisen. Geraden miissen durch zwei
verschiedene, bereits konstruierte bzw. die vorgegebenen Punkte gelegt werden.
Bei Kreisen mufl der Mittelpunkt ein bereits konstruierter bzw. vorgegebener
Punkt und der Radius gleich dem Abstand zweier bereits konstruierter bzw. der
vorgegebenen Punkte sein. Wir nennen eine Zahl a € R konstruierbar, wenn sie
als Abstand zweier konstruierter Punkte erhalten werden kann.

Da Kreise quadratischen Gleichungen geniigen, werden im Konstruktions-
prozef3 koordinatenweise gedacht neben dem Losen von linearen Gleichungen
,hochstens” Quadratwurzeln gezogen. Daher gilt fiir eine konstruierbare Zahl a €
R notwendigerweise a € Q(v/by,...,vb,) C R mit geeigneten b; € Q(v/by, ...,
V/bi—1) und b; > 0. Fiir konstruierbares a ist [Q(a) : Q] also eine Potenz von
2. Man kann dariiberhinaus zeigen, da8 jedes a € Q(v/b1,...,vb,) € R mit
beliebigen b; € Q(v/b1, . .., \/E) und b; > 0 konstruierbar ist.

Beim Delischen Problem geht es um die Verdoppelung des Volumens eines vor-
gegebenen Wiirfels. Nach Normierung soll also zu einem Wiirfel des Volumens und
der Kantenléinge 1 ein Wiirfel des Volumens 2 mit Kantenléinge /2 konstruiert
werden. Wegen [Q(+v/2) : Q] = 3 ist dies nach Satz 1.4 nicht moglich.

Bei der Quadratur des Kreises soll ein Quadrat bestimmt werden, dessen
Flacheninhalt mit dem eines Kreises vom Radius 1 {ibereinstimmt. Gesucht ist
also eine Kantenliéinge a mit a®> = 7. Da 7 transzendent ist, mufl a nach Satz 1.15
ebenfalls transzendent sein und ist daher nicht konstruierbar.

Die Winkeldreiteilung ist ebenfalls nicht moéglich. Das Problem kann mittels
Rechenregeln fiir sin und cos darauf zuriickgefiihrt werden, eine Nullstelle eines
irreduziblen Polynoms vom Grad drei iiber Q zu konstruieren.

1.2 Zerfiallungskorper und algebraischer Ab-
schluf}

In diesem Abschnitt zeigen wir, dafl es erstens zu jedem Korper K und jedem
nicht konstanten Polynom f € K|[t] einen Erweiterungskorper gibt, iiber dem f
in Linearfaktoren zerfallt, und dafl es zweitens einen Erweiterungskorper von K
gibt, iiber dem jedes nicht konstante f € K[t] in Linearfaktoren zerfallt.
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1.26 Satz (Kronecker). Sei K ein Korper und f € K|t] irreduzibel. Dann gibt es
einen Erweiterungskorper E von K und a € E, so daf$ f(a) =0, E = K(a) und
[E: K] = deg(f).

Beweis. Wir definieren £ = K[t|/fK[t]. Nach Korollar ?? kann E als Erweite-
rungskorper von K aufgefait werden. Bezeichnet a = t+ f K[t] die Klasse von t in
Kt]/ fK|t], so gilt £ = KJa] und f(a) = 0. Ist ndmlich x € a, so gilt x =t mod f
und f(x) = f(t) = 0 mod f. Die Gradaussage folgt nach Satz 1.12. O

In anderen Worten erzwingt man also durch die Quotientenbildung in K[t] die
algebraische Relation f(¢) = 0. Man kann Satz 1.26 auf auch reduzible Polynome
f € K][t] anwenden, indem man einen irreduziblen Faktor von f betrachtet. So
erhélt man also stets eine Korpererweiterung von K, indem ein nicht konstantes
f € K|t] eine Nullstelle besitzt.

1.27 Definition. Sei K ein Korper, M C K[t] eine Menge von nicht konstanten
Polynomen und E ein Erweiterungskoérper von K. Dann heifit E Zerfallungskorper
von M iiber K, wenn jedes Polynom f € M iiber E in Linearfaktoren zerfallt
und E durch Adjunktion der Nullstellen der f aus E an K entsteht.

Der Zerfallungskorper ist also der kleinste Erweiterungskorper von K, in dem
die f € M alle ihre Nullstellen haben. Bei einer endlichen Menge M = { f1, ..., f.}
sprechen wir auch vom Zerfallungskorper der fi, ..., f, iiber K.

1.28 Satz. Zu jedem Korper K und nicht konstantem Polynom f € K|t] gibt es
einen Zerfillungskorper E von f dber K mit [E : K] < deg(f)!.

Beweis. Sei By = K und fy = f. Wir gehen nun induktiv vor. Sei ¢ > 0 und
gi € K]Jt] ein irreduzibler Faktor von f;. Nach Satz 1.26 gibt es einen Erwei-
terungskorper E;q von E; und a4 € Eiyq mit By = Ei(aiq), gi(aip1) =
fi(aiﬂ) = f(a,-+1) = 0 und [Ei(ai—i—l) : Ez] = deg(gi) S deg(fz) Wir set-
zen fiy1 = fi/(t — aiz1) € Eiiq[t]. Nach n = deg(f) Schritten erhalten wir
E, = K(a1,...,a,) und mit ¢ = f, € K gilt f = c¢[[.(t — ;) in E,[t]. Die
Gradaussage folgt aus deg(f;41) = deg(f;) — 1. O

Die im Beweis durchgefiihrte Konstruktion eines Zerfallungskorpers von f
héngt von der Wahl der irreduziblen Polynome ¢; ab. Im néchsten Abschnitt
zeigen wir jedoch, daf} alle Zerfallungskorper von f iiber K isomorph sind. Man
spricht daher auch manchmal von dem Zerfallungskorper von f {iber K.

Als Beispiel betrachten wir f = > —2 € Q[f] und g = 3 — 2 € Q[t]. In
E = Q[t]/fQlt] gibt es eine Nullstelle von f, die wir mit v/2 bezeichnen. Dann
gilt f = (t —+/2)(t ++/2) iiber £, und F ist bereits ein Zerfillungskorper von f
iitber Q, vom Grad 2 iiber Q.
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In Cgilt g = (t — V/2)(t — exp(27i/3)v/2)(t — exp(47i/3)3/2). Dann ist
Q(v/2, exp(2mi/3)) ein in C gelegener Zerfillungskdérper von f iiber Q, und zwar
vom Grad 6 iiber Q. Alternativ erhalten wir einen Zerféillungskorper von f {iber
Q mit Q[t,s|/(t3 — 2,8* + ts + t?). In Q[t]/(t* — 2)[s] gilt hierbei s* — 2 =
(s — t)(s* + ts + t?). Dieser Zerfiallungskorper hat den Vorteil, dal man in ihm
mittels eines Computers exakt rechnen kann, wohingegen dies bei dem anderen
Zertéllungskorper nicht moglich ist, wenn die komplexen Zahlen als FlieSkomma-
zahlen mit endlicher Prézision dargestellt werden.

1.29 Definition. Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn aus £/ K
algebraisch & = K folgt. Ist F'/K algebraisch und E algebraisch abgeschlossen,
so heifit E algebraischer Abschluf von K. Wir bezeichnen ein solches £ mit K
oder K.

Im Hinblick auf Satz 1.28 faktorisiert jedes nicht konstante Polynom iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper K in Linearfaktoren, hat also alle seine
Nullstellen in K. Iterativ sieht man, dafl umgekehrt ein Korper K algebraisch
abgeschlossen ist, wenn jedes nicht konstante Polynom f € K[t] eine Nullstelle
in K besitzt. Ist £ ein algebraisch abgeschlossener Erweiterungskoérper von K,
so ist der algebraische Abschlufl von K in F nach Satz 1.16 selbst algebraisch
abgeschlossen und daher ein algebraischer Abschlufl von K.

1.30 Satz. Jeder Korper besitzt einen algebraischen Abschluf.

Beweis. Wir gehen im Prinzip wie in Satz 1.28 vor, nur dafl wir alle nicht konstan-
ten Polynome aus K [t] simultan betrachten. Wie in Satz 1.28 miissen wir geeignete
irreduzible Faktoren wéhlen. Da wir es nun mit unendlich vielen Polynomen zu
tun haben, bendtigen wir dazu das Auswahlaxiom. Fiir die Konstruktion ist es
zweckméfBig, Polynomringe in unendlich vielen Variablen zu betrachten und das
Auswahlaxiom in der Form der Existenz von maximalen Idealen zu verwenden.
Sei M die Menge aller nicht konstanten Polynome in K[t]. Wir konstruieren
zuerst einen Erweiterungskorper von K, in dem jedes f € M eine Nullstelle
besitzt. Fiir jedes f € M bezeichne X eine eigene Variable und sei X = {X¢| f €
M}. Wir betrachten den Polynomring K [X] und darin das von den f(X ) erzeugte
Ideal a. Wir nehmen nun an, da8 a # K[X] ist (Beweis folgt gleich). Dann gibt
es ein maximales Ideal b von K[X] mit a C b, und K[X]/b ist ein Kérper. Wegen
K Nb = {0} kann K[X]/b als Erweiterungskorper von K aufgefait werden. Die
von Xy in K[X]/b erzeugte Klasse ist dann eine Nullstelle von f, weil f(X;) € b
gilt. Also ist K[X]/b der gesuchte Korper. Der Beweis von a # K[X] erfolgt
durch Widerspruch. Ist ndmlich a = K[t], dann gibt es endlich viele g; € K[X]
und f; € M mit 1 = ), g, fi(Xy,). Satz 1.28 angewendet auf [[, f; zeigt, daB es
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einen Erweiterungskorper £ von K gibt, in dem jedes f; eine Nullstelle a; besitzt.
Sei ¢ : K[X] — E der durch Xy, — a; und X +— 0 fiir f # f; fiir alle ¢ definierte
Einsetzhomomorphismus. Dann gilt in E, da ¢(fi(Xy,)) = 0 und folglich 1 =
> 0(gi)o(fi(Xy,)) = 0 ist. Dies ist ein Widerspruch zur Korpereigenschaft von
E, und daher kann a = K[X] nicht gelten.

Durch Iteration dieses Verfahrens erhalten wir eine aufsteigende Kette K =
Ey C E;y C ... von Kérpern, so daf§ jedes nicht konstante Polynom in E;t]
eine Nullstelle in F;; besitzt. Wir setzen £ = U2 F;. Je zwei Elemente a,b € E
liegen bereits in einem F;. Wir machen E zu einem Koérper, indem wir die Summe,
Produkt usw. von a,b durch E; definieren. Wegen der Teilkorpereigenschaft von
E; C E; fiir j > ¢ ist dies unabhéngig von der Wahl von i.

Ist f € E[t] ein nicht konstantes Polynom, so gilt bereits f € FEj[t], da f
nur endlich viele Koeffizienten ungleich Null hat. Dann hat f eine Nullstelle in
E; und somit auch in F. Nach den Bemerkungen vor dem Satz ist F algebra-
isch abgeschlossen und der algebraische Abschlufl K* von K in E ist daher ein
algebraischer Abschlufl von K. O

Im néchsten Abschnitt zeigen wir, dafl je zwei algebraische Abschliisse von
K isomorph sind. Man spricht daher auch manchmal von dem algebraischen Ab-
schlufl von K.

Aufgrund des néchsten Satzes befindet sich ein algebraischer Abschlufl von Q
in C.

1.31 Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper der komplezen Zahlen ist
algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Erfolgt iiblicherweise in der Funktionentheorie I. O

Vom Standpunkt der Computeralgebra aus lafit sich ein algebraischer Ab-
schlufl eines Korpers K trotz der impliziten Verwendung des Auswahlaxioms zu-
mindest zum Teil simulieren, wenn man nur Polynome iiber endlichen Erweite-
rungen von K faktorisieren kann. Man stellt K® als abstrakten Datentyp dar,
der zu jedem Zeitpunkt durch eine endliche Erweiterung F' von K représentiert
wird. Anfinglich gilt F' = K. Sollen nun die Nullstellen eines nicht konstanten
Polynoms f € K“[t] berechnet werden, so gilt zunéchst f € F[t| und man be-
stimmt einen Zerfallungskoérper E von f iiber F' mittels der Vorgehensweise im
Beweis von Satz 1.28. Man ersetzt dann F' in der Darstellung von K durch FE
und liefert die Nullstellen als Elemente von F zuriick. Im Endeffekt wird die un-
endliche Operation, die mittels des Auswahlaxioms ausgefiihrt wird, durch einen
unbegrenzten dynamischen Prozefl modelliert.
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1.32 Korollar. Sei K ein Korper und M C K]Jt] eine Menge nicht konstanter
Polynome. Dann gibt es einen Zerfillungskorper von M tber K.

Beweis. Sei K® ein algebraischer Abschluff von K und A = {a € K| f(a) =
0 und f € M}. Dann leistet F = K(A) das Gewiinschte. O

1.3 Homomorphismen und ihre Fortsetzungen

Bei der Untersuchung mathematischer Objekte ist es wesentlich, auch die struk-
turerhaltenden Abbildungen zwischen ihnen zu betrachten. Fiir (endliche) Kérper-
erweiterungen ist dies zentraler Bestandteil der Galoistheorie und soll in diesem
Abschnitt begonnen werden. Als Anwendung beweisen wir, daf§ Zerfallungskorper
und algebraische Abschliisse bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind.

1.33 Definition. Ein Homomorphismus ¢ : E; — E5 der Koérper E; und FE5 ist
ein Ringhomomorphismus der Ringe F; und F5. Die Menge dieser Homomorphis-
men wird mit Hom(E), Es) bezeichnet.

Sind E)/K; und E,/K; Korpererweiterungen und o € Hom(K, K5), so be-
zeichnen wir die Menge aller Fortsetzungen 7 € Hom(E}, Es) von o mit Hom,, (F,
E,). Gilt K = K, und o = id, so schreiben wir dafiir auch Homg (E7, Es), wobei
K = K, und sprechen von K-Homomorphismen der Korper E; und Es oder von
Homomorphismen der Korpererweiterungen F; /K und E,/K.

Weiter verwenden wir die Begriffe Isomorphismus, Endomorphismus und Au-
tomorphismus wie erwartet und schreiben End(FE), Aut(FE) usw. Zwei Erweite-
rungskorper E; und Es von K konnen dann beispielsweise nur isomorph oder
auch isomorph iiber K sein.

Ist 0 € Homg (E1, E»), so gilt also o(x) = x fiir alle x € K und o ist K-linear.
Ist allgemeiner o € Hom(E}, Ey), so gilt definitionsgeméB o(1) = 1. Wegen 1 # 0
in Korpern ist o nicht die Nullabbildung. Daher muf ker(c) = {0} gelten, da
dies das einzige Ideal von E; ungleich F; ist, und o ist ein Isomorphismus auf
den Teilkorper o(FE;) von E,. Auflerdem ergibt sich, da§ E; und F5 isomorphen
Primkorper haben. Sind F; und E, Teilkorper eines gemeinsamen Oberkorpers,
so sind die Primkorper gleich und jedes o € Hom(E}, E») ist linear beziiglich des
Primkorpers.

Fiir 0 € Hom(K, K») erhalten wir durch koeffizientenweises Anwenden einen
ebenfalls mit ¢ bezeichneten Ringhomomorphismus K;[t] — Ks[t]. Es ist prak-
tisch, f7 = o(f) zu schreiben.

1.34 Lemma. Seien Ey /K, und Ey/ Ky Kérpererweiterungen, o € Hom (K, K,),
f € Ki[t] und a eine Nullstelle von f in E.
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(i) Fir T € Hom,(E4, Ey) ist T(a) eine Nullstelle von f7 € Kst] in Es.

(17) Sei o ein Isomorphismus und f irreduzibel in Ki[t]. Ist dann b € Ey ei-
ne beliebige Nullstelle von f7, so gibt es ein 7 € Hom, (K (a), K2(b)) mit
7(a) = b, und T ist ein Isomorphismus.

Beweis. (i): Es gilt f7(7(a)) = 7(f(a)) = 0. (éi): Ohne Einschrinkung kénnen
wir f und damit f? als normiert annehmen. Da ¢ ein Isomorphismus ist, mufl
f7 irreduzibel in K,[t] sein. Nach Satz 1.12 folgt mgx, = f, mpx, = f7 und
Ki(a) = Ki[t]/ fKq[t], Ka(b) = Kyt]/ f7Ks[t]. Die Faktorringe K[t]/ fK;[t] und
K, [t]/ f K3[t] sind aber offenbar unter Verwendung von ¢ isomorph. Die Kombi-
nation der Isomorphismen ergibt 7 mit 7(a) = b. O

Auf die Voraussetzung der Irreduzibilitdt von f kann nicht verzichtet werden
(Gegenbeispiel: f = (t—1)(t—2) €Q[t], c =idg,a=1,b=2und 1 = 7(a) =
b=2).

1.35 Satz. Sei 0 € Hom(Ky, K») ein Isomorphismus, f € Ki[t] ein nicht kon-
stantes Polynom, E der Zerfillungskorper von f tiber Ky und Ey der Zerfillungs-
korper von f7 dber Ko. Dann gibt es einen Isomorphismus T € Hom, (Ey, Es).

Beweis. Der Satz folgt im Prinzip auch aus den untenstehenden, allgemeineren
Uberlegungen. Der folgende Beweis dient nur der Konkretheit.

Ausgehend von E; und FE, fiihren wir die Konstruktion von F; und F5 im
Beweis von Satz 1.28 noch einmal simultan fiir f und f durch, wobei die auf-
tretenden, irreduziblen Faktoren von f die g7 sein sollen. Hierbei wurde E;
moglicherweise zwar anders konstruiert, aber jedes g7 zerfillt dennoch iiber Fj in
Linearfaktoren. Wir definieren also induktiv E) ;41 = E1;(a;41) mit g;(ai11) =0
wie gehabt und FEs;11 = Ea;(biy1) mit g7 (biy1) = 0 fiir ein b4y € Ey. Un-
ter Verwendung von Lemma 1.34 koénnen wir o; € Hom(FE,;, Ey;) zu 0,41 €
Hom,, (E1 41, E2it1) durch ,41(a;41) = biyy fortsetzen. Schlielich erhalten wir
T =0, € Hom,(E, Es). O

1.36 Korollar. Seien Ei und Eo Zerfillungskorper des nicht konstanten Poly-
noms f € K|[t] iber K. Dann sind E1/K und Ey/K isomorph.

Jeder K-Isomorphismus von E; und Fs bildet die Nullstellen von f in F; auf
die Nullstellen von f in E, ab. Die Untersuchung aller solcher K-Isomorphismen
fiir B4 = FE5 ist Inhalt der Galoistheorie.

Als Beispiel betrachten wir die Zerfallungskorper Q(\/Q) von f =t> — 2 und
E = Q(~3/2,exp(27i/3)) von g = t* — 2 iiber Q. Durch o : v/2 — —+/2 bekommen
wir einen Q-Automorphismus von Q(y/2), der einzig weiter mogliche auBer der
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Identitéat. Weil g irreduzibel iiber @ ist und drei verschiedene Nullstellen in F
hat, gibt es nach Lemma 1.34 genau drei Elemente ¢ in Homg(Q(v/2), E). Das
Minimalpolynom von exp(27i/3) iiber Q(v/2) ist t?+t+1. Dies ist also irreduzibel
iiber Q(+/2) und hat zwei Nullstellen in E. Folglich gibt es zu jedem o zwei
Elemente 7 in Aut,(FE). Damit besteht Autg(F) aus genau 6 Elementen.

1.37 Satz. Sei 0 € Hom(Ky, K») ein Isomorphismus, E/K; eine algebraische

Erweiterung und C ein algebraischer AbschlufS von Ks. Dann gibt es ein 7 €
Hom, (E,C).

Beweis. Sei A die Menge der Paare (F, 7), wobei F' ein Zwischenkorper von E/ K,
und 7 € Hom,(F,C) ist. Wegen (K;,0) € A ist A nicht leer. Wir schreiben
(F1, 1) < (Fy, 1), wenn F; C F; und 7, eine Fortsetzung von 7q ist. Dies definiert
eine Halbordnung auf A. Wir zeigen, dal A durch < induktiv geordnet wird. Sei
dazu L eine Kette in A. Wir definieren den Korper F” als die Vereinigung der
in L vorkommenden Koérper. Ist x € F”, so gibt es ein (Fj,71) € A mit « € F.
Wir kénnen durch 7/(z) = 7i(x) ein Element 7/ € Hom, (F’,C) definieren. Das
Paar (F',7") € A wird damit zur oberen Schranke von L. Nach dem Zornschen
Lemma gibt es ein maximales Element (F,7) € A und es bleibt F' = E zu zeigen.
Ist F'# E, so gibt es ein a € E\F und nach Voraussetzung eine Nullstelle b € C'
von 7(m, ). Nach Satz 1.34 gibt es ein Element in Hom,(F(a),7(F)(b)) bzw.
Hom,(F(a),C). Wegen F(a) # F steht dies im Widerspruch zur Maximalitit
von (F,7) und es folgt F' = E. O

1.38 Satz. Seien Cy und Cy algebraische Abschliisse des Korpers K. Dann sind
C1/K und Cy/ K isomorph.

Beweis. Nach Satz 1.37 angewendet mit o = id gibt es ein 7 € Homg (C, Cy)
und 7(C1) ist ein algebraischer Abschluff von K in Cs. Da jedes Element von Cy
auch algebraisch tiber 7(C}) ist, folgt 7(C}) = Cs. O

1.39 Satz. Seien M C K|[t] eine Menge nicht konstanter Polynome und E;, Es
Zerfillungskorper von M iiber K. Dann sind Ey/K und Es/K isomorph.

Beweis. Sei C' ein algebraischer Abschlufl von Es. Dann ist C' wegen Satz 1.16
auch ein algebraischer Abschlufl von K. Ist F3 neben F5 ein weiterer Zerfallungs-
korper von M iiber K in C, so gilt F3 = Fs,, weil E; und E3 durch Adjunk-
tion derselben Nullstellen an K in C entstehen. Nach Satz 1.37 gibt es ein
o € Homg(Ey,C), und o(E;) ist ein Zerfallungskorper von M iiber K in C.
Es folgt o(E)) = Eb. O

1.40 Satz. Sei E/K algebraisch. Dann ist Endg (FE) = Autg(E).
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Beweis. Zu zeigen ist, daBl jedes o € Endg (F) surjektiv ist. Sei b € E und N die
Menge der Nullstellen von m;, i in E. Dann bewirkt o eine Permutation von N,
da Nullstellen nach Lemma 1.34 durch o wieder in Nullstellen iiberfiihrt werden
und N endlich und o injektiv ist. Also gibt es @ € N mit o(a) = b. O

1.4 Normale Erweiterungen

Zerfallungskorper sind beziiglich Nullstellen von nicht notwendigerweise in M
gelegenen Polynomen und beziiglich von Homomorphismen im folgenden Sinn
abgeschlossen.

1.41 Definition. Eine algebraische Erweiterung E/K heifit normal und E nor-
mal iiber K, wenn jedes irreduzible f € K[t], welches eine Nullstelle in F hat,
iiber E bereits vollstindig in Linearfaktoren zerfallt.

Als Beispiel bemerken wir, dafl K/K und C'/K normal sind, wo C einen
algebraischen Abschlufl von K bezeichnet. Auch sind quadratische Erweiterungen
immer normal. Auf der anderen Seite ist Q(+/2)/Q zum Beispiel nicht normal.

1.42 Satz. Sei E/K eine algebraische Korpererweiterung. Dann sind die folgen-
den Bedingungen dquivalent.

(1) E/K ist normal.
(17) E ist ein Zerfillungskorper diber K.

(1i1) Fir jede Korpererweiterung L/K und fir jedes o,7 € Homg(E, L) gibt es
ein eindeutig bestimmtes p € Auty(E) mit T = o o p.

Beweis. Der Homomorphismus p in (#i7) ist zundchst immer eindeutig bestimmt,
da o injektiv ist.

(i) = (it): E ist offenbar der Zerfallungskorper der Menge M = {m,x €
K[t]|a € E} iiber K.

(1) = (4i1): Seien E Zerfallungskorper der Menge M C K|t] iber K, und L,
o, 7 wie in (iii). Die Kérper o(E) und 7(FE) sind dann ebenfalls Zerfallungskorper
von M iiber K und entstehen durch Adjunktion der gleichen Nullstellen aus L an
K, woraus o(F) = 7(F) folgt. Also ist p = 07t o7 € Endg(F) = Autx(F) nach
Satz 1.40 der gesuchte Homomorphismus.

(i1i) = (i): Es existiert ein algebraischer Abschlufl L von K und ein o €
Homg(E, L). Sei f € K[t] irreduzibel und a € E mit f(a) = 0. In L gilt f =
c]L;(t — b;) mit ¢ € K und b; € L. Nach Lemma 1.34 und Satz 1.37 gibt es
7; € Homg (F, L) mit 7;(a) = b; fiir alle 4. Nach (7i7) gibt es dazu p; € Autg(FE)
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mit 7; = 0 o p;. Dann ist o(p;(a)) = 7i(a) = b;, so daB f = f7 = c[[,(t — pi(a))
in £ durch Anwendung von o~ auf f = ¢[[,(¢t — b;) folgt. O

In Satz 1.42, (iii) ergibt sich ein wichtiger Spezialfall, wenn o = id und die
betrachteten Korper alle in L liegen:

1.43 Korollar. Sei L/K eine Korpererweiterung und E ein iber K normaler

Zwischenkorper von L/ K. Fir T € Homg(E, L) gilt dann bereits T € Autg(F).
Sei L/ K eine Korpererweiterung und seien Ey, Ey tiber K normale Zwischen-

kérper von L/ K. Ist ¢ € Homg (Ey, Es) ein Isomorphismus, so gilt Ey = Es.

Beweis. Folgt aus Satz 1.42, (ii). O

Sei F/K algebraisch und C' ein algebraischer Abschluf von E. Jedes Element
von Homg (E, C') a8t sich nach Satz 1.37 und Satz 1.40 zu einem Element von
Autg (C) fortsetzen. Eine zu Satz 1.42, (¢ii) dhnliche und dquivalente Bedingung
ist dann, daf jedes Element von Auty(C') durch Einschriankung ein Element von
Aut g (E) vermittelt.

Wir wenden uns jetzt wieder der Abbildung 1.1 zu und untersuchen, wie sich
die Eigenschaft ,normal® vererbt.

1.44 Satz. Sei E/K eine Korpererweiterung.

(1) Fiir einen Zwischenkorper F von E/K ist E/F normal, wenn E/K normal
15t.

(ii) Sind Fy, Fy Zwischenkorper von E /K und ist Fy /K normal, so ist F1Fy/Fy
normal.

(113) Ist zusdtzlich Fy/K normal, so sind auch FyFy/K und Fy N Fy/K normal.

Beweis. (i): Nach Voraussetzung ist £ Zerfallungskorper einer Menge M C K|[t]
tiber K. Wegen M C F[t] ist E auch Zerfallungskorper von M iiber F.

(17): Dasselbe Argument gilt fiiv FyFy/ F.

(7i1): Ist Fy Zerfallungskorper von M, iiber K und Fy Zerfallungskorper von
M, {iber K| so ist Fi Fy Zerfallungskorper von My U M, iiber K. Dies gilt, da jedes
Polynom in M; U Mj iiber F}Fy zerfillt und ein Zerfallungskorper von My U My
somit in FiFy enthalten ist. Auf der anderen Seite muf3 dieser Zerfallungskorper
nach Voraussetzung auch F; und F5, enthalten, woraus die Gleichheit folgt. Die
Normalitéit von F; N Fy/K ergibt sich aus der Definition. O

Wir bemerken, dal Komposita und Schnitte iiber beliebige Mengen von iiber
K normalen Zwischenkérpern von E/K wieder normal iiber K sind.
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1.45 Definition. Sei £/K normal und F' ein Zwischenkorper von E/K. Dann
heifit E normale Hiille von F'/ K, wenn es keinen Zwischenkorper von E/F aufler
E gibt, der iiber K normal ist.

In anderen Worten ist E also ein beziiglich Inklusion minimaler Erweite-
rungskorper von F', der iiber K normal ist. Bis auf F-Isomorphie ist er aber
auch der kleinste, wie der folgende Satz zeigt.

1.46 Satz. Sei F'//K eine algebraische Kirpererweiterung, E eine normale Hiille
von F/K und L ein iber K normaler Erweiterungskorper von F. Dann existiert
ein 0 € Homp(E, L). Insbesondere ist E/K bis auf F-Isomorphie eindeutig be-
stimmd.

Beweis. Sei C ein algebraischer Abschlufl von L. Nach Satz 1.37 gibt es dann ein
o € Homp(E,C) und o(E) ist ebenfalls eine normale Hiille von F//K. Weiter ist
o(E)N L ein Zwischenkorper von o(E)/F, der nach Satz 1.44 normal iiber K ist.
Es folgt o(E) N L = o(F) und damit o(E) C L.

Sei L eine weitere normale Hiille von F/K. Dann gibt es auch ein 7 €
Homp (L, E') und es gilt Too € Endp(F) = Autp(E), oot € Endp(L) = Autp(L)
nach Satz 1.40. Folglich sind F und L isomorph {iber K. O]

1.47 Satz. Sei F/K eine algebraische Korpererweiterung, L ein iber K normaler
Erweiterungskéorper von F und A C F mit F' = K(A). Dann enthdlt L genau eine
normale Hiille E von F/K, und es gilt

(1) E=0{T| T Zwischenkéirper von L/F und T /K normal}.
(i1) E ist der Zerfillungskorper von M = {m, k| a € A} iber F.
(1i1) B = K(U{7(F) |7 € Homg(F,L)}).
Ist F/K endlich, so ist auch E/K endlich.

Beweis. Ist E eine normale Hiille von F//K in L, so ist F nach Korollar 1.43 und
Satz 1.46 eindeutig bestimmt.

Der Schnitt in (7) ist nicht leer, da mindestens 7" = L darin vorkommt. Daher
wird durch den Schnitt ein Zwischenkérper £ von L/F definiert. Es ist klar, daf
E dann eine normale Hiille von F//K ist.

Jeder iiber K normale Erweiterungskorper 7' von F' enthélt einen Zerfal-
lungskorper Z von M iiber K, da jedes f € M eine Nullstelle in F' und damit
alle Nullstellen in 7" hat. AuBerdem gilt Z O F wegen F' = K(A) und Z ist nach
Satz 1.42 normal tiber K. Mit (i) folgt £ = Z und damit (ii).
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Sei a € F. Dann ist a eine Nullstelle von m, g in L und m, i zerfillt iiber L
in Linearfaktoren. Sei b € L eine beliebige Nullstelle von m, . Es gibt dann ein
7 € Homg (F, L) mit 7(a) = b. Die Menge B = U{7(F) | 7 € Homg (F, L)} enthélt
also alle Nullstellen von m, k. Da a beliebig war und B nicht von a abhéngt, ist
K(B) der Zerfallungskorper von M iiber K in L und es gilt F = K(B) nach ().
Damit ist (iii) bewiesen.

Ist F'/K endlich, so kann auch A endlich gewihlt werden. Nach (i) entsteht
E dann durch Adjunktion endlich vieler Nullstellen an K und ist daher endlich
iiber K. O

1.48 Definition. Seien F)/K und L/K algebraisch. Die Elemente 7(a) mit 7 €
Homg (F, L) und a € F heiflen die Konjugierten von a iiber K in L. Die Kérper
7(F) mit 7 € Homg (F, L) heiflien die zu F' tiber K konjugierten Korper in L.

Die Konjugierten von a iiber K in L sind also genau die Nullstellen von m, g
in L.

1.5 Separable Erweiterungen

1.49 Definition. Ein Polynom f € K|t| heifit separabel, wenn es nur einfache,
also deg(f) verschiedene Nullstellen in einem algebraischen Abschluf C' von K
besitzt.

Die Definition héngt nicht vom gewéhlten algebraischen Abschlu8 C' ab, da
C bis auf K-Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Nach Satz 7?7 sind die mehrfa-
chen Nullstellen von f in C' gleich den Nullstellen von ged{f, f'} in C' und f ist
genau dann separabel, wenn ged{ f, f'} = 1 gilt. Insofern sieht man auch, dafl die
Separabilititseigenschaft eines Polynoms nicht vom betrachteten Grundkérper
abhéngt.

Nach Korollar ?? sind irreduzible Polynome in Charakteristik Null immer
separabel, wohingegen dies in positiver Charakteristik p nicht unbedingt der Fall
sein mufl. Zum Beispiel ist das Polynom ¥ — x iiber F,(x) irreduzibel aber nicht
separabel.

1.50 Definition. Sei E/K eine algebraische Korpererweiterung. Das Element
a € E heifit separabel iiber K, wenn m, g separabel ist. Die Erweiterung E/K
heifit separabel und E separabel iiber K, wenn jedes Element aus E separabel
iiber K ist. Sei C ein algebraischer Abschlufl von K. Der Separabilititsgrad von
E/K wird definiert als [E : K| = #Homg (E, C).
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Anstelle von ,nicht separabel“ benutzen wir ,inseparabel“. In Charakteri-
stik Null treten nur separable irreduzible Polynome, Elemente und Korperer-
weiterungen auf. Ist C' algebraisch abgeschlossen und ¢ € Hom(K, (), so gilt
#Hom,(E,C) = [E : K], indem wir K mit o(K) identifizieren. Ein Homomor-
phismus o € Hom(K, C') besitzt also genau [E : K|, Fortsetzungen auf E.

Bei den Uberlegungen dieses Abschnitts kénnten wir C' auch durch einen
Korper ersetzen, welcher E enthélt und {iber K normal ist.

1.51 Lemma. Sei F' ein Zwischenkorper der algebraischen Erweiterung E /K
und sei C' ein algebraischer Abschlufl von E. Dann gibt es eine Bijektion

Homg (F,C) x Homp(F,C) — Homg(E, C).

Beweis. Durch die Wahl beliebiger, aber fest gewéhlter Fortsetzungen definieren
wir eine injektive Abbildung Homg (F,C) — Autg(C'), 0 +— . Wir erhalten dann
die Abbildung ¢ : Homg (F, C') x Homp(E, C) — Homg (E, C') mit (o,7) — GoT.

Zum Beweis der Injektivitit von ¢ gelte 6107 = d307. Durch Einschrankung
auf F' ergibt sich o1 = (61)r = (61 071)r = (62 0 To)p = (02)p = 02 und somit
01 = 09. Da ¢; injektiv ist, folgt schliellich 71 = 7.

Zum Beweis der Surjektivitdt von ¢ sei p € Homg(E,C). Wir definieren
o= (p)rund 7 =671 o p. Es gilt 7 € Homp(F, C), so daB also (o,7) das Urbild
von p unter ¢ ist. O]

1.52 Satz. Sei E/K eine algebraische Korpererweiterung und F' ein Zwischenkdor-
per. Dann gilt
[E: K], =[E: F|,F: K|s.

Beweis. Folgt direkt aus Lemma 1.51. O

1.53 Lemma. Sei F/K eine einfache algebraische Kérpererweiterung mit pri-
mitivem FElement a und C' ein algebraischer Abschluf$ von K. Dann gilt

B K], = #{b€ C|mox(b) =0} < [E: K],
Insbesondere ist a genau dann separabel iber K, wenn [E : K|, = [E : K] gilt.

Beweis. Folgt direkt aus Lemma 1.34: Fiir jede Nullstelle b von m, x in C' gibt
es genau ein 7 € Homg (F, C') mit 7(a) = b. O

1.54 Satz. Sei E/K eine algebraische Korpererweiterung. Dann gilt [E : K] <
[E : K] und es sind dquivalent:

(1) E/K ist separabel.
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(13) Es gibt AC E mit E = K(A) und jedes a € A ist separabel iiber K.
(i13) Fir jeden Zwischenkorper F von EJK gilt [F : K|y = [F : K].

Wird E/K endlich vorausgesetzt, so kann (iii) durch folgende Bedingung ersetzt
werden:

(1i1) Es gilt [F: K|, = [E : K].

Beweis. Die Aussage [E : K|, < [F : K] ist fir [F : K| = oo richtig. Fiir [E :
K] < oo entsteht E als die Vereinigung eines Turms von endlich vielen, einfachen
und algebraischen Erweiterungen. Mit anderen Worten gibt es Zwischenkorper
E; von E/K mit Ey = K, E, = F und E; C E;y, so dal E;.1/FE; einfach
und algebraisch ist. Nach Lemma 1.53, Satz 1.52 und dem Gradsatz gilt daher
1B : K]y =112 [Eis1 : Eils <1112 [Eis1 ¢ Ei] = [E : K]. Ist jede dieser einfachen
Erweiterungen E; .,/ FE; separabel, so ergibt sich dariiberhinaus die Gleichheit.

Gilt [F : K]; = [F : K] fiir eine endliche Erweiterung E/K, so folgt [F :
K]s = [F : K] fir alle Zwischenkérper von E/K wegen [F : K], < [F : K]
und der Multiplikativitdt von [:]s und [:]. Dies zeigt (iii)" < (iii) fir endliche
Erweiterungen E/K.

(i) = (i7): Ist Kklar.

(1i1) = (i): Fir a € E gilt [K(a) : K]s = [K(a) : K], also ist @ nach Lem-
ma 1.53 separabel iiber K.

(11) = (i4i): Wir stellen die Bemerkung voran, daf ein iiber K separables a €
E auch separabel tiber Zwischenkorpern F' von E/K ist, da m, r ein Teiler von
Mg i ist. Wir nehmen nun zuerst an, dafi £/K endlich ist. Durch die sukzessive
Adjunktion endlich vieler, geeigneter Elemente aus A erhalten wir damit einen
Turm endlich vieler, einfacher und separabler Erweiterungen, deren Vereinigung
gleich F ist, und nach der Schluweise zum Anfang des Beweises gilt [E : K], =
[E : K]. Ist F ein Zwischenkorper, so folgt damit [F' : K], = [F' : K]. Dies beweist
Satz 1.54 fiir endliche Erweiterungen.

Sei nun E/K beliebig. Ist F//K endlich, so gibt es ay,...,a, € A mit F' C
K(ay,...,a,) und es folgt [F' : K|; = [F : K| nach dem bereits Bewiesenen.
Ist F'/K unendlich, so gilt [F : K], > [F} : K], = [F} : K] nach Satz 1.52 fiir
alle endlichen Zwischenkorper Fy von F/K. Da [F; : K] beliebig grof§ wird, folgt
[F: K], =00=[F:K]. O

Eine endliche, separable Erweiterung E/K gestattet also nach Satz 1.54 die
maximal mogliche Anzahl von [E : K| Fortsetzungen 7 € Hom, (E,C) fiir o €
Hom(K,C) und C algebraisch abgeschlossen.

Wir wenden uns wieder der Abbildung 1.1 zu und untersuchen, wie sich die
Eigenschaft ,separabel” vererbt.
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1.55 Satz. Sei E/K eine algebraische Kérpererweiterunyg.

(1) Fiir einen Zwischenkérper F von E/K ist E/K genau dann separabel, wenn
E/F und F/K separabel sind.

(13) Sind Fy, Fy Zwischenkdrper von E/K und ist Fy/K separabel, so ist auch
F\Fy | Fy separabel.

(1i1) Ist zusdtzlich Fy/ K separabel, so sind F1Fy/K und Fy N Fy/ K separabel.

Beweis. (i): Ist E'/K separabel, so folgt unmittelbar, dafl F//K separabel ist.
Auflerdem gilt fir a« € E, daBl m,x € F[t] ist und somit von m, p geteilt
wird. Daher ist m, r ebenfalls separabel und a separabel tiber F' (dies wur-
de bereits im Beweis von Satz 1.54 gesehen). Umgekehrt sei a € E separabel
iiber F' und bezeichne L den Zwischenkorper von E /K, der durch Adjunkti-
on der Koeffizienten von m, r an K entsteht. Dann ist a wegen mg,; = mgp
separabel iiber L und L(a)/L und L/K sind endlich und separabel. Es folgt
[L(a) : K]s = [L(a) : L|s[L : K]s = [L(a) : L][L : K] = [L(a) : K|. Daher ist a ist
separabel {iiber K und folglich E/K separabel.

(77): Die Separabilitat von FyFy/Fy folgt aus Satz 1.54, (i1) angewendet auf
die Korpererweiterung Fy(F)/F,, da die Elemente von Fj auch separabel iiber
F; sind.

(#7i): Die Separabilitidt von FjFy/K folgt aus der Separabilitit von FyFy/Fy
und Fy/ K und der Transitivitiat von ,,separabel“. Die Separabilitit von FyNFy/ K
ist klar. O

Wir bemerken, dal Komposita und Schnitte iiber beliebige Mengen von iiber
K separablen Zwischenkorpern von E/K wieder separabel iiber K sind.

1.56 Definition. Sei £/K eine algebraische Korpererweiterung und A = {a €
E|a ist separabel iiber K}. Dann heifit K(A) der separable Abschluf von K in
E. Gilt K(A) = K, so nennt man K separabel abgeschlossen in E.

Ist E ein algebraischer Abschlufl von K, so heifit K (A) ein separabler Abschlufl
von K und wird mit K® bezeichnet. Gilt K* = K, so nennt man K separabel
abgeschlossen.

Separable Abschliisse K* sind bis auf K-Isomorphie eindeutig bestimmt. We-
gen der Transitivitit von ,separabel” sind separable Abschliisse separabel abge-
schlossen.

1.57 Satz. Sei E/K eine algebraische Korpererweiterung und F der separable
Abschluf$ von K in E. Dann gilt

[F: K]=[E: K]s.
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Beweis. Siehe Satz 1.66. O

1.58 Satz (Primitives Element). Sei E/K eine algebraische Erweiterung und
a,b € E. Ist a separabel iber K, so besitzt K(a,b) ein primitives Element.

Beweis. Da a,b algebraisch iiber K sind, ist K(a,b)/K endlich. Fiir einen end-
lichen Korper K ist dann auch K(a,b) ein endlicher Kérper. Nach Satz 77 ist
K(a,b)* zyklisch und wird von einem Element ¢ € K (a,b) erzeugt. Dann gilt of-
fenbar K (a,b) = K(c). Fiir beliebiges K und a € K gilt aulerdem K (a,b) = K (b).

Wir nehmen nun an, daf§ # K unendlich ist und a nicht in K liegt. Seien C' ein
Zerfallungskorper von m, xmp k und ay, as, ..., a, € C die Nullstellen von m, g
und by, by, . .., by die Nullstellen von my, x in C. Wir nehmen ohne Einschrankung
a=a und b = by an. Fiir v € K setzen wir W(z) = {a;z +b;[2 <i <r,1<
j < s}. Durch Auflésen nach z und unter Verwendung der Separabilitéit von a
sehen wir, daf es nur endlich viele z € K gibt, fiir die ax + b € W (x) gilt. Da
#K = oo ist, gibt es ein y € K mit ay + b & W(y). Wir zeigen, dafl ¢ = ay + b
ein primitives Element von K(a,b)/K ist.

Wir setzen h = ged{mq r, mp x (c—yt)} in K(c)[t]. Wegen m, x(a) = mp x(c—
ya) = 0 ist t — a ein Teiler von h in C[t]. Uber C zerfillt m, x in die paarweise
verschiedenen Linearfaktoren ¢ — a; und my i in die Linearfaktoren ¢ — b;. Fiir
i > 2 gilt ¢ — ya; # b; fiir alle j nach Wahl von y. Daher ist my, k(¢ — ya;) # 0
und h =t —a. Wegen h € K(c)[t] nach Definition von h ergibt sich a € K(c),
dann b = ¢ — ya € K(c) und schliellich K (a,b) = K(c). O

Induktiv erhalten wir

1.59 Korollar. Jede endliche, separable Kdorpererweiterung ist einfach.

1.6 Rein inseparable Erweiterungen

Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, dal K ein Korper positiver Charakteristik
p = char(K) > 0 ist.

Sei f € K]Jt| ein irreduzibles Polynom. Durch wiederholte Anwendung von
Korollar ?? kann f in der Form f = g(t*") geschrieben werden, wobei g € K]|t]
irreduzibel und separabel ist, wenn r maximal gewihlt wird. Uber einem algebrai-
schen Abschlufl C' von K gibt es dann ein separables h € C[t] mit f = g(t*") = h*",
indem man p"-te Wurzeln aus den Koeffizienten von g zieht. Die Nullstellen von
f treten daher mit der genauen Vielfachheit p" auf.

Im vorigen Abschnitt haben wir irreduzible Polynome f betrachtet, fiir die
g = [ gilt, die also nur einfache Nullstellen besitzen. Wir betrachten jetzt den
Fall, daf} g ein Linearfaktor ist, so daf3 f nur eine einzige Nullstelle besitzt.
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1.60 Definition. Ein Polynom f € K|[t] heifit rein inseparabel, wenn es nur eine
einzige Nullstelle in einem algebraischen Abschlufl C' von K besitzt.

Mit der obigen Zerlegung ist es klar, dafl ein rein inseparables Polynom eine
Potenz eines Polynoms der Form t#" — ¢ € K[t] ist.

1.61 Definition. Sei /K eine algebraische Erweiterung. Ein Element a € E
heiBt rein inseparabel, wenn m,,  rein inseparabel ist. Die Erweiterung £/ K heifit

rein inseparabel und F rein inseparabel iiber K, wenn jedes a € E'\ K inseparabel
iiber K ist.

Die Erweiterung K /K ist die einzige Erweiterung, die separabel und rein in-
separabel ist. Eine Erweiterung F/K, in der jedes a € F rein inseparabel iiber K
ist, ist selbst rein inseparabel. Die Umkehrung dieser Aussage wird im folgenden
Lemma bewiesen, wodurch auch die Abweichung der Definition 1.61 im Analogie-
vergleich zu Definition 1.50 und zu den Definitionen fiir ,algebraisch“ behoben
wird. Wir fassen oo auch als Potenz von p = char(K) auf.

1.62 Lemma. Sei /K eine rein inseparable Kéorpererweiterung.

(i) Jedes a € E ist rein inseparabel iber K. Genauer gibt es ein r € Z=° mit
a?" € K. Fiir das kleinste solche 1 ist mg i =7 — at".

(i) Der Grad [E : K] ist eine Potenz von p.

Beweis. (1): Ist f = m,x das Minimalpolynom eines Elements a € FE, so ist
¢ mit r wie aus der obigen Zerlegung das Minimalpolynom von a?" iiber K und
separabel, folglich ist a?" separabel iiber K und nach Voraussetzung folgt a?" € K.
Also gilt g =t —a” und f = t*" —a? . Da f irreduzibel iiber K ist, muB r bereits
minimal mit " € K sein.

(i1): Fir [E : K] = oo ist die Aussage richtig. Gelte nun also [E : K] < oo.
Fiir einfache rein inseparable Erweiterungen ist die Aussage wegen Lemma 1.62
ebenfalls richtig.

Ist F' ein Zwischenkorper von E/K und a € E, so ist a auch rein insepara-
bel iiber F, denn es gilt m, r | mq x und m,  ist mit m, g rein inseparabel. Die
Erweiterung F/K entsteht durch einen endlichen Turm von einfachen Erweite-
rungen, die wegen der vorstehenden Bemerkung alle rein inseparabel sind. Daher
folgt die Aussage iiber [F : K] unter Verwendung des Gradsatz. O

1.63 Satz. Sei E/K eine algebraische Korpererweiterung. Dann sind dquivalent.
(1) E/K ist rein inseparabel.

(1) Es gibt AC E mit E = K(A) und jedes a € A ist rein inseparabel tiber K.
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(13i) Fiir jeden Zwischenkorper F von E/K gilt [F : K], = 1.

Beweis. (i) = (ii): Ist klar.

(131) = (i): Wenn es ein iiber K separables Element b € E\K gibt, so ist
[K(b) : K]s # 1.

(1) = (vit): Seien 0,7 € Homg(F,C), wo C einen algebraischen Abschlufl
von K bezeichnet, und b € F beliebig. Wir wollen o(b) = 7(b) und somit ¢ = 7
zeigen. Es gibt zunédchst ay,...,a, € A;sodaB b€ L, mit L; = K(ay,...,a;) ist.
Die Elemente a € A sind rein inseparabel iiber jedem echten Zwischenkorper von
E /K. Daher sind die L;;/L; einfach und rein inseparabel, und nach Satz 1.52 und
Lemma 1.53 gilt folglich [L : K| = [[,[Lit+1 : Li]s = 1 und somit [K(b) : K], = 1.
Dies ergibt o(b) = 7(b) und o = 7, da b beliebig war. O

Der Beweis verdeutlicht wieder die allgemeine Strategie, Aussagen zuerst fiir
einfache Korpererweiterungen zu untersuchen und zu beweisen, und dann auf
endliche und schliefllich auf algebraische Erweiterungen zu verallgemeinern.

In Satz 1.63, (iii) geniigt es, wegen Satz 1.52 im Grunde nur die Gleichheit
[E : K]s = 1 zu fordern. Eine rein inseparable Erweiterung E/K gestattet also
nur die minimale Anzahl von genau einer Fortsetzung 7 € Hom, (F, C) fir o €
Hom(K,C) und C algebraisch abgeschlossen.

Wir wenden uns wieder der Abbildung 1.1 zu und untersuchen, wie sich die
Eigenschaft ,rein inseparabel“ vererbt.

1.64 Satz. Sei E/K eine algebraische Kirpererweiterung.

(1) Fiir einen Zwischenkorper F' von E /K ist E /K genau dann rein inseparabel,
wenn E/F und F/K rein inseparabel sind.

(17) Sind Fy, Fy Zwischenkérper von E/K und ist Fy /K rein inseparabel, so ist
auch FyFy/Fy rein inseparabel.

(1ii) Ist zusdtzlich Fy) K rein inseparabel, so sind auch FyFy/K und Fy N Fy/K
rein inseparabel.

Beweis. Der Beweis erfolgt wegen Satz 1.63 und Satz 1.66 fiir ,,rein inseparabel
analog wie fiir ,,separabel®. O

Wir bemerken, dal Komposita und Schnitte iiber beliebige Mengen von iiber
K rein inseparablen Zwischenkorpern von E/K wieder rein inseparabel iiber K
sind.
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1.65 Definition. Sei E/K eine algebraische Korpererweiterung und A = {a €
E | a ist rein inseparabel iiber K }. Dann heifit K (A) der rein inseparable Abschlufl
von K in E. Gilt K(A) = K, so nennt man K rein inseparabel abgeschlossen in E.

Ist £ ein algebraischer Abschluff von K, so heifit K (A) ein rein inseparabler
Abschlufl von K und wird mit K7~ bezeichnet. Gilt K?~ = K, so nennt man
K rein inseparabel abgeschlossen.

Die Bezeichnung K? ~ riihrt daher, dal wir sukzessive p-te Wurzeln an K
adjungieren, um K? ~ zu erhalten. Rein inseparable Abschliisse K? ~ sind sind
bis auf K-Isomorphie eindeutig bestimmt. Wegen der Transitivitdt von ,rein in-
separabel“ sind rein inseparable Abschliisse rein inseparabel abgeschlossen.

1.66 Satz. Sei E/K algebraisch und F der separable Abschlufs von K in E.
Dann ist E/F rein inseparabel, [F : K| = [E : K|; und [E : F] eine Potenz
von p = char(K).

Beweis. Fiir jedes a € E gibt es ein r € Z2°, so dafl a”" separabel iiber F ist.
Wegen der Transitivitit von ,,separabel® folgt a?” € F, also ist a rein inseparabel
iiber F'. Daher ist /K rein inseparabel.

Nach Satz 1.54, Satz 1.63 und Satz 1.52 gilt [F': K] = [F: K]s = [E : F|[F :
K]s = [E : K];. Die Aussage iiber [E : F] folgt aus Lemma 1.62. O

1.67 Definition. Sei F/K eine algebraische Korpererweiterung und F der se-
parable Abschlufl von K in E. Der Inseparabilititsgrad von E/K wird als [E :
K]; = [E : F] definiert.

Der Inseparabilitédtsgrad ist also nach Satz 1.66 stets eine nicht negative Potenz
der Charakteristik p und es gilt [E : K] = [E : K|;|E : K]s. Zur Vereinheitlichung
definieren wir [E : K; = 1 fir Kérper in Charakteristik Null.

Der Inseparabilititsgrad besitzt die gleichen Eigenschaften wie der Separabi-
litatsgrad:

1.68 Satz. Sei E/K eine algebraische Kirpererweiterunyg.
(1) Fiir jeden Zwischenkorper F von E/K gilt [E : K|; = [E : F|;[F : K];.
(i1) Ist F der rein inseparable Abschlufi von K in E, so gilt [F: K| = [E : K.

Beweis. (i): Wir wenden Satz 1.72 mehrfach an. Sei F} der separable Abschlufl
von K in F', F, der rein inseparable Abschlul von K in F, F; der separable
Abschlufl von F'in E und E, der rein inseparable Abschlufl von F' in E. Sei T
der separable Abschlufl von F; in Ej.

Dann ist F//F rein inseparabel. Da F;/F separabel ist, mufl F'/F; der rein
inseparable Abschlufl von Fj in F; sein und es gilt £y = TF. Folglich ist auch
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E1/T rein inseparabel. Nun gilt [Ey : T| = [F : Fi] = [F» : K| = [F : K|;,
[E: E| =|[Ey: F|=[E: FJ;, T/K ist separabel und E/T ist rein inseparabel.
Also ist T'/K der separable Abschlul von K in E und es gilt [E: K|; = [E : T].
Zusammen folgt [E: K|, = [E:T| = [E: E\|[E, : T| = [E : F|;[F : KJ;, was
ZU zeigen war.
(i7): Folgt aus Satz 1.72. O

Fiir endliche Erweiterungen £/K kann man den Satz auch mit Hilfe der Mul-
tiplikativitdt von [:], [:]s und mit [E: K| = [E : K|;[E : K] leicht beweisen.

Der Satz vom primitiven Element gilt fiir (rein) inseparable Erweiterungen im
allgemeinen nicht. Sei zum Beispiel K = F,(z,y) und £ = K(z'/?,4'/?). Dann
gilt [E : K] = p?, aber fiir jedes a € E ist m, x = ¥ — a’. Also kann E/K nicht
einfach sein.

1.7 Weitere Eigenschaften von normalen, sepa-
rablen und rein inseparablen Erweiterungen

Wir bezeichnen mit K jetzt wieder einen beliebigen Korper. Wird das Symbol p
verwendet, so nehmen wir p = char(K’) > 0 an.

1.69 Definition. Ein Korper K heif3t vollkommen, wenn jede algebraische Korper-
erweiterung F /K separabel ist.

Fiir einen Korper K schreiben wir K? = {a? | a € K}. Man kann die Definition
offensichtlich auf hohere p-Potenzen und unter Verwendung eines algebraischen
Abschlufl von K auch auf negative Potenzen erweitern.

1.70 Satz. (i) Jeder Kirper der Charakteristik Null ist vollkommen.

(13) Ein Kérper der Charakteristik p > 0 ist genau dann vollkommen, wenn
KP = K gilt.

(i13) Jeder algebraische Erweiterungskirper eines vollkommenen Kdorpers ist voll-
kommen.

Beweis. (i): Die iiber K irreduziblen Polynome sind separabel.

(17): Ist KP # K, so gibt es ein a € K\ K? und f = t? —a hat keine Nullstelle in
K, aber nur eine Nullstelle in einem algebraischen Abschlufl von K. Damit besitzt
f einen irreduziblen, nicht separablen Faktor vom Grad > 2. Sei nun K? = K und
f € K][t] irreduzibel. Ist f nicht separabel, so gibt es wegen K? = K Polynome
g,h € K[t] mit f = g(t) = h?, im Widerspruch zur Irreduzibilitét von f.
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(73): Sei K vollkommen und L/K algebraisch. Ist dann E/L algebraisch, so
ist auch £/ K algebraisch und daher nach Voraussetzung separabel. Dann ist auch
E/L separabel. O

Sei K ein Kérper mit endlichen vielen Elementen, und sei p = char(K) > 0.
Da der Frobeniusendomorphismus x +— 2P von K injektiv ist, ist er wegen der
Endlichkeit von K auch surjektiv und es gilt K? = K. Korper mit endlich vielen
Elementen sind somit vollkommen. Algebraische Abschliisse und rein inseparable
Abschliisse sind ebenfalls vollkommen. Auf der anderen Seite ist zum Beispiel
F,(t) nicht vollkommen.

1.71 Lemma. Die normale Hiille einer separablen Korpererweiterung E /K ist
separabel. Der separable AbschlufS von K in einer normalen Kdrpererweiterung
E/K ist normal. Eine rein inseparable Korpererweiterung E /K ist normal.

Beweis. Die ersten zwei Aussagen ergeben sich aus der Tatsache, daf die zu einem
iitber K separablen Element konjugierten Elemente ebenfalls separabel sind, da
sie das gleiche Minimalpolynom haben. Die dritte Aussage folgt direkt aus der
Definition von ,normal®“ und Lemma 1.62. O

Im Abschnitt 1.6 haben wir gesehen, dafl sich eine algebraische Kérperer-
weiterung F/K in eine separable Erweiterung F/K und eine rein inseparable
Erweiterung E/F aufteilen 148t. Hier ist /' der separable Abschlu} von K in E
und es gilt allgemein [F': K| = [E : K],.

1.72 Satz. Sei E/K eine algebraische Kdrpererweiterung. Sei Fy der separable
Abschluff von K in E und Fy der rein inseparable Abschluf$ von K in E.

(1) Die Erweiterungen Fy/K und E/Fy sind separabel und die Erweiterungen
Fy/K und E/Fy sind rein inseparabel.

(17) Fy und Fy sind linear disjunkt iber K und es gilt E = F\ Fs.
(tit) [F1 K] =[E:F)=[FE:K|sund|[F,: K| =[F: F]=[E:K].

Beweis. (i): Die Erweiterungen F;/K und Fy/K sind nach Definition separabel
bzw. rein inseparabel. Sei a € E. Dann sind F] = Fy N K(a) und Fj = F; N K(a)
der separable bzw. rein inseparable Abschlufl von K in K(a). Nach Satz 1.66 ist
die Erweiterung K'(a)/F] rein inseparabel. Die Erweiterung K (a)/F} ist separa-
bel, allerdings benotigt der Beweis dieser Tatsache etwas Galoistheorie und wird
verschoben. Nach Satz 1.64, (i) und Satz 1.55, (i7) sind dann auch die Erwei-
terungen Fi(a)/F; und Fy(a)/F» rein inseparabel bzw. separabel. Da a beliebig
war, sind E'/F; und E/F, insgesamt rein inseparabel bzw. separabel.
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(7): Die Erweiterung E/F} F» ist wegen (i) nach Satz 1.64, (i) rein inseparabel
und nach Satz 1.55, (i) und separabel. Daher gilt E = F} F5.

Fiir die lineare Disjunktheit geniigt es wegen Satz 1.58 zu zeigen, dafl fiir
jedes a € E die Erweiterungen K(a)/K und F,/K linear disjunkt sind. Nach
Lemma 1.62 gibt es s € Z=" mit m, ,”" € K[t]. Dann gilt mg x | mep? in K[t]
und folglich auch in Fy[t]. Da m, g, irreduzibel ist, gibt es also d € Z=! mit
Mo,k = ma7F2d. Weil m, i aber separabel ist, folgt d = 1 und m, x = mqp,. Es
ergibt sich [Fy(a) : F5] = [K(a) : K] und nach Satz 1.23, (i) sind K(a)/K und
F5/K linear disjunkt.

(7i): Die Gleichungen folgen unmittelbar aus (#i) und den Definitionen. [

1.73 Korollar. Sei E/K eine einfache Erweiterung mit primitivem Element a
und C ein algebraischer Abschluff von E. Sei f = mg,  und r € Z=° mazimal, so
daf es ein g € K[t] mit f = g(t?") gibt. Sei h € C[t] mit h*" = g(t*") = f. Sei I}
der separable Abschluf$ von K in E und Fy der rein inseparable Abschluf$ von K
i E. Dann gilt.

(1) map =17 —a” und my g, = h (insbesondere ist h € Fy[t] irreduzibel).

(i1) Fy = K(a”) und mgr o = g. Fo =K (¢ ,...,c% ") mit g =31, cit'.

’rn

Beweis. (i): Die Aussage m,p = tP — a? folgt aus Lemma 1.62. Nach Lem-
ma 1.62 gibt es auch s € Z=Y mit m, " € KJt]. Dann gilt f|m,p? . Das
Polynom £ ist nach Definition separabel. Wegen Satz 1.72, () ist aber auch m, g,
separabel. Daher folgt r = s und mgq g, = h.

(ii): Das Polynom g ist separabel und irreduzibel iiber K und es gilt g(a?") = 0.
Daher folgt m,» x = g und K (a”") C Fy. Aus Gradgriinden ergibt sich K (a”") =
Fy. Weiter gilt h = Y. ¢ und aus Aussage (i) und Lemma 1.24 folgt Fy =
K& ... O

1.74 Satz. Sei E/K eine algebraische Kirpererweiterung und Fy, Fy Zwischenkor-
per von E/K. Ist F1/K normal, F5/K separabel und gilt Fy N Fy = K, so sind
Fy und Fy linear disjunkt tiber K.

Beweis. Sei T der separable Abschluf von K in Fj. Dann sind T/K und Fy/K
linear disjunkt wegen Satz 2.13. Da F;/T rein inseparabel und T'F; /T separabel
ist, sind diese Erweiterungen wegen Satz 1.72 linear disjunkt iiber 7. Aus der
Ubungsaufgabe iiber die , Transitivitit von ,linear disjunkt® in Tiirmen folgt
die Aussage. O

1.75 Satz. Sei E/K eine endliche Kdrpererweiterung mit p = char(K) > 0.
Dann ist E/K genau dann separabel, wenn EPK = E gilt. Aus EPK = E folgt
EP"K = E fiir alle n > 0.
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Beweis. Wir beweisen die letzte Aussage zuerst. Es gelte EPK = E. Dann folgt
induktiv """ K = (E*")?(K?K) = (F*" K)? K = E*K = E.

Sei nun E/K separabel. Dann ist F'/ EP K separabel und rein inseparabel, denn
fir a € F gilt o? € EPK. Es folgt F = EPK. Gelte nun FPK = E und sei L der
separable Abschlufl von K in E. Dann ist E/L nach Satz 1.66 rein inseparabel.
Es gibt ay,...a, € Emit £ = K(ay,...,a,), und fiir jedes a; gibt es ein m; > 0
mit afmi € L. Dann folgt mit m = max; m;, dafl EP" C L. Wegen K C L ergibt
sich B = EP" K C L, folglich E = L und E/K ist separabel. O

Satz 1.75 wird falsch, wenn auf die Endlichkeitsvoraussetzung von E/K ver-
zichtet wird. Zum Beispiel gilt EP = F fiir einen rein inseparablen Abschluf3
E = KP ™~ von K, und E/K ist nicht separabel.

1.8 Endliche Korper

Ein endlicher Korper ist ein Korper mit endlich vielen Elementen. Endliche Korper
sind in gewisser Weise die ,einfachsten” Korper, die es gibt. Sie spielen eine wich-
tige Rolle in der Mathematik und in praktischen Anwendungen wie zum Beispiel
Kryptographie und Kodierungstheorie.

Ist p eine Primzahl, so ist zum Beispiel der Faktorring F,, = Z/pZ ein endlicher
Korper der Charakteristik p. Ist K ein endlicher Korper, so ist sein Primkorper
von der Form [, fiir eine geeignete Primzahl p. Da K ein Vektorraum der Dimen-
sion n = [K : F,] iiber F, ist, folgt #K = p".

1.76 Satz. Sei K ein endlicher Kéorper mit q Elementen. Dann ist K* eine
endliche zyklische Gruppe und fir x € K gilt x4 = x.

Beweis. Folgt direkt aus Satz 77, da K eine endliche Gruppe ist. Es gilt weiter
#K* = q — 1, und folglich ist 297! = 1 fiir € K*. Daraus folgt 29 = x fiir alle
xr € K. O]

1.77 Satz. Sei K ein Erweiterungskorper von F,. Dann sind dquivalent.
(1) K ist ein endlicher Kéorper mit ¢ = p™ Elementen.
(i1) K ist Zerfillungskorper des Polynoms t? —t iber F, mit ¢ = p".

Insbesondere existiert also fir jedes q = p™ ein endlicher Korper K mit q Ele-
menten.

Beweis. (i) = (i1): Aus Satz 1.76 folgt, dal die Elemente von K genau die Null-
stellen von ¢ — ¢ sind.
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(i7) = (i): Sind a,b € K und b # 0 zwei Nullstellen von 7 — ¢, so sind auch
a + b,ab, —a,1/b Nullstellen von ¢ — ¢. Aus a? = a und b? = b folgt némlich
a’ + b7 = (a+b)? = a+0b, (ab)? = ab, (—a)? = —a und (1/b)? = 1/b unter
Beachtung von Satz ?7. Damit bilden die Nullstellen von t¢ — ¢ bereits einen
Korper, und K besteht wegen der Zerfallungskorpereigenschaft aus genau diesen
Nullstellen. Wegen ged{t?—t, gt ' —1} = 1ist t7—t separabel und daher #K = q.

Die Existenz von K folgt aus der Existenz von Zerfallungskorpern. O

1.78 Satz. Je zwer endliche Kérper mit ¢ Elementen sind isomorph. Jede Erwei-
terung E/K von endlichen Kérpern ist normal, separabel und einfach. Endliche
Korper sind vollkommen.

Beweis. Die Isomorphie folgt, weil Zerfillungskorper isomorph sind. Die Norma-
litat folgt, weil E als Zerfallungskorper iiber F, und iiber K normal ist. Die
Separabilitit folgt, weil die Polynome t9 — ¢ separabel sind. Nach dem Satz vom
primitiven Element ist £//K dann einfach. Ein primitives Element wird zum Bei-
spiel durch einen Erzeuger von E* gegeben. Dafl endliche Korper vollkommen
sind, wurde bereits gezeigt. Man kann auch so argumentieren: Ist a ein iiber K
separables Element, so ist K'(a) ein endlicher Korper und m, j ein Teiler eines
Polynoms der Form t? — t und somit separabel. O

1.79 Definition. Innerhalb eines fest gewihlten, algebraischen Abschlufies F,
von [F), bezeichnen wir mit I, den eindeutig bestimmten endlichen Kérper mit g
Elementen in F,.

1.80 Satz. Secien E und K endliche Korper in einem gemeinsamen Frweite-
rungskorper C. Es gelte #FE = p™ und #K = p™. Dann gilt K C E genau dann,
wenn m |n.

Beweis. Gilt K C E, so folgt #E = (#K)IP¥ also p" = p™FE]l Gelte umge-
kehrt m|n. Fiir z € K ergibt sich zF” = z und somit 27" = x. Dies wiederum
bedeutet x € E. O

Die explizite Darstellung von endlichen Kérpern kann wieder mit irreduziblen
Polynomen erfolgen. Ist K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen und f € K[t
normiert und irreduzibel vom Grad n, so ergibt K[t]/fK[t] eine Erweiterung von
K vom Grad n. Wihlt man ein anderes irreduzibles Polynom vom Grad n, so
erhédlt man einen K-isomorphen Kérper.

1.9 Kreisteilungskorper

1.81 Definition. Sei K ein Kérper und f = ¢ —1. Die Nullstellen von f in einem
algebraischen Abschlu8 K von K heifien n-te Einheitswurzeln und die Menge der
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n-ten Einheitswurzeln von f in K wird mit ju, bezeichnet. Der Zerfallungskorper
K (uy,) von f iiber K heifit n-ter Kreisteilungskorper.

Offenbar gilt #u, < n und p,, C p, fir m|n. Der Name Kreisteilungskorper
ergibt sich daraus, dafl die n-ten Einheitswurzeln in C von der Form exp(2mir/n)
sind, daher auf dem Einheitskreis liegen und ihn in gleiche Teile teilen. Ist £ als
weiteres Beispiel ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen, so gilt £ = K (f1,-1).

1.82 Satz. Die Menge p, ist eine zyklische Untergruppe von K(p,)*. Es gilt

Ppn = fn, fiir p = char(K) > 0. Aus p{n oder char(K) = 0 folgt #, = n.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus Satz ?7?7. Die zweite folgt, weil t"™” — 1 =
(t™ — 1)? ist. Die dritte folgt, weil ged{t" — 1,nt""'} = 1 unter den gemachten
Voraussetzungen gilt. O

Wir nehmen fiir den Rest des Abschnitts an, daf§ n nicht von der Charakteri-
stik geteilt wird bzw. dal die Charakteristik Null ist.

1.83 Definition. Die Erzeuger von pu, heiflen primitive n-te Einheitswurzeln.
Fiir eine primitive n-te Einheitswurzel heifit das Polynom

1<i<n
ged{i,n} =1

das n-te Kreisteilungspolynom.

Eine zyklische Gruppe der Ordnung n hat ¢(n) verschiedene Erzeuger. Daher
gibt es also genau ¢(n) primitive n-te Einheitswurzeln. Ferner hat ®,, genau die
primitiven n-ten Einheitswurzeln als Nullstellen und es gilt deg(®,,) = ¢(n). Ist
d die Ordnung einer Einheitswurzel ¢ € p,, so ist  eine primitive d-te Einheits-
wurzel. Sind n and m teilerfremd, so gilt fi,ptm = fnm und p, O, = {1}.

1.84 Satz. Fir die Kreisteilungspolynome gilt die Beziehung t" — 1 = Hd‘n d,.
Beweis. Ist klar, weil wir alle primitiven Einheitswurzeln erfassen. O

Der Satz liefert ein Rekursionsverfahren zur Berechnung der Kreisteilungspo-
lynome, mittels ¢, = (" — 1)/ Hdmd#n ®,. Ist n zum Beispiel prim, gilt also
®, = (t"—1)/(t—1) = Y2/~ . Fiir eine Reihe weiterer Rekursionsformeln siche
Lang, Algebra, S. 208.

1.85 Satz. Die Kreisteilungspolynome sind bereits tiber 7. bzw. den jeweiligen
Primkérpern I, definiert.
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Beweis. Folgt induktiv aus der Rekursionsformel @, = (" — 1)/ [,/ 4z, ®a- Da
Zéahler und Nenner der rechten Seite iiber Z bzw. iiber dem jeweiligen Primkorper
definiert und die Nenner normiert sind, ist auch &, iiber Z bzw. iiber dem jewei-
ligen Primkorper definiert. 0

1.86 Satz. Das n-te Kreisteilungspolynom ®,, ist irreduzibel iber Q.

Beweis. Sei f ein normierter irreduzibler Faktor von ®,, iiber Q. Dann gilt bereits
f € Z[t] nach Korollar ??. Sei p eine Primzahl mit p { n und ¢ eine Nullstelle von
f. Dann ist (? ebenfalls eine primitive n-te Einheitswurzel. Wir zeigen gleich, dafl
(? auch eine Nullstelle von f ist. Durch die Verwendung moglicherweise verschie-
dener, jedoch zu n teilerfremder Primzahlen p; konnen wir dann jede primitive
n-te Einheitswurzel € in der Form ¢ = (1P schreiben. Damit ist jede primitive
n-te Einheitswurzel eine Nullstelle von f, es gilt ®,, = f und ®,, ist irreduzibel.
Sei h € Z[t] normiert mit fh = ®,. Es gilt f(¢?) = 0 oder h(¢(?) = 0.
Nehmen wir f(¢?) # 0 an. Dann ist (? eine Nullstelle von h und ¢ eine Nullstelle
von h(t?). Folglich gilt f|h(t?) und es gibt ¢ € Z[t] normiert mit fg = h(t?).
Sei * : Z[t] — TF,[t] der kanonische Epimorphismus beziiglich koeffizientenweiser
Reduktion modulo p. Fiir alle z € F, gilt 27 = x. Daher folgt h(t)? = h(t?) = fg.
Wegen deg(f) > 1 haben dann h und f einen gemeinsamen Faktor vom Grad
> 1 und sind nicht teilerfremd. Auf der anderen Seite sind aber die Polynome
t" — 1 € F,[t] und damit ¢, = fh € F,[t] wegen p { n separabel. Daraus ergibt
sich ein Widerspruch, und es muf also f(¢?) = 0 gelten. O

Der vorhergehende Satz ist iiber endlichen Korpern im allgemeinen falsch.

1.87 Korollar. Es gilt Q(u,) = Q(¢) und [Q(() : Q] = ¢(n) fir eine primitive n-
te Einheitswurzel ¢ € pi,,. Sind n und m teilerfremd so gilt Q(pun)Q(ttm) = Q(tnm)

und Q(Mn) N Q(Mm) =Q.

Beweis. Der erste Teil ist klar. Fiir den zweiten folgt aus ppptm = finm, da
Q) Qi) = Qptam) gilt. Wegen g(nm) = ¢(n)p(m) ergibt sich dann aus

Gradgriinden [Q(un) : Q] = [Q(ttm) + Q(pm)], so daB Q(u,) und Q(ur,) tiber Q
linear disjunkt sind und somit Q(u,,) N Q(u,) = Q folgt. O

1.88 Satz. Die Korpererweiterungen K(u,)/K sind normal und separabel.

Beweis. K(u,) ist Zerfallungskorper des separablen Polynoms " — 1. O
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1.10 Charakteristisches Polynom, Spur und
Norm

Wir wenden nun eine allgemeine und haufig auftretende Begriffsbildung aus der
linearen Algebra auf endliche Korpererweiterungen an.

Das charakteristische Polynom, die Spur und Norm (Determinante) von Vek-
torraumendomorphismen sind wie folgt definiert. Sei V' ein Vektorraum iiber dem
Koérper K der Dimension n und ¢ € Endg (V). Fiir eine Basis vy, ..., v, von V
sei M € K™ mit (¢(vy),...,¢(v,)) = (v1,...,v,)M die Darstellungsmatrix von
¢ beziiglich der v;. Dann ist x4 v/ = det(tl, — M) € K[t] mit deg(xsv/x) =n
das charakteristische Polynom von ¢, und fiir x4v/x = > .., a;t""" ist die Spur
von ¢ gleich Try)x(¢) = Tr(M) = —a; und die Norm von ¢ gleich Ny k(¢) =
det(M) = (—=1)"a,. Das charakteristische Polynom, die Spur und die Norm von
¢ héngen nicht von der gewéhlten Basis v; ab.

Die Notation V/K zusammen mit ¢ soll im Zusammenhang mit charakteri-
stischem Polynom, Spur und Norm bedeuten, dafl V' ein K-Vektorraum ist und
da ¢ € Endg (V) gilt.

Sei E/K eine endliche Korpererweiterung und a € E. Dann ist E auch ein
endlich dimensionaler Vektorraum iiber K und die Multiplikation x — az mit a
liefert einen Vektorraumendomorphismus ¢, von F (allgemeiner kann man auch
eine endlich dimensionale K-Algebra E betrachten).

1.89 Definition. Das charakteristische Polynom x, g/x € K[t| von a beziiglich
der endlichen Kérpererweiterung £/ K wird als x4, definiert. Die Spur Trg/k(a)
und die Norm Ng/x(a) von a beziiglich £/K werden als Trp/x(¢,) beziehungs-
weise N/ (o) definiert.

Wir wiederholen zunéchst die fiir uns interessanten, allgemeinen Eigenschaften
charakteristischer Polynome, Spuren und Normen fiir Vektorraumendomorphis-
men.

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist x4v/x(¢) die Nullabbildung auf V.
Sind ¢1, g2 € Endg (V) und X € K, so gilt offenbar Try,x (d1 + d2) = Try i (d1) +
Try) i (¢2) und Try x(Ad1) = ATry i (¢1). Die Spur ist demnach K-linear. Ferner
gilt Ny k(d102) = Ny (61)Ny/k(¢2), so daBl die Norm multiplikativ ist.

Seien V1, V5, C V Unterrdume von V mit V = V; @ Vo und ¢(V;) C V;. Wir
setzen ¢; = ¢|V;. Dann gilt x4 v/Kk = Xo1,v1/K * Xoo,vo/kx und folglich Try, k(o) =
Trv, /i (61) + Trvy e (¢2) und Ny i (0) = Ny i (1) Nvg i (¢2).

Das folgende Lemma ist im wesentlichen eine Aussage aus der linearen Alge-
bra.
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1.90 Lemma. Sei F' ein Korper und Teilring von K™ ™ und se:
h:F™ " — Knmxnm7 ((ai,j,u,u)i,j)u,u = (ai,j,u,u)(,u,—l)n—i—i,(y—l)n—i—j-
Dann ist h ein Ringmonomorphismus, und fir alle M € F™*" gilt
Tr(Tr(M)) = Tr(h(M)) und det(det(M)) = det(h(M)).

Beweis. Es ist zunichst offensichtlich, daf§ b injektiv ist und ~(0) = 0, h(1) =1
gilt. Seien M, N € F™" und M = ((a;juv)ij)pws N = ((bijuw)ij)un- Dann gilt

MMN) = h <Z<ai,j,u,c>i,j(@',j,c,y)i,j)u V)
c=1 ’
=h <Z (Z ai,d,u,cbd,j,c,l/)i’j> >
=1 d—1 Hy
=h ((Z Z @i,d,u,cbd,j,c,u)i’j> )
=1 d=1 v
B (Z Z ai’d’“’cbd’j’c’u> (p—D)n+i,(v—1)n+j

c=1 d=1
- (ai’j’“’u)(ufl)n+i,(ufl)n+j (bi’j““’l’)(ufl)nJri,(zzfl)nJrj
= h(N)h(M).

Fiir die Spur gilt direkt

Tr(Tr(M)) =

Z(ai,j,c,c)i,j) = Tf((z ai,j,c,c)i,j>
c=1

c=1

= =
M-

Ad.d.cc = TI'(h(M))

<%
Il

1

Fiir die Determinante gilt zunéchst det(det(M)) = det(h(M)), wenn M eine
Dreiecksmatrix oder eine elementare Transformationsmatrix der folgenden Form
ist: Zeile mit Element aus /' multiplizieren, Zeile mit Element aus F' multiplizieren
und zu einer anderen Zeile addieren, zwei Zeilen vertauschen. Die Aussage fiir
Dreiecksmatrizen ist aus der linearen Algebra bekannt. Die Aussage fiir die ersten
beiden Transformationsmatrixtypen folgt aus der fiir Dreiecksmatrizen. Ist M
eine Transformationsmatrix des dritten Typs, so entsteht h(M) aus I, durch
Vertauschung von m Zeilen und es gilt

1

o
Il

det(det(M)) = det(—1) = det(—1,,) = (—1)" = det(h(M)).
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Nach dem Gauflalgorithmus gibt es zu beliebigem M € F™*™ elementare Trans-
formationsmatrizen T; € F™*" und eine Dreiecksmatrix N € F™*™ mit M =
N 1], T;. Dann folgt

det(det(M)) = det(det(N | [ 7:)) = det(det(N) | ] det(T))
= det(det(N)) [ [ det(det(T})) = det(h(N)) [ ] det(h(T;))

= det(h(N) Hh(n)) — det(h(NHm)
= det(h(M)).
[]

1.91 Satz. Set V' ein endlich dimensionaler F-Vektorraum und K ein Teilkdrper
von F' mit [F: K] < co. Fiir ¢ € Endp(V) gilt auch ¢ € Endg (V) und

(1) Try)x(¢) = Trp/x (Try r(9)),
(i) Ny/x(¢) = Np/x(Nyyr(9)),
(ii1) xg,v/K = Newyrw (Xev/r)-

Beweis. Der Beweis beruht auf der ,, Transitivitat® der Spur und der Determinante
aus Lemma 1.90.

Sei n = dimp (V) und m = [F': K|. Es ist giinstig, anstelle von F' und K mit
den rationalen Funktionenkérpern F'(t) und K(t) zu arbeiten. Eine Basis von F
iiber K ist auch eine Basis von F(t) iiber K(t). Wir bezeichnen mit f : F(t) —
K(t)™™ den Monomorphismus, der jedem a € F(t) die Darstellungsmatrix der
Muliplikation-mit-a- Abbildung beziiglich einer festgewéhlten Basis ey, . .., e, von
F iiber K zuordnet. Definitionsgeméf gilt dann Tr(f(a)) = Trpq) ke (a) und
det(f(a)) = Npw/k@(a) fir alle a € F(t) und speziell auch Tr(f(a)) = Trp/k(a)
und det(f(a)) = Np/x(a) fir alle a € F.

Die Abbildung f,, : F(t)"*" — K(t)"™*™™ wird analog zu h in Lemma 1.90 als
der durch koeffizientenweise Anwendung von f erhaltene Monomorphismus defi-
niert. Nach Lemma 1.90 gilt nun Tr(f(Tr(M))) = Tr(f,,(M)) und det(f(det(M))) =
det(f,(M)) fir jedes M € F(t)"*".

Sei vy,...,v, eine F-Basis von V. Dann ist ejv, fir 1 < 7 < mund 1 <
v < n eine K-Basis von V. Sei Mp = (m,,),, € F™" die Darstellungsma-
trix von ¢ beziiglich (v,), und sei My € K™ die Darstellungsmatrix von
¢ beziiglich (e;vy)w—1)n4;. Wir wollen Mg = f,(Mp) zeigen. Sei f,(Mp) =
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(am-w)(M_l)n+i7(y_1)n+j mit a;;,, € K. Dann gilt aufgrund der Definitionen
n m
o(vy) = >0 meyve und mype; = Y 00 agjup€q und zusammen
n n n m
Blejvn) = e;0(v,) = €; > meyve =Y (meye;)ve =) (E :ad,j,c,,,ed)vc
1 d=1

c=1 c=1 —

nom
= E E Qd j.c,v€dVUc-

c=1 d=1

Dies heifit aber nichts anderes, als daB (a;ju.)@u-1)n+i(v—1)n+; = fo(Mp) die
Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der K-Basis (e;v,)(—1)n4; ist, daB also My =

Mit der Transitivitdt der Spur ergibt sich nun zusammenfassend

= Tr(f(Try/r(0))) = Treyx (Trv r(0)).

Mit der Transitivitdt der Determinante gilt analog

Ny k(¢) = det(Mg) = det(fn(Mp)) = det(f(det(Mp)))
= det(f(Nv/r(9))) = Np/x(Ny/r(9)),

und abschlieend

Xow/x = det(tl, — My) = det(f, (t1, — Mp)) = det(f(det(tL, — Mp)))
= det(f(xo,v/r)) = Nrwy/xw (Xo,v/F)-

OJ

Man kann auch noch das Verhalten von charakteristischen Polynomen, Spu-
ren und Normen auf Tensorprodukten V; ®g V5 und bei Konstantenerweiterung
V &k F (die umgekehrte Richtung von Satz 1.91) untersuchen. Wir benétigen
dies hier aber nicht.

Durch Anwendung beziehungsweise Spezialisierung der obigen Aussagen auf
den Korpererweiterungsfall erhalten wir den folgenden Satz.

1.92 Satz. Sei E/K eine endliche Korpererweiterung und F' ein Zwischenkdrper
von E/K.

(i) Fira,be Eund X € K gilt Trg/k(a+b) = Trg/x(a)+Trg/k (b), Trg/x(Aa)
= ANTrg/k(a) und Ng g (ab) = Ng/k(a)Ng/k(b).
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(ii) Fira € F gilt Trp/x(a) = [E : F)Trpx(a), Ng/x(a) = N (a)PF und
Xa,E/K = Xa,F/K[E:F}- Auferdem ist deg(Xa,E/K(a)) =[E: K], Xa,E/K(a) =
0 und Xa,K(a)/K = Ma,K -

(Z’LZ) Fiir a € E 1st TI'E/K(CL) = TI'F/K(TI'E/F(CL)), NE/K<CL) = NF/K(NE/F(CL))
und Xa,E/K = NF(t)/K(t) (Xa,E/F)-

Beweis. (i): Ist klar. (i1): Es gilt E = FIFF als F-Vektorrdume. Damit gilt auch
E = FIBF] 3]s K-Vektorraume und die Multiplikation mit a bildet die zu den F
unter der [somorphie gehorigen direkten Summanden von E auf sich selbst ab. Aus
der obenstehenden Bemerkung iiber direkte Summen folgt Y, z/x = Xa.r/xF.
Die Aussage iiber die Spuren und Normen ergibt sich aus dieser Aussage iiber die
charakteristischen Polynome. Per Definition gilt deg(xq,z/x(a)) = [£ : K]. Wegen
Xa,e/Kk (#a) = 0 nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist die Multiplikation mit
Xa,£/k (@) die Nullabbildung und daher gilt x, g/x(a) = 0. Gradvergleich zeigt
dann X x(a)/xk = Ma,x, da beide Polynome normiert sind. (i7i): Folgt direkt aus
Satz 1.91. l

Fiir a € K gilt also insbesondere Trg/x(a) = [E : Kla, Ng/k(a) = alP) und
_ _ 4\[E:K]
Xa,p/k = (t —a) :

Wir bringen nun Kérperhomomorphismen ins Spiel. Dies liefert eine alterna-
tive Definitionsmoglichkeit fiir Spur, Norm und charakteristisches Polynom. Der
Beweis von Satz 1.92, (¢i7) kann dann auch nur unter Verwendung von Korper-
homomorphismen gefiithrt werden (siehe Lemma 2.39).

1.93 Satz. Sei E/K eine endliche Korpererweiterung, C' ein algebraischer Ab-
schluf$ von K und sei G = Homg (E,C). Fir a € E gilt dann

(i) Trg/k(a) = [E: K]; deGa(a),
(i1) Ngy(a) = ([Leqola) ™",

(112) Xa,p/Kx = (HaEG(t - a(a))) -
Ist [E: K|; > 1, so gilt also Trp/k(a) =0 fir alle a € E.

Beweis. Esist klar, daf8 (7) und (i7) aus (ii7) folgen. AuBlerdem gilt p = char(K) >
0 und [£ : K|; = 0 mod p, wenn [E : K|; > 1 ist. Daher folgt Trp,x(a) = 0 fiir
alle a € E aus ().

Zum Beweis von (7i7): Sei F' der separable Abschlufl von K in E, so daf [E :
F] = [E : K]; ist. Dann ist a? mit ¢ = [K(a) : K]; nach Lemma 1.62 (oder auch
Korollar 1.73) separabel iiber K und es gilt mas,x = [ ctiomy (s¢(aa),0) (t — 7(@9)),
da mge i separabel ist und es fiir jedes b € C mit mu (b) = 0 ein 7 €
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Homg (K (a?),C') mit 7(a?) = b nach Lemma 1.34 gibt (siehe auch Lemma 1.53).
Nach der Zerlegung am Anfang von Abschnitt 1.6 folgt m, x = mga k(t?). We-
gen deg(mea ) = [K(a) : K], ist K(a?) der separable Abschluff von K in
K(a) und K(a)/K(a?) rein inseparabel (vergleiche auch Korollar 1.73). Da je-
des 7 € Homg (K (a?),C) somit nach Satz 1.63, (iii) genau eine Fortsetzung
o € Hom, (K (a),C) besitzt, ergibt sich also zusammengenommen die allgemeine
Gleichung
Mmerk = maq,K(tq)

- HTEHOI’I’IK(K((LQ)7C) (tq — T(aq))
— HUEHOmK(K(a)yc) (tq — O-(aq))
= Tloctomp (s (a).c) (t — (@) F @K,

Fiir das charakteristische Polynom gilt x, 5/x = ma k7% (@] nach Satz 1.92, (i1),
und weiter

Xa,E/K = My g FE @)

- HTGHOmK(K(a)7C) (t — T(a))[EiK(a)HK(a):K]Z—

= HUEHomK(E,C) (t o 0-<a))[EK]Z

Die letzte Gleichung ist giiltig, da jedes 7 € Homg (K (a), C') zu genau [E : K(a)ls
vielen 0 € Hom, (£, C') nach der Bemerkung vor Lemma 1.51 fortgesetzt werden
kann. O

Fiir beliebiges 7 € G gelten auBlerdem die Gleichungen Tr,p/ -k (7(a)) =
T(TFE/K(CL)), NTE/TK(T(G’)) = T(NE/K(CL)) und Xr(a),rE/rk = T(Xa,E/K)-



Kapitel 2

Galoistheorie

Die Galoistheorie liefert eine , funktorielle Beziehung von Zwischenkorpern nor-
maler und separabler Erweiterungen zu Untergruppen von Automorphismengrup-
pen, mittels derer Untersuchungen in Koérpern auf Untersuchungen von Grup-
pen und Automorphismen zuriickgefithrt werden koénnen. Die Anwendungen er-
strecken sich von der Auflésung von Gleichungen durch Radikale bis zu Fragestel-
lungen in der Geometrie.

2.1 Galoiserweiterungen

Sei F/K eine Korpererweiterung und F' ein beliebiger Zwischenkorper. Die Zu-

ordnung
QE/K F - AutF(E)

liefert eine Abbildung der Menge der Zwischenkorper von E/K in die Menge der
Untergruppen von Autg (F). Sind F; und Fy zwei Zwischenkorper von E/K mit
Fy 2 F;, s0 gilt Gp/k(F1) C Gr/k(Fs).

2.1 Definition. Sei E ein Korper, C' ein Erweiterungskorper von £ und G C
Hom(E, C) eine Menge von Homomorphismen. Der Fixkérper £ von G in F
wird als E¢ = {z € E|o(z) = x fiir 0 € G} definiert.

Es ist leicht zu sehen, da8 £ ein Teilkorper von E ist. Fiir eine Untergruppe
G von Autk(E) liefert die Zuordnung

JTE/KZGD—)EG

eine Abbildung der Menge der Untergruppen von Autg(F) in die Menge der
Zwischenkorper von F/K. Sind G; und G5 Untergruppen von Auty (E) mit Gy C
Gg, SO gilt ./TE/K(Gl) 2 ./TE/K(GQ).

41
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Fithren wir Fp,x und Gg/k hintereinander aus, ergibt sich Fp )i (Gp/x (F)) 2
Fund G C Gg/x(Fr/x(G)). Wir untersuchen als néichstes die Eigenschaften von
Gp/k und Fg i beziiglich Injektivitit und Surjektivitit.

2.2 Definition. Eine algebraische Korpererweiterung £/K heifit eine Galoiser-
weiterung oder galoissch und F galoissch iiber K, wenn £ /K normal und separa-
bel ist. Die Automorphismengruppe Auty(E) wird dann Galoisgruppe von E/K
genannt und mit G(E/K) oder Gk bezeichnet.

2.3 Satz. Sei E/K eine Galoiserweiterung. Fir den Fizkorper von G = G(E/K)
gilt dann K = E¢. Fiir jeden Zwischenkirper F von E/K ist E/F galoissch.

Beweis. Sei C ein algebraischer AbschluB von E und a € E¢ beliebig. Fiir jedes
o € Homg (K (a),C) gibt es nach Satz 1.37 eine Fortsetzung 7 € Hom, (E,C).
Da E normal iiber K ist, folgt 7(F) = F nach Satz 1.42 und somit 7 € G(E/K).
Wegen a € EY gilt 7(a) = a, daher auch o(a) = a und es folgt [K(a) : K|, = 1,
da o beliebig war. Weil a mit E separabel iiber K ist, ergibt sich [K(a) : K| =
[K(a) : K] = 1 nach Satz 1.54 und weiter a € K. Daher gilt K = EY weil a
beliebig war.

Sei F' ein Zwischenkorper von E/K. Die Erweiterung E/F ist normal nach
Satz 1.44 und separabel nach Satz 1.55, weil £/ K normal und separabel ist. Also
ist £/ F galoissch. O

2.4 Satz. Sei E/K eine Galoiserweiterung. Fir alle Zwischenkdrper F von E /K
gilt F/k(Ge/x(F)) = F. Daher ist Gg/i injektiv und Fpg i surjektiv.

Beweis. Nach Satz 2.3 ist E/F galoissch und es gilt ' = E¥ mit H = G(E/F).
In anderen Worten F' = Fg/x(H) und H = Gg/k (F). O

2.5 Definition. Sei E/K eine Galoiserweiterung. Der Abschlufl einer Unter-
gruppe G C G(E/K) wird als G = Op/k(Fr/k(G)) definiert. Ferner heifit G
abgeschlossen, wenn G = G gilt.

Fiir den Abschlu gilt G O G und G = G. Letzteres ergibt sich aus G =
G(F(G(F(@)))) =G(F(G)) = G mit G = Gg/x und F = Fp/x unter der Bertick-
sichtigung, dal F o G nach Satz 2.4 die Identitét ist.

Sei E/K eine Galoiserweiterung und F' ein Zwischenkorper. Sei H eine Un-
tergruppe von G(F/F). Dann ist H beziiglich F/F genau dann abgeschlossen,
wenn H beziiglich E/K abgeschlossen ist. Daher brauchen wir bei ,,abgeschlossen*
nicht speziell die Kérpererweiterung oder Galoisgruppe anzugeben.

2.6 Satz (Hauptsatz der Galoistheorie — Teil 1). Sei E/K eine Galoiserweite-
rung. Dann werden durch Gg/x und Fg/ix zueinander inverse, inklusionsumkeh-
rende Bijektionen der Menge der Zwischenkdrper von E/K und der Menge der
abgeschlossenen Untergruppen von G(E/K) definiert.
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Beweis. Das Bild von Gg/k besteht genau aus den abgeschlossenen Untergrup-
pen von G(E/K): Denn mit G = Gg/x, F = Fg/x und G = G(F) folgt G =
G(F(@)=G(F(G(F))) =G(F) =G wegen F oG = id, also ist G abgeschlossen.
Ist umgekehrt G abgeschlossen, so gilt G = G(F(G)), also ist G im Bild von G.
Wegen F(G(F) = F fiir alle Zwischenkérper F' von E/K und G(F(G)) = G
fiir alle abgeschlossenen Untergruppen G sind also G und F zueinander inverse
Bijektionen, die nach den eingangs gemachten Bemerkungen auch inklusionsum-
kehrend sind. O

Die Definition von ,,abgeschlossen“ wurde hier im wesentlichen nur deshalb
eingefithrt, um bei F und G von zueinander inversen Bijektionen sprechen zu
konnen. Die Konstruktion kann abstrakt fiir beliebige Abbildungen g : M — N
und f: N — M mit f o g = id durchgefiirt werden.

Wir sind jetzt an einer ndheren Beschreibung der abgeschlossenen Untergrup-
pen fiir endliche Galoiserweiterungen F/K interessiert.

2.7 Satz. Sei E ein Korper, G C Aut(FE) eine Automorphismengruppe. Ist G
endlich, so ist E/EC galoissch mit G = G(E/E®) und [E : E¢] = #G. Ist G
beliebig und E/E® algebraisch, so ist E/ES galoissch mit G C G(E/E%) und
[E: B9 = #G.

Beweis. Wir schreiben K = E¢ und n = #G. Sei G endlich oder E/K algebra-
isch. Sei a € FE beliebig. Die Menge S = {o(a)|o € G} ist dann endlich, da G
endlich ist oder weil S eine Teilmenge der Nullstellen von m, x ist. Jedes 7 € ¢
induziert eine injektive Abbildung S — S, die wegen #S < oo auch surjektiv ist.
Also gilt 7(S) = S und das Polynom f = [[,.4(t — b) erfiillt f7 = f. Da dies
fir alle 7 € G gilt, ergibt sich f € K[t]. Nun ist f(a) = 0, f separabel und alle
Nullstellen von f liegen in E. Da a € E beliebig war, folgt, dal E separabel und
Zerfallungskorper aller solcher f iiber K, also normal und folglich galoissch ist.
Fiir n = oo ist die Aussage [E : K] < n richtig. Fiir n < oo und a € E
beliebig gilt [K(a) : K] < n, da a nach obiger SchluBweise eine Nullstelle eines
f € K[t] mit deg(f) < n ist. Wegen der Separabilitit von £/K und Satz 1.58
gilt dann aber bereits [E : K| < n. Es ist klar, da G C G(E/K) gilt. Dann folgt
n=#G < #G(E/K) < [E : K] < n, also #G = #G(E/K) = [E : K]. Fur
n < oo ergibt sich insbesondere G = G(E/K). O

Die Abgeschlossenheitsaussage im folgenden Satz zeigt, dal Gg i fiir eine
endliche Galoiserweiterung £/ K surjektiv ist, da also Gp/x und Fg/x in diesem
Fall zueinander inverse Bijektionen der Menge aller Zwischenkérper von /K und
der Menge aller Untergruppen von G(F/K) sind.

2.8 Satz (Hauptsatz der Galoistheorie — Teil 2). Sei /K eine Galoiserweiterung.
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(i) Ist E/K endlich, so sind alle Untergruppen von G(E/K) abgeschlossen.

(i1) Sind Fy C Fy Zwischenkorper von E/K, so gilt (Ge/x(F1) @ Gr/x(F2)) =
[FQ : Fl]

Beweis. (i): Sei E/K endlich und H C G(E/K). Dann ist H endlich und nach

(ZZ) Es gelten die Gleichungen gE/Fl(F1> = QE/K(Fl), QE/Fl (FQ) = gE/K(F2>
und fOlghCh (QE/Fl(Fl) : (]E/Fl(Fg)) = (gE/K(Fl) : gE/K(Fg)) Nach Satz 2.3
ist auBerdem E/F) galoissch. Wir konnen daher ohne Einschrénkung von ei-
ner Galoiserweiterung F/K und einem Zwischenkorper F' ausgehen und miissen
(Ge/k(K) : Gg/k(F)) = [F : K] zeigen.

Sei G = G/ (K) und H = Gg/k(F). Da £/ K normal ist, gilt Homg (F, E) =
{o|F'|o € G}. Fiir 01,0, € G gilt dabei 01|F = 09| F genau dann, wenn oy /09 €
H ist. Sei R ein Nebenklassenreprisentantensystem von H in G mit G = U,croH.
Dann folgt, da§ die Abbildung R — Homg (F, E), 0 — o|F bijektiv ist und daher
#Homg (F,E) = #R = (G : H) gilt. Da E/K normal und separabel ist, gilt
[F' : K] = #Homg (F, E). Zusammen ergibt sich [F' : K| = (G : H), was zu
zeigen war. ]

Dies schlieit die Diskussion der Injektivitat bzw. Surjektivitit der Abbildun-
gen Gp ik und Fg/i fiir endliche Galoiserweiterungen £/K ab. Fiir unendliche
Galoiserweiterungen fiithrt man eine geeignete Topologie auf G(E/K) ein, so dafl
die abgeschlossenen Untergruppen von G(FE/K) gerade mit den im Sinn von
Definition 2.5 abgeschlossenen Untergruppen {ibereinstimmen. Auflerdem wird
gezeigt, daB und wie sich G(E/K) aus den Galoisgruppen G(F/K) zusammen-
setzt, wobei F' die iiber K galoisschen (und endlichen) Zwischenkérper von E/K
durchlauft. Wir gehen hierauf nicht weiter ein.

2.9 Satz. Sei E/K eine algebraische Korpererweiterung. Dann sind dquivalent.
(1) F/K ist galoissch,

(i1) Gg/i ist injektiv,

(iii) K = BAwK(E),

Beweis. (i) = (i1): Wurde in Satz 2.4 bewiesen. (i) = (ii7): In anderer Notation
ist K = Fp/k(Ge/x(K)) zu zeigen. Wir kiirzen F = Fp/x und G = Gg/i ab.
Dann kann man leicht allgemein (also ohne (i7) vorauszusetzen) zeigen, dal F o
GoF =F und Go FoG = @G gilt. Ist G nun injektiv, so konnen wir G links
aus G o F o G = G kiirzen und erhalten F o G = id, also speziell K = F(G(K)).
(4ii) = (i): Die Erweiterung F/EA"x(F) = /K ist algebraisch und nach Satz 2.7
daher galoissch. 0
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Der Satz zeigt also die Aquivalenz zweier weiterer, gebriuchlicher Definitionen
von ,galoissch” zu der hier verwendeten Definition.

Wir fahren mit der Untersuchung der Eigenschaften von Gg/x und Fg/k
beziiglich Kérper- und Gruppenkonstruktionen fort.

2.10 Satz. Seien F; Zwischenkdrper der Kiorpererweiterung E/K und G; Unter-
gruppen von Autg(E). Mit [ ], bezeichnen wir das Kompositum von Kdrpern in
E bzw. die von Gruppen in Autg(E) erzeugte Untergruppe. Dann gilt

(1) G/ (11, Fi) = Mi G/ (Fy), Frx(LL; Gi) = NiFe/k(G)),
(i1) Ge/x(MiFy) 2 11, e/ (F), Fex(MiGs) 2 11 Feyx(G).
Ist E/K endlich und galoissch, so gilt in (ii) die Gleichheit.

Beweis. (i): Sei F = [[, F;. Fiir 0 € Aut(E) gilt die Aquivalenz o € Auty(FE) <
o € Autp, (F) fur alle i. Dies bedeutet G/ (F) = MiGr i (F;). Sei G = [[, G;.
Fiir ¢ € E gilt die Aquivalenz = € E¢ < 2 € E% fiir alle i. Dies bedeutet

(44): Folgt aus Gp/x (M F5) 2 G/ (F;) und Fr/x (M:G;) 2 Fryx (G;) fir alle i.
Wir zeigen nun die Gleichheit in (i7) fiir £/K endlich und galoissch. Wir lassen
die Indizes von Fg/x und Gg i im folgenden aus. Nach Satz 2.4 ist F o G = id.
Nach Satz 2.6 und Satz 2.8 ist G o F = id.

Mit dem zweiten Teil von (i) ergibt sich F(][, G(F;))
und Anwenden von G liefert G(N,F;) = G(F (][, G(F3)))

Mit dem ersten Teil von (i) ergibt sich G([[, F(G;
und Anwenden von F liefert F(N,G;) = F(G([ I, F(G,)

= NF(G(R)) = NiF;
I1; ( i)

) = NG(F(G) = NG
) H F(Gi). 0
Der Beweis zeigt, daf die Gleichheit in (¢) auch fiir unendliche Galoiserwei-

terungen gilt, wenn man im ersten Teil den Abschluf von [[; Gg /K (F;) verwendet
und im zweiten Teil nur abgeschlossene G; betrachtet.

G))
)

2.2 Beziehungen zwischen Galoiserweiterungen

Wir sind nun an den Beziehungen der Galoisgruppen interessiert, die unter der
Anwendung von Isomorphismen, bei Zwischenkorpersituationen, Translationen
und Komposita auftreten.

2.11 Satz. Sei E/K eine Korpererweiterung, C ein Kérper und A € Hom(FE, C)
ein Isomorphismus. Die Abbildung

¢ Autg(E) — Aut\g(AE), 0 — doo oA}
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ist ein Isomorphismus. Daher gilt Autyx (AE) = MAutx (E)A™ und Grp/x (AF) =
ANGE/k (F)XN unter ¢ fir beliebige Zwischenkorper F von E/K .

Beweis. Die Homomorphieeigenschaft von ¢ ist klar. Aulerdem wird durch 7 —
A"t o7 o\ ein zu ¢ inverser Homomorphismus gegeben, so dafl ¢ also bijektiv
ist. 0

Es wird haufig der Fall betrachtet, dal A\F = FE| also zum Beispiel A\ €
Autg (E) ist. Dann gilt insbesondere G/ i (AF) = AGg/k (F)A .

2.12 Satz (Hauptsatz der Galoistheorie — Teil 3). Sei E/K algebraisch und F
ein Zwischenkdrper von E/K.

(1) Ist F/K normal, so liefert die Einschrinkung von Automorphismen von E
auf F' einen Homomorphismus

mit ker(¢) = Autp(E). Ist zusdtzlich E/K normal, so ist ¢ surjektiv und
ergibt eine Isomorphie Auty(E)/Autp(E) = Autg(F).

(13) Ist E/K galoissch und F' ein beliebiger Zwischenkdrper, so ist E/F galoissch
und F'/K genau dann galoissch, wenn Gg i (F) normal in G(E/K) ist.

Beweis. (i): Die Einschrénkung von Automorphismen liefert wegen Satz 1.42 in
der Tat einen Homomorphismus ¢ : Auty(E) — Autg(F). Fir o € Autg(F) gilt
o € ker(¢) genau dann, wenn o auf F' die Identitét ist, also o € Autp(F) gilt.
Daher ist ker(¢) = Autp(F). Ist E/K normal, so 148t sich jedes o € Auty(F') zu
einem 7 € Aut,(E) nach Satz 1.37, Satz 1.42 und Satz 1.40 fortsetzen.

(17): Sei E/K galoissch. Dal E/F galoissch ist, wurde bereits in Satz 2.3
gezeigt. AuBlerdem ist F//K separabel, so dal wir nur F'/K normal zu betrach-
ten haben. Ist F/K normal, so ist Gg/x(F) = Autp(£) als Kern von ¢ nor-
mal in G(E/K). Ist umgekehrt Gg, i (F) normal in G(E/K), so gilt Gg/x(F) =
0Gp/k(F)o™" = Gopjox (0F) = Gp/k(oF) fiir alle 0 € G(E/K) nach Satz 2.11.
Die Injektivitédt von Gg /i ergibt F' = o F fiir alle 0 € G(E/K), also ist F'/K nach
Satz 1.42 normal. O

Fir £/K und F/K normal sagt man auch, dafl die durch die Inklusion und
die Einschrankung ¢ gegebene Sequenz

1 — Autp(E) — Autg(F) — Autg(F) — 1

exakt ist. Links und rechts auflen stehen die nur aus dem Einselement bestehen-
den Gruppen. Exakt bedeutet, daf fiir jede Gruppe zwischen den Abbildungs-
pfeilen der Kern der rechten Abbildung gleich dem Bild der linken Abbildung ist.
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Dies ist dquivalent zur Isomorphieaussage Auty(F) = Auty(F)/Autp(FE) von
Satz 2.12, (7).

Bevor wir uns Translationen und Komposita zuwenden, benétigen wir einen
auch anderweitig niitzlichen Einschub iiber linear disjunkte Korper.

2.13 Satz. Seien C'/K eine Korpererweiterung und E und L Zwischenkdrper von
C/K, so dafy E/K galoissch ist und ENL = K gilt. Dann sind E und L linear
disjunkt tiiber K.

Beweis. Wir zeigen, daf aus E/K galoissch und E/K und L/K nicht linear dis-
junkt folgt, daB £ N L # K ist. Seien aq,...,a, endlich viele, iiber K linear
unabhéngige Elemente von E, welche iiber L linear abhéngig sind. Da E/K se-
parabel ist, gibt es ein @ € F mit K(ay,...,a,) = K(a), und die Potenzen von
a bilden eine K-Basis von K(a). Nun ist K (a)/K nicht linear disjunkt zu L/K,
folglich ist m, 1, ein echter Teiler von m, k eines kleineren Grads. Es gibt daher
Koeffizienten von m, 1, welche in L, aber nicht in K liegen. Da E/K normal ist,
liegen alle Nullstellen von m, x und somit auch die von m, ; in E. Daher sind
die Koeffizienten von m, ; als algebraische Ausdriicke in den Nullstellen auch
Elemente von E. Zusammengenommen ergibt dies £ N L # K. 0

2.14 Satz. Seien C/K eine Korpererweiterung und E und L dber K linear dis-
Junkte Zwischenkdrper von C /K. Fir jedes o € Homyg (E,C) gibt es dann genau
eine Fortsetzung 7 € Homy(EL,C).

Beweis. Seien die a; eine K-Basis von E. Da F und L iiber K linear disjunkt sind,
sind die a; auch eine L-Basis von EL. Sei 0 € Homg (E, C'). Fiir eine Fortsetzung
7 € Hom(EL,C) von o mul dann 7(>_, Mia;) = >, \io(a;) mit \; € L gelten.
Daher kann es hochstens eine Fortsetzung geben.

Um die Existenz nachzuweisen, nehmen wir dies nun als Definition von 7. Da
die Darstellung > . A\;a; eindeutig ist, ist 7 zunéchst wohldefiniert und L-linear.
Seien a,b € EL mit a =}, \ja; und b=}, pja;. Dann gilt

7(ab) = T(Z )\,-,uja,-aj> = Z Niftio(aa;)
=Y amo(ao(a)) = (3 Aola)) (X mola)

= 7(a)7(b).

Damit ist 7 auch multiplikativ. O
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2.15 Satz. Seien C'/K eine Korpererweiterung und E und L Zwischenkdorper von
C/K, so daff E/K galoissch ist. Dann ist EL/L galoissch und die Einschrdnkung
von Automorphismen von EL auf E ergibt einen Monomorphimus

¢:G(EL/L) — G(E/K)
mit p(G(EL/L)) = G(E/ENL).

Beweis. Es ist klar, da} E/E N L galoissch ist. Nach Satz 1.44 und Satz 1.55 ist
auch FL/L galoissch. Wir bekommen dann offensichtlich einen Monomorphismus
¢: G(EL/L) — G(E/K) mit ¢(G(EL/L)) € G(E/ENL). Nun sind E/EN L
und L/E N L nach Satz 2.13 linear disjunkt. Nach Satz 2.14 setzt sich daher
jedes 0 € G(E/E N L) zu einem 7 € G(EL/L) fort. Dies ergibt ¢(G(EL/L)) =
G(E/ENL). O

2.16 Satz. Seien F; iber K galoissche Zwischenkirper von C' /K. Dann ist E =
[L Fi galoissch iber K und das Produkt der Einschrinkungen von Automorphis-
men von E auf die F; liefert einen Monomorphismus

v GB/K) = [[GR/K).

Fir Fy N Fy, = K liefert ¢ die Isomorphie

Beweis. Die Erweiterung E/K ist nach Satz 1.44 und Satz 1.55 galoissch. Au-
Berdem ist klar, daB8 ¢ : G(E/K) — [[. G(E;/K) ein Monomorphismus ist. Gilt
FiNF, = K, so gibt es fiir 0; € G(F;/K) nach Satz 2.15 ein 7; € G(£/F;) mit
J # i, so dafl 7; auf F; mit o, iibereinstimmt. Da 7; die Identitét auf F} ist, gilt
Y(1179) = (01, 02) und die Isomorphieaussage folgt. O

Im allgemeinen liefert die Einschrénkung wirklich nur einen Monomorphismus.
Dies liegt daran, daf§ vorgegebene o; € G(F;/K) nicht unbedingt zueinander
passen miissen und es daher nicht notwendigerweise eine gemeinsame Fortsetzung
o € G(E/K) gibt. Zum Beispiel sind fir die Kompatibilitdt der o; neben den
Schnitten F; N F; auch Uberschneidungen von F;F; mit Fj, etc. und das Verhalten
von 0;, 0; und oy, darauf zu beriicksichtigen.

2.17 Beispiel. Konkret betrachte man K = Q, F} = Q(v/2), F, = Q(v/3) und
I Fy, = Q(v2,V/3). Es gilt G(F,/Q) = G(F,/Q) = Z/27 und nach dem Satz folgt
G(F1Fy/Q) 2 Z/27 x .)27. In Z/27. x 7./ 27 gibt es aber drei Untergruppen der
Ordnung 2, und entsprechend ist Q(v/6) der dritte quadratische Teilkérper von
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F\F,/Q. Jedes 0 € G(F1F>/Q) wird nach dem Satz durch seine Einschrinkungen
o1 = o|F; und 09 = o|F; eindeutig bestimmt. Daher ist o3 = o|F3 durch o7 und
o9 bereits eindeutig bestimmt. Wir konnen also o3 bei gegebenem o und o5 nicht
beliebig vorgeben, wenn es ein ¢ geben soll, so daf§ die ¢; als Einschriankungen
von o erhalten werden. Entsprechend ist ¢/ im allgemeinen nicht surjektiv.

Sind allerdings die F;/K alle in E/K enthaltenen endlichen Galoiserweite-
rungen und stimmen o; und o; auf F; N F; fiir alle ¢, j iiberein, so gibt es eine
gemeinsame Fortsetzung o € G(E/K). Man definiert einfach o(a) = 0;(a), wobei
1 so gewahlt ist, dal a € F; gilt.

2.3 Galoisgruppen spezieller Kérpererweiterun-
gen

Wir betrachten zunéchst die Galoisgruppen einiger spezieller, haufig auftretender
Korpererweiterungen.

2.18 Definition. Eine Galoiserweiterung F/K heifit abelsch bzw. zyklisch, wenn
G(F/K) abelsch bzw. zyklisch ist.

2.19 Satz. Sei E/K abelsch (zyklisch) und F ein Zwischenkorper. Dann sind
E/F und F/K abelsch (zyklisch). Ist C' ein Erweiterungskérper von E und L ein
Zwischenkérper von C /K, so ist EL/L abelsch (zyklisch). Fiir Zwischenkdrper F;
von C/K mit F;/K abelsch ist | [, F;/K abelsch.

Beweis. Folgt direkt durch die Betrachtung der Homomorphismen in Satz 2.12,
Satz 2.15 und Satz 2.16. Ferner sind Untergruppen und Faktorgruppen abelscher
bzw. zyklischer Gruppen wieder abelsch bzw. zyklisch. O

2.20 Definition. Die absolute Galoisgruppe G(K) eines Korpers K ist definiert

als G(K*/K), wo K* ein separabler Abschlufl von K ist. Der abelsche Abschlufl
K% von K ist das Kompositum aller abelscher Erweiterungen von K in K°*.

Man nennt K auch maximale abelsche Erweiterung von K, da jeder abelsche
Erweiterungskorper von K in K eingebettet werden kann. Nach Satz 2.19 ist
G(K®/K) abelsch.

2.21 Satz. Sei E/K eine Erweiterung von endlichen Korpern. Dann ist E /K
galoissch mit zyklischer Galoisgruppe G(E/K). Fir q = #K wird G(E/K) vom
Frobeniusautomorphismus x — x4 erzeugt.

Beweis. Ubung. O
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2.22 Satz. Sei char(K) = 0 oder n koprim zu char(K), und sei ( € p, eine
primitive n-te Einheitswurzel. Dann wird durch

¢: G(K(un)/K) — (Z/nZ)*, 0 = ¢(0) mit o(¢) = ¢*
ein Monomorphismus definiert. Fiir K = Q ist ¢ auch surjektiv.

Beweis. Ubung. 0

Man kann Satz 2.22 auch auf Erweiterungen von endlichen Kérpern wie in
Satz 2.21 anwenden, denn mit n = [E : K| gilt £ = K(pgn_1). Ist ( € pgn_y eine
primitive (¢" — 1)-te Einheitswurzel, so hat ¢ genau n verschiedene Konjugierte
¢? iiber K und das Bild von ¢ aus Satz 2.22 ist die von ¢ in (Z/(¢" — 1)Z)*
erzeugte, n-elementige Untergruppe.

2.23 Satz. Sei char(K) = 0 oder n koprim zu char(K), und sei ( € u, C
K eine primitive n-te Finheitswurzel. Sei f = t" — a € K|t| irreduzibel. Der
Zerfillungskorper E von f iber K ist galoissch iber K und es gilt E = K(b) mit
f(b) = 0. Durch

¢:GE/K) — Z/nZ, o — ¢(c) mit o(b) = b

wird ein Isomorphismus definiert. Die Erweiterung FE /K ist also zyklisch von der
Ordnung n.

Beweis. Ubung. O

2.24 Satz. Sei char(K) = p > 0 und f =t —t — a € K]|t] irreduzibel. Der
Zerfillungskorper E von f iber K ist galoissch iber K und es gilt E = K(b) mit
f(b) = 0. Durch

¢:GE/K)— Z/pZ, o — ¢(c) mit o(b) =b+ ¢(0)

wird ein Isomorphismus definiert. Die Erweiterung FE /K ist also zyklisch von der
Ordnung p.

Beweis. Ubung. O

Die Erweiterungen E/K aus Satz 2.23 bzw. Satz 2.24 heifien einfache Kumme-
rerweiterungen bzw. einfache Artin-Schreier-Erweiterungen. Sie spielen bei wei-
tergehenden Korperkonstruktionen als einfachste Bausteine eine wichtige Rol-
le. Kummererweiterungen sind ihrer Natur nach multiplikativ, wihrend Artin-
Schreier-Erweiterungen einen additiven Charakter aufweisen. Abgesehen davon
sind sie sich aber recht dhnlich.



2.4. PERMUTATIONSDARSTELLUNGEN UND GALOISGRUPPEN VON
POLYNOMEN o1

2.4 Permutationsdarstellungen und Galoisgrup-
pen von Polynomen

Sei K ein Korper, f € K[t] ein nicht-konstantes, separables Polynom und E ein
Zerfallungskorper E von f iiber K. Dann ist £/ K galoisch. Fiir die Galoisgruppe
von E/K erhalten wir eine Permutationsdarstellung ¢ : G(E/K) — S, wie folgt.
Seien aq,...,a, € E die paarweise verschiedenen Nullstellen von f, wobei n =
deg(f) ist. Fir 0 € G(E/K) gilt f7 = f, daher bewirkt o eine Permutation
der Nullstellen ay, ..., a,. Bezeichnet S, die symmetrische Gruppe (die Gruppe
der Permutationen auf den Ziffern 1,...,n), so gibt es also ein ¢(o) € S, mit
0(a;) = ag(0)()- Fiir die Definition von ¢(o) verwenden wir somit eine festgewihlte
Anordnung der Nullstellen a;.

2.25 Satz. Die Abbildung ¢ : G(E/K) — S, 0 — ¢(0) ist ein Monomorphismus
und ¢ bzw. p(G(F/K)) sind ohne Angabe einer Nullstellenanordnung nur bis auf
Konjugation in S, eindeutig bestimmt. Die Permutationsgruppe ¢(G(E/K)) ist
genau dann transitiv, wenn [ irreduzibel ist.

Beweis. Die Homomorphieeigenschaft ist klar. Wegen E = K(ay,...,a,) ist o
durch die Operation auf den a; bereits eindeutig bestimmt, daher ist ¢ injektiv.

Sei b; eine andere Anordnung der Nullstellen von f und ¢,, ¢, die entspre-
chenden Permutationsdarstellungen. Es gibt ein 7 € S, mit b; = a,(;). Sei 0 €
G(F/K). Dann gilt ¢,(0)(i) = j genau dann, wenn ¢,(0)(7(i)) = 7(j). Letzteres
heifit (771¢,(0)7)(i) = j, so daB wir ¢y(c) = 77 1¢,(0)7 erhalten. Folglich gilt
auch ¢y(G(B/K)) = 7 6u(G(E/K))r.

Sei f irreduzibel und 1 < 4,5 < n. Zua;, a; gibt es ein 0 € Homg (K (a;), K(a;))
mit o(a;) = a;, und o 1aBt sich auf E fortsetzen. Dann gilt ¢ € G(E/K) und
¢(o)(i) = j. Also ist ¢(G(F/K)) transitiv. Ist umgekehrt f = f; fo mit nicht-
konstanten Polynomen f; und fs, so konnen die Nullstellen von f; nicht auf die
Nullstellen von f; abgebildet werden und ¢(G(E/K)) ist daher nicht transitiv. O

Der Satz gibt Anlal zu folgender Definition, die historisch vor der Definition
der Galoisgruppe einer Korpererweiterung steht.

2.26 Definition. Sei K ein Korper, f € K]Jt] ein nicht-konstantes, separables
Polynom und F ein Zerfallungskorper von f iiber K. Die Galoisgruppe G(f, K)
von f iiber K wird als Bild der Permutationsdarstellung von G(E/K) auf einer
fest gewdhlten Anordnung der Nullstellen von f in E definiert.

Die Galoisgruppe G( f, K) eines Polynoms ist also ohne Angabe einer Nullstel-
lenanordnung nur bis auf Konjugation in S,, mit n = deg(f) eindeutig bestimmt.
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Fiir jede Galoiserweiterung E/K gilt G(E/K) = G(mq i, K), wobei a ein primi-
tives Element von E /K bezeichnet.

Die Berechnung von G(f, K) kann auf die Berechnung des Zerféllungskorpers
von f iiber K zuriickgefithrt werden. Seien die F; eine aufsteigende Kette von
Zwischenkoérpern von E/K mit E;yy = E;(a;) und f(a;) = 0 wie im Beweis
von Satz 1.28. Fir 0; € Homg(E;, E) sind alle Fortsetzungen auf F,,; durch
a; — a; gegeben, wobei a; iiber die Nullstellen von my, g,”* lauft. Man erhélt
daher alle Elemente von G(f, K), indem man Polynome iiber den E; faktorisiert
und induktiv alle Fortsetzungen der Identitat auf K nach E bestimmt.

Als Beispiel fiir dieses Vorgehen betrachten wir f =3 — 2 € Q[t]. Wir setzen
Ey=K=Q, a1 = V2, a; = (/2 mit ¢ = exp(27i/3) € ps und E;y1 = Ei(a;).
Damit gilt [E) : K| =3, [E2 : Ei] =2 und E = Ej. Die Identitat auf K hat drei
Fortsetzungen auf E7, und diese drei Fortsetzungen haben jeweils zwei Fortset-
zungen auf E,. Damit besteht G(f, K) aus 6 Elementen. Die Bestimmung dieser
6 Elemente ist allerdings etwas leichter, wenn wir E = K((, v/2) beachten. Mit
Satz 2.22 bestimmen wir zunéchst G(K(¢)/K), und setzen diese Automorphis-
men mittels Satz 2.23 und Lemma 1.51 zu allen Automorphismen in G(E/K)
zusammen. Dies ergibt G(E/K) = {0, ;|1 <1 < 2,1 < j < 3} mit o, ; definiert
durch Ui,j(C) = gi, O'Z‘J‘(\S/Q) = Cj\s/i

Wir betrachten nun die allgemeinen Félle n = 1,2,3. Fiir n = 1 ist f linear
und G(f, K) = {(1)} als Untergruppe von S;. Fiir n = 2 hat f zwei Nullstellen a;
und ay. Gilt a; € K, so folgt G(f, K) = {(1)} als Untergruppe von Ss. Ansonsten
gilt G(f, K) = {(1), (1,2)} = 55,

Der erste nicht vollig triviale Fall ergibt sich fiir n = 3. Ist f nicht irreduzi-
bel, so sind wir auf die Félle n = 1 und n = 2 zuriickgefiithrt. Wir nehmen also
an, dal f irreduzibel ist. Sei F der Zerfallungskérper von f {iber K. Dann gilt
[E : K] = 3 oder [E : K] = 6. Im ersten Fall ist G(f, K) = Az zyklisch und
wird beispielsweise von (1,2, 3) erzeugt. Hier gibt es keine nicht-trivialen Zwi-
schenkorper. Im letzteren Fall [E : K] = 6 gilt G(f, K) = S5 wegen #S3 = 6, und
G(f, K) ist nicht abelsch. Die S3 wird von (1,2, 3) und (1, 2) erzeugt. Man rechnet
leicht nach, daBl es genau drei (zueinander konjugierte) Untergruppen der Ord-
nung zwei gibt, namlich G; = ((1,2)), Go = ((1,3)) und G3 = ((2,3)), und genau
eine normale Untergruppe der Ordnung drei, ndmlich H = ((1, 2, 3)). Daher gibt
es genau drei (zueinander konjugierte) Zwischenkérper F; = Fg/x(G;) von E/K
mit [F; : K] = 3 und einen iiber K galoisschen Zwischenkorper L = Fg/x(H)
mit [L : K] = 2. Man setze diese allgemeinen Betrachtungen in Beziehung zum
obigen Beispiel f = t3 — 2. Wie lautet der Isomorphismus zwischen den Permu-
tationen und den o; ;, und welchen Zwischenkorpern entsprechen die F; und L7
Ein allgemeiner Ansatz zur Konstruktion von Erzeugern von Fixkoérpern von Au-
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tomorphismengruppen wird iibrigens durch Lemma 1.24 gegeben.

Fiir hohere Polynomgrade n wird die Diskussion schnell schwieriger. Mit Spe-
zialbetrachtungen kann man aber trotzdem einiges iiber G(f, K) herausfinden.
Ein systematisches Vorgehen und der Einsatz von Computern erlauben die expli-
zite Bestimmung von G(f, K) fiir geeignete Grundkorper K zur Zeit bis n = 23.
Wir nehmen dieses Thema im folgenden Abschnitt auf. Auf der anderen Seite
kann man die Galoisgruppen von Klassen von speziellen Polynomen bzw. Galoi-
serweiterungen wie im Abschnitt 2.3 leicht explizit bestimmen.

Der folgende Satz zeigt, dafl wir fiir eine Permutationsdarstellung einer Ga-
loisgruppe in gewissen Féllen immer ein Polynom finden koénnen, welches diese
Permutationsdarstellung realisiert.

2.27 Satz. Sei E/K eine Galoiserweiterung und ¢ : G(E/K) — S,, ein Homo-
morphismus. Mit den Bezeichnungen G = ¢(G(E/K)) und H; = Stabg(i) gelte
Ng(H;) = H; fir eini mit 1 <i <n. Ist G transitiv oder gilt # K > n, so gibt es
ein normiertes, separables Polynom f € K[t] mit den folgenden FEigenschaften.

(1) Der Zerfillungskorper F von f iiber K ist in E enthalten und erfillt [E :
F] = # ker(g).

(i1) FEs gilt G(f, K) = G fiir eine Nullstellenanordnung.

Beweis. Wir schicken ein paar Betrachtungen fiir transitive Permutationsgruppen
G voraus. Da G transitiv ist, gibt es fiir alle 4, j ein 0 € G mit

H; = Stabg(j) = Stabg(o(i)) = oStabg(i)o ™ = o Hio ™',

also sind die H; alle konjugiert. Wir wéhlen ein festes v und setzen H = H,,.
Desweiteren gilt dann G - v = {1,...n} und daher (G : H) = #(G - v) = n.
Bezeichnet G- H die Bahn von H unter der Operation von GG durch Konjugation,
sogilt G-H ={H;|1 <i<n}und #(G-H) = (G : Ng(H)). Wegen H C Ng(H)
ergibt sich also #(G-H) < n, und #(G-H) = n gilt genau dann, wenn Ng(H) = H
ist. Fiir Ng(H) = H seien die 0, € G ein Nebenklassenrepriasentantensystem
mit G = U{o;H |1 < i < n}. Dann gilt 0;Ho; ' = 0;Ho; ' genau dann, wenn
(0;'03)H(0; o)™t = H, also 0 '0; € H und damit o; = o ist. Es folgt G- H =
{o;Ho; ' |1 < i < n}. Die 0; konnen so numeriert werden, daf o;(v) = i gilt.
Dann ergibt sich genauer o;Ho; ! = H; fiir 1 <i < n.

Sei nun F' = Fg g (ker(¢)). Dann ist F//K galoissch und ¢|F erfiillt ebenfalls
die Voraussetzungen des Satzes. AuBerdem gilt [E : F| = #ker(¢), so dafi wir
mit den Bezeichnungen des Satzes ohne Einschrinkung annehmen konnen, daf3
¢ injektiv ist. Im folgenden identifizieren wir G(E/K) mit G und verwenden die
Bezeichnungen des vorigen Absatzes.
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Wir behandeln zuerst den Fall, daf§i G transitiv ist. Dann operiert G durch
Konjugation auf der n-elementigen Menge {H; |1 < i < n}. Wir setzen F; =
Fr/x(H;) und F = Fg/i(H). Dann operiert G durch o - F; = o(F;) ebenfalls auf
der n-elementigen Menge {F;|1 < i < n}, denn es gilt o(F;) = Fg/x(cHio™') =
Fr/x(H;) = Fj fur ein j. Sei a € E ein primitives Element von F/K und
a; = o;(a) € F;. Da die F; paarweise verschieden sind (oder auch die o; ein Neben-
klassenreprisentantensystem von G/ H bilden), sind die a; paarweise verschieden.
Dann operiert G durch o - a; = o(a;) auch auf der n-elementigen Menge {a; |1 <
i < n}, denn o(a;) = o(o;(a)) = oj(a) fir ein j wegen a € Fg i (H). Vermoge
der Bijektionen i — H;, i — Fj, i — a; und wegen o(F;) = Fpg/k(0cH;0™ D) fiir
o € G sind alle diese Operationen von G dquivalent und transitiv, da G transitiv
vorausgesetzt wurde. Wir definieren f = [['_,(¢ — a;). Dann ist f normiert und
separabel. Weil G auf {a; |1 <i < n} operiert, gilt f7 = f fiir alle 0 € G und es
folgt f € K[t]. Wegen der Transitivitat von G auf {a; |1 < i < n} ist f irreduzibel
tiber K. Nach Konstruktion gilt G(f, K) = G mit der gewahlten Nullstellenan-
ordnung. Schliefllich folgt aus o(a;) = a; auch (i) = i fiir alle i (wir identifizieren
G(E/K) und G), und daraus o = id. Also gilt fiir den Zerfiallungskorper F' von
f iber K wie gewiinscht F' = K(ay,...,a,) = E.

Fiir nicht unbedingt transitives G, aber #K > n, seien nun D; = {d; ;|1 <
i <r1<j<s;} die Bahnen von G in {1,...,n}. Durch Einschrankung auf D;
erhalten wir Homomorphismen ¢; : G — S(D;). Sei G; = ¢;(G). Es gilt

Ng, (Stabg, (d; ;) = ¥i(¥; ' (Ng, (Stabg, (di;))))

i(Na(1; (Stabg, (di;))))
(Ng(Stabg(ds ;)
i(Stabg(d; ;)

Wir kénnen daher den bereits bewiesenen, transitiven Fall des Satzes auf Gj
anwenden. Fiir jedes ¢ mit 1 < i < r gibt es separable und irreduzible f; € K[t
mit f; = H] ((t —a;;) und a;; € E. Die Gruppe G operiert dquivalenterweise
auf D; und {a;;|1 < j < s;}. Wegen #K > n gibt es ¢; € K, so dal die
Polynome f;(t + ¢;) fir 1 <14 < r paarweise teilerfremd sind. Mit f = [[, fi(t +
¢;) erhalten wir dann ein separables Polynom mit G(f, K) = G beziiglich der
gewdhlten Nullstellenanordnung. Fiir den Zerfallungskorper F' von K gilt wieder
wie gewiinscht F' = K({a;;|i,5}) = E. O

Sei /K galoissch, a ein primitives Element von E/K und G = G(m, k., K).
Dann gilt Stabg(7) = {id} und Ng(Stabg(i)) = G. Dieses Beispiel zeigt, dafl
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die Bedingung des Satzes nur hinreichend fiir die Existenz eines Polynoms f mit

G = G(f, K) ist.

2.5 Symmetrische Polynome und das Umkehr-
problem der Galoistheorie

Wir wollen an die Situation des vorhergehenden Abschnitts ankniipfen und fiir
allgemeines f kurz ,allgemeine Betrachtungen anstellen. Sei k£ ein Korper und
E = k(xq,...,x,) der Korper der rationalen Funktionen in x, ..., z,. Firo € S,
definieren wir ein ¥ (o) € Auty(E) durch ¢ (o)(x;) = (). Dies liefert einen
Monomorphismus 1 : S, — Auty(E), o + (o). Wir setzen K = E¥(57). Die
Elemente aus K bleiben unverdndert, wenn man die x; permutiert. Es handelt sich
also dabei um genau die symmetrischen Funktionen in E. Da 1(5,) endlich ist,
ist £/ K nach Satz 2.7 galoissch mit G(E/K) = ¢(S,,). Aufgrund der Isomorphie
¥(S,) = S, identifizieren wir G(E/K) und S,, im folgenden.

Wir setzen nun f = [[/_,(t —z;) = > ,(—1)"s;t"", wobei die s; die elemen-
tarsymmetrischen Polynome in den z; sind. Offenbar gilt f € k(si,...,s,)[t], und
E ist Zerfillungskorper von f iiber k(sq,...,s,). Wegen [E : k(sy,...,s,)] < nl,
[E: K] =n!und k(sq,...,8,) C K ergibt sich K = k(s1,...,s,). Dies zeigt, daf§
sich jede symmetrische Funktion als rationale Funktion in den s; erhalten laf3t.
Dariiberhinaus gibt es zu ¢,j ein ¢ € S, mit o(z;) = z;. Die z; sind damit alle
konjugiert und f ist irreduzibel iiber K. Zusammenfassend erhalten wir folgenden
Satz.

2.28 Satz. Sei £ = k(x1,...,x,) der Korper der rationalen Funktionen in x; und
K der Teilkorper der symmetrischen Funktionen in E. Dann ist E/K galoissch
mit G(E/K) = S, und es gill K = k(si,...,S,), wobei s; die elementarsym-
metrischen Polynome in den x; sind. Der Korper E ist Zerfillungskorper des
irreduziblen Polynoms f =Y 1" (=1)'s;t"" € K[t].

Die folgende Aussage ist an dieser Stelle noch von grundsétzlichem Interesse.

2.29 Satz. Die elementarsymmetrischen Polynome s; € klzy,...,x,] sind alge-
braisch unabhdngig. Daher kann k[sy,...,s,] auch als Polynomring in den Va-
riablen s; aufgefafst werden. Sei K der Kérper der symmetrischen Funktionen
und R = kl[z1,...,2,] N K der Ring der symmetrischen Polynome. Dann gilt
R =Fk[s1,...,s4].

Beweis. Wurde in Algebra 1 bewiesen. Mit Theorie, die spéter behandelt wird,
kann man wie folgt argumentieren: Die Korpererweiterung k(z1,...,z,)/k hat
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Transzendenzgrad n, und k(zq,...,2,)/k(s1,...,s,) ist endlich. Daher hat auch
k(si,...,s,)/k Transzendenzgrad n, und die s; sind algebraisch unabhéngig. Die
Ringerweiterung k[xy,...,x,]/k[s1,...,s,] ist ganz. Daher ist auch die Ringer-
weiterung R/k[s1,...,s,] ganz. Da k[sq,...,s,] wegen der algebraischen Un-
abhéngigkeit ein Polynomring und damit faktoriell ist, ist k[sq, ..., s,| in seinem
Quotientenkorper K ganz abgeschlossen. Es folgt R = k[sy, ..., s,]. O

Das oben verwendete Polynom f = >"" (—1)"s;t""* € R|[t] heiBt aufgrund der
ersten Aussage des Satzes allgemeines Polynom n-ten Grads, da f nicht nur , all-
gemeine® Nullstellen, sondern auch ,allgemeine” Koeffizienten hat. Wir merken
an, daf} es einen konstruktiven Beweis der zweiten Aussage von Satz 2.29 gibt,
der ein Verfahren angibt, mit dem man ein symmetrisches Polynom in den z; als
Polynom in den s; darstellt.

2.30 Satz. Sei E = k(z1,...,2,), K = k(s1,...,8,), G eine Untergruppe von
Sp und F' = Fg i (G). Dann gilt G(E/F) = G und es gibt ein h € k[, ..., x,)
mit F = K(h).

Beweis. Fordern wir statt h € k[zy,...,x,] nur h € k(z1,...,x,), so ergibt sich
die Existenz von h direkt aus dem Satz vom primitiven Element. Fiir jedes g €
klzy, ... 2] ist f = Ng/x(9) = [l,eq, 0(9) € k[r1,...,20] N k(s1,...,8,) nach
Satz 2.28 (genauer f € k[si,...,s,] nach Satz 2.29). Besitzt h € k(z1,...,2,)
einen Nenner g, so konnen wir wegen f € k(sy,...,s,) anstelle von h daher auch
fh € kl[zy,...,x,] als primitives Element verwenden. O

Es gelten die Bezeichnungen von Satz 2.30 mit £ = Q. Satz 2.30 kann folgen-
dermaflen genutzt werden, um Informationen iiber die Galoisgruppe eines Poly-
noms fy € Q[t] zu erhalten. Wir wihlen eine Anordnung der Nullstellen a; € C
von fo und betrachten G(fy, Q) als Untergruppe der S,. Aus G(fo, Q) < G muf
dann h(aq,...,a,) € Q folgen, weil h unter G und unter G( fo, Q) als Permutati-
onsgruppe, und somit h(as,...,a,) unter G(fy, Q) als Gruppe von Kérperauto-
morphismen invariant ist. Unter einer Zusatzbedingung gilt auch die Umkehrung
dieser Implikation, aus h(ai,...,a,) € Q folgt h € Fr/k(G(fo,Q)) und daraus
G(fo,Q) < G. Durch systematisches Testen von h(ay,...,a,) € Q fir die mogli-
chen Kandidatengruppen G kann man so die Galoisgruppe G(fy, Q) genau be-
stimmen. Man kann dabei auch induktiv vorgehen, indem man die G absteigend
durchléuft. Im i-ten Schritt wissen wir G(fy,Q) < G, also hj(ay,...,a,) € Q
fir 1 < 7 < 4. Sei Giy1 < G; eine Kandidatengruppe, fiir die wir heraus-
finden wollen, ob G(fy,Q) < G,y gilt. Wir definieren h;,; als primitives Ele-
ment von Fiy = Fg/k(Gipq) tber F; = Fg/r(Gi) = K(hi,...,h;) und testen
hiti(ay,...,a,) € Q (und dazu die oben erwidhnte Zusatzbedingung). Fiir die
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Berechnungen kann man FlieBkommazahlen in C benutzen, und die Tests ,,€ Q*
kann man bei geeignetem Vorgehen auch durch Tests ,,€ Z* ersetzen. Die Moglich-
keit von Rundungsfehlern in den Berechnungen muf3 beriicksichtigt werden.

Ein anderer Ansatz geht wie folgt. Fiir jede Kandidatengruppe G bestimmen
wir my g € KJt]. Die Koeffizienten von my, ¢ sind Ausdriicke in den s; und wir
konnen folglich fiir die s; die Koeffizienten von f; (unter Beachtung der Vorzeichen
(—1)%) substituieren. Das resultierende Polynom mg € Q[t] mufl dann mindestens
eine Nullstelle in Q haben, welche h(ay,...,a,) entsprechen wiirde. Hat es eine
einfache Nullstelle in @, so folgt G(fo, Q) < G. Hier brauchen wir nur mit den
Koeffizienten von fj, nicht aber mit seinen Nullstellen zu arbeiten.

Normalerweise verwendet man fiir diese Strategien einen Computer, da die h
und my, k sehr grofle Ausdriicke werden konnen und es sehr viele Kandidaten G
geben kann (301 Kandidaten fiir n = 12, 1954 Kandidaten fiir n = 16, 25000
Kandidaten fiir n = 23). In Spezialfillen ist es aber moglich, relativ einfache
Formeln anzugeben.

Wir wollen als Beispiel G = A,, in Charakteristik Null oder > 2 betrachten.
Die folgende, allgemeine Definition ist dafiir und auch anderweitig niitzlich.

2.31 Definition. Sei f € K[t] mit n = deg(f) > 1 ein Polynom mit Leitkoeffizi-
ent ¢ € K und den Nullstellen a4, ..., a, in einem Zerféllungskorper von f iiber
K. Die Diskriminante d(f) von f wird dann als d(f) = ¢ [[,.;;<,(ai — a;)?
definiert.

2.32 Satz. Die Diskriminante liefert eine Abbildung der Menge der Polynome
vom Grad > 1 in K[t] nach K.

Beweis. Es ist unmittelbar einsichtig, da§ d(f) nicht von der gew#hlten Reihen-
folge der a; abhéngt. Dies zeigt, dafl d(f) invariant unter G(f, K) ist und folglich
d(f) € K gilt. Damit ist d(f) auch unabhéngig von den gewéhlten Nullstellen. [

Mit h = [[i<icjen(@i — ;) gilt fiir die Diskriminante d(f) des allgemeinen
Polynoms f nach Satz 2.32 und Satz 2.29, daB d(f) = h? € k[sy,...,s,] ist.
Fiir konkret gegebene Polynome f, gibt es also eine Formel fiir d(fy) in den
Koeffizienten von fy. Im Hinblick auf den Unterschied von S,, und A, bemerken
wir, daf fir o € S, entweder o(h) = h oder o(h) = —h gilt, und der zweite
Fall tritt wirklich auf. Fir o € A, gilt auf der anderen Seite stets o(h) = h.
Aus (S, : A,) = 2 ergibt sich daher mit den Bezeichnungen von Satz 2.30, da8
F = Fp/k(G) = K(h) und my, x = t* — d(f) ist.

2.33 Satz. Sei fy € k[t] ein separables Polynom vom Grad n und char(k) = 0
oder char(k) > 2. Die Diskriminante d(fy) ist ein Quadrat im Zerfillungskorper

von fo iber k und es gilt G(fo, k) C A, genau dann, wenn d(fo) ein Quadrat in
k ust.
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Beweis. Seien a; die Nullstellen von fy und hy = H1§i<j§n(a’i — a;). Die erste
Aussage ist wegen d(fy) = hg klar. Zur zweiten Aussage: Aus G(fo, k) C A, folgt
ho € k und somit ist d(fy) = hg ein Quadrat in k. Gilt G(fo, k) € A,, so gibt
es ein 0 € G(fo, k) mit o(hg) = —ho. Wegen hy # 0 wegen der Separabilitdt von
fo und —1 # 1 wegen char(k) = 0 oder char(k) > 2 folgt o(hy) # ho. Dann gilt
ho, —ho € k und d(fy) ist kein Quadrat in k. O

Fiir den Fall n = 3 betrachten wir das separable Polynom f = 23 +az?+bx+c
in Charakteristik ungleich 3. Durch die Transformation z +— = — a/3 erhalten wir
ein Polynom mit gleicher Galoisgruppe wie f, aber ohne den 22-Term. Wir nehmen
daher ohne Einschriankung a = 0 an. Man kann nachrechnen, dafi dann d(f) =
—4b% —27¢? gilt, und wir kénnen Satz 2.33 anwenden, um zwischen G(f, K) = A3
und G(f, K) = S3 zu unterscheiden.

Das Umkehrproblem der Galoistheorie fiir einen Korper K ist, zu einer end-
lichen Gruppe G ein Polynom f € K[t] mit G(f, K) = G zu finden. Es hat fiir
endliche Korper K im allgemeinen keine Losung, da hier nur zyklische Galoisgrup-
pen auftreten. Auf der anderen Seite haben wir mit Satz 2.28 eine Erweiterung
FE /K mit Galoisgruppe S,, konstruiert. Da jede endliche Gruppe G isomorph zu ei-
ner Untergruppe von S, fiir geeignetes n ist, erhalten wir durch Fixkorperbildung
eine Erweiterung E/F mit Galoisgruppe isomorph zu G. Indem man fiir die z;
geeignete Werte einsetzt, erhdlt man Erweiterungen Ey/Fy und kann das Umkehr-
problem so auch fiir Fy und G 16sen. Ein wesentliches Problem stellt sich hier aber,
wenn die Bedingung Fy = k fiir £ = k(z4, ..., x,) fest vorgeben ist. Die Korper F
sind nach einem Satz von Swan (1969) im allgemeinen keine rationalen Funktio-
nenkorper mehr, ein Gegenbeispiel ist k = Q, n =47 und G = ((1,...,n)). Daher
fallt Fj im allgemeinen echt grofler als Q aus. Das Umkehrproblem der Galoistheo-
rie ist damit fiir Q zur Zeit nur fiir spezielle Klassen von Gruppen gelost. Nach
einem Satz von Shafarevich (1954) sind beispielsweise alle auflosbaren Gruppen
als Galoisgruppen realisierbar. Schreibt man ein ,zufélliges“ Polynom f € Q[t]
hin, so gilt mit ,grofer Wahrscheinlichkeit G(f,Q) = S,,.

2.6 Lineare Unabhingigkeit von Charakteren

Sei GG eine Halbgruppe und K ein Korper. Unter einem Charakter von G in
K verstehen wir in diesem Abschnitt einen Homomorphismus x : G — K*. Der
triviale Charakter x = 1ist der durch y(a) = 1 fiir alle a € G gegebene Charakter.

Charaktere treten in vielen Zusammenhéingen auf (zum Beispiel Fourierana-
lysis, Darstellungstheorie endlicher Gruppen). Im Rahmen der Vorlesung werden
sie aber nur eine geringe Rolle spielen.
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Sind x1, x2 Charaktere und A € K, so definieren wir wie iiblich (x1 + x2)(a) =
x1(a) + xz2(a) und (Ax1)(a) = Axi(a). Die Charaktere von G in K spannen damit
einen K-Vektorraum von Abbildungen G — K auf. Die Charaktere x1, ..., x, von
G in K sind linear unabhéngig iiber K, wenn fiir \; € K aus Ay x1+- -+ A xn =0
folgt, dafl alle \; = 0 sind. Wir haben folgenden, grundlegenden Satz.

2.34 Satz (Artin). Sei G eine Halbgruppe und K ein Kérper. Die Charaktere
X1s---,Xn von G in K sind genau dann linear unabhdngig tiber K, wenn sie
paarweise verschieden sind.

Beweis. Sind die Charaktere linear unabhéngig, so sind sie notwendigerweise ver-
schieden. Wir nehmen nun an, dafl die x; verschieden sind. Ein einzelner Cha-
rakter ist offenbar linear unabhéngig iiber K, weil er nicht die Nullabbildung
sein kann. Wir betrachten jetzt eine Relation Aix1 + -+ 4+ A\yx,, = 0 mit mi-
nimalem n > 2. Dann sind alle \; # 0. Da x; # x2 gibt es a € G mit
x1(a) # x2(a). Wegen x; : G — K* gilt x1(a) # 0. Fiir alle b € G gilt dann
Yo Aixi(ab) =57, Nixa(a)xi(b) = 0, folglich >, A\ixi(a)x; = 0. Wir dividieren die-
se Relation durch x4 (a) und subtrahieren die urspriingliche Relation >, \;x; = 0.
Dies liefert ) (A\;xi(a)/x1(a) —Xi)x; = 0. Der Koeffizient von x; ist Null und der
von Y2 nach Wahl von a ungleich Null. Wir erhalten eine Relation mit weniger
als n Summanden, im Widerspruch zur Wahl von n. O

Als Spezialfall kénnen wir Kérperhomomorphismen eingeschrénkt auf die mul-
tiplikativen Gruppen als Charaktere ansehen. Ein anderer, aufwendigerer Beweis
fiir die lineare Unabhéngigkeit in diesem Fall wurde von Dedekind gegeben.

Man kann Satz 2.34 nach Artin {ibrigens zum Ausgangspunkt eines ande-
ren Aufbaus der Galoistheorie als wie behandelt machen (siche zum Beispiel die
Biicher von Fischer/Sacher und Meyberg).

Als erste Anwendung notieren wir den folgenden Satz {iber die Spurabbildung.

2.35 Satz. Sei E/K eine endliche Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:
(1) E/K ist separabel.
(ii) Die Spurabbildung Trg/k « E — K ist surjektiv.

(i1i) Die symmetrische Bilinearform E x E — K, (a,b) — Trg/k(ab) ist nicht
ausgeartet.

Beweis. (i) = (i1): Da Trg/k eine Linearform des K-Vektorraums F ist, geniigt
es, Trp/kx # 0 zu zeigen. Sei C' ein algebraischer Abschlufl von K. Wegen Trg,x =
D oetomy (p,c) O Dach Satz 1.93 (i), folgt dies aus Satz 2.34.



60 KAPITEL 2. GALOISTHEORIE

(i) = (i14): Sei a # 0. Nach (ii) gibt es ein ¢ € E mit Trg/x(c) # 0. Mit
b= c/a folgt Trg/k(ab) # 0.

(i1i) = (7): Ist E//K nicht separabel, so folgt aus Satz 1.93, daBl Trg/x = 0
gilt und die Bilinearform ist ausgeartet. 0

2.7 Normalbasen

2.36 Definition. Sei F/K eine endliche Galoiserweiterung und G = G(E/K).
Eine K-Basis B von E heifit eine Normalbasis von £/K, wenn B von der Form
B ={o(a)|o € G} fur ein a € E ist.

2.37 Satz. Jede endliche Galoiserweiterung E /K besitzt eine Normalbasis.

Beweis. Fiir ein Element a € F mit ) _.A0(a) = 0 und A\, € K folgt
Y vec Ao(T710)(a) = 0 fiir alle 7 € G. Es geniigt also, ein Element a in E mit
det(((77'0)(a))rs) # 0 zu finden. Sei g(t) = my(t)/(t —b) = [L(t—7(b))
fiir ein primitives Element b von E/K. Genau dann ist g?(b) # 0, wenn o = 1
ist. Denn fiir o = 1 ist ¢?(b) = g(b) # 0 aufgrund der Separabilitit von my, k(t).
Umgekehrt folgt aus g7(b) # 0, daB b # o(7(b)) fiir alle 7 # 1 gilt, und daraus
ergibt sich o = 1 wegen E = K (b). Wir betrachten die iiber Et] definierte Matrix
M(t) = (g7 ?(t))ro und d(t) = det(M). Fiir t = b ist M(b) eine Diagonalma-
trix mit g(b) # 0 auf der Diagonalen. Daher gilt d(b) # 0 und folglich d(t) # 0.
Enthéilt K unendlich viele Elemente, so gibt es ein ¢ € K mit d(c) # 0. Wegen
g 7(¢) = (t7'0)(g(c)) erhalten wir mit a = g(c) das gesuchte Element a. Es
bleibt der Fall zu behandeln, dafi K ein endlicher Korper ist. Dann ist E/K zy-
klisch. Sei o ein Erzeuger von G(E/K). Wir betrachten o als lineare Abbildung
des Vektorraums E/K. Es gilt ol#5 — 1 = 0.

AuBerdem sind 1,0, ..., P51 nach Satz 2.34 iiber K linear unabhiingig.
Dabher gilt fiir das Minimalpolynom my, x (t) = t£%]—1 und wegen deg(m, x (t)) =
[E : K] ist es auch gleich dem charakteristischen Polynom von o. Aus der linearen
Algebra folgt damit, dal E/K ein o-zyklischer Vektorraum ist und von einem
Element a € E erzeugt wird. Per Definition liefert a dann eine Normalbasis von
E/K. O

2.38 Bemerkung. Die Galoisgruppe operiert auf £, so dafl F neben der Struktur
eines K-Vektorraums auch die Struktur eines K [G]-Moduls besitzt (D> A\,0)a =
Y o As0(a) fiir A\, € K und a € E). Die Aussage von Satz 2.37 besitzt dann die
folgende, dquivalente Formulierung: Der K[G]-Modul E ist zyklisch.

Neben der theoretischen Bedeutung spielen Normalbasen zum Beispiel in der
effizienten Computerarithmetik von endlichen Kérpern eine wichtige Rolle.
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2.8 Kummertheorie

Im Abschnitt 2.3 haben wir gesehen, dafl die Galoisgruppen von einfachen Kum-
mer- und Artin-Schreier-Erweiterungen zyklisch sind. In diesem Abschnitt zeigen
wir umgekehrt, dafl eine zyklische Erweiterung unter geeigneten Voraussetzungen
wie in Abschnitt 2.3 eine einfache Kummer- oder Artin-Schreier-Erweiterung ist.
Wir betrachten dafiir aber allgemeiner gleich ,, mehrfache* Kummer- bzw. Artin-
Schreier-Erweiterungen.

Um Kummer- und Artin-Schreier-Erweiterungen gemeinsam behandeln zu
kénnen, verwenden wir folgende Abstraktion. Fiir eine Galoiserweiterung E/K
mit Galoisgruppe G = G(E/K) betrachten wir eine Teilmenge A C E™ mit
m € Z=!, die eine mit der koordinatenweise Operation von G auf A vertrigliche
abelsche Gruppenstruktur haben soll. Es soll also o(ab) = o(a)o(b) fir alle o € G
und a,b € A gelten, wobei das Gruppengesetz von A multiplikativ geschrieben
wird. Wir nennen ein solches A einen G-Modul. Die uns hier im wesentlichen
interessierenden Beispiele fiir A sind A = EX und A = E*.

Beziiglich G und A haben wir galoistheoretische Operationen und Normab-
bildungen. Zu einer Untergruppe H von G definieren wir A7 = {z € A|o(z) =
x fiir alle 0 € H}. Ist umgekehrt B eine Untergruppe von A, so sei Gp = {0 €
G |o(x) = x fir alle 2 € B}. Diese Definitionen sind ganz analog zu den Defini-
tionen der Abbildungen Fg/x und Gg/x aus Abschnitt 2.1. Es hdngt jedoch von
der Wahl von A ab, ob H — A" und B — G zueinander invers sind oder nicht.
Zumindest gilt beispielsweise immer G,p = 0cGpo~!. Ist ferner H normal in G, so
operieren G/H und G auf A in kompatibler Weise und A ist ein G /H-Modul.

Um Zwischenkérper von E/K und Untergruppen von A logisch zu verbin-
den, definieren wir zu einem Zwischenkorper F' von E/K die Untergruppe Ap =
A9%/x(F) yund umgekehrt zu einer Untergruppe B von A den Zwischenkorper
K(B) = Fg/k(Gp). Wegen der Regel F o G = id gilt offenbar einerseits Ap =
AN F™ und andererseits entsteht K(B) durch Adjunktion der in den Koor-
dinaten der Elemente von B vorkommenden Elemente aus F an K. Ist F' ein
Zwischenkorper von E/K und normal iiber K, so wird A in natiirlicher Weise
ein G(F/K)-Modul.

Fiir eine Zwischenkorpererweiterung Fy/Fy von E/K und x € Ap, definieren
wir schlieBlich Npg,/p, (2) = [],cx o(2), wobei R ein Nebenklassenreprasentanten-
system von Gg/k (F3) in Gg/k (F1) mit Gg/x(F1) = UJeRagE/K(Fg) ist. Die De-
finition héngt nicht von der Wahl von R ab, da Ap, von Gg/k(F5) fixiert wird.
Wir kénnten die Norm iibrigens auch nur fiir Untergruppen Hs, H; von G ohne
einen Bezug zu Kérpern definieren. Wegen der galoistheoretischen Aquivalenz von
Zwischenkorpern und Untergruppen sind diese Varianten im Endeffekt gleichbe-
deutend.
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2.39 Lemma. Sei Fy/F) eine Zwischenkérpererweiterung der Galoiserweiterung
E/K. Dann gilt Np, g, (x) € Ap, und die resultierende Abbildung Np,/p, : Ap, —
Ap, ist ein Homomorphismus.

Ferner gilt N;p,/rp (7(x)) = T(Npyyp, (2)) fir alle 7 € G und x € F5, und
Npym = Npym © Npyyp, fiir einen weiteren Zwischenkorper Fy von E/K mit
F2 g Fg.

Beweis. Wir kiirzen G = G/ ab. Mit R ist auch R’ = {70 |o € R} fiir jedes
7 € G(F)) ein Nebenklassenrepréisentantensystem von G(Fy) in G(Fy). Folglich
gilt 7(Npy/p (7)) = [1ep70(x) = [[,cp 0(2) = Np,/p () und daher N,/ (2) €
Ap,. Die Homomorphieeigenschaft folgt, da die o als Endomorphismen auf Ap,
operieren.

Fiir jedes 7 € G ist das System R’ = {ro77!|o € R} ein Nebenklassenre-
prisentantensystem von 7G(Fy)77! = G(7F,) in 7G(F))T7! = G(7F)). Daraus
folgt direkt die Behauptung N.p,/rp (7(2)) = 7(Np, /5 (2)).

Schlieilich seien Rp,/r, und Rp,/r, Nebenklassenreprisentantensysteme von
G(F) in G(F) bzw. von G(F3) in G(F,) wie oben. Dann ist Rp,/p, = {07 |0 €
Rp,/p,T € Rpyp,} ein Nebenklassenreprésentantensystem von G(F%) in G(F))
und es gilt Ngy/p, (2) = [1, . o(7(2)) = [, o(I1, 7(%)) = Nroyi, Ny, (). O

Es sei angemerkt, daf§ die Normabbildung N, /s nicht von der Galoiserwei-
terung E/K abhéngt. Lemma 2.39 liefert einen zu Satz 1.92 alternativen Beweis
fiir die Transitivitdt von Spur und Norm.

Sei F/K galoissch, G = G(E/K) und A wie oben ein G-Modul. Durch Un-
tergruppen B von A kénnen wir Zwischenkorper K (B) von E/K definieren und
umgekehrt. Wir wollen diesen Prozefl genauer untersuchen, wenn es einen surjek-
tiven G-Homomorphismus o : A — A mit endlichem, zyklischem Kern p, C Ag
gibt. G-Homomorphismus bedeutet, dal o(p(a)) = p(o(a)) fir alle ¢ € G und
a € A gilt. Wir setzen n = #1, und machen folgende, axiomatische Annahme:

2.40 Annahme. Sei F/K eine endliche, zyklische Erweiterung mit F C E und
o ein Erzeuger von G(F/K). Fir a € Ap gilt Np/k(a) = 1 genau dann, wenn es
einb € Ar mita=">b-o(b)~" gibt.

Mit Lemma 2.39 ist klar, dafi die Implikation ,<=*“ in Annahme 2.40 immer
gilt. Wir verwenden Annahme 2.40 nur fiir den zweiten Teil des nachfolgenden
Satzes 2.41.

Fiir eine Untergruppe A C A mit p(Ax) C A bezeichnet p~'(A) die Men-
ge aller Urbilder der Elemente von A unter p. Wir kénnen daher den Koérper
K(p~'(A)) bilden. Ist B C o !(A) derart, daB {p(b)p(Ak)|b € B} ein Er-
zeugendensystem von A/p(Ag) bildet, so gilt K(p~'(A)) = K(B) wegen der
Homomorphieeigenschaft von p und o~ '(p(Ax)) = Ax.
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2.41 Satz. Im folgenden bezeichnet F einen Zwischenkdrper von E/K .

(i) Sei A eine Untergruppe von Ax mit p(Ax) C A C Ag und F = K(p '(A)).
Dann ist F/K galoissch und G(F/K) abelsch vom Ezponenten n.

11) 1st umgekehrt eme galoissche Erweiterung mit abelsch vom

i) 1 kehrt F/K ei loissche Erwei it G(F/K) abelsch
Ezponenten n, so ist A = p(Ar) N A eine Untergruppe von Ay mit
o(Ax) €A C Ak und es gilt F = K(p~'(A)).

Beweis. (i): Sei a € A und b € A mit p(b) = a. Das Element b ist modulo g,
definiert und die Erweiterung K(b)/K ist wegen p, C Agx nach Voraussetzung
eindeutig durch a bestimmt. Wir nennen K (b)/K eine einfache Kummererweite-
rung beziiglich o und a. Wegen p(o(b)) = o(p(b)) = o(a) = a = p(b) fir o € G
gibt es daher fiir jedes o ein (, € p, mit o(b) = (,b € Ak, so daB K(b)/K ga-
loissch ist und G(K (b)/K) durch ¢ — (, nach p,, eingebettet wird. Insbesondere
ist K(b)/K demzufolge zyklisch vom Exponenten n.

Sei nun A eine Untergruppe von Ax mit p(Ax) € A C Agx und F =
K(p~'(A)). Wegen F' =[], -1(a) K(b) ist F/K galoissch mit einer Galoisgrup-
pe, die sich nach Hbep,l( A) Hg einbettet. Diese ist daher abelsch vom Exponen-
ten n.

(47): Sei umgekehrt F//K abelsch vom Exponenten n. Aufgrund der Defini-
tion ist A eine Untergruppe von Ag. Da o G-linear ist, gilt p(Ax) C Ax und
damit A = p(Ar) N Ax 2 p(Ax) N Ax = p(Ag). AuBerdem gilt p~!'(A) C
o Hp(Ar)) = Ap wegen p, C Ag, woraus sich K(p~'(A)) C F ergibt.

Wir wollen nun F' C K (p~*(A)) zeigen. Jeder endliche Teilkorper F’ von F/K
ist ebenfalls abelsch vom Exponenten n iiber K. Da F das Kompositum solcher
endlicher Teilerweiterungen ist, geniigt es zu zeigen, dal F” C K(p~1(A)) gilt.

Die Galoisgruppe G(F'/K) 1aBt sich in ein Produkt ], ; s, fiir eine endliche
Indexmenge I einbetten. Wir definieren den Kern der Komposition dieser Einbet-
tung mit der i-ten Projektion [],., p, — p als H; und setzen F] = Fprji(H;).
Wegen N;H; = {1} und [F" : K] < oo gilt I’ =[], F] nach Satz 2.10, (i¢), so da8
wir nun nur noch F/ C K(p~'(A)) fiir alle i € I zeigen miissen.

Sei i € [ beliebig. Die Erweiterung F!/K ist galoissch und G(F//K) =
G(F'/K)/H; bettet sich nach p,, ein, so da8 F]/K insbesondere zyklisch ist. Sei &
ein Erzeuger von G(F!/K) und (, € p,, ein Element der Ordnung [F} : K]. Dann
gilt Npr i (Go) = C(LF"/:K} = 1 und aufgrund der Annahme 2.40 gibt es ein b € Ap
mit 0(b) = (;b. Da (, die Ordnung [F} : K] besitzt, gilt Gr//x (K (b)) = {1} und
somit F/ = K (b). AuBlerdem ist o(p(b)) = p(o(b)) = p(¢.b) = p(b) und folglich
o(b) € p(Ar) N Ax = A. Daraus ergibt sich b € p '(A) und F} = K(b) C
K(g'(A)). .
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Fiir den Hauptsatz dieses Abschnitts benotigen wir noch eine allgemeine Aus-
sage. Seien C' und D abelsche Gruppen. Eine Paarung von C' und D in die
additive Gruppe Z/nZ ist eine in beiden Argumenten homomorphe Abbildung
(-,-) : C x D — Z/nZ. Eine Paarung definiert (und wird definiert durch) Homo-
morphismen ¢, : C' — Hom(D,Z/nZ) bzw. 15 : D — Hom(C,Z/nZ) und heifit

nicht ausgeartet, wenn ¢; und ¢ injektiv sind.

2.42 Lemma. Sei (-,-) : C x D — 7Z/nZ eine nicht ausgeartete Paarung.
Dann besitzen C' und D den Fxponenten n und es gilt #C = #D. Gilt zusdtz-
lich #C < oo, so sind die Monomorphismen v, : C — Hom(D,Z/nZ) und
ty © D — Hom(C,Z/nZ) Isomorphismen und es gibt eine (nicht kanonische)
Isomorphie C' = D.

Beweis. Ubung. O

Fir C = [[,cyZ/2Z wnd D = [],.yZ/2Z liefert ((a;)i, (b;)i) +— >, aib;
eine nicht ausgeartete Paarung C' x D — Z/2Z. Hier gilt Hom(C,Z/27) =
Hom(D,Z/2Z) = D % C.

2.43 Satz. Die Zuordnung
A F=K(p'(A))

ist eine inklusionserhaltende Bijektion zwischen den Untergruppen A von Ay mit
o(Ax) € A C Ax und den abelschen Erweiterungen F'/K vom Ezxponenten n in
E mit der inversen Bijektion

F— A= p(AF) ﬁAK.

Weiter gilt [F : K] = (A : p(Ak)) und AJp(Ak) besitzt den Ezponenten n.
Sind A und F' einander zugeordnet, gibt es eine kanonische, nicht ausgeartete
Paarung

G(F/K) x AJp(Ak) = py,
welche (0,ap(Ak)) auf b/o(b) fir b € o '(a) abbildet. Fir [F : K] = (A :
©0(Ak)) < oo liefert die Paarung die Isomorphismen

G(F/K) = Hom(A/p(Ax). ). AJp(Ax) = Hom(G(F/K), ).

Beweis. Die Wohldefiniertheit und Homomorphieeigenschaft der Paarung in bei-
den Argumenten folgen im wesentlichen aus der Definition von g: Sei A eine
Untergruppe von Ax mit p(Ax) € A C Ak, FF = K(p~'(A)), a € A und
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o € G(F/K). Da p : A — A surjektiv ist, gibt es zunéchst einmal iiber-
haupt ein b € p~'(a) C Ap, mit dem die Paarung definiert werden kann. AuB-
dem gilt p(b/o(b)) = p(b)/o(p(b)) = a/o(a) = 1, also b/o(b) € p,. Zu b €
o ap(c)) = p~'(a)e mit ¢ € Ak gibt es ¢ € p, C A mit ' = (be. Daraus
folgt v'/o(b') = (Cbe)/(Co(b)e) = b/o(b) und die Paarung ist wohldefiniert. Zu
ai,az € A gibt es b; € p~'(a;). Dann gilt biby € p ' (aas) und (bi1by) /o (biby) =
(b1/o(b1))(ba/a(by)), also die Homomorphieeigenschaft im rechten Argument der
Paarung. Fiir 01,09 € G(F/K) gilt b/o1(02(b)) = (b/os(b))(02(b)/a1(02(b))) =
(b/o2(b))oa(b/a1(b)) = (b/oa(b))(b/o1(b)), weil die Galoisgruppe G(F/K) abelsch
ist und b/oy(b) € p, € Ak gilt. Dies ergibt die Homomorphieeigenschaft im
linken Argument.

Wir zeigen nun, daf§ die Paarung nicht ausgeartet ist. Gilt b/o(b) = 1 fur
alle 0 € G(F/K), so folgt b € Ag. Damit ist a € p(Ak) und die Paarung ist
im rechten Argument nicht ausgeartet. Sei ¢ € G. Gilt dann b/o(b) = 1 fur
be p'(a) und alle a € A, so folgt 0 € G-1(a) = Gg/x(F). Somit ist o auf F
die Identitdt und die Paarung im linken Argument nicht ausgeartet.

Da die Paarung nicht ausgeartet ist, konnen wir Lemma 2.42 anwenden. Es
ergibt sich, dal [F : K] = #G(F/K) = #(A/p(Ak)) = (A 1 p(Ak)) gilt
und A/p(Ak) den Exponenten n besitzt. Fir (A : p(Agx)) < oo ergeben sich
auflerdem die Isomorphieen G(F/K) = Hom(A/p(Ak), o) und A/p(Ag) =
Hom(G(F/K), 1,).

Wir beweisen nun die Injektivitdt der Abbildung A — F. Seien Ay, Ay mit
F=K(p(A)) = K(p~'(Ay)) und sei a € A;. Wir wollen a € Ay zeigen. We-
gen K(p~'(a)) C K(p (A1) = K(p ' (As)) und #p~'(a) < oo gibt es eine end-
liche Menge S C p~'(Ay) mit K(p~'(a)) C K(S). Sei A, = (p(S))p(Ak) die von
©(S) und p(Ag) erzeugte Untergruppe von A,. Wegen der Homomorphieeigen-
schaft von p und p,, € A gilt dann auch K(p~'(a)) C K(p~'(A,)) = K(S). Da
#0(S) < oo und As/p(Ak) den Exponenten n besitzt, gilt #(A,/p(Ak)) < oo.
Aus K(p(a)) © K(p'(A)) ergibt sich K(p~'({a)An) = K(p~'(Au), wo
bei (a)A, die von a und A, erzeugte Untergruppe von A bezeichnet. Nach
der bereits bewiesenen Gleicheit von Korpergrad und Gruppenindex ergibt sich
(@)D : p(Ar)) = [K(p (@A) 1 K] = [K(p~ (A) : K] = (Aq 5 p(Ar).
Wegen (A, : p(Ak)) < oo und A, C (a)A, folgt A, = (a)A,, also a € A, C A,.
Da a beliebig war, folgt A; C A,. Analog ergibt sich Ay C Ay, so dafl A; = Ay
folgt und die Abbildung A +— F' injektiv ist.

Die Surjektivitat der Abbildung A — F und die Ausssage iiber die inverse
Abbildung folgt direkt aus Satz 2.41, (iz). O

Die Paarung von Satz 2.43 wird Kummerpaarung genannt. Ist L/K eine Er-
weiterung von K, so kénnen wir die Translation L(p~1(A))/L der Erweiterung
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K(p™'(A))/K betrachten. Diese ist nach Satz 2.15 wieder abelsch vom Expo-
nenten n und gehort zur von A in Ap/p(Ap) erzeugten Untergruppe A, =
Ap(AL)/p(AL) = A/(A N p(AL)). Ahnlich gilt fiir Komposita und Schnitte,
daBB K(p (A1) K (9 (A2))/K zu AjAy und K(p (A1) N K(p1(Ay))/K zu
A1 N Ay gehoren.

Wir spezialisieren obige Theorie nun auf die Fille A = EX und A = ET,
wo FE den separablen Abschlufl von K bezeichnet. Im ersten Fall betrachten wir
p: A~ Az — z" wobei char(K) = 0 oder ged(char(K),n) = 1 gelte. Wir
miissen p, C A, also u, C K* voraussetzen. Die Erweiterungen K (o~ '(A))/K
entstehen dann also durch Adjunktion aller n-ter Wurzeln der Elemente in A an
K und werden Kummererweiterungen genannt. Im zweiten Fall betrachten wir
den Artin-Schreier Operator p : A — Az — 2P — x, wobei p = char(K) > 0
gelte. Hier ist p, C Ag, also Ff € K* automatisch erfiillt. Die Erweiterungen
K(p~'(A))/K enstehen also durch Adjunktion aller Nullstellen der Polynome
tP —t —a fiir a € A an K und werden Artin-Schreier Erweiterungen genannt. Fiir
diese beiden Fille gilt die Annahme 2.40:

2.44 Satz (Hilbert 90). Sei F'/K eine endliche, zyklische Erweiterung und o ein
Erzeuger von G(F/K).

(i) Fir a € F* gilt Np/g(a) = 1 genau dann, wenn es ein b € F* mit a =
b-o(b)~! gibt.

(it) Fir a € F* gilt Trp/k(a) = 0 genau dann, wenn es ein b € FT mit a =
b—o(b) gibt.

Beweis. (i),<: Es gilt Np/g(a) = Np/g(b)/Np/k(o(b)) = 1 nach Lemma 2.39.
(i),=: Wir setzen n = [F': K|. Die durch

0 +ac' +ao(a)o® + - +ac(a)--- 0" *(a)o™ !

definierte Abbildung F'* — F' ist nach Satz 2.34 nicht die Nullabbildung. Daher
gibt es ein ¢ € F', so daf

b:=0"(c) 4+ ac'(c) + ao(a)o®(c) + -+ ac(a)--- " *(a)o" " (c) # 0
ist. Anwenden von ¢ und Multiplikation mit a ergibt
ac(b) = ac'(c) + ac(a)o*(c) + -+ + ao(a) - " (a)o"(c) = b,

da 0" =1 und ac(a)--- 0" '(a) = Np/k(a) = 1 nach Voraussetzung gilt.



2.8. KUMMERTHEORIE 67

(44): Kann dhnlich wie (i) bewiesen werden. Ist ¢ € F mit Trp/x(c) # 0 so
erfiillt

! L)+ (a+o(a))o?(c
bzw(w (@) + (a+o(a))o™(c) +...
+(a+o(a)+--+0" ()" (c))
die Bedingung a = b — o(b). O

Genauer bezeichnet man eigentlich nur Teil (7) als Satz Hilbert 90. Als Beispiel
betrachten wir die aufsteigende Folge von Primzahlen py,...,p,, K = Q, Ax =
Q*, p(x) = 2%, n = 2, up = {—1,1} und die von den p; und den Quadraten
Q*?% erzeugte Untergruppe A von Q*. Da die p; die Gruppe A/Q*? erzeugen,
gilt F = K(p~'(A)) = K(\/p1,...,/Pm)- Da die p; multiplikativ unabhéngig
sind, gilt A/Q*2 = (p1,...,pm)/((p1, ., pm) N Q*?) = (Z/2Z)™. Daraus folgt
G(F/K) = Hom(A/Q*?, Z/27) = (Z/27)™.

2.45 Korollar. Sei F/K eine algebraische Korpererweiterung und p = char(K).

(i) Es geltep =0 oder ged(p,n) = 1, und K enthalte die n-ten Einheitswurzeln.
Dann ist F/K genau dann zyklisch vom Ezponenten n, wenn F = K(b) mit
b" € K gilt.

(17) Es geltep > 0. Dann ist F/K genau dann zyklisch vom Exponenten p, wenn
F=K() mitb* — b € K gilt.

Beweis. Ist der einfachste Fall in Satz 2.43. Fiir die Richtung , <% setzen wir
a = p(b) und A = (a)p(Ag) und erhalten F = K(b) = K(p *(A)). Da A/p(Axk)
zyklisch ist, mu auch G(F/K) = Hom(A/p(Ak), 1) zyklisch sein. Fiir die
Richtung ,=* sei F/K zyklisch und A = p(Ar) N Ag. Dann ist A/p(Ax) =
Hom(G(F/K), j1,) zyklisch. Also gibt es a € Ax mit A = (a)p(Ax) und mit
be pa)gilt F=K(p '(A)) =K(®).

Ist ¢ eine Einheitswurzel der genauen Ordnung [F' : K], so ist das gesuchte
Element b im iibrigen das Element b zu a = ( aus Satz 2.44. O

Abschlieflend sei bemerkt, dafl man fiir die Betrachtung von abelschen Erwei-
terungen vom Exponenten p” in Charakteristik p > 0 den G-Modul A als die addi-
tive Gruppe des Rings der Wittvektoren der Lange r {iber K wahlt. Eine abelsche
Erweiterung F//K eines beliebigen Exponenten n = nyp” mit ged(nq,p”) = 1 und
p = char(K) kann damit auf eine abelsche Erweiterung F; /K vom Exponenten n;
und eine dazu linear disjunkte abelsche Erweiterung F»/K vom Exponenten p”
mit F' = [} F, zuriickgefithrt werden.
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Erginzung

Die Isomorphieen in Satz 2.43 gelten zum Teil auch ohne die Voraussetzung (A :
©(Ak)) < oo. Dies soll hier noch nachgetragen werden. Wir benétigen dazu eine
Verschérfung von Lemma 2.42.

Seien C' und D abelsche Gruppen und (-,-) : C' X D — Z/nZ eine Paa-
rung. Fiir Untergruppen U von C' und V von D definieren wir Abbildungen
0 U—V={deD|({U,d) ={0}} und ¢ : V — U = {c € C|{c,V) ={0}}.
Die Abbildungen ¢, und ¢, erfiillen analoge Eigenschaften wie F und G in Ab-
schnitt 2.1. Das folgende Lemma kann als eine Art , Galoistheorie® aufgefaf3t
werden.

2.46 Lemma. Sei (-,-) : D x C' — Z/nZ eine nicht ausgeartete Paarung.

(i) Es gilt #U = #D/p1(U) und #V = #C/¢o(V) fir alle Untergruppen U
von C und V von D.

(1) Der Homomorphismus t5 : D — Hom(C,Z/nZ) ist ein Monomorphismus,
dessen Bild aus allen h € Hom(C, Z/nZ) besteht, fir die es eine Untergrup-
pe V von D mit ker(h) = ¢o(V) gibt. Analoges gilt fiir ¢,.

Fiir jede Untergruppe V- von D und d € D mit ¢o(V') C po({d)) gebe es nun eine
endliche Untergruppe Vo CV mit ¢o(Vy) C ¢a((d)). Dann gilt weiter:

(1ii) Die Abbildung ¢, o g ist die Identitit auf der Menge der Untergruppen von
D.

(1v) Der Homomorphismus 1, : C — Hom(D,Z/nZ) ist ein Isomorphismus.

Beweis. (i): Ist U eine Untergruppe von C' so erhalten wir aus (-, -) eine Paarung
U x D/$,(U) — Z/nZ. Nach Vorausetzung ist die linke zugehorige Abbildung
U — Hom(D/¢1(U),Z/nZ) injektiv. AuBerdem hat die rechte Abbildung D —
Hom(U,Z/nZ) den Kern ¢(U), so daBl D/¢p1(U) — Hom(U,Z/nZ) ebenfalls
injektiv ist. Die Paarung ist also nicht entartet. Nach Lemma 2.42 gilt also #U =
#D/p1(U). Analoges gilt fiir Untergruppen V' von D und C/¢o(V).

(17): Fiir d € D gilt ker(to(d)) = ¢2((d)). Daher besteht das Bild von ¢y nur aus
Elementen der angegebenen Form. Sei umgekehrt A € Hom(C', Z/nZ) beliebig und
ker(h) = ¢o(V). Fassen wir die Gruppe Hom(C'/¢o(V'), Z/n7Z) mittels Zuriickzie-
hung als Untergruppe von Hom(C, Z/nZ) auf, so gilt h € Hom(C'/¢o(V'),Z/n7Z).
Da die eingeschrénkte Paarung C'/¢o(V') x V' — Z/nZ nach (i) nicht ausgeartet
ist und #V = #C/¢o(V) < oo gilt, liefert die Einschrinkung von ¢y auf V' eine
Isomorphie V' = Hom(C'/¢o(V'), Z/nZ). Also gibt es ein Urbild d € V' von h unter
%) in D.
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(#7i): Man sieht wie bei G und F leicht, dal ¢ o @1 0 g = o gilt. Ist ¢y
injektiv, ergibt sich daraus ¢; o ¢ = id. Zum Beweis der Injektivitit von ¢, seien
V und V’ Untergruppen von D mit ¢o(V) = ¢o(V’). Seid € V'. Wir wollen d € V
zeigen.

Es gilt ¢o(V) = ¢2(V') C ¢2((d)). Nach Voraussetzung gibt es eine endliche
Untergruppe Vy von V. mit ¢,(Vo) C 6((d)). Danm gilt (Vo) = 65(Vo+ {d)). Wir
wenden (i) fiir V = Vj und V' = Vj + (d) an und erhalten #Vy = #C/p2(Vp) =
#C ) po(Vo + (d)) = #(Vy + (d)). Wegen #Vy < oo und Vy C Vj + {d) ergibt sich
daraus Vo = Vi + (d) und d € Vi C V. Da d beliebig war, folgt V' C V. Analog
ergibt sich V" C V' und damit V =V,

(iv). Die Aussage in (ii) gilt analog auch fiir ¢1. Jede Untergruppe V von D
ist aber von der Form ¢;(U) fir eine Untergruppe U von C. Definiere namlich
U = ¢o(V). Nach (i) gilt dann ¢1(U) = ¢1(p2(V)) = V. Also ist ¢y surjektiv. O

2.47 Satz. Sei A eine Untergruppe von Ax mit p(Ax) € A C Ag und F =
K(p~'(A)). Die Kummerpaarung liefert Isomorphismen

G(F/K) = Hom(A/p(Ak), 1),  A/p(Ax) = Hom,(G(F/K), u,),

wobei Hom, (G(F/K), p,) die Gruppe der Homomorphismen mit abgeschlossenem
Kern bezeichnet.

Beweis. Sei E = K(p~'(Ag)). Wir bezeichnen die zugehdrige Kummerpaarung
mit (-,-) : G(E/K) x Ak /p(Ax) — p,. Nach Satz 2.43 existert diese und ist nicht
ausgeartet. AuBerdem ist die Bedingung von Lemma 2.46 an D = Ay /p(Af) nach
dem Beweis von Satz 2.43 erfiillt.

Seien ¢y : H — A/p(Ak) und ¢o : AJp(Ak) — H die Abbildungen der
Untergruppen wie in Lemma 2.46. Seien ¢ : A/p(Ak) — F und ¢ : F
A/p(Ak) die Abbildungen wie in Satz 2.43.

Sei B C A beliebig. Wegen K(B) = Fg/k(Gp) gilt ¥ = Fr/k o ¢o. Wegen
Gp =Gk (K(B)) gilt ¢2 = Gg/k ©1,. Damit sind die Bilder von ¢, abgeschlos-
sene Untergruppen von G(E/K). Aus Lemma 2.46, (4i7) erhalten wir daher, da8
1y = Fg/k © ¢ die inverse Abbildung ¢; o Gr/x besitzt, also injektiv ist. Aus
Lemma 2.46, (i) erhalten wir, daB [K(p '(A)) : K] = (A : p(Ak)) gilt. Nach
Satz 2.41, (i1) ist 11 die inverse Abbildung von 1, und 5 ist surjektiv.

Nach Lemma 2.46, (iv) und (i) gilt G(F/K) = Hom(A/p(Ak), 1) und
A/p(Ak) = Hom,(G(F/K), p1,). Fir die zweite Isomorphie mufl man noch be-
achten, dafl der Kern H eines Elements in Hom, (G(F'/K), u1,,) abgeschlossen ist
und somit eine endliche, abelsche Erweiterung L = Fp k(M) vom Exponenten n
von K definiert. Da ¢y = Fp /i o ¢o surjektiv und Fr gk auf der Menge der ab-
geschlossenen Untergruppen von G(F/K) injektiv ist, gehort L zu einem A mit
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P2(A/p(Ak)) = H. AuBlerdem ergibt sich, da Hom,(G(F/K), p,) tatsdchlich
eine Gruppe ist. O

Wihlt man K = Q, p; die i-te Primzahl und A = (p1, ps, ... Q% so gilt
A/Q** = ..y Z/2Z und G(Q(\/p1, /D2, ---)/Q) = [licyZ/27Z nach der er-
sten Isomorphie in Satz 2.47. In diesem Fall diirfen fiir die zweite Isomorphie in
Satz 2.47 wirklich nur Homomorphismen mit abgeschlossenen Kern betrachtet
werden, wie das Beispiel nach Lemma 2.42 zeigt.

2.9 Auflosbarkeit durch Radikale

2.48 Definition. Eine endliche Korpererweiterung E/K heifit eine Radikaler-
weiterung, wenn es Korper E; mit K = Fy C --- C E,, = F gibt, so dafl E;1/E;
von der folgenden Gestalt ist.

(1) Fiyq entsteht aus E; durch Adjunktion einer Einheitswurzel.

(13) Ej;i1 entsteht aus E; durch Adjunktion einer Nullstelle von ¢" —a fiir a € F;
und n teilerfremd zur Charakteristik.

(17i) E;yq1 entsteht aus E; durch Adjunktion einer Nullstelle von t? — ¢ — a fir
a € F; und p = char(K) > 0.

Eine endliche Korpererweiterung F'/K heifit durch Radikale auflosbar, wenn F'
ein Zwischenkorper einer Radikalerweiterung F/K ist.

In einer durch Radikale auflésbaren Erweiterung E/K 148t sich jedes Ele-
ment als ,, Wurzelausdruck® schreiben. Eine durch Radikale auflosbare Erweite-
rung /K ist separabel. Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, dafl n in (i7) eine Primzahl ist.

Das folgende Lemma zeigt, daf sich die Eigenschaft ,,durch Radikale auflosbar*
analog zu den Eigenschaften ,,algebraisch®, ,normal“ usw. verhélt.

2.49 Lemma. Die Erweiterung FE/K st genau dann durch Radikale auflis-
bar, wenn E/F und F/K fir jeden Zwischenkérper F von E/K durch Radikale
auflosbar ist.

Sind E, L Zwischenkdorper einer Erweiterung C/K und E/K durch Radikale
auflosbar, so ist auch EL/L durch Radikale auflosbar.

Sind Ey, By Zwischenkédrper in C /K und iber K durch Radikale auflsbar, so
ist F1Ey/ K durch Radikale auflosbar.

Beweis. Folgt ziemlich direkt aus der Definition. O
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Sei E/K eine galoissche Radikalerweiterung mit G = G(E(K), pya(K*) C K,
den Zwischenkérpern E; wie oben und G; = QE/K(EZ»). Dann gilt G = Gy >
-++ > Gy, = {1}. Die Erweiterungen E;;/E; sind nach Korollar 2.45 zyklisch von
Primzahlgrad, daher sind auch die G;;1 normal in G; und G;/G;+1 = G(E; 41/ E;)
ist zyklisch mit Primzahlordnung [E;,; : E;]. Diese Eigenschaft nimmt man zum
Anlafl der folgenden Definition.

Eine endliche Gruppe G heifit auflosbar, wenn es Untergruppen G; gibt, so
dal G = Gy > -+ > G,, = {1}, Gix1 normal in G; und G;/G;1;1 zyklisch von
Primzahlordnung ist. Die G; heiflen eine Kompositionsreihe von G.

2.50 Satz. Sei G eine endliche Gruppe.

(1) Ist G auflosbar, so ist auch jede Untergruppen und jede Faktorgruppe von G
auflosbar.

(i7) Ist N < G ein Normalteiler und sind N und G/N auflosbar, so ist G
auflosbar.

(1i1) Abelsche Gruppen G und p-Gruppen G sind auflosbar.

(tv) Die alternierende Gruppe A, ist auflosbar fir n < 4 und ist nicht auflosbar
fiirn >5.

Beweis. (i): Ist G; eine Kompositionsreihe von G, so liefern G; N U und G;N/N
nach Auslassung von Wiederholungen Kompositionsreihen von U und G/N: Fiir
GinUgilt GgoNnU = U, G, NU = {1} und nach dem Homomorphiesatz
gibt es einen Monomorphismus (G; N U) /(G NU) — G;/Givq, so daB (G; N
U)/(Gis1 NU) zyklisch von Primzahlordnung oder trivial ist. Fir G;N/N gilt
GoN/N = G/N, G,,N/N = {1} und es gibt einen Epimorphismus G;/G;1; —
(GiN/N)/(Gis1N/N), so dal (G;N/N)/(G;+1N/N) abermals zyklisch von Prim-
zahlordnung oder trivial ist. Den Epimorphimus erhalten wir wie folgt: Wir star-
ten mit dem kanonischen Epimorphismus G; — G;/(G; N N) und verlangern mit
dem Isomorphismus aus dem ersten Isomorphiesatz zum Epimorphismus G; —
GiN/N. Diesen verldngern wir mit dem kanonischen Epimorphismus G;N/N —
(GiN/N)/(G;+1N/N) zum Epimorphismus G; — (G;N/N)/(G;+1N/N). Der Kern
umfaBt G, so dal wir nach dem Homomorphiesatz den Epimorphismus G; /G, 1
— (G4N/N)/(G;+1N/N) erhalten.

(7): Wir liften die Kompositionsreihe von G/N durch Urbildbildung unter dem
kanonischen Epimorphimus G — G/N nach G und héngen die Kompositionsreihe
von N an. Dies liefert eine Kompositionsreihe von G.

(271): Die Aussage fiir abelsche Gruppen ist nach dem Hauptsatz fiir endlich
erzeugte abelsche Gruppen klar. Fiir die Aussage fiir p-Gruppen G beachten wir,
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daf das Zentrum Z(G) nicht-trivial ist. Induktiv ist dann G/Z(G) als echt klei-
nere p-Gruppe und Z(G) als abelsche Gruppe auflosbar. Nach (ii) ist damit G
auflosbar.

(1v): Die Gruppen A;, As und Aj sind zyklisch und daher auflésbar. Die Grup-
pe Ay ist nach den Sylowsétzen semidirektes Produkt einer abelschen Gruppe der
Ordnung 4 und einer abelschen Gruppe der Ordnung 3 und somit auflosbar (vgl.
die Aufgabe aus der Algebra 1, es gilt Ay = (Z /27 x 7./27.) x 7./37Z). Die Gruppe
Aj ist nach einer Ubung in der Algebra 1 einfach, aber nicht abelsch, und daher
nicht auflosbar. O

Wegen S, /A,, = Z/27 und Satz 2.50, (i) und (i7) gilt (iv) auch fur S, anstelle
von A,

Nach dem Satz von Burnside sind alle endlichen Gruppen der Ordnung p?q®
mit Primzahlen p, ¢ und a,b € Z=" auflésbar. Nach dem Satz von Feit-Thompson
sind alle endlichen Gruppen ungerader Ordnung auflésbar.

Durch Radikale auflosbare Erweiterungen lassen sich galoistheoretisch wie
folgt klassifizieren.

2.51 Satz. Fine endliche, separable Korpererweiterung F/K ist genau dann
durch Radikale auflosbar, wenn die Galoisgruppe G(F'/K) der normalen Hiille
F'" von F/K aufiosbar ist.

Beweis. ,,=*: Wir konnen F/K und F’/K in eine normale Radikalerweiterung
E'/K wie folgt einbetten. Wir betrachten die beteiligten Korper als Teilkorper
eines algebraischen Abschlu8 C'. Sei £/K eine Radikalerweiterung mit F' C E.
Fiir die normale Hiille £ von E gilt E" = ], cyom e (p,c) 0 (£), und mit jedem
o(E)/K ist auch E'/K eine Radikalerweiterung. Also ist E'/K eine galoissche
Radikalerweiterung mit F’ C E’. Wir werden zeigen, dafl G(E’/K) auflésbar
ist. Da G(F'/K) = G(E'/K)/G(E'/F') gilt, ist G(F'/K) als Faktorgruppe einer
auflosbaren Gruppe auflosbar.

Sei n der zu char(K) teilerfremde Faktor von [E': K| und L = K(u,,). Dann
ist E'L/L ebenfalls eine normale Radikalerweiterung. Durch mehrfache Anwen-
dung von Korollar 2.45 ersehen wir, daf§ E'L/L durch einen Turm von zyklischen
Erweiterungen mit Primzahlgraden entsteht. Also ist G(E'L/L) auflosbar. Weiter
ist L/ K zyklisch und E'L/K als Kompositum der Galoiserweiterungen L/K und
FE' /K selbst galoissch, so dafl G(E'L/K) den auflésbaren Normalteiler G(E'L/L)
und auflosbaren Quotienten G(L/K) = G(E'L/K)/G(E'L/L) besitzt. Daher ist
auch G(E'L/K) auflosbar und es folgt, da§ G(E'/K) als Untergruppe auflosbar
ist.

,<="“: Sei n der zu char(K) teilerfremde Faktor von [F” : K] und L = K (u,,).
Dann sind G(F'/K) und G(F'L/L) auflésbar. Daher entsteht L /L durch einen
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Turm von zyklischen Erweiterungen mit Primzahlgraden. Durch mehrfache An-
wendung von Korollar 2.45 ersehen wir, dafl jede dieser zyklischen Erweiterungen
vom Typ (ii) oder Typ (i77) in Definition 2.48 ist und dafl F'L/L somit eine Radi-
kalerweiterung ist. Weiter ist L/K eine Radikalerweiterung. Es folgt, da§ F'L/K
eine Radikalerweiterung und F/K somit durch Radikale auflésbar ist. O

2.52 Definition. Sei f € K|[t] normiert und separabel. Dann heifit f durch
Radikale auflésbar, wenn der Zerfiallungskérper von f iiber K durch Radikale
auflosbar ist.

2.53 Korollar. Ein normiertes und separables Polynom f € K|[t] ist genau dann
durch Radikale auflisbar, wenn G(f, K) auflosbar ist.

Ist f durch Radikale auflésbar und gilt bei positiver Charakteristik char(X) {
#G(f, K), so konnen die Nullstellen von f als echte, geschachtelte Wurzelaus-
driicke dargestellt werden.

Fiir quadratische Polynome t? + pt + ¢ erhiilt man die Nullstellen in der Form
—p/2 £ \/p?/4 — q. Gibt es solche Formeln in den Koeffizienten von f auch fiir
hohere Polynomgrade? Hierzu betrachten wir die Auflésbarkeit des allgemeinen
Polynoms n-ten Grads durch Radikale.

2.54 Satz. Sei k ein Korper und K = k(ay, ..., a,) rationaler Funktionenkdrper
in den Variablen a; iber K. Das allgemeine Polynom f = >"" ja;t" € K[t] vom
Grad n ist fiir n > 5 nicht durch Radikale auflosbar.

Sei K ein beliebiger Korper. Jedes normierte und separable Polynom f € K|[t]
vom Grad n < 4 ist durch Radikale auflosbar.

Beweis. Es gilt G(f, K) = S,, nach Satz 2.28. Nach Satz 2.50, (iv) wissen wir,
daf3 S, fiir n < 4, aber nicht fiir n > 5 auflosbar ist. Der Rest ergibt sich aus
Korollar 2.53. [

Die Formeln fiir n = 3 und n = 4 sind fiir Rechnungen mit der Hand im
iibrigen verhéaltnisméafig unangenehm.

Die Auflosung von Polynomen durch Radikale spielt in der Robotik eine Rolle.
Hier wird versucht, die Losungen von Bewegungsgleichungen zur Robotersteue-
rung durch Radikale schneller als mit allgemeinen Methoden zu berechnen.
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Kapitel 3

Anwendungen in der
Kryptographie

Wir wollen kurz auf ein paar einfache Anwendungen der bisher behandelten Theo-
rie in der Kryptographie eingehen.

3.1 Zielsetzung der Kryptographie

Die Kryptographie beschéftigt sich mit der sicheren Informationsiibertragung im
weiteren Sinne zwischen logischen Einheiten. Solche logischen Einheiten kénnen
zum Beispiel Personen oder Computer sein. Eine der grundlegenden und na-
mensgebenden Fragestellungen ist, wie zwei Personen Informationen austauschen
kénnen, ohne das eine mithorende dritte Person diese Informationen erhalten
kann. Dabei geht es nicht darum, wie man das Mithéren der dritten Person verhin-
dern kann, sondern wie sich die kommunizierenden Personen zu verhalten haben,
so dafl das Mithoren ergebnislos bleibt.
Die zwei wichtigsten Fragestellungen der Kryptographie sind etwa

1. Verschliisselung. Nur der rechtméflige Empfinger soll das Verschliisselte ent-
schliisseln bzw. iiberhaupt nur irgendwelche Informationen erhalten konnen.

2. Unterschriften. Alle Personen sollen die Unterschrift einer Person verifizie-
ren, aber niemand soll sie fialschen kénnen.

Dariiberhinaus gibt es eine ganze Reihe weiterer Fragestellungen wie zum Bei-
spiel den Austausch von Geheimnissen (Schliisselaustausch), Authentifizierung,
Datenintegritédt, Unleugbarkeit usw.

Die Kryptographie befafit sich heute im wesentlichen mit Algorithmen, Com-
putern und der digitalen Kommunikation und ist ein eigenstédndiges, interdis-
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ziplindres Gebiet mit Verbindungen zur theoretischen Informatik, Mathematik,
Software Engineering, Elektrotechnik, Quantenphysik.

3.2 Fachliche Unterteilung

Die Gebiete der Kryptographie unterteilen sich grob wie folgt.

Theoretische Grundlagen aus der Informatik Hierzu gehéren neben an-
derem Informationstheorie und Fragen nach der Existenz von Einwegfunktionen
und Zero-Knowledge Beweisen.

Symmetrische Kryptoverfahren Dies sind spezielle Verfahren zur Verschliis-
selung (Block- und Stromchiffren), bei denen man davon ausgeht, dafi die kom-
munizierenden Personen sich einen geheimen Schliissel teilen. Ein Schliissel ist
einfach eine digitale Information. Die Untersuchung der Sicherheit dieser Verfah-
ren basiert mehr oder weniger auf statistischen Methoden und ist im wesentlichen
heuristisch. Symmetrische Kryptoverfahren sind im allgemeinen effizienter als die
asymmetrischen Kryptoverfahren.

Asymmetrische Kryptoverfahren Hier sind jeder Person ein tffentlicher (al-
len Personen bekannter) und ein geheimer Schliissel zugeordnet. Darauf aufbau-
end betreibt man dann Verfahren zur Verschliisselung, zum Unterschreiben und
zum Schliisselaustausch geheimer Schliissel fiir symmetrische Kryptoverfahren.
Die Untersuchung der Sicherheit dieser Verfahren basiert im wesentlichen auf der
Reduktion zu algorithmischen Problemen aus der Mathematik mit hoher Kom-
plexitat. Entsprechend geht bei asymmetrischen Kryptoverfahren die meiste Ma-
thematik und besonders die algebraische Zahlentheorie ein. Die asymmetrische
Kryptographie wurde 1976 von Diffie und Hellman erfunden.

Technische Fragestellungen Hier untersucht man, inwieweit die verwende-
ten Geréte auch physikalisch sicher sind. Zum Beispiel kann man aus Stromver-
brauch, elektromagnetischer Abstrahlung oder Offnen der Geriite unauthorisier-
ten Zugang zu Informationen erhalten. Eine andere Disziplin ist die Untersuchung
biometrischer Verfahren (z.B. Identifikation durch Fingerabdruck oder Iris).

3.3 Asymmetrische Kryptoverfahren

Die grundlegende Vorgehensweise bei den asymmetrischen Kryptosystemen ist
wie folgt. Wir betrachten die Personen Alice und Bob. Alice hat einen offent-
lichen und einen geheimen Schliissel. Wenn Bob Alice eine geheime Nachricht
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schicken mochte, verwendet er einen geeigneten Algorithmus &, der als Eingabe
die Nachricht und den 6ffentlichen Schliissel von Alice erwartet und als Ausgabe
die verschliisselte Nachricht liefert. Bob schickt diese Nachricht an Alice. Mithilfe
eines zu &£ passenden KEntschliisselungsalgorithmus D kann Alice unter Einga-
be der verschliisselten Nachricht und ihres geheimen Schliissels die urspriingliche
Nachricht berechnen.

Beim Unterschreiben wird wie folgt vorgegangen. Alice verwendet einen Sig-
naturalgorithmus S, welcher nach Eingabe des zu unterschreibenden Texts und
des geheimen Schliissels von Alice eine Unterschrift zuriickliefert. Mithilfe eines
passenden Verifikationsalgorithmus V und nach Eingabe der Unterschrift und des
offentlichen Schliissels von Alice verifiziert Bob dann die Unterschrift.

Zum Schliisselaustausch schliefilich benotigt Bob ebenfalls einen o6ffentlichen
und geheimen Schliissel. Man verwendet dann einen Algorithmus C, welcher den-
selben Wert nach Eingabe von Alice’s geheimen Schliissel und Bob’s 6ffentlichem
Schliissel und nach Eingabe von Alice’s 6ffentlichem Schliissel und Bob’s gehei-
men Schliissel zuriickliefert. Alice und Bob tauschen ihre 6ffentlichen Schliissel
aus und benutzen K, um ein gemeinsames Geheimnis zu berechnen.

Im allen Féllen soll die Kenntnis des geheimen Schliissels unbedingt erfor-
derlich sein, um Nachrichten zu entschliisseln, Unterschriften zu félschen bzw.
das gemeinsame Geheimnis zu berechnen (dies ist nicht ganz richtig, zumindest
soll es moglich sein, einen erfolgreichen Angreifer zur Losung eines schwierigen
mathematischen Problems zu verwenden). Es wird nicht angenommen, dafl die
verwendeten Algorithmen &£, D, S, V und K geheim sind.

Nun stellt sich die Frage, ob solche Algorithmen iiberhaupt realisiert wer-
den konnen. Dies ist in der Tat der Fall, wenn verschiedene plausible Annahmen
gemacht werden bzw. gewisse mathematische Berechnungsprobleme nur mit ho-
hem algorithmischen Aufwand gelost werden kénnen. Ein solches Problem ist die
Faktorisierung ganzer Zahlen. Das bekannteste, darauf beruhende asymmetrische
Kryptoverfahren heifit RSA-Verfahren (nach den Entdeckern Rivest, Adleman,
Shamir). Eine andere Klasse von asymmetrischen Kryptoverfahren beruht auf ge-
eigneten endlichen, zyklischen Gruppen und dem diskreten Logarithmusproblem,
auf die wir im folgenden eingehen.

3.4 Das diskrete Logarithmus Problem

3.1 Definition. Sei G eine endliche, abelsche Gruppe und g,h € G. Eine Zahl
r € Z mit h = ¢g" heifit diskreter Logarithmus von h zur Basis g. Das diskrete
Logarithmus Problem (DLP) ist, zu vorgegebenen g, h den diskreten Logarithmus
r berechnen, falls er existiert.
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Es ist klar, dal » modulo der Ordnung von ¢ bestimmt ist. Auch gibt es
beispielsweise in der Gruppe C3 x C3 keinen diskreten Logarithmus von h = (1,0)
zur Basis g = (0, 1).

Wir fassen die Komplexitét des diskreten Logarithmus Problems als eine Funk-
tion von log(#G) auf, welche geeignete Grundoperationen (Gruppenoperationen,
Bitoperationen) zdhlt. Diese Komplexitiat hiangt wesentlich von der Gruppe G
ab. Zum Beispiel nimmt das diskrete Logarithmus Problem in G = ]F;; die Form
h = rg an, und man mufl nur r = h/g berechnen. Das diskrete Logarithmus
Problem in G = [, ist hingegen viel schwieriger. Wir sind daran interessiert, daf}
das diskrete Logarithmus Problem moglichst schwierig zu l6sen ist.

Eine Black-Box Gruppe G ist eine Gruppe, die man sich als abstrakten Daten-
typ implementiert vorstellen kann. Es sollen speziell nur die Gruppenoperationen,
der Zugriff auf das Einselement und die Auswahl unabhéngig und gleichverteilt
zufilliger Elemente aus G moglich bzw. zuléssig sein. Ein Algorithmus fiir eine
solche Gruppe darf bzw. kann also nur diese Funktionen verwenden.

3.2 Satz. Sei G eine Black-Box Gruppe, p der grofite Primteiler von #G und
g,h € G unabhdngig und gleichverteilt zufillig gewdhlte Elemente. Die Wahr-
scheinlichkeit, den diskreten Logarithmus von h zur Basis g mit m Gruppenope-
rationen zu lésen, ist ©7(m?/p).

Fiir Black-Box Gruppen von Primzahlordnung n ist die Komplexitit des dis-
kreten Logarithmus Problems O(y/n) und damit exponentiell in log(n). Wie gese-
hen, kann dies fiir speziell gegebene Gruppen auch polynomiell in log(n) sein. Die
kryptographische Qualitédt einer Gruppe wird einerseits durch die Komplexitét
der Gruppenoperationen (soll moglichst niedrig sein) und die Komplexitét des
diskreten Logarithmus Problems (soll moglichst hoch sein) gegeben. Wir merken
an, dafl die Komplexitiat des diskreten Logarithmus Problems fiir die multiplika-
tiven Gruppen von endlichen Korpern F obere, subexponentielle Schranken der
(ungefihren) Form exp(log(n)'/?) und exp(log(n)'/3) mit n = ¢ — 1 existieren.
Die Punktgruppen elliptischer Kurven iiber F, sind komplexitdtsweise im allge-
meinen den Black-Box Gruppen gleichgestellt. Untere Schranken sind in beiden
Féllen nicht bekannt.

Das diskrete Logarithmus Problem in nicht zyklischen Gruppen kann offen-
sichtlich auf mehrere diskrete Logarithmus Probleme in den einzelnen zyklischen
Faktoren zuriickgefiihrt werden. Da das Verhéltnis von Komplexitat zu Grup-
penordnung hier ungiinstiger als bei zyklischen Gruppen &hnlich grofler, primer
Gruppenordnung ist, beschranken wir uns deshalb nur auf zyklische Gruppen mit
Primzahlordnung.
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3.5 DLP basierte Kryptoverfahren

Wir legen den Betrachtungen eine endliche, zyklische Gruppe G von Primzahl-
ordnung n zugrunde. Mit g bezeichnen wir Erzeuger von G.

Die Teilnehmer Alice und Bob haben jeweils ein Schliisselpaar (r4,¢g4) und
(rg,gB), wobei ra,rp € Z/nZ die geheimen Schliissel und g4 = g™, gp = ¢"? die
offentlichen Schliissel sind.

Die geheimen Schliissel sind eindeutig durch die o6ffentlichen Schliissel be-
stimmt und durch die (hohe) Komplexitét des diskreten Logarithmus Problems
geschiitzt.

Diffie-Hellman Schliisselaustausch Alice und Bob tauschen ihre 6ffentlichen
Schliissel aus und berechnen unabhéngig das gemeinsame Geheimnis g3t = ¢"8"4
bzw. ¢ = ¢"4"2. Dies kann nun als Schliissel fiir ein symmetrisches Krypto-
verfahren benutzt werden. Der oben erwiahnte Algorithmus K ist daher einfach
K(z,y) = av.

Will eine dritte Person Oscar das Geheimnis liiften, so muf3 sie im wesentlichen
aus ¢g,94 = g'*,gp = ¢"% den Wert g"4"5 berechnen.

3.3 Definition. Das Computational Diffie-Hellman Problem (CDH) ist, fiir g,
g%, ¢" den Wert ¢g® zu berechnen. Das Decision Diffie-Hellman Problem (DDH)
ist, fiir g, g%, g°, h zu entscheiden, ob h = g% gilt.

Koénnen wir das DLP 16sen, so auch das CDP. Konnen wir das CDP l6sen, so
auch das DDH. Uber die Umkehrungen weifi man nur etwas in speziellen Fillen.
Ist das CDP leicht, so mufl der beschriebene Schliisselaustausch als unsicher an-
gesehen werden.

ElGamal Verschliisselung Bob will eine Nachricht m an Alice schicken. Dabei
wird m als geeignetes Gruppenelement von G aufgefafit. Der Verschliisselungsal-
gorithmus £ berechnet dann fiir m und den 6ffentlichen Schliissel g4 ein gleich-
verteilt zufélliges r € Z/nZ und liefert die verschliisselte Nachricht (¢", mg)
zuriick. Alice verwendet den Entschliisselungsalgorithmus D, welcher fiir die ver-
schliisselte Nachricht (u,v) und den geheimen Schliissel 74 den Wert v/u™ =
m(g"™)"/(g")™ = m berechnet.

Schnorr Signatur Alice will einen Text m € G unterschreiben. Hier bendtigt
man noch eine geeignete Hilfsfunktion H : G x G — Z/nZ. Der Signaturalgo-
rithmus S wihlt ein gleichverteilt zufilliges k& € Z/nZ und berechnet r = g,
u = raH(m,r) + k. Die Unterschrift ist (u, H(m,r)). Bob verwendet zur Veri-
fikation der Unterschrift (s,¢) den Algorithmus V. Dieser berechnet r = ¢g*/g',
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und akzeptiert genau dann, wenn ¢t = H(m,r). Annahmen an H sind, daf} keine
verschiedenen Argumente mit gleichem Bild und keine Urbilder berechnet werden
kénnen.

In einem geeigneten Sicherheitsmodell und unter gewissen Annahmen wird die
Sicherheit von ElGamal Verschliisselung und Schnorr Signaturen auf das DDH
bzw. DLP zuriickgefiihrt. Der Begriff der Sicherheit ist jedoch recht delikat und
insbesondere stark vom betrachteten Sicherheitsmodell abhéngig. Die Theorie ist
im {ibrigen nicht sehr ,stetig®, kleine Anderungen oder Fehler bewirken hiufig,
daB ein Verfahren vollkommen unbrauchbar wird.

3.6 XTR Kryptosystem

Das Akronym , XTR* steht fiir ,ECSTR* beziehungsweise , Efficient and Com-
pact Subgroup Trace Representation“. Die Hauptmotivation hinter XTR ist,
G = F; auf moglichst effiziente und trickreiche Weise zu verwenden. Genauer
betrachtet man eine besonders geeignete Untergruppe G von ]F;6 fiir eine Prim-

zahl p. Im folgenden verwenden wir die Bezeichnungen F = 6, F' = . und
K =TF,.

3.4 Lemma. Die Gruppe E* enthdlt genau eine Untergruppe G der Ordnung
p? —p+1. Die Gruppe G stimmt mit der Gruppe all derjeningen Elemente v € E*
tiberein, fir die Ng/p(x) =1 fir alle echten Teilkorper F' von E gilt.

Beweis. Es gilt p° —1 = (p—1)(p+ 1)(p*> — p+ 1)(p*> + p + 1). Daher existiert
genau eine Untergruppe G von E* mit Ordnung p* — p + 1. Es gilt Ng/p(z) =
2@ =D/ obei der Exponent eine ganze Zahl ist, die durch p* — p + 1
teilbar ist. Genauer ist p? —p+1 gleich dem ggT dieser Exponenten fiir alle echten
Teilkorper F' von E. Daraus folgt die behauptete Charakterisierung von G. [

Ein diskretes Logarithmus Problem in G kann mit der Norm nicht auf ein
dquivalentes diskretes Logarithmus Problem in der multiplikativen Gruppe eines
der echten Teilkérper von F abgebildet werden. Dariiberhinaus wahlt man p so,
daB p? — p + 1 einen grofien Primfaktor ¢ enthilt. Dieser tritt nicht in p3 — 1
und p? — 1 auf. Daher kann ein diskretes Logarithmusproblem auch nicht auf
irgendeine andere Weise in die multiplikative Gruppe eines der echten Teilkorper
von F abgebildet werden.

3.5 Lemma. Fiir jedes x € G sind die Konjugierten von x iiber I gleich x, 2P~*,
7P und es gilt myp(t) =t — Trg/x(2)t* + Trg/k(x)Pt — 1. Es gibt also eine
Bijektion der Konjugationsklassen {x, ", 2"} und der Spuren Trp/ k().
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Beweis. Die Konjugierten von z € G sind 27° = 2P~ und 2#" = 1/(za?™") = 277,
Der negierte Koeffizient von ¢ in m, p(t) ist damit gleich zaz?~! +xz P+aP 1z 7P =
xp_‘_x—pQ_{_pr—p:TrE/K(l.)p. ]

Kommt es uns nur auf die Konjugationsklasse eines Elements aus G an, so
kénnen wir diese durch die Spur des Elements darstellen. Wir kénnen also (p* —
p+1)/3 Konjugationsklassen durch ein Drittel des Speicherbedarfs darstellen, den
die p? — p + 1 Elemente aus G benétigen. Dies ist sehr vorteilhaft. Ein Problem
jedoch ist, wie Konjugationsklassen multipliziert oder potenziert werden sollen.
Wir bemerken, dafi durch elementweise Multiplikation keine eindeutig bestimmte
Konjugationsklasse erhalten werden kann. Dies ist aber beim Potenzieren méglich.
Wir entwickeln nun Formeln, so dafl man nur mit den Spuren selbst zu rechnen
braucht.

3.6 Lemma. Firx e G gilt.

(i) Trp/p(a™™) = Trp/p(a") Trg p(z™) = Trg/p(a") Trg p(z™ ")+
TI‘E/F([Emizn).

(40) Trg/p(x®) = Trg/r(e™)? — 2Trg/p(a™)P.

(¢ii) Trp/p(x™t?) = Trg p(x) Trg p(a"™) + Trg p(z)PTrg p(a™) + Trg/p(a™ ).
(iv) Trp/p(a®1) = Trg/p(2")Trp/p(a" ™)+ Trg p(2" )P Trp p(2)P+ Trg p(z" )P,
(iv) Trgyp(2®*) = Trp/p(a") Trpyp(2" )+ Top p(a" P Trg p(2) + Tog p(a )P,

Beweis. (i): Aus mgn p(2") = 0 folgt 2°" = Trg/p(a")z*® — Trg/p(z")a" + 1.
Muliplizieren mit 2™ " ergibt "™ = Trg/p(2™)2™ — Trg p(a™)Pa™ " + 22",
Durch Anwenden von Trg,r folgt die Aussage.

(44) — (iv): Folgen aus (i) und Trg/p(z™") = Trg p(z)P. O

Ohne Beweis merken wir an, da8 Trp/p(2") mit Hilfe des Lemmas effizient und
nur durch Rechnungen in F' = F,2 aus Trg/p(x) bestimmt werden kann. Dabei
verwendet man im iibrigen auch eine Normalbasis von F'/ K. Etwas komplizierter,
aber trotzdem moglich ist die Berechnung von Ausdriicken der Form Tr(z™z*")
ausgehend von n, m, Trp/r(x) und Trg,/p(2*) fiir ein geheimes k.

Anstelle mit z € G zu rechnen, benutzt XTR nur die Elemente Trg/k (), wo-
durch G wie oben bemerkt in Dreierklassen zusammengefafit wird. Dies bewirkt
eine Speicherersparnis vom Faktor 3 und zusétzlich eine hohere Rechengeschwin-
digkeit.

Der Diffie-Hellman Schliisselaustausch kann dann wie beschrieben durchgefiihrt
werden. Fiir die ElGamal Verschliisselung ist eine Adaption notwendig, da aus
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Tr(g) und Tr(h) nicht ohne weiteres Tr(gh) ausgerechnet werden kann. Der Wert
v = mg'y wird einfach durch den Wert v = £'(k, ¢'y) ersetzt, wobei £ ein symme-
trisches Verschliisselungsverfahren bezeichnet. Die Entschliisselung findet dann
durch m = D'(v,u"*) statt. Unterschriften konnen in einem dhnlichen Hybridver-
fahren erzeugt werden, jedoch geht hier kein Weg daran vorbei, Ausdriicke der
Form Tr(z™z*") wie oben auszurechnen.

Um ein gegenwértig sicheres System zu bekommen, miissen die Primzahl p
und der grofie Primfaktor ¢ von #G = p? — p + 1 mindestens 170 Bit bzw. 52
Dezimalstellen haben (entspricht grob einem RSA 1024 Bit Modul). Das XTR
Kryptosystem ist patentiert (Citibank).



Kapitel 4

Transzendente
Korpererweiterungen

In diesem Kapitel betrachten wir Kérpererweiterungen E/K, in denen nicht alle
Elemente algebraisch {iber K sind, welche also transzendente Elemente enthalten.
Nach der Diskussion von Transzendenzbasen besprechen wir die Eigenschaften
,separabel” und ,regular® fiir beliebige Korpererweiterungen nur sehr knapp.

4.1 Transzendenzbasen

Die Begriffe dieses Abschnitts verhalten sich ganz analog zu den Begriffen , linear
unabhéngig® und ,, Basis“ aus der linearen Algebra.

4.1 Definition. Sei E/K eine Korpererweiterung. Eine Menge A C E heifit
algebraisch unabhéngig tiber K, wenn fiir alle endlichen Teilmengen {ay,...,a,}
von A und alle f € K[zy,...,2,] aus f(ay,...,a,) =0 bereits f = 0 folgt.

Wir fassen die leere Menge A = {} als algebraisch unabhéngig iiber K aulf.
»,Algebraisch abhéngig” bedeutet ,,nicht algebraisch unabhingig*.

4.2 Lemma. Sei E/K eine Korpererweiterung und A C E.

(1) Sei X4 = {x,]|a € A} eine Menge von Unbekannten und K[X ] der zu-
gehorige Polynomring. Die Menge A ist genau dann algebraisch unabhingig
iber K, wenn der Finsetzhomomorphismus ¢4 : K[X4| — K[A], z, — a
injektiv ist.

(17) Ist A C E algebraisch unabhingig iber K und b € E\A, so ist AU {b}

genau dann algebraisch abhdangig iber K, wenn b im algebraischen Abschlufs
von K(A) in E liegt.

83
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Beweis. Teil (i) ist nur eine Umformulierung der Definition. Fiir Teil (i7) betrach-
tet man das Minimalpolynom von z iiber K(A) und multipliziert Nenner heraus,
um eine algebraische Relation in K[A, z] zu erhalten. O

Die Elemente einer algebraisch unabhéngigen Menge kénnen also nach Lem-
ma 4.2, (i) als Variablen aufgefafit werden.

4.3 Definition. Sei E/K eine Korpererweiterung. Eine Menge A C E heifit
Transzendenzbasis von E iiber K bzw. von E/K, wenn A algebraisch unabhéngig
tiber K ist und E gleich dem algebraischen Abschlufi von K (A) in E ist.

4.4 Satz. Sei E/K eine Korpererweiterung, A C E algebraisch unabhdngig iber
K und C C E mit E/K(C) algebraisch. Dann gibt es eine Transzendenzbasis B
von E/K mit AC B CC.

Alle Transzendenzbasen von E /K haben die gleiche Kardinalitit.

Beweis. Eine iiber K algebraisch unabhéngige Teilmenge B von ' mit A C B C
(' ist genau dann eine Transzendenzbasis von E iiber K, wenn fiir jedes = € C\ B
die Menge B U {z} algebraisch abhéngig iiber K ist, also wenn B maximal in
C' beziiglich Inklusion mit der Eigenschaft ,,algebraisch unabhéngig {iber K*“ ist:
Sei B eine solche Transzendenzbasis und x € C'\ B. Dann ist B U {z} nach Lem-
ma 4.2, (ii) algebraisch abhéngig iiber K. Sei umgekehrt B maximal algebraisch
unabhéngig iiber K in C' und x € C'\B. Dann ist B U {x} algebraisch abhéngig
tiber K und nach Lemma 4.2, (ii) ist = algebraisch tiber K(B). Daher ist die
Erweiterung K (C')/K(B) algebraisch. Mit E/K(C) ist dann auch F/K(B) alge-
braisch und B eine Transzendenzbasis von E iiber K.

Die Menge der iiber K algebraisch unabhéngigen Teilmengen B von F mit
A C B C (C ist beziiglich Inklusion induktiv geordnet. Nach dem Zornschen
Lemma existiert eine maximale solche Teilmenge B, die nach der Vorbemerkung
eine Transzendenzbasis bildet.

Zum Beweis iiber die Gleichheit der Kardinalitdt nehmen wir zunéchst an,
dafl B eine endliche Transzendenzbasis von E/K ist und setzen n = #B. Sei
C' eine weitere Transzendenzbasis von E/K mit m = #C und m > n. Wir
schreiben B = {by,...,b,} und C = {¢;]|j € J}. Fiir beliebiges j gibt es
ein ¢, so dafl wir b; durch c¢; austauschen kénnen und die resultierende Men-
ge B’ eine Transzendenzbasis bleibt: Nach Voraussetzung gibt es ein Polynom
f # 0 itber K mit f(c;,b1,...,b,) = 0. Da ¢; algebraisch unabhéngig iiber K
ist, gibt ein 7, so daB f(cj,b1,...,b,) = Zygy(cj,bl,...,b},...,bn)bi” = 0 mit
gu(cj, by, ... i, ,by) # 0 fiir ein v > 1 ist. Damit ist b; algebraisch iiber K (B')
fir B = {¢;,b,... by, .. ,bn}. Mit b; ist dann auch ¢; nicht algebraisch iiber
Kby, ... ,b;, ..., b,) und B’ somit eine Transzendenzbasis von E/K.
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Durch mehrfache Anwendung der Austauschprozedur erhalten wir, dafl C' eine
Transzendenzbasis B’ der Kardinalitat n enthélt. Es folgt C' = B’ und n = m.

Sind nun B und C' unendliche Transzendenzbasen von E/K, so gibt es fiir
jedes a € C eine endliche Teilmenge B, C B, so daf} a algebraisch tiber K(B,)
ist. Es folgt B = UuecB,. Damit ist die Méchtigkeit von B kleiner gleich der
Maéchtigkeit von C'. Dies gilt auch umgekehrt, und B und C' besitzen damit die
gleiche Méchtigkeit. O

4.5 Definition. Der Transzendenzgrad trdeg(E/K) einer Kérpererweiterung E /K
ist die Kardinalitdt #B einer Transzendenzbasis B von E/K.

Eine Korpererweiterung £/K heifit rein transzendent, wenn F = K(B) fiir
eine Transzendenzbasis B von E/K gilt.

Eine rein transzendente Erweiterung F/K kann nach Lemma 4.2, (i) als ratio-
naler Funktionenkorper aufgefafit werden. Wir halten nochmal fest, dafl sich jede
Korpererweiterung F /K schreiben 148t als eine algebraische Erweiterung E/F
eines Zwischenkorpers F' von E/K, welcher rein transzendent iiber K ist.

4.6 Satz. Sei E/K eine Korpererweiterung und F' ein Zwischenkdrper. Fir Tran-
szendenzbasen B wvon F/K und B'" von E/F gqit BN B = {} und BU B’
ist eine Transzendenzbasis von E/K. Ferner gilt trdeg(E/K) = trdeg(E/F) +
trdeg(F/K).

Beweis. Ubung. O

4.7 Korollar. Sei E/K eine Korpererweiterung, F ein iber K rein transzen-
denter Zwischenkérper von E/K und L ein iber K algebraischer Zwischenkdorper
von E/K. Dann sind F/K und L/K linear disjunkt und FL ist rein transzen-
dent tiber L. Ist X eine Transzendenzbasis von F iber K, so ist X auch eine
Transzendenzbasis von F'L tiber L.

Beweis. Ubung. O

Die folgende Definition verwendet algebraische Unabhéngigkeit analog wie die
Definition von ,linear disjunkt® die lineare Unabhéngigkeit benutzt.

4.8 Definition. Seien E/K eine Korpererweiterung und Fy, Fy Zwischenkorper
von E/K. Dann heiflen F;/K und F,/K algebraisch disjunkt (frei) und £} und
F; algebraisch disjunkt (frei) iiber K, wenn jede iiber K algebraisch unabhéngige
Menge von Elementen von F} iiber F; algebraisch unabhéngig bleibt.

Es gilt der zu Satz 1.22 analoge Satz. Insbesondere ist die Definition eigentlich
symmetrisch. Linear disjunkte Erweiterungen sind auch algebraisch disjunkt. Al-
gebraisch disjunkte Erweiterungen miissen jedoch nicht unbedingt linear disjunkt
sein.
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4.2 Separable Erweiterungen

In diesem Abschnitt wird die Eigenschaft ,,separabel von algebraischen auf be-
liebige Korpererweiterungen verallgemeinert. Wir gehen jedoch nur kurz auf die
Eigenschaften ein und lassen die Behandlung von Derivationen aus.

4.9 Definition. Eine Transzendenzbasis A der Korpererweiterung E/K heifit
separierend, wenn F/K(A) separabel ist. Eine Korpererweiterung F/K heifit
separabel erzeugt, wenn sie eine separierende Transzendenzbasis besitzt. Eine
Korpererweiterung F/K heifit separabel, wenn fiir jeden iiber K endlich erzeug-
ten Zwischenkorper F' von E/K die Erweiterung F'/K separabel erzeugt ist.

Es ist klar, daf diese Definition fiir algebraische Erweiterungen /K mit der
bisherigen Definition {ibereinstimmt. Wir werden dann wieder fiir verschiedene
Korperkonstruktionen zeigen, wie sich die Eigenschaft separabel fortpflanzt. Die
Verhéltnisse sind aber nicht ganz analog zum Fall algebraischer Erweiterungen.

Mit K7~ wird wieder der rein inseparable Abschlufl von K fiir p = char(K)
bezeichnet. Hat K die Charakteristik Null, so soll K? =~ = K gelten.

4.10 Satz. Sei E/K eine Korpererweiterung. Dann sind dquivalent.
(1) E/K ist separabel.
(it) E/K und KP ™~ /K sind linear disjunkt.

Beweis. Fiir den Fall p = 0 ist die Aussage klar. Es gelte also p > 0.

(i) = (i1): Aussage (i7) gilt genau dann, wenn fiir alle endlich erzeugten Zwi-
schenkérper F' von E/K die Erweiterungen F//K und K? ~ /K linear disjunkt
sind. Sei also F' ein endlich erzeugter Zwischenkorper von E/K. Da E/K separa-
bel ist, besitzt F//K nach Satz 4.4 eine endliche Transzendenzbasis B, so dafl die
Erweiterung F/K (B) algebraisch und separabel ist. Da K? ~ /K algebraisch ist,
sind K(B)/K und K? ~ /K nach Korollar 4.7 linear unabhiingig. Da F/K(B)
algebraisch und separabel und da K (B)K? ~ /K(B) nach Satz 1.64 rein insepa-
rabel ist, sind F/K(B) und K(B)K? ~ /K(B) nach Satz 1.72 linear disjunkt.
Nach dem Satz iiber lineare Disjunktheit in Tiirmen (Ubung) ergibt sich, daf
F/K und K? ~ /K linear disjunkt sind.

(17) = (i): Sei F ein tiber K endlich erzeugter Zwischenkorper von E/K und
B = {by,...,b,} ein endliches Erzeugendensystem von F' iiber K. Es gilt also
F = K(B). Wir zeigen, daf} es eine Teilmenge von B gibt, die eine separierende
Transzendenzbasis von F//K bildet. Falls die b; algebraisch unabhéngig tiber K
sind, ist B bereits eine separierende Transzendenzbasis. Andernfalls gibt es ein
f € K[xy,...,z,] von minimalem Grad > 1 mit f(by,...,b,) = 0. Wegen der
Minimalitat des Grads ist f irreduzibel.
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Wir behaupten, dafl f in mindestens einer Variablen z; separabel ist. Sei dazu
f=7>_,\ifi mit Monomen f; € K[zy,...,2,] und \; € K. Ist f in keiner Varia-
blen separabel, gibt es wegen der Irreduzibilitdt von f Monome g; € K|z, ..., z,]
mit f; = ¢¢. Dann gilt f(by,...,b,)"" = S APgi(by,....b,) = 0 und die
gi(b1, ..., by) sind linear abhiingig iiber K? . Wegen (ii) miissen die g;(by, . .., b,)
dann auch linear abhéngig iiber K sein, also mufl g(b,...,b,) = 0 mit einem
g=>,1tig; und p; € K gelten. Dies fithrt zu einem Widerspruch zur Gradmini-
malitdt von f. Also gilt die Behauptung.

Sei f ohne Einschrankung in der Variablen x,, separabel. Dann ist die Erwei-
terung F/K(by,...,b,_1) algebraisch und separabel. Induktiv erhalten wir eine
separierende Transzendenzbasis B’ = {z1,...,x,} mit r > 0. O

Nach Satz 4.10 kénnen wir (i7) auch als Definition von , separabel“ nehmen.
Dies hat den hiibschen Aspekt, daf} es die beiden, nun etwas technisch anmutenden
Definitionen von ,,separabel® vereinheitlicht.

4.11 Satz. Sei E/K eine Kirpererweiterung.

(1) Ist E/K separabel und B ein endliches Erzeugendensystem von E/K, so
gibt es eine separierende Transzendenzbasis A mit A C B.

(17) Ist E/K separabel erzeugt, so ist E/K separabel.
(7i1) Ist K wollkommen, so ist E/K separabel.

() Ist E/K separabel und F ein Zwischenkdrper von E/K, so ist F/K sepa-
rabel.

(v) Ist F' ein Zwischenkorper von E/K und sind E/F und F/K separabel, so
ist E/K separabel.

(vi) Sind F und L diber K algebraisch disjunkte Zwischenkorper von E/K und
ist F// K separabel, so ist auch FL/L separabel.

(vii) Sind F und L tber K linear disjunkte Zwischenkorper von E/K und ist
FL/L separabel, so ist auch F/K separabel.

Beweis. (1): Folgt aus dem Beweis von Satz 4.10.

(11): Aussage (i7) aus Satz 4.10 folgt aus der Annahme analog wie ,=“ im
Beweis von Satz 4.10.

(4i1): Folgt aus Satz 4.10 wegen K? =~ = K.

(iv): Folgt direkt aus der Definition von ,separabel® oder aus Satz 4.10.

(v): Folgt aus Satz 4.10 und der Transitivitdt von ,linear disjunkt“ in Korper-
tlirmen.
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(vi): Sei G ein endlich erzeugter Zwischenkorper von F'L/L. Dann gibt es einen
endlich erzeugten Zwischenképer H von F/K mit G C HL. Sei B eine separie-
rende Transzendenzbasis von H/K. Dann ist B wegen der Voraussetzung auch
eine separierende Transzendenzbasis von HL/L. Nach (ii) ist HL/L separabel
und nach (i) ist G/L separabel.

(vii): Da FL/L separabel ist, sind FL/L und LP ~ /L und speziell FL/L
und LK? ~ /L nach Satz 4.10 linear disjunkt. Da F'/K und L/K nach Vorau-
setzung linear disjunkt sind, miissen auch FL/K und LK? ~ /K aufgrund der
Transitivitdt von ,linear disjunkt® in Korpertiirmen linear disjunkt sein. Dann
sind speziell auch F//K und K? ~ /K linear disjunkt, so da§ F'/K nach Satz 4.10
separabel ist. O

Die Aussagen (v) und (vi) implizieren auch, dafi ein Kompositum algebraisch
disjunkter, separabler Erweiterungen wieder separabel ist.

4.3 Regulire Erweiterungen

Wir verschéarfen nun den Begriff  separabel und Satz 4.10.

4.12 Definition. Eine Korpererweiterung F/K heifit reguldr, wenn E/K und
der algebraische Abschlufl K*/K linear disjunkt sind.

4.13 Satz. Sei E/K eine Korpererweiterung. Dann sind dquivalent.
(1) F/K ist regulir.
(11) K ist algebraisch abgeschlossen in E und E/K ist separabel.

Beweis. (i) = (i1): Da E/K und K*/K linear disjunkt sind, gilt £ N K* = K
und K ist algebraisch abgeschlossen in E. Auflerdem sind dann auch E/K und
K? /K wegen KP = C K¢ linear disjunkt und F/K nach Satz 4.10 somit
separabel.

(ii) = (4): Aus der Voraussetzung folgt EK? ~NK® = K? ~: Die Erweiterung
EKP “NK*/ENK*ist mit K ~ /K und EK? ~ /E rein inseparabel. Wegen EN
K = K und der Transitivitit von ,rein inseparabel“ ist dann EKP ~NK*/KP ™
rein inseparabel. Diese Erweiterung ist nach Satz 1.72 aber auch separabel. Also
folgt EKP™™ N K® = KP™™,

Die Erweiterung K/K? ™ ist galoissch. Nach Satz 2.13 und der Vorbemer-
kung sind nun EK? ™ /K? = und K*/KP? ~ linear disjunkt. AuBerdem sind E/K
und K? /K nach Voraussetzung linear disjunkt. Wegen der Transitivitit von
slinear disjunkt® in Tiirmen ergibt sich damit, dal F/K und K*/K linear disj-

kunkt sind, £//K also regulér ist. O
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4.14 Satz. Sei E/K eine Korpererweiterung.
(1) Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist E/K reguldr.
(13) Ist E/K reguldr und F ein Zwischenkdérper von E/K, so ist F/K regulir.

(1i1) Ist F' ein Zwischenkorper von E/K und sind E/F und F/K regulir, so ist
E/K regulir.

(iv) Sind F und L iber K algebraisch disjunkte Zwischenkorper von E/K und
ist F'/K regulir, so sind F/K und L/K linear disjunkt.

(v) Sind F und L iiber K algebraisch disjunkte Zwischenkérper von E/K und
ist F'/ K regulir, so ist auch FL/L reguldr.

Beweis. (i) und (i7): Folgen direkt aus Satz 4.13.

(#41): Folgt aus Satz 4.13 und der Transitivitit von , linear disjunkt® in Korper-
tlirmen.

(iv): Wird ausgelassen.

(v): Mit F/K und L/K sind auch F//K und L*/K algebraisch disjunkt. Nach
(iv) sind F'/K und L*/K dann auch linear disjunkt. Wegen der Transitivitidt von
ylinear disjunkt® in Tiirmen sind dann auch F'L/L und L*/L linear disjunkt. Also
ist F'L/L regulér. O

Die Aussagen (ii) und (v) implizieren auch, daf ein Kompositum algebraisch
disjunkter, reguldrer Erweiterungen wieder regulér ist.

4.4 Beispiele

Wir betrachten nun Beispiele verschiedener Korper. Jeder Korper fallt unter einen
der folgenden Typen.

1. Die Primkérper sind gleich Q oder IF), fiir eine Primzahl p.

2. Endliche Erweiterungen der Primkorper Q und I, liefern Zahlkoérper und
endliche Korper.

3. Alle weiteren algebraischen Erweiterungskorper der Primkorper sind in den
algebraischen Abschliissen Q" und F enthalten.

4. Rein transzendente Erweiterungen von Koérpern K aus 1-3, also Korper der
Form K (X), wobei X eine Menge von Variablen bezeichnet.
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5. Endliche und algebraische Erweiterungen E der Korper K (X) in 4, wobei
man K je nach Sichtweise beispielsweise als Primkoérper von E oder als
algebraischen Abschlufl des Primkérpers von F in E wéhlen kann.

Sei f =1t?— 2% —1 € Q(z)[t]. Durch Adjunktion einer Nullstelle y von f an
Q(t) erhalten wir eine separable Erweiterung K = Q(x,y) vom Grad zwei von
Q(z). Daher ist x ein separierendes Element (das heifit, {z} ist eine separierende
Transzendenzbasis). Die Erweiterung K/Q ist separabel.

In F,(z) ist 2? zwar transzendent und {2”} eine Transzendenzbasis, aber ” ist
nicht separierend. Nach Satz 4.11, (4i7) muf es ein separierendes Element geben.
Man kann beispielsweise x oder 1/(z + 1) wilhlen. Die Erweiterung IF,(x)/F, ist
daher ebenfalls separabel.

Eine nicht separable Erweiterung erhilt man unter Benutzung von Satz 4.10
wie folgt. Sei K = F,(z,x,y) der durch 2” + y? + z = 0 definierte Korper. Da
2P + yP + z als Polynom tiber F,(z) irreduzibel ist, hat K/F,(z,z) den Grad p.
Diese Erweiterung ist jedoch nicht linear disjunkt zu F,(z/?), da hier wegen
y+x+ 24P = 0 gilt, daB KTF,(2'/?)/F,(z*/?, x) den Grad eins hat. Folglich ist
K/F,(z) nicht separabel.

Die Erweiterungen Q(z)/Q und K/Q fir K = Q(z,y) wie oben sind Bei-
spiele fiir regulidre Erweiterungen. Endliche und algebraische Erweiterungen eines
Korpers in Charakteristik Null und zum Beispiel die Erweiterung Q(z, v/2)/Q
sind separabel aber nach Satz 4.13 nicht reguldr, da der Grundkorper nicht al-
gebraisch abgeschlossen ist. Auf der anderen Seite ist F,(z) im obigen Beispiel
in K =F,(z,z,y) zwar algebraisch abgeschlossen, aber die Erweiterung K/F,(z)
trotzdem nicht regulér, weil sie nicht separabel ist.



