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6. Übung Algebra II

1. Aufgabe Spur, Bilinearformen und Dualräume (4 Punkte)

SeiE/k eine endliche separable Erweiterung eines Körpersk mit Char(k) = p und
p ∤ [E : k].

(a) Zeige, dass die Abbildung
(x, y) 7−→ TrE/k(xy) (1)

vonE × E → k eine Bilinearform ist undE mit seinem Dualraum identifiziert.

(b) Sei b1, . . . , bn eine Basis vonE/k. Zeige, dass dann eine Basisb′
1
, . . . , b′n von E/k

existiert, so dassTrE/k(bjb
′
i) = δij gilt. Hierbei istδij das Kronecker-Symbol.

2. Aufgabe Diskriminanten von Basen (3 Punkte)

Es seiE/k eine endliche Erweiterung. Für eine Basisb1, . . . , bn vonE/k definieren wir die
Diskriminante vonb1, . . . , bn durch

D(b1, . . . , bn) := det
(

TrE/k(bibj)
)

1≤i,j≤n
. (2)

Zeige, dassD(b1, . . . , bn) 6= 0 genau dann gilt, wennE/k separabel ist.

3. Aufgabe Automorphismen (4 Punkte)

(a) SeiK = Fpn gegeben mitp Primzahl undG := AutFp
(K). Ist G zyklisch? Wenn ja,

welche Ordnung hatG? Gib einen Erzeuger an.

(b) SeiK = Q(ζ) wobeiζ ∈ C eine primitiven-te Einheitswurzel ist. Zeige, dassAutQ(K) ∼=
(Z/nZ)× gilt.
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4. Aufgabe Transitivität von Norm und Spur (5 Punkte)

SeiE/K eine endliche Körpererweiterung undF ein Zwischenkörper vonE/K. Ferner sei
a ∈ E. Zeige, dass

(a) TrE/K(a) = TrF/K

(

TrE/F (a)
)

und

(b) NE/K(a) = NF/K

(

NE/F (a)
)

gilt unter Verwendung von Lemma 1.51 im Skript:
SeiF Zwischenkörper der algebraischen ErweiterungE/K und seiC ein algebraischer Ab-
schluss vonE. Dann gibt es eine Bijektion

HomK(F, C) × HomF (E, C) −→ HomK(E, C).
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