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5. Ubung Algebra Il

1. Aufgabe Kreisteilungspolynome (2 Punkte)
Zerlege die folgenden Polynome

(a) @5@) Undq)lz(t) UberIFU
(b) @4(t> UberF5,F13 UndF17.

2. Aufgabe Kreisteilungspolynome (6 Punkte)

Zeige folgende Aussagen:
(a) Furjede ungerade Zahl> 1 gilt &y, (t) = D, (—1).
(b) Istp Primzahl undn € N> mit p|m, so gilt®,,,(t) = ®,,(t?)
(c) Istp Primzahl, so gilt

1

O (t) = PP g2t

(d) Fur jede Primzahb undn € N mit ggT(p,n) = 1 gilt
P

n(t?)

(I)pn(t) - @n(t) .

(e) Furallen € Nmitn > 1 gilt
O, (t7Y) = ®, (1)t 4™

wobei¢ die Eulersche Phi-Funktion ist.
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3. Aufgabe Norm und Spur (2 Punkte)

Es seiF'/ K eine endliche Korpererweiterung. Dann #$ein K -Vektorraum der Dimension
n = [F : K|. Fira € F definieren wirg, : F — F, 1z +—— « - x. Zeige folgende
Aussagen:

(a) Die Abbildunge,, ist ein Vektorraumendomorphismus. kue£ 0 ist diese Abbildung
sogar ein Automorphismus.

(b) Die AbbildungF’ — End(F), o+ ¢, ist K-linear. Ferner gilth,¢s = dap-.

(c) Es seim, das Minimalpolynom vor Uber K, f das charakteristische Polynom von
¢, und M das Minimalpolynom vom,,. Dann giltm, = M und f = M' mitl € N
geeignet.

(d) Fur eine beliebige Basits, ..., b, von F' entspreche,, der Matrix M. Dann gilt
det(M,) = Np/g(a) und  Tr(M,) = Trp/k(a).

4. Aufgabe Praktische Aufgabe (6 Punkte)

Seip > 2 Primzahl und; = p™ mit m € N. Schreibe einen Algorithmus, der ein gegebenes
normiertes quadratfreies Polynofivom Gradn ausF,[z] faktorisiert. Gehe dazu folgender-
massen vor:

(a) Benutze den vorgegebenen Algorithnius:torisierung.g auf der Algebra2-Homepage,
welcher ein Polynonf ausF,[x] und euren Algorithmus erwartet. Der Algorithmus ruft
euren Algorithmus mit dem quadratfreien Anteil vérauf.

(b) Betrachte den Vektorraum := IF,[z]/(f) der Dimensiom uberF, und dieF,-lineare
Abbildung

8: R— R, a+—a’—a. Q)

Eine Basis de§,-Vektorraumes? ist1 mod f,z mod f,...,2" ' mod f.Istf =
fi--- f, die Faktorisierung vorf in verschiedene irreduzible Faktor¢gne F,[z], so

ist
R=Folx]/(f1) x - x Fola]/(fr). (2
(c) Nungiltfira € R:
a € ker(f) & x(a) = (a1,...,a,)
mita, € F,, i =1,...,r wobeix der Isomorphismus vor?) ist.

(d) Berechne nun den Kern vghmittels der Darstellungsmatrix. Ist daan . .., b, eine
Basis des Kern vopt, so bildea := "7, ¢;b; mit ¢; € F, zuféllig gewahlt.

(e) Berechne nun derxT(f,a) undggT(b — 1, f) wobeib := al/2 mod f ist.

Warum funktioniert dieser Algorithmus?



