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10. Übung Algebra II

1. Aufgabe Galoisgruppe eines Polynomes (4 Punkte)
Zeige folgende Aussagen:

(a) SeiK Körper undp Primzahl. Ferner seif ∈ K[t] irreduzibel mit Gradp. Enthält
G(f,K) ein Element der Ordnungp und eine Transposition, so giltG(f,K) = Sp.
Hier bezeichnetSp die symmetrische Gruppe.

(b) Seif ∈ Q[t] ein irreduzibles Polynom mit Gradf = p undp Primzahl. Hat dannf nur
2 nicht-reelle Wurzeln inC, so giltG(f, Q) = Sp.

2. Aufgabe Auflösbarkeit durch Radikale (3 Punkte)

Zeige, dass für jedesk ∈ N, k ≥ 3 das Polynom

f(t) = t5 − kt + 1 ∈ Q(t)

nicht auflösbar ist.

3. Aufgabe Kummertheorie (4 Punkte)
Es gelten die Bezeichnungen von Abschnitt 2.8 Kummertheorie im Skript. Zeige folgende
Aussagen:

(a) Bildet die Menge{℘(b) · ℘(AK) | b ∈ B} mit B ⊆ ℘−1(∆) ein Erzeugendensystem
von∆/℘(AK) dann giltK(℘−1(∆)) = K(B).

(b) Zeige, dassK(℘−1(∆1))K(℘−1(∆2))/K zu∆1∆2 undK(℘−1(∆1))∩K(℘−1(∆2))/K
zu∆1 ∩ ∆2 gehören.
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4. Aufgabe Paarungen (5 Punkte)

SeienC undD abelsche Gruppen. Eine Paarung vonC undD in die additive GruppeZ/nZ

ist eine in beiden Argumenten homomorphe Abbildung

〈·, ·〉 : C × D → Z/nZ. (1)

Eine Paarung definiert (und wird definiert durch) Homomorphismen

ι1 : C → Hom(D, Z/nZ) bzw. ι2 : D → Hom(C, Z/nZ) (2)

und heißt nicht ausgeartet, wennι1 und ι2 injektiv sind. Zeige folgende Aussage: Sei〈·, ·〉
wie in (1) eine nicht ausgeartete Paarung. Dann besitzenC undD den Exponentenn und es
gilt #C = #D. Ist zusätzlich#C < ∞, so sind die Monomorphismenι1 undι2 wie in (2)
Isomorphismen und es gibt eine (nicht kanonische) Isomorphie C ∼= D.
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