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10. Übung Algebra I

1. Aufgabe
Es sei R ein faktorieller Ring. Zeigt folgenden Aussagen:

(a) Jedes x ∈ R\{0} ist nur in endlich vielen Hauptidealen von R enthalten.

(b) Jede aufsteigende Kette von Hauptidealen wird stationär.

(5 Punkte)

2. Aufgabe

(a) Sei f : R → S eine Ringepimorphismus der Ringe R und S und sei R ein Ring, bei dem jedes
Ideal ein Hauptideal ist. Zeigt, dass dann auch jedes Ideal von S ein Hauptideal ist.

(b) Gilt diese Aussage auch, wenn f nur ein Ringhomomorphismus ist?

(c) Gebt 17 nicht isomorphe Hauptidealringe an? Gibt es noch mehr als diese 17?

(5 Punkte)

3. Aufgabe
Zeigt, dass der Ring Z zusammen mit der Abbildung v : Z → Z≥0, x 7→ x2 ein euklidischer Ring
ist. Gebt eine Abbildung w : Z → Z≥0 an, die Z nicht zu einem euklidischen Ring macht.

(3 Punkte)
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4. Aufgabe

(a) Eine Abbildung | · | : Q −→ R≥0 mit den Eigenschaften

(i) |x| = 0 ⇔ x = 0

(ii) |x · y | = |x| · |y|
(iii) |x + y| ≤ max{|x|, |y|}

für alle x, y ∈ Q nennt man Bewertung. Zeigt, dass R := {x ∈ Q | |x| ≤ 1} ein lokaler
Ring ist und gebt das maximale Ideal an. Man nennt den Ring R Bewertungsring.

(b) Für eine feste Primzahl p ∈ N und x ∈ Q\{0} bezeichne νp(x) ∈ Z den p-Anteil von x, d.h.
x = pνp(x) a

b mit p - ab und a, b ∈ Z. Zeigt, dass

| · |p : Q −→ R≥0, |x|p :=
{

0 für x = 0
p−v(x) sonst

eine Bewertung ist. Bestimmt für p ∈ N den Bewertungsring und das maximale Ideal. Wie
sehen die Elemente des Bewertungsringes und des maximalen Ideals aus?

(7 Punkte)
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