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7. Ubung Algebra I

1. Aufgabe

Sei f : R — S ein Homomorphismus von Ringen. Beweist folgende Aussagen:

(a) Urbild und Bild von Unterringen von R und S beziiglich f sind wieder Unterringe.

(b) Ist J ein Ideal von S, so ist f~1(.J) ein Ideal von R. Ist f ein Epimorphismus und I ein Ideal
von R, so ist f(I) ein Ideal von S.

(c) ker(f) istein Ideal von R.
(d) Der Schnitt von Idealen ist wieder ein Ideal
(e) Ist I Ideal von Rund I N R* # (), so folgt I = R.

(f) Ist U ein Unterring von R und I ein Ideal von R, so ist U + I ein Unterring von R.

(6 Punkte)
2. Aufgabe

Seien R und S kommutative Ringe und seien / und J Ideale von S.

(a) Seinun ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Beweist oder widerlegt die folgenden Aussagen:
i) ¢~ HIJ) 2o I) N ().
(ii) Rad(S) ist ein Ideal von S und es gilt Rad(Rad(S)) = Rad(S).

(iii) ¢~ (Rad(S)) = Rad(¢~1(S)) wobei hier einmal das Radikal des Rings und ein das des
Ideals gemeint ist.

(b) Fiir den Ring S := Z/nZ mit n = [, p5’, wobei p; # p; fiir i # j gilt, berechne man
Rad(S) und S

(6 Punkte)



3. Aufgabe

(a) Zeigt, daB
K:=Q+V5Q= {m+n\/5|m,n€(@}

ein Unterring von R ist und da8 es fiir jedes a € K mita # 0 ein b € K mit ab = 1 gibt.

(b) Zeige, daB mit d = (1 + +/5)/2 die Menge Z + dZ = {m + nd | m,n € Z} ein Unterring von
K ist.

(4 Punkte)
4. Aufgabe

Ein Element a eines Ringes R heiflit idempotent, wenn a
die Z/nZ nur zwei idempotente Elemente besitzt.

2 — q gilt. Bestimmt die ganzen Zahlen n fiir

(4 Punkte)



