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Einleitung

Ein globaler Funktionenkérper F/k iiber dem endlichen Konstantenkorper £ ist
eine endliche Erweiterung des rationalen Funktionenkorpers k(x). Neben dem
Geschlecht zdhlt die Divisorenklassengruppe und speziell die von den Diviso-
renklassen vom Grad null erzeugte, endliche Klassengruppe zu den wichtigsten
Invarianten von F/k.

In der Kryptographie werden endliche, abelsche Gruppen GG verwendet, in denen
das Gruppengesetz a + b fiir a,b € G effizient, der diskrete Logarithmus x € Z
mit ax = b aber nur sehr zeitaufwendig berechnet werden kann. Geeignete Grup-
pen G erhilt man unter anderem mit der Punktgruppe elliptischer Kurven [31]
und allgemeiner mit der Gruppe der k-rationalen Punkte der Jacobischen Varietiit
geeigneter hyperelliptischer Kurven iiber endlichen Kérpern & [26]. Diese Gruppen
sind isomorph zur Klassengruppe der entsprechenden elliptischen beziehungsweise
hyperelliptischen globalen Funktionenkdrper.

In der Codierungstheorie betrachtet man algebraisch-geometrische Codes, welche
beispielsweise durch die Funktionswerte gewisser algebraischer Funktionen eines
globalen Funktionenkdrpers an Stellen vom Grad eins gegeben werden [55]. Ein
solcher Code besitzt ,,gute“ Parameter, wenn die nach oben beschrinkte An-
zahl der Stellen vom Grad eins im Verhéltnis zum Geschlecht grof ist. Funktio-
nenkorpern mit vielen Stellen vom Grad eins erhélt man bei beschrinktem Ge-
schlecht hdufig durch die Betrachtung abelscher Erweiterungen [19]. Gem&f der
Klassenkorpertheorie globaler Funktionenkorper stellt die Klassengruppe einen
wichtigen Teil derjenigen Daten von F'/k dar, mit Hilfe derer die abelschen Erwei-
terungen von F' parametrisiert werden konnen. Dieser Ansatz wird in [3] verfolgt.

Unter Verwendung von globalen Funktionenktérpern mit vielen Stellen vom Grad
eins lassen sich ferner Gitterkugelpackungen mit zumindest asymptotisch guter
Dichte bei wachsendem Geschlecht und wachsender Dimension konstruieren [44].
Fiir eine Menge S von Stellen vom Grad eins werden hier S-Einheitengitter ver-
wendet. Diese Gitter korrespondieren zu Untergruppen der Klassengruppe.

Bei der Berechnung der Klassenzahl, der Klassengruppe oder des L-Polynoms

v



VI EINLEITUNG

eines globalen Funktionenkdrpers lassen sich zwei grundsétzlich verschiedene Si-
tuationen unterscheiden: Die Betrachtung von Funktionenkorpern F'/k des Ge-
schlechts ¢ iiber dem Konstantenkdrper £ mit ¢ Elementen mit

(1) ¢ — oo und g fest, oder
(i7) q fest und g — oo.

In der Kryptographie betrachtet man meistens die Situation (). Die Struktur der
Punktgruppe elliptischer Kurven kann in polynomialer Laufzeit in log(q) berech-
net werden [31, 49]. Durch die Verallgemeinerung dieser Methode wurde in [24]
ein probabilistisches Verfahren fiir die Berechnung des L-Polynoms eines globa-
len Funktionenkdrpers F/k mit in log(q) polynomialer, in g aber exponentieller
Laufzeit erhalten.

Fiir die Situation (i7) gibt es in g subexponentielle, in log(g) aber exponentielle
probabilistische Verfahren zur Bestimmung der Struktur der Klassengruppe fiir
hyperelliptische Funktionenkorper [1] und fiir speziell reell-quadratische Funktio-
nenkorper [53]. Wie in [39] bemerkt, scheint die Berechnung des L-Polynoms in
Situation (7i) schwieriger zu sein.

Wir entwickeln in dieser Arbeit einen probabilistischen Algorithmus zur Berech-
nung der Klassengruppe beziehungsweise Divisorenklassengruppe eines globalen
Funktionenkdrpers F/k fiir die Situation (i7), dessen Laufzeit unter einer gewissen
Annahme in g subexponentiell und in log(¢q) exponentiell ist, und verallgemeinern
damit Methoden aus [50] und [53]. Wir gehen hierbei von einer Darstellung des
Funktionenkoérpers durch

F = k(z, p) mit f(z,p) =0

fiir ein in y normiertes und separables, irreduzibles Polynom f(x,y) € k[z, y] aus.
Dieser Algorithmus wurde von uns im Computeralgebrasystem KASH, [25], imple-
mentiert und auf seine Anwendbarkeit iiberpriift. Damit ist es erstmals mdoglich,
die Klassengruppe beziehungsweise Divisorenklassengruppe globaler Funktionen-
kérper mit deg, (f(z,y)) > 3 zu berechnen.

Unser Algorithmus basiert auf der Relationenmethode, die zuvor bereits in Ein-
heiten- und Klassengruppenberechnungen verwendet wurde [7, 23, 50, 53]. Jede
endliche, abelsche Gruppe kann als Faktorgruppe einer endlich erzeugten, freien
abelschen Gruppe nach einer von den sogenannten Relationen erzeugten Unter-
gruppe dargestellt werden. Die Idee fiir die Klassengruppenberechnung ist, als
freie Erzeuger geeignet gewihlte Divisoren vom Grad null zu verwenden und
dann die durch diese Divisoren darstellbaren Hauptdivisoren, die Relationen, zu
bestimmen.
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Die Tréger der die Klassengruppe erzeugenden Divisoren bilden die aus Stellen
von F'/k bestehende Faktorbasis S. Unter Verbesserung einer &hnlichen Schran-
ke aus [53] weisen wir nach, dafl es fiir ¢ > 0 beispielsweise geniigt, wenn die
Faktorbasis die Stellen von F/k eines Grads kleiner gleich

max{ [2log, (49 — 2)], [2log,(29)] + 1}

enthilt. Fiir die Relationensuche sind dann alle Hauptdivisoren mit Triger in
S zu finden. Dazu entwickeln und verwenden wir Methoden fiir die Reduktion
und fiir die Berechnung der Riemann-Roch-Ridume von Divisoren. Mit Hilfe einer
Approximation der Klassenzahl, die aus den Anzahlen der Stellen eines dhnlich
wie zuvor beschrinkten Grads berechnet wird, konnen wir schliellich testen, ob
die volle Gruppe der Hauptdivisoren gefunden wurde.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Im ersten Kapitel stellen wir die theoretischen und algorithmischen Grundlagen
fiir algebraische und speziell globale Funktionenkérper zusammen.

Im zweiten Kapitel geben wir eine konstruktive Fassung der Riemann-Roch-
Theorie und beschreiben Algorithmen zur Bestimmung des Geschlechts, zur Re-
duktion von Divisoren und der Berechnung ihrer Riemann-Roch-Raume fiir allge-
meine algebraische Funktionenkérper. Wir erweitern diese Methoden, so daf auch
diskrete Bewertungen des Konstantenkdrpers beriicksichtigt werden konnen.

Im dritten Kapitel stellen wir die Grundlagen fiir L-Reihen globaler Funktio-
nenkorper fiir Charaktere endlicher Ordnung der Divisorenklassengruppe zusam-
men und beweisen die benotigten Schranken fiir die Erzeugung der Klassengruppe
und die Approximation der Klassenzahl mit Hilfe des Satzes von Hasse-Weil. Wir
formulieren weiter eine Version des Satzes von Brauer-Siegel fiir globale Funk-
tionenkorper und gehen auf Strukturaussagen iiber die Klassengruppe und die
Beziehung der p-Torsion zu einem Differentialraum ein.

Im vierten Kapitel betrachten wir Glattheitseigenschaften, mit denen Ergebnisse
iiber die Erfolgswahrscheinlichkeit der Relationensuche erhalten werden konnen.
Die eigentlich benétigte, aufgrund der vorangegangenen Uberlegungen plausible
und heuristische unterstiitze Aussage formulieren wir als Glattheitsannahme.

Im fiinften Kapitel kommen wir zur Beschreibung des Klassengruppenverfahrens.
Nach Erlduterung der allgemeinen Strategie beschreiben wir deterministische, in g
exponentielle Techniken und eine probabilistische, unter der Glattheitsannahme
in g subexponentielle Technik zur Relationensuche. Auf letzterer baut der in der
Praxis eingesetzte Algorithmus auf, der anschlieend formuliert wird.
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Im sechsten Kapitel erwihnen wir Anwendungen des Klassengruppenverfahrens
zur Bestimmung von Einheiten- und Idealklassengruppen und zur Berechnung
des diskreten Logarithmus.

Im siebten Kapitel fiithren wir einige illustrative Beispiele an, die das Laufzeitver-
halten und die Anwendbarkeit des Verfahrens unter Variation der wesentlichen
Parameter ¢ und g demonstrieren.

Ich mochte an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. M. E. Pohst ganz herzlich fiir seine
Hinweise, Unterstiitzung und die gute Zusammenarbeit wihrend der Anfertigung
dieser Arbeit danken.

Ferner danke ich Herrn Prof. Dr. F. Grunewald fiir die Ubernahme des Korefe-
rats, allen Mitgliedern der Kant-Gruppe, Dr. C. Fieker fiir die Durchsicht einer
vorlaufigen Fassung der Arbeit und Dr. R. Auer fiir einige Hinweise zur Verbes-
serung von KASH.

Dariiber hinaus bedanke ich mich fiir die Férderung durch ein NaF6G-Stipendium
bei den dafiir zustdndigen Personen.



Kapitel 1
Grundlagen

In diesem Kapitel werden die dieser Arbeit zugrundeliegenden Definitionen und
theoretischen sowie algorithmischen Aussagen fiir algebraische Funktionenkorper
bereitgestellt und Notationen vereinbart. Fiir die Theorie der algebraischen Funk-
tionenkdrper verweisen wir auf [11, 12, 13, 55], fiir algorithmische Aspekte auf
9, 36, 37, 50, 53].

1.1 Notation und Grundlagen

Ein algebraischer Funktionenkdrper F'/k (in einer Variablen) iiber einem Korper &
ist eine Korpererweiterung F' von k, so dafl F' eine endliche Erweiterung von k(z)
fiir ein {iber k transzendentes Element x € F' ist. Der Korper k£ wird Konstan-
tenkorper genannt. Der algebraische Abschlufl £y von £ in F' hat endlichen Grad
iber £ und wird der exakte Konstantenkorper von F/k genannt. Ein globaler
Funktionenkorper F'/k liegt vor, wenn k ein endlicher Kérper F, ist.

Unter einer Stelle P von F/k verstehen wir das eindeutig bestimmte, maximale
Ideal eines (diskreten) Bewertungsrings von F'/k. Der zugehorige Bewertungsring
werde mit op , die zugehorige exponentielle, surjektive Bewertung F' — Z U {oc}
mit vp bezeichnet. Fiir jedes Element von kg liefert vp den Wert null. Der Rest-
klassenkorper von P ist der Korper op/P. Der Grad von P ist der Grad der (stets
endlichen) Korpererweiterung von op/P iiber ky. Wir schreiben PI(F/k) fiir die
Menge aller Stellen von F/k , Pi"(F/k) fiir die Menge der Stellen vom Grad n
und PI="(F/k) fiir die Menge der Stellen vom Grad kleiner gleich n. Mittels des
Grads von Stellen erhalten wir eine Abbildung deg : PI(F/k) — Z. Gehen wir
in diesen Definitionen vom Kérper k zu einem Teilkérper & von ko mit endlichem
Index [ko : k] iiber, so éindern sich Stellen, Bewertungen und Restklassenkérper
nicht. Wir definieren den Grad iiber k als degj(P) = [ko : k] deg(P).

1



2 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Die Gruppe D(F/k) der Divisoren von F'/k wird als die von den Elementen aus
PI(F/k) erzeugte, freie abelsche Gruppe definiert. Wir schreiben das Gruppenge-
setz additiv. Die Elemente von D(F/k) sind die Divisoren von F/k. Ein Divisor
D ist also eine formale Summe 5 p/py 7P P, in der fast alle n,, null sind. Der
Exponent vp(D) einer Stelle P in D ist der Wert n,, der Triger supp(D) eines
Divisors D ist die Menge der Stellen P mit vp(D) # 0. Einen durch eine einzige
Stelle mit Exponent eins gegebenen Divisor nennen wir Primdivisor. Fiir Divi-
soren Dy, Dy definieren wir D; < D,, wenn < exponentenweise gilt. Ein Divisor
D > 0 heifit positiv.

Jeder Divisor 148t sich eindeutig als Differenz D = (D)y — (D)« positiver Divi-
soren schreiben, wobei (D)o Nullstellendivisor und (D), Polstellendivisor von D
genannt wird. Fiir eine Menge M von Divisoren oder Stellen von F'/k bezeichnen
wir mit (M) die von M erzeugte Untergruppe von D(F/k). Die Gradfunktion deg
(degj) wird additiv auf D(F/k) fortgesetzt, analog sprechen wir vom Grad eines
Divisors. Die Menge der Divisoren vom Grad n bezeichnen wir mit D™ (F/k).
SchlieBlich definiert die Zuordnung a — (a) := - pepy(p/p) vp(a) P einen Homo-
morphismus (-) : F* — D°(F/k), dessen Bild aus den sogenannten Hauptdivi-
soren besteht und mit P(F/k) bezeichnet wird. Der Kern von (-) stimmt mit dem
exakten Konstantenkorper ko von F/k iiberein. Den Nullstellen- beziehungsweise
Polstellendivisor eines Hauptdivisors notieren wir in der Form (a)y beziehungs-
weise (@) oo-

Es sei D ein Divisor von F/k. Der Riemann-Roch-Raum £(D) von D wird defi-
niert als

L(D) := {a€ F*|(a) > -D} U {0}.

Hierbei handelt es sich um einen endlich-dimensionalen k-Vektorraum, dessen
Dimension mit dim(D) notiert wird. Zur Angabe des Konstantenkorpers, iiber
dem die Dimension gemessen wird, schreiben wir wie beim Grad gelegentlich
dimg (D). Fiir weitergehende Aussagen, insbesondere den Satz von Riemann-Roch
und die Definition des Geschlechts g, sei auf [55] und Kapitel 2 verwiesen.

Die Menge aller Differentiale von F/k wird mit Q(F/k) bezeichnet. Hierbei han-
delt es sich um einen eindimensionalen F-Vektorraum. Wie iiblich verwenden wir
die Abbildungen d : F — Q(F/k) und (-) : Q(F/k) — D(F/k). Es sei D ein
Divisor von F/k. Wir bezeichnen den Differentialraum von D mit

(D) = {w e QF/k) | w) > D).

Dies ist nur noch ein k-Vektorraum. Entsprechend der Exponenten vp ((w)) hei-
flen die in (w) vorkommenden Stellen P Null- beziehungsweise Polstellen von w
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mit den Ordnungen vp((w)). Fiir diese und weitere Aussagen iiber Differentiale
siehe [11, 13, 33, 53].

Die Divisorenklassengruppe CI(F/k) wird definiert als D(F/k) / P(F/k), die Fak-
torgruppe der Gruppe aller Divisoren nach der Gruppe der Hauptdivisoren. Thre
Elemente heiflen Divisorenklassen, das Bild eines Divisors D unter dem kano-
nischen Homomorphismus [-] : D(F/k) — CI(F/k) schreiben wir als [D]. Die
Funktionen deg : D(F/k) — Z und dim : D(F/k) — Z faktorisieren durch [-],
lassen sich also (vertreterweise) auch auf CI(F/k) definieren. Wir sprechen ana-
log vom Grad beziehungsweise der Dimension einer Divisorenklasse iiber k. Die
Divisorenklassen vom Grad n werden mit CI"(F'/k) bezeichnet. Speziell die Diviso-
renklassen vom Grad null bilden eine Untergruppe CI°(F/k) = D°(F/k) / P(F/k)
von CI(F'/k), die wir als Klassengruppe von F'/k bezeichnen. Thre Ordnung, even-
tuell unendlich, wird die Klassenzahl h(F/k) von F/k genannt.

1.1. Proposition. (i) Fir die Divisorenklassengruppe gilt:

CI(F/k) = CI°(F/k) @ 7.

(1) Die Klassenzahl eines globalen Funktionenkdrpers ist endlich.

Beweis. Der erste Teil folgt aus CI(F/k) = CI°(F/k)+([D]), wobei D einen
Divisor von F/k kleinsten, positiven Grads bezeichnet. Fiir die zweite Aussage
siehe [55, S. 159]. O

Fiir einen globalen Funktionenkdrper gibt es immer einen Divisor vom Grad eins,
(48], [55, S. 164], der fiir diese Isomorphie herangezogen werden kann.

Es sei S eine Menge von Stellen von F'/k. Ein Divisor, dessen Tréger nur aus
Stellen aus S besteht, wird S-glatt genannt. Die Gruppe der S-glatten Divisoren
wird in Ergénzung zur bisherigen Notation mit D(S) bezeichnet. Analog setzen
wir D™(S) :=D™(F/k)ND(S) und P(S) := P(F/k) N D(S). Die Elemente von
F*, deren Hauptdivisoren in P(S) liegen, werden S-Einheiten von F/k genannt.
Die S-Einheiten und die S-glatten Hauptdivisoren bilden jeweils eine Untergruppe
von F* beziehungsweise D(S).

Fiir eine nicht-leere Stellenmenge S werde mit og der Ring der an allen Stellen
aus S ganzen Elemente von F'/k bezeichnet, also der Ring derjenigen Elemente
a € F, fiir die vp(a) > 0 fiir alle P € S gilt. Komplementiir wird 0° als der Ring
der an allen Stellen aufierhalb von S ganzen Elemente definiert. Es folgt aus [11,
S. 58ff., S. 64], daf beide Ringe Dedekindringe sind. Thre Idealgruppen werden
mit Jg beziehungsweise J° bezeichnet. Fiir 0° gilt weiter, da§ die Primideale aus
3% eineindeutig und bewertungserhaltend mit den nicht in S befindlichen Stellen
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korrespondieren, daf die Einheitengruppe (0%)* genau von den S-Einheiten von
F/k gebildet wird und da8 der Quotientenkdrper von o° mit F' iibereinstimmt.
Wir bezeichnen die Idealklassengruppe von o° mit Cl(0®) und ihre Ordnung,
eventuell unendlich, mit h(S). Die Idealklassengruppe ist eine Faktorgruppe der
Divisorenklassengruppe: Cl(0%) = D(F/k)/ (D(S) + P(F/k)).

Zur Verkniipfung aller dieser Strukturen betrachten wir

1.2. Proposition. FEs sei ¢ : G — H ein Homomorphismus abelscher Gruppen
und U eine Untergruppe von G. Man hat die kanonische exakte Sequenz

0 — ker¢gNU — kerp — G/U — ¢(G)/p(U) — 0.

Beweis. Die durch ¢ induzierte Abbildung G/U — ¢(G)/¢(U) ist surjektiv, so
daf} die Exaktheit bei ¢(G)/o(U) folgt. Ist a € G mit ¢(a) € ¢p(U), so gibt es ein
u € U, so daBB a —u € ker ¢ ist. Der Kern von G/U — ¢(G)/¢(U) besteht daher
aus (ker o+ U)/U = ker ¢/ (ker oN U), so dafl sich die Exaktheit an den anderen
drei Stellen ergibt. O

Hieraus resultieren zwei Folgerungen:
1.3. Korollar. Man hat eine kanonische exakte Sequenz
0 — D°(S) /P(S) — CI°(F/k) — Cl(0”)
— deg(D(F/k)) / deg(D(S)) — 0.

Beweis. Hierfiir wird G := CI(F/k), H == Z, ¢ := deg und U := (D(S
P(F/k))/P(F/k) gesetzt. Dann gilt ker¢ = CI°(F/k), ker¢ N U = (D°(S
P(F/k))/P(F/k) = D°(S)/P(S), G/U = D(F/k) / (D(S) + P(F/k)) = CI(
und 6(G)/6(U) = deg(D(F/R)) | deg(D(S))

Aufgrund dieses Korollars definieren wir den S-Regulator durch

R(S) = (D°(S) : P(S)).

)
)
0

+
_|_
%)
0

Damit gilt dann die Formel
R(S) h(S) = deg(D(S)) h(F/k),

sofern auBer deg(D(S)) mindestens zwei der beteiligten Werte endlich sind, vgl.
auch [3, S. 14], [43].

1.4. Korollar. Es sei A ein S-glatter Divisor mit deg(A) > 0. Dann hat man
die kanonische exakte Sequenz

0 — D°(S)/P(S) — D(S)/ ((A) + P(S)) — deg(D(S)) / deg(A)Z — 0.
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Beweis. Hierfiir wird G := D(S)/P(S), H := Z, ¢ := deg und U := ((4) +
P(S)) / P(S) gesetzt. Dann gilt ker ¢ = D°(S)/P(S), kerp NU = {0}, G/U =
D(S)/((A) + P(S)) und ¢(G)/¢(U) = deg(D(S)) / deg(A)Z. a

Die Gradbewertung v, zur ,,unendlichen® Stelle co eines rationalen Funktionen-
korpers k(z) ist durch vy (f/g) := deg(g) — deg(f), f,g € k[z] definiert. Wir
verwenden deg := —v, dann auch fiir Elemente aus k(z). Die Elemente nicht
positiven Grads von k(z) bilden den diskreten Bewertungsring 0.

Fiir eine unitdre Ringerweiterung kommutativer Ringe A C B definieren wir
Cl(A, B) als den Ring der iiber A ganzalgebraischen Elemente von B.

1.2 Darstellung von Funktionenkoérpern und Al-
gorithmen

In diesem Abschnitt soll kurz auf die Darstellung von Funktionenkoérpern und
auf grundlegende Algorithmen Bezug genommen werden, die wir in dieser Arbeit
benétigen werden.

Einen algebraischen Funktionenkdrper F/k realisieren wir als den Quotienten-
korper der ,endlichen Gleichungsordnung k[x,y] / f(x, y)k[z, y], wobei f(x,y) =
y"+a1y" '+ -+a, € k[x][y] ein irreduzibles Polynom ist, welches normiert und
separabel in y ist. Eine solche Darstellung existiert fiir jeden algebraischen Funk-
tionenkorper (einer Variablen) iiber einem vollkommenen Konstantenkorper k,
[50, S. 2], [55, S. 128]. Das Element z wird dann ein separierendes Element von F'/k
genannt. Anders ausgedriickt gilt F' = k(x, p) mit f(z, p) = 0. Um Komplexitits-
aussagen treffen zu konnen, definieren wir Cy := max{[deg(a;)/i] |1 < i < n}.
Damit gilt degdisc,f(z,y) < Cyn(n — 1) (man sieht dies mit dem Differenzen-
produkt unter Beachtung der Tatsache, dafl p/x“ ganzalgebraisch iiber o0, ist).

Fiir diese Darstellung betrachten wir insbesondere die ganzalgebraischen Ab-
schliisse Cl(k[z], F) und Cl(os, F). Wird S als die Menge der ,,unendlichen Stel-
len“ von F/k(z) gewéhlt, also die Menge der Stellen von F/k iiber der unend-
lichen Stelle oo von k(z), so gilt 0% = Cl(k[z], F) und o5 = Cl(ow, F). Aufier-
dem hat man S = supp((z)). Weil k[z] und o, Hauptidealringe sind, besitzen
Cl(k[z], F) und Cl(oc, F') Ganzheitsbasen bestehend aus [F : k(z)] Elementen,
entsprechendes gilt fiir ihre Ideale. Solche Basen sind modulo unimodularer Trans-
formationen iiber k[z] oder 0 eindeutig bestimmt. Die Norm Np/p,)(a) eines
(gebrochenen) Ideals a von Cl(k[z], F) oder Cl(0, F) wird als Determinante
einer Ubergangsmatrix einer Ganzheitsbasis zu einer Idealbasis von a (modulo
Einheiten von k[z] oder 04) definiert und ist multiplikativ.
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In Algorithmen gehen wir davon aus, dal der Korper k& berechenbar ist, dafl also
die Null und die Eins zu Verfiigung stehen und dafl mit vorgegebenen Elemen-
ten die Operationen +, —, -, / und die Abfrage auf Gleichheit ausgefiihrt werden
konnen. Hiermit erhélt man die Moglichkeit, auch in Polynomringen k[x] und ra-
tionalen Funktionenkdrpern k(z) +, —, -, /,div, = berechnen zu kénnen (div soll
Teilen mit eindeutigem Rest bedeuten). Bei Laufzeitangaben werden die benotig-
ten Operationen und Zuweisungen in k sowie die Bitoperationen fiir entsprechende
Rechnungen in Z gezihlt.

Wir nehmen weiter an, dafl Algorithmen zur Berechnung von Ganzheitsbasen
der Ringe CI(k[z], F) und Cl(os, F'), zur Berechnung ihrer Primideale zu vorge-
gebenen Primelementen von k[z] beziehungsweise 04, eine Element- und Ideal-
arithmetik fiir Cl(k[x], F) und Cl(ooo, F) inklusive Idealfaktorisierung und Be-
wertungsberechnung beziiglich Primidealen zur Verfiigung stehen. Dies ist bei-
spielsweise fiir &k = F, oder £ = Zahlkorper der Fall, Implementierungen finden
sich in [25]. Mindestens fiir die Bestimmung der Primideale beziehungsweise der
Idealfaktorisierung werden hierbei insbesondere Faktorisierungsalgorithmen fiir
Polynome iiber k£ (und iiber Erweiterungen von k) benétigt. Uber das prinzipielle
Vorgehen dieser Algorithmen geben [9, 17, 36, 37], und speziell fiir die Funktio-
nenkorpersituation [50], Auskunft.

Im Fall globaler Funktionenkérper (also k = IF,) wird in [8] gezeigt, daff der Auf-
wand zur Bestimmung der Ganzheitsbasis 0° polynomial dquivalent zum Aufwand
der Bestimmung des quadratfreien Anteils der Diskriminante von f(z, y) als Poly-
nom in y ist. Da diese Aufgabe wiederum polynomial im Grad der Diskriminante
geldst werden kann, erhalten wir insgesamt einen in C; und n polynomialen Auf-
wand. Ohne an dieser Stelle auf die Details eingehen zu kénnen, merken wir an,
dafl auch die anderen angefiihrten Algorithmen eine in C; und n polynomiale
Laufzeit beno6tigen, in welche aber noch der maximale Grad der in den Darstel-
lungen der beteiligen Ideale auftretenden Polynome von k[z] polynomial eingeht.
Es ist speziell zu beachten, daf die Faktorisierung in k[z] einen im Grad polyno-
mialen Aufwand benétigt. Soll beispielsweise ein Potenzprodukt von Primidealen
ausmultipliziert werden, so bringt dies einen Aufwand mit sich, welcher polyno-
mial in Cf, n, der Anzahl und dem Grad der auftretenden Primpolynome ist. Die
beiden letzten Werte fassen wir spéter in einer ,Hohe“ zusammen.

Entsprechend Abschnitt 1.1 lassen sich die Stellen von F'/k durch die Primideale
von Cl(k[z], F) und Cl(os, F) eineindeutig repréisentieren. Hier gilt die Bezie-
hung deg(P) = |deg(Np/k()(p))| fiir eine Stelle P von F'/k und ein Primideal p
von Cl(k[z], F) oder Cl(os, F'), welche dieselbe Bewertung auf F/k definieren.
Fiir einen globalen Funktionenkorper sind wir damit in der Lage, alle Stellen
eines vorgegebenen Grads m zu ermitteln, indem die Primidealfaktorisierungen
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der Primpolynome des Grads < m aus k[z] in Cl(k[z], F) und die Primideale in
Cl(ooo, F) beriicksichtigt werden.

Ist k der exakte Konstantenkdrper von F'/k, so kann die Bestimmung der Anzahl
der Stellen vom Grad eins einer endlichen Konstantenkorpererweiterung F./k,
von F/k, [k, : k] = r und F, = Fk, fast ohne Faktorisierungen erfolgen: Bis auf
wenige Ausnahmen (,Indexteiler) geniigt es aufgrund des Satzes von Kummer
(37, S. 390], [55, S. 76], die Anzahl der Nullstellen von f(zg,y) fiir alle zy € k, zu
bestimmen, welche durch den Grad des ggT von f(zg,y) und 9 ™! — y gegeben
ist. Man beachtet auflerdem, daf§ dieser Grad fiir die Konjugierten von z, iiber k
gleich bleibt, weil f Koeffizienten in k£ hat (nicht-konjugierte 2, konnen mit einem
zyklischen Erzeuger von £ leicht aufgezihlt werden).

Obwohl diese Methode gegeniiber dem obigen Faktorisieren sehr effizient ist, zdhlt
sie doch auch zu den ,,naiven“ Methoden, weil der Aufwand exponentiell in r ist.
Fiir die Eigenschaften von Konstantenkorpererweiterungen siehe [55, S. 101ff.,
S. 163].

Spéter werden die Landau-Symbole verwendet: Es seien ¢, h : R”? — R. Wir
schreiben g = O(h), wenn es ¢, xy € R gibt, so daB |g(z)| < ¢ h(z) fiir alle z > x,
gilt. Wir schreiben g = o(h), wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein 5 € R gibt, so daf§
lg(z)| < eh(x) fir alle x > x4 gilt.

1.3 Gitter und Basisreduktion

Fiir die Berechnung von Riemann-Roch-Rdumen benétigen wir einen Reduk-
tionsalgorithmus fiir Matrizen in k(z)"*", welcher im Zusammenhang mit Git-
tern und der Basisreduktion in Funktionenkdrpern zu sehen ist. Wir geben die
wesentlichen Aussagen fiir den vereinfachten Fall der iiber einem Korper formaler
Laurentreihen definierten Gitter wieder, wobei der Funktionenkorper selbst noch
nicht auftritt. Dies geschieht in Abschnitt 2.5, wo Aussagen iiber die durch Funk-
tionenkorper definierten Gitter zusammengefafit werden. Es sei grundsétzlich auf
die (etwas unterschiedliche) Darstellung in [50] verwiesen.

Wir bezeichnen mit k((z~')) den Kérper der formalen Laurentreihen in 2. Der
Grad eines Elements sei der Exponent der grofiten darin auftretenden z-Potenz.
Fiir v € k((x™"))" bezeichnen wir mit deg(v) den Spaltengrad von v, also das
Maximum der Grade der Eintrige von v, und mit he(v) € k™ denjenigen Vektor,
der aus den Koeffizienten der deg(v)-ten Potenzen von x der Eintrige von v
entsteht (also die Koeffizienten der grofiten Potenzen, die anderen sind null).

Es seien nun A C k((z1))" ein freier k[z]-Modul des Rangs m und die vy, ..., v,
eine Basis von A. Wir setzen zusitzlich voraus, daf die Basiselemente k((z7"))-
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linear unabhéngig sind (dies ist gleichbedeutend damit, dafi A beziiglich deg dis-
kret ist, daf} es also immer nur endlich viele Vektoren mit beschrinkten deg-
Werten gibt). A ist dann ein ,nicht-archimedisches® Gitter. Das Maximum der
Grade der Determinanten von m x m-Teilmatrizen von (v,); ist eine Invariante
von A, die wir als Gitterdiskriminante auffassen konnen. Unter einem Reduk-
tionsschritt versteht man nun die Addition einer k[z]-Linearkombination der v,
zu einem v;, 1 # j, so daf} sich der Spaltengrad von v; verkleinert. Hierbei handelt
es sich um eine unimodulare Transformation. Die beziiglich der Spaltengrade auf-
steigend sortierte Basis vq,..., v, von A wird reduziert genannt, wenn eine der
folgenden, dquivalenten Bedingungen zutrifft:

1.5. Lemma. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(1) he(vy), ..., he(vy,) sind linear unabhingig,

)
(43) deg(3_, Ajv;) = max™, deg(Nw;) fir alle N; € k[z], 1 <i <m,
(¢ii) Y. deg(v;) ist gleich der Gitterdiskriminante,

)

(iv) vy,..., vy realisieren die sukzessiven Minima von A.

Beweis. Zum Beweis siehe auch [50]. Die Situation in (i) stellt eine nur auf die
fiithrenden Terme gerichtete Sichtweise von (i7) und (éi7) dar; die lineare Un-
abhéngigkeit bedeutet, daf} sich keine fiihrenden Terme ausléschen kénnen. Mit
diesen Bemerkungen kann man sich die Aquivalenz von (i)-(iii) klar machen.
Nummer (iv) folgt induktiv aus (i7). O

Diese Bedingungen bedeuten, dafl kein Reduktionsschritt ausgefiihrt werden kann.
Fiir eine nicht reduzierte Basis kann man also einen Reduktionsschritt ausfiihren,
der die Summe der Grade der v; verringert. Fiir diese Summe stellt die Gitter-
diskriminante aber eine untere Schranke dar, so dafl man nach endlich vielen
Reduktionsschritten zu einer reduzierten Basis kommt. Hieraus ergibt sich der
Reduktionsalgorithmus; man kann also immer eine reduzierte Basis konstruieren.
Eine Matrix, deren Spalten ungleich null eine reduzierte Basis bilden, nennen wir
reduziert.

Die Eigenschaft (ii7) kann man als Orthogonalitiitseigenschaft einer reduzierten
Basis auffassen. Das Konzept der Orthogonalitit 148t sich weiterverfolgen: Wir
betrachten ,orthogonale® oder auch ,isometrische Abbildungen des k((z~"))",
die durch unimodulare Matrizen T' € k[[z~!]]"*" mit Potenzreiheneintriigen gege-
ben werden: v — Tw. Fiir diese gilt deg(v) = deg(Tv). Zwei Gitter Ay, Ay heifien
nun isometrisch, wenn es ein solches T" mit A; = T'A, gibt. Reduzierte Basen
werden unter 7' in reduzierte Basen iiberfiihrt. Zwei isometrische Gitter besitzen
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dieselben sukzessiven Minima und dieselbe Gitterdiskriminante, wie man anhand
von Lemma 1.5 erkennen kann. Wir definieren das orthogonale Gitter des Rangs m
in k((z~"))" mit den Invarianten d; > --- > d,, € Z als das eindeutig bestimmte
Gitter, welches eine Basis der Form (z7%§; ;); € k((x™"))" fiir 1 < j < m besitzt.
Es gilt nun der folgende , Klassifikationssatz*:

1.6. Lemma. Essei A C k((x™"))" ein Gitter vom Rang m. Dann ist A zu genau
einem orthogonalen Gitter in k((z~1))" isometrisch.

Beweis. Wir bemerken als erstes, daf} k[[z']] ein euklidischer Ring fiir deg ist und
da3 Elemente kleineren Grads stets von Elementen grofieren Grads geteilt wer-
den. Man kann deswegen eine beliebige Basis von A durch k[[z~!]]-unimodulare
Zeilenoperationen in eine obere Dreiecksgestalt bringen, wobei die iiber der Dia-
gonalen stehenden Eintrége entweder null sind oder einen echt gréfieren Grad als
die darunter stehenden Diagonaleintrige haben. Das von dieser Basis erzeugte
Gitter A’ ist ein zu A isometrisches Gitter. Wegen (i) aus Lemma 1.5 muf sich
diese Basis von A’ wegen der Isometrie zu A bereits in Diagonalgestalt befinden,
wenn sie aus einer reduzierten Basis von A entsteht. Eine reduzierte Basis von A
existiert jedoch stets.

Fiir die noch zu zeigende Eindeutigkeit kann man sich leicht iiberlegen, dafl zwei
verschiedene orthogonale Gitter nicht isometrisch sein kénnen. O

Die fiir die spéitere Anwendung benétigte Version dieses Lemmas liest sich wie
folgt:

1.7. Korollar. In dem k(x)-Vektorraum V seien ein k[z|-Modul My und ein 0 -
Modul My, beide frei vom Rang n, gegeben. Dann gibt es Basen vy, ..., v, von M;
und by, ..., b, von My, so daf

(bl,...,bn)N: (Ul,...,l)n)

mit einer eindeutigen Matriz N der Gestalt N = (x7%6;;);; € k(z)™" und
dy > -+ >d, gilt. Die Basis vy, ...,v, kann durch Anwendung des Reduktionsal-
gorithmus auf die Spalten einer Transformationsmatrixz beliebiger Basen von M,
und My erhalten werden.

Beweis. Man betrachtet das von den Spalten einer Basistransformationsmatrix
M beliebiger b; und v; aufgespannte Gitter, wendet Lemma 1.6 an und erhilt
unimodulare Matrizen T' € 022" und R € k[z]™™ mit N = TMR wie gefordert.
Zu beachten ist, daBl T € o™ wegen M € k(x)™*" gilt. Die letzte Aussage ergibt
sich speziell aus dem Beweis von Lemma 1.6. 0
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1.8. Beispiel. Wir betrachten die (in Hermite-Normalform befindliche) Matrix

22—z 22 -2
0 X '
Diese Matrix ist nicht reduziert, weil die Summe der Spaltengrade 5 und der

Determinantengrad 4 betrdgt. Wir subtrahieren das z-fache der zweiten Spalte
von der ersten Spalte und erhalten die reduzierte Matrix

R )
—x? T '

Zur Berechnung der Normalform negieren wir die letzte Zeile, vertauschen sie mit
der ersten Zeile und ziehen von der jetzt letzten Zeile das 1/x-fache der ersten
Zeile ab. Daraus ergibt sich

-z

0 z2-1)"°

Nun wird das z/(x? — 1)-fache der letzten Zeile zur ersten Zeile addiert und die
letzte Zeile mit 2?/(x? — 1) skaliert. Daraus erhélt man das Endergebnis

2 0
0 22 )

1.9. Bemerkung. Bei dem Reduktionsalgorithmus handelt es sich um eine ver-
allgemeinerte Polynomdivision, operierend auf Spalten. Entsprechend kann man
ihn auch als eine Grobnerreduktion interpretieren. Fiir Funktionenkorper iiber-
nimmt der Reduktionsalgorithmus die Rolle, die der LLL-Algorithmus im Zahl-
korperfall spielt.



Kapitel 2

Konstruktive
Riemann-Roch-Theorie

Das Hauptziel dieses Kapitels ist, einen Algorithmus zur Bestimmung des Rie-
mann-Roch-Raums £(D) eines Divisors D eines algebraischen Funktionenkdrpers
F/k anzugeben. Wir benutzen dafiir eine idealtheoretische Fassung der Riemann-
Roch-Theorie, in deren Rahmen der Satz von Riemann-Roch relativ leicht be-
wiesen werden kann. Alle Strukturen sind hierbei einer direkten, algorithmischen
Behandlung zugénglich. Darauf aufbauend geben wir Methoden zur Divisorre-
duktion und zur erweiterten Riemann-Roch-Raum-Berechnung an, ziehen einen
Vergleich zur Geometrie der Zahlen fiir globale Funktionenkoérper und betrach-
ten als Anwendungen die Bestimmung von Differentialriumen und das explizite
Rechnen in der Divisorenklassengruppe.

Zur Vertiefung dieser Methoden verwenden wir im letzten, vergleichsweise um-
fangreichen Abschnitt zusétzlich diskrete Bewertungen des Konstantenkorpers
und beweisen Aussagen iiber die Struktur ganzalgebraischer Abschliisse und iiber
Teilriume von Riemann-Roch-Rdumen, deren Elemente zusitzliche Bewertungs-
bedingungen erfiillen. Anwendungen hiervon liegen beispielsweise in der Reduk-
tion algebraischer Funktionenkorper nach diskreten Bewertungen des Konstan-
tenkorpers im Sinne von [13, S. 187ff.]. Auf diese Ergebnisse werden wir jedoch
im weiteren Verlauf der Arbeit nicht zuriickgreifen.

Die in den Abschnitten 2.1 und 2.3 ausgefiihrten Gedanken wurden in dhnlicher
Form bereits in [48] verwendet, eine neuere Darstellung 148t sich in [27] finden.

In diesem Kapitel bezeichnet F'/k einen algebraischen Funktionenkdrper mit ei-
nem separierenden Element z, S := supp((z)e) und n := [F : k(z)], vgl. Ab-
schnitt 1.2.

11
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2.1 Basen der k-Ridume L£(D)

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist der folgende Satz zusammen mit seinem
konstruktiven Beweis:

2.1. Satz. Fiir jeden Divisor D von F/k gibt es eindeutig bestimmte, ganzratio-
nale Zahlen dy > --- > d, und Elemente vy,...,v, € F, so daf$ die Menge

{270 ]1<i<n,0<j<d+r}

fiir alle r € Z eine k-Basis von E(D + T(a:)oo) darstellt. Die Elemente vy,...,v,
sind k(x)-linear unabhingig.

Wir bemerken, dafl die obigen d; und v; nicht nur dem Divisor D zugeordnet
sind, sondern auch von dem Konstantenkoérper £ und dem separierenden Ele-
ment x abhingen; die Abhéingigkeit besteht genauer vom Polynomring k[z] C F.
Zur spiteren Bezugnahme definieren wir die d; als die k[x]-Invarianten von D,
geschrieben |D|; (wenn die Vorgabe von k[z] klar ist).

Um einen konstruktiven Beweis dieses Satzes geben zu konnen, iibersetzen wir
die obige Situation in einen idealtheoretischen Kontext:

2.2. Proposition. (i) Es besteht eine natiirliche, Bewertungen erhaltende Bi-
jektion zwischen der Menge der Stellen von F/k und der Menge der Prim-
ideale von 0° und von og,

(i7) durch diese Bijektion wird ein Isomorphismus der Gruppe der Divisoren
von F/k auf das direkte Produkt 3° x Jg der Idealgruppen induziert, D
(D%, Dg).

(i) Wenn D einen Divisor bezeichnet und D, Dg die zugehérigen Ideale in J°
und Js sind, dann gilt L(D) = (D)~ N (Dg)".

Beweis. Wir verweisen auf Abschnitt 1.1, S. 3 unten. Fiir (7i7) sei p ein Primideal
von 0%, P die zugehorige Stelle von F'/k und r die genaue Potenz, mit der p in D
aufgeht. Also ist 7 = vp(D) erfiillt. Weil 0¥ ein Dedekindring ist, gilt a € (D¥)~!
genau dann, wenn @ € F und vp(a) > —r ist. Analoges trifft fiir (Dg)™' zu, so

daB8 £(D) = (D%)~' N (Dg)~" folgt. O

2.3. Bemerkung. Es sei D ein durch (D, Dg) dargestellter Divisor. Dann wird
D +r(z)o durch (2"D%, Dg) und D + r(z)s durch (D% 27" Dg) dargestellt.
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Wegen Proposition 2.2, (iii) sind wir nun an der Beziehung von (D®)~! und
(Ds)~! in F interessiert. Die Ideale in 3% und Jg sind freie k[z]- beziehungswei-
se 0,-Moduln vom Rang n, wir kénnen daher Basen vy,...,v, € (D°)~! und
bi,...,b, € (Ds)~" von (D%)~" und (Dg)~" withlen. Weil F ein k(z)-Vektorraum
der Dimension n ist, existiert dariiber hinaus eine Matrix M € k(x)™*" so daf§
(by,...,by) M = (vy,...,v,) gilt. Wir sehen, daBl M eindeutig bis auf Multipli-
kation mit einem unimodularen R € 02" von links und einem unimodularen
T € k[z]™™ von rechts ist, denn je zwei Basen von (D®)~! oder (Dg)~! unter-
scheiden sich um zwei solche Transformationen. Korollar 1.7 pafit genau auf diese

Situation, wir konnen damit nun einen Beweis fiir Satz 2.1 geben:

Beweis von Satz 2.1. Wir fixieren ein D und beweisen zunéchst die Existenz.
Durch Wahl einer Basisiibergangsmatrix M fiir (D%)"! und (Dg)™! wie oben
und durch Anwendung von Korollar 1.7 sehen wir, daf} es Idealbasen (v;); von
(D%)=! und (b;); von (Dg)~" gibt, welche zueinander diagonal liegen mit einer
eindeutigen Transformationsmatrix (:c_diéi,j)i,j, in anderen Worten z~%b; = v,
mit eindeutigen ganzrationalen Zahlen —d; fiir 1 <1 < n.

Es sei nun r € Z beliebig. Der Divisor D + 7(z)« wird gemifl Bemerkung 2.3
durch das Paar (D®,27"Dg) von Idealen eindeutig dargestellt. Die Idealbasen
von (D%)~! und 2" (Dgs)~! sind (v;); wie vorher und (b}); mit b} = 2"b;. Diese
befinden sich bereits in diagonaler Lage. Wir betrachten nun den Schnitt von
(D%)~! mit 2"(Ds)~': Das Element z = Y, A\;v; mit beliebigen \; € k[z] liegt
in (D%)~'. Weil auf der anderen Seite 2 = Y"1 | \iz=% "V} gilt, sieht man, daf fiir
die Bedingung z € 27(Ds)~! notwendig und hinreichend ist, da8 \;z=%~" € 0,
gilt. Dies bedeutet aber, daf§ deg \; < d; + r ist. Aufgrund dieser Beobachtung
und der k(z)-linearen Unabhéngigkeit der v; ergibt sich die Aussage von Satz 2.1
iiber die Basis.

Als néchstes beweisen wir die letzte Aussage: Die k(z)-lineare Unabhéngigkeit
von Elementen v; wie im Satz folgt aus der Basiseigenschaft der z/v; fiir alle
r € Z. Denn wenn es eine Relation Y " \jv; = 0 mit \; € k[z] nicht alle null
geben wiirde, dann wiiren die Elemente 2/v; k-linear abhingig.

Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit jedweder d;, die Satz 2.1 zusammen mit be-
liebigen v; geniigen. Wir behaupten, dafl erstens vq,...,v, eine Idealbasis von
(D)t und zweitens x% vy, ..., 2% v, eine Idealbasis von (Dg) ! darstellen. Weil
es fiir jedes g € (D%)~! ein r € Z gibt, so daBf g € L(D + r(z)s) gilt, konnen
wir g durch die v; darstellen, und die erste Behauptung ist klar. Fiir die zwei-
te Behauptung merken wir an, daf es fiir jedes ¢ € (Dg) ™! ein h € k[x] gibt,
so daB g € L£(D + (h)o) ist. Wenn wir r := degh setzen, gilt 7(2)s = (h)oo
und auBerdem D + (h)g = D + r(z)s + (h), so daB die Elemente h~'z/v; mit
1<i<n,0<j<d;+r eine k-Basis von E(D + (h)o) darstellen (man beachte
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L(D+ (a)) = a 'L(D) fiir a € F*). Wir sehen also, daf§ g durch eine o.-lineare
Kombination der z%v,; dargestellt werden kann, was zu beweisen war.

Weil nun die Basen vy,...,v, von (D%)~! und z%vy,...,2%v, von (Dg)~! in
diagonaler Lage zueinander sind, schlielen wir auf die Eindeutigkeit der d; durch
die Eindeutigkeitsaussage von Korollar 1.7. U

Aus dem Beweis ergibt sich speziell die Gleichung

—Z\D\i = deg(det M), (2.4)

=1

wobei M wie zuvor die Transformationsmatrix einer Basis von (Dg)™! zu einer
Basis von (D®)~! ist.

Es ist klar, da§ es eine Verbindung zwischen den k[z]-Invarianten eines Divisors
D, dem Geschlecht und der Dimension des exakten Konstantenkorpers von F'/k
iiber k£ geben sollte.

2.5. Korollar. FEs bezeichne g das Geschlecht von F/k, und es sei ko der exakte
Konstantenkdrper von F/k. Fir die k[z]-Invarianten |D|; eines Divisors D gilt
dann

> ID]i = deg, D + [ko : k(1 — g) = n.

=1

Beweis. Wir wéhlen r € Z grof genug, so dafi der Divisor D + r(x)s nicht
speziell ist, [55, S. 33], und dafl » > |D|; fiir alle 1 < i < n gilt. Aufgrund des
Satzes von Riemann-Roch wissen wir dann, dafi dimy(D + r(z)s) = deg,(D +
r(2)) + [ko : k](1 — g) ist. Mittels Satz 2.1 bestétigen wir auf der anderen Seite
die Gleichungen dimg(D + r(2)s) = Do (|Dli +7+1) =rn+n+ > |D|.
Wegen deg, (D + r(z)s) = deg, D + rn erhalten wir das gewiinschte Resultat
durch Gleichsetzen. O

Das letzte Ergebnis erlaubt eine anschauliche Interpretation der Invarianten g
und [ko : k] des Funktionenkorpers F//k und des Grads eines Divisors D (fiir ein
festes, separierendes Element z): Durch diese wird ndmlich der ,Abstand“ der
den Divisor darstellenden Ideale D und Dg in F beschrieben. Bei wachsendem
Grad entfernen sich D® und Dg voneinander, wohingegen sich (D¥) ! und (Dg) !
annéhern (so daf Uberlappung entsprechend der Groe des Grads von D eintritt).

Fiir den Beweis des Korollars haben wir den Satz von Riemann-Roch verwendet.
Wir geben spiiter einen konstruktiven Beweis des Satzes von Riemann-Roch an,
welcher auf der geeigneten Reformulierung dieses Korollars aufbaut. Dies wird
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Korollar 2.10 sein, fiir welches wir einen alternativen Beweis verwenden, ohne
den Satz von Riemann-Roch vorauszusetzen.

Als Anwendung erhalten wir die folgende Schranke fiir das Geschlecht, vgl. [55,
S. 132], [18, S. 201], [33, S. 169]:

2.6. Korollar. Der algebraische Funktionenkdrper F/k mit dem exakten Kon-
stantenkdrper kg sei durch eine Gleichung f(x,y) = 0 mit einem in y normierten
und separablen, irreduziblen Polynom f(x,y) € k[x,y| gegeben. Dann gilt fiir das
Geschlecht von F/k

Cr(n—1)n —2(n— [ko : k])
2[kg : k] '

g <

Ist Cy =1 und ko =k, so erhdlt man daraus

(n—-1)(n-2)

<
g= 2

Beweis. Es sei p € F mit f(z,p) = 0. Wir betrachten Gleichungsordnungen
k[x, p] von 0° und o[p/x%] von og (p/xCf ist ganzalgebraisch iiber 04,). Fiir die
Transformationsmatrix der Basen haben wir dann

(17 xicfpa e 7xicf(nil)pnil)(xcf(iil)éi,j)i,j = (1: Ps--- 7pn71)'

Die Summe der Grade der hierin auftretenden z-Potenzen bildet wegen (2.4) eine
obere Schranke fiir die Summe der negierten k[z]-Invarianten des Nulldivisors.
Mit Korollar 2.5 erhalten wir dann: n + [k : k(¢ — 1) < Cyn(n — 1)/2, woraus
sich durch Umstellen der Ungleichung die Aussage ergibt. O

Man vergleiche diese Schranke fiir das Geschlecht mit der Schranke fiir den Dis-
kriminantengrad degdisc, f(z,y) < Cyn(n — 1) aus Abschnitt 1.2.

2.2 Riemann-Roch-Raum-Berechnung I

In diesem Abschnitt soll das Basisverfahren zur Berechnung des Riemann-Roch-
Raums eines Divisors beschrieben werden. Wir setzen die Maximalordnungen o°
und og als berechnet voraus (vgl. Abschnitt 1.2). Die Héhe eines Divisors D wird
als die Summe der Grade des Pol- und Nullstellendivisors von D definiert:

h(D) := deg; (D)o + deg; (D) wo-

Es gibt nun zwei wesentliche Arten der Darstellung eines Divisors D. Wie bis-
her verwendet kann D durch zwei Ideale D und Dg repriisentiert werden, von
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denen wir im Hinblick auf Proposition 2.2, (iii) aber besser nur die Inversen ver-
wenden. Diese Darstellung soll Idealdarstellung heiflen. Die andere Darstellung ist
einfach diejenige als Summe von Stellen beziehungsweise als Potenzprodukt von
Primidealen. Wir nennen sie die freie Darstellung. Die Divisorarithmetik wird fiir
Divisoren in freier Darstellung exponentenweise und fiir Divisoren in Idealdar-
stellung mit Idealarithmetik durchgefiihrt, wobei in beiden Féllen fiir Divisoren
Dy, Dy wegen Abschnitt 1.2 ein in Cf, n und max{ h(D;), h(D;) } polynomialer
Aufwand entsteht (die Grofle der Exponenten geht bei der freien Darstellung al-
lerdings nur logarithmisch ein). Durch Ausmultiplizieren der Primideale in einer
freien Darstellung kann man die Ideale D¥ und Dg der Idealdarstellung bestim-
men. Umgekehrt miissen diese beiden Ideale aber faktorisiert werden, um die im
Divisor aufgehenden Stellen und ihre Exponenten zu erhalten. Dieser Darstel-
lungswechsel erfordert in beiden Richtungen nach Abschnitt 1.2 ebenfalls eine
polynomiale Laufzeit in Cy, n und h(D). Durch die Verwendung von Hauptidea-
len kann man so auch Hauptdivisoren in freier Darstellung von Elementen aus
F* bestimmen.

Die Berechnung eines Riemann-Roch-Raums besteht aus der Berechnung seiner
Basis. Wir stiitzen uns dabei auf Satz 2.1 und unterscheiden Basen in kurzer
(durch v;, d; gegebener) und langer (durch z7v; gegebener) Darstellung.

2.7. Algorithmus. (Riemann-Roch-Raum-Berechnung I)
Fingabe: Ein Divisor D des algebraischen Funktionenkdrpers F/k.

Ausgabe: Eine k-Basis von L(D) in kurzer oder langer Darstellung.

1. (Basen) Bestimme k[z|- bezichungsweise 0o-Basen v\, ... v, und by, ... b,
der Ideale (D°)~! und (Dg) '
2. (Trafo) Bestimme M € k(x)™"™ mit (b),..., b, )M = (vi,...,v}).

e n

3. (Schnitt) Bestimme die gesuchte Basis vy, ..., v, mit den k[x]-Invarianten
d; durch Anwendung des Reduktionsalgorithmus auf die Spalten von M
gemdfs Korollar 1.7 und Satz 2.1.

4. (Ende) Ausgabe der Basis von Satz 2.1 in kurzer oder langer Darstellung.
Terminiere.

2.8. Bemerkung. Der Algorithmus benétigt insgesamt eine in C'y,n und h(D)
polynomiale Laufzeit: Die Grofle der Eintrige der Matrix M im zweiten Schritt
ist ndmlich polynomial in Cf, n und h(D). Folglich erfordert der Reduktionsalgo-
rithmus ebenfalls polynomiale Zeit in Cy, n und h(D).
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Wenn man Riemann-Roch-Réume zu Divisoren kleiner Hohe, also ungefihr in der
GroBenordnung von n oder C'y, berechnen méchte, eignet sich Algorithmus 2.7
gut. Gerade im Zusammenhang mit der Divisorenklassengruppe globaler Funk-
tionenkorper kann es aber vorkommen, dafl die Exponenten des Divisors in freier
Darstellung bei kleinen Stellengraden in der Gréflenordnung ¢9 liegen, wobei ¢ die
Elementanzahl von k£ und g das Geschlecht von F/Fk ist. Dies bedeutet dann einen
entsprechend der Bemerkung exponentiellen Zeitaufwand fiir Algorithmus 2.7. Die
Diskussion dieser Problematik wird in Abschnitt 2.6 fortgefiihrt.

2.9. Beispiel. Zur Demonstration der Methode betrachten wir ein méglichst ein-
faches Beispiel: Wir wihlen £ = Q, f(z,y) = v*> — 2> — 1 und F = k(z,p)
mit f(z,p) = 0, also einen elliptischen Funktionenkorper. Man rechnet leicht
nach, dafl op := Cl(k[z], F) = k[z,p] gilt. Fiir die Bestimmung von op :=
Cl(04, F) beachtet man, dafl p/2? ganzalgebraisch iiber o, ist. Das zugehorige
Minimalpolynom ist f(y) = 3? — (#* + 1)/2* € 04[y], und hierfiir gilt auch
Cl(0so, F) = 0s[p/2?]. Man sieht damit, dal Q der exakte Konstantenkdrper
ist und das Geschlecht eins betridgt. Wir wollen das von z — 2 erzeugte Haupt-
ideal in op faktorisieren. Nach dem Satz von Kummer faktorisieren wir dazu
f(x,y) mod (z — 2)k[x,y] in der Form y?> — 9 = (y — 3)(y + 3) und erhalten
(.’E — 2)0}7‘ = P1P2 mit P = (.’E — 2)0}7‘ + (p — 3)0}7‘ und Po = (.’E — 2)0}7‘ + (p+ 3)0}7‘
Daraus schliefien wir, daf§ es iiber der durch = — 2 definierten Stelle von k(x) vom
Grad 1 zwei unverzweigte Stellen P; beziehungsweise P, von F'/k vom Grad 1
gibt, an denen z den Wert 2 und p den Wert 3 beziehungsweise —3 annimmt. Wir
untersuchen nun die Zerlegung der unendlichen Stelle oo von k(z) in F. Dazu
mufl (1/z)op faktorisiert werden, weil 1/x ein Primelement von oo ist. Wie-
der mit dem Satz von Kummer und wegen fo.(z,y) = y*> mod (1/7)0s[y] gilt
(1/2)00 = p3 mit p3 = (p/2?)0F . Die unendliche Stelle von k(z) besitzt also
genau eine, verzweigte Fortsetzung vom Grad 1 auf F', die ebenfalls mit oo be-
zeichnet wird. Man kann daher auch sagen, dal # den Grad 2 und p den Grad 3
hat.

Nun soll schliellich der Riemann-Roch-Raum von D = 300 — Py, also der Schnitt
p1 N ps°, berechnet werden. Eine k[z]-Basis von p; wird durch (ay, ay) = (z —
2,p — 3) und eine o,-Basis von p;* durch (81, 3) = (2%/p) (1, p/2?) gegeben.
Daraus folgt die Basisbeziehung

(1, 00) = (B, f2) < 1?:5 - +01)/:1?5 ) < (1) :SQ > < xEQ _13 >

(51, B) < (z _02)/;5 (ﬁ:})}l/:ﬁ > |

Die Matrix ist bereits reduziert, so dafl die k[z]-Invarianten von D beide null
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sind und eine Basis des Riemann-Roch-Raums durch =z — 2,y — 3 gegeben wird.
Anschaulich gesprochen besteht £(D) aus den Elementen von p;, deren Grad
durch 3 beschriankt ist, so dafl das Ergebnis mit der obigen Bemerkung iiber die
Grade im Einklang steht.

2.3 Der Satz von Riemann-Roch

Unter Benutzung der idealtheoretischen Sprache aus Abschnitt 2.1 wollen wir nun
einen kurzen, konstruktiven Beweis des Satzes von Riemann-Roch 2.13 und eine
Definition des Geschlechts geben. Wir nehmen an, dal wir uns in der Situation
genau nach dem Beweis von Satz 2.1 befinden. Korollar 2.5 wird dann passend
wie folgt reformuliert:

2.10. Korollar. Fir einen algebraischen Funktionenkdrper F/k gibt eine Kon-
stante ¢, € 7, abhingig vom Konstantenkdrper k und vom gewdhlten separie-
renden Element x, so daf$ fir die k[x]-Invarianten eines Divisors D gilt:

n

Z \D|; = degy D + ¢ —n.

i=1

Beweis. Fiir zwei Ideale a, b von 0° oder og ist der Grad der Determinante einer
Ubergangsmatrix einer Basis von a zu einer von ab durch deg (NF/,C(I) (b)) gegeben.
Fiir einen zusétzlichen Divisor E von F/k stimmt die Summe — " | |D+ E|; we-
gen (2.4) mit dem Grad der Determinante einer Ubergangsmatrix einer Basis von
(DsEs)™! zu einer Basis von (D®E®)~! iiberein, analoges gilt fiir — > I, |D|:.
Durch Zusammensetzen erhilt man daher den Ausdruck —Y"" ,|D + E|; =
— 3" ID|i + deg(Np/uw) (Es)) — deg(Npr(a) (E®)). Weil fiir den Divisor E die
Gleichung deg,(E) = deg(Ng/k() (E®)) —deg(Nr k() (Es)) gilt, ergibt sich daraus

die Formel

> |D+E|;=deg, E+ ) |D|;.

1=1 i=1
Wegen dieser Formel kann ¢, unter Verwendung des Nulldivisors durch ¢, 1=
> 10]; + n definiert werden. O

Die Summe der k[z]-Invarianten eines Divisors ist also gleich seinem Grad plus
einer nur von k, 2 und dem Funktionenkérper F'/k abhingigen Konstante. Wir
konnen nun die Summe der nicht-negativen |D|; gem&f Satz 2.1 (fiir r = 0) un-
gefihr als Dimension von £(D) auffassen. Zum Beweis des Satzes von Riemann-
Roch 2.13 werden wir zeigen, daf} es einen zu D dualen Divisor D* gibt, dessen
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nicht-negative | D*|; ungefdhr mit den negativen |D|; {ibereinstimmen. Dies bedeu-
tet dann dimy D — dimy D* ~ Y | |D|; = deg, D + Konstante, welches bereits
die Riemann-Roch-Gleichung bis auf die gewissen Ungenauigkeiten darstellt.

Um nun die Existenz eines solchen D* zu zeigen, benutzen wir komplementire
Ideale, komplementére Divisoren und ihre grundlegenden Eigenschaften, vgl. [27,
S. 88ff.]: Es sei A ein Hauptidealring, K der Quotientenkérper, L/ K eine separable
Korpererweiterung vom Grad n und B der ganze Abschlufl von A in L. Wenn a
ein (gebrochenes) Ideal von B ist, so ist a# := {a € L|Try /x(ca) C A} das

komplementdre Ideal zu a. Wenn aq,...,a, € a eine A-Basis von a ist, dann
gibt es a?,... a¥ € o mit TrL/K(a?aj) = ¢;; fir 1 < i, < n, und diese

bilden eine A-Basis von a#. Wenn b ein weiteres Ideal von B ist, haben wir
(ab)* = a¥b!. Wieder in unserer Funktionenkdrpersituation sei der Divisor D
durch (a, b) dargestellt. Der k(z)-komplementdire Divisor D# zu D wird als der
durch (((a=")#)=', ((67")#)~") dargestellte Divisor definiert. Wir merken an, daf
diese Definition tatséchlich nur von dem rationalen Funktionenkorper k(z) und
nicht von z selbst abhiingt. Ahnlich wie oben gilt die Identitit (D + E)# =
D# — E fiir Divisoren D und E. Der Differentendivisor Dgk(zy von F/k(z) ist
gleich dem k(z)-komplementéren Divisor des Nulldivisors. Zuletzt definieren wir
den zu einem Divisor D (k, z)-dualen Divisor D* durch D¥ — 2(z).

Die néichsten Aussagen bilden die Grundlage des Satzes von Riemann-Roch:

2.11. Lemma. Fir die k[z]-Invarianten des zu D k(x)-komplementdren Divisors
D# gilt fiir alle 1 < i < n:
|D*|; = —[Dl;.

Beweis. Wir kiirzen a = (D®)~! und b = (Dg)~! ab. D* wird dann durch (a#)~!
und (b%)~! dargestellt. Wie in Abschnitt 2.1 seien ay, ..., a, eine k[z]-Basis von
a und by,...,b, eine 0,-Basis von b, so daB b, = z/Plig; fiir 1 < i <n gilt. Es
geniigt, b7 = 27 'Plia¥ zu beweisen: Es gibt \;; € k(z), so daB a# =S b
gilt. Damit erhalten wir \;; = TrF/k(x)(afbi) = x‘D‘iTrF/k(x)(afai) = zlPlig; ;,
wobei die erste und die letzte Gleichheit aufgrund der Dualbasiseigenschaft und
die zweite Gleichheit wegen b; = z/Plig; folgen. O

2.12. Lemma. Fiir jeden Divisor D von F/k und seinen (k,x)-dualen Divi-
sor D* gilt die Gleichung

dimy D = deg, D + ¢, + dimy D™

Beweis. Wir konnen > 5o(I1D}i +1) + 32 5.« (ID[i +1) = 3L, |D]; +n =
deg, D + ci, wegen Korollar 2.10 schreiben. Nach Satz 2.1 ist die Dimensi-
on dimg D gleich der obigen, ersten Summe. Wegen Lemma 2.11 und Satz 2.1
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sehen wir, daf} die k[z]-Invarianten von D* mit |D*|; = —|DJ|; — 2 iiberein-
stimmen. Aufsummieren fiir die Dimension von D* ergibt bereits dimy D* =
Y oip-so(IDFi+1) = =32 b« 1 (ID]; + 1), was das Negative der obigen, zweiten
Summe ist. O

Der Divisor D* kann wegen dem zuvor gesagten als D* = W}, , — D geschrieben
werden, wobei wir Wy, als Dg/g(z) — 2(#) o definieren. Weiter sei [ die Dimension
des exakten Konstantenkorpers kg von F'/k iiber k. Mit Lemma 2.12 erkennen wir
nun, dafl ¢, von [ geteilt wird und daf§ (Nulldivisor einsetzen) ¢, < [ gilt. Wir
definieren schlielich das Geschlecht von F'/k durch g :== 1 — ¢; ./l und erhalten

2.13. Satz (Riemann-Roch). Die Menge der Divisoren W wvon F/k, fir die
die Gleichung

dimy D = deg, D + (1 — g) + dimy (W — D)

mit beliebigen Divisoren D gilt, bildet eine nicht-leere Divisorenklasse von F/k.
Ihre Elemente W, die kanonischen Divisoren, werden exakt durch dimy W = lg
und deg, W = 2l(g — 1) unter allen Divisoren von F/k charakterisiert.

Beweis. Die Divisoren W;, , sind kanonische Divisoren, weil sie der geforderten
Gleichung wegen des vorangegangenen Lemmas fiir alle Divisoren D geniigen.
Auflerdem héngt die Definition des Geschlechts nicht von k£ oder x ab, weil fiir
Divisoren D grofilen positiven Grads dimy,(Wy, — D) = 0, folglich 1 — g =
dimyg, D —deg;, D gilt, und die rechte Seite ist sicherlich von x unabhéngig. Wenn
Wi obige Gleichung fiir alle Divisoren D erfiillt, haben wir dim; W; = lg und
deg, W1 = 2I(g — 1), wie man durch Einsetzen des Nulldivisors und W; fiir D
sehen kann. Wenn fiir W5 die Gleichungen dim; Wy = lg und deg, Wy = 2I(g — 1)
gelten, dann ist dimg(W; — W5) = [ und deg, Wy — W5 = 0, so dafl W und W,
derselben Divisorenklasse angehoren. Dies zeigt die letzte Aussage sowie, dafl die
kanonischen Divisoren tatsédchlich eine Divisorenklasse bilden. O

2.4 Eigenschaften der k[z|-Invarianten

In diesem Abschnitt soll auf weitere Eigenschaften der k[z]-Invarianten eines Divi-
sors D von F'/k eingegangen werden. Gilt dim (W — D) > 0 fiir einen kanonischen
Divisor W, so wird D speziell genannt.

2.14. Lemma. FEin Divisor D von F/k ist nicht speziell genau dann, wenn fir
seine k[x]-Invarianten |D|; > —1 gilt.
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Beweis. Fiir den (k, z)-dualen Divisor D* von D gilt dimy(W — D) = dimy, D* =
— > pli<_1([Dli+1) (wie im Beweis von Lemma 2.12). Daraus folgt die Giiltigkeit
der Aussage. O

2.15. Lemma. Fir die k[z]-Invarianten eines Divisors D von F/k gilt:
0 < |D}y —|D|, <I(1+g).

Beweis. Die erste Ungleichung ist klar, weil die |D|; per Definition in ¢ monoton
fallen. Durch Addition von Vielfachen von (z)« zu D dndert sich die Varianz
\D|; — |D|, der k[z]-Invarianten nicht (siehe Satz 2.1), so da} wir |D|; = 0,
folglich dimy D > 0 annehmen kénnen. Es sei D* der (k,x)-duale Divisor zu D.
Aus dimy D* = 0 folgt 0 > |D|; > —1 fiir alle 1 < i < n wegen Lemma 2.14, und
die Aussage ist wahr. Wir nehmen nun an, dafl dim; D* > 0 ist und benutzen
die Tatsache [55, S. 34], dal dimy A + dimy B < [ + dimg(A + B) fiir Divisoren
A und B mit dimy A > 0 und dim; B > 0 gilt. Entsprechend dem Vorgehen im
Beweis von Lemma 2.12 haben wir dimy D = 7 ;, -((|D]; +1) > |D|; + 1 und
dim, D* = =37 .« 1(|[Dli +1) > —[D|, — 1. Wegen D + D* = Wy, erhalten
wir durch Aufsummieren und unter Beachtung der zitierten Ungleichung, dafl
D|y+1—|D|,—1 < dimy D+dimy D* < [+1g gilt, womit der Beweis vollstindig
erbracht ist. 0J

2.5 Verbindung zur Gittertheorie in globalen
FunktionenkoOrpern

In diesem Abschnitt wollen wir die Relevanz der k[z]-Invarianten eines Divisors
D fiir die Geometrie der Zahlen eines globalen Funktionenkérpers F/k mit se-
parierendem Element z erldutern. Zu diesem Zweck wiederholen wir kurz eini-
ge Begriffe und Aussagen aus [50] (in etwas verdnderter Form). Die durch einen
Funktionenkérper gegebenen Gitter sind im allgemeinen nicht mehr iiber k((z7"))
wie die Gitter von Abschnitt 1.3 definiert, sondern beispielsweise iiber Puiseux-
reihenkorpern. Wir gehen hierauf nicht weiter ein, merken aber an, dafl die Git-
tertheorie aus Abschnitt 1.3 hier analog gilt.

Wir wechseln vom logarithmischen Lingenmafl deg zu einem Absolutbetrag mit-
tels der Beziehung log, | - | = deg(-): Im rationalen Funktionenkorper k(x) defi-
nieren wir den Absolutbetrag eines A € k(x) durch [A| = ¢~"=M), wobei ¢ die
(endliche) Anzahl der Elemente von k ist. Die Menge der Stellen iiber co wird als
S ={Py, P, ..., P} geschrieben, und wir bezeichnen mit v; beziehungsweise | - |;
die zu P; gehorige, surjektive exponentielle Bewertung beziehungsweise den Ab-
solutbetrag, so da8 |a|; = ¢~%(® fiir beliebiges a € F* gilt. Es sei nun D ein
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Divisor von F'/k. Wir definieren ¢; als den Exponenten von P; in D und e; als den
Verzweigungsindex von P; {iber co. Auf dem k(x)-Vektorraum F' existiert eine ul-
trametrische, | - |-lineare Norm | - ||, definiert durch |ja||,, = max?_, ¢=¢/* a\il/ei.
Der freie k[z]-Modul (D)~ ist diskret beziiglich | - ||, und wird das zu D (und
k, x) gehorige Gitter Ap genannt. Fiir diese Gitter haben wir den {iblichen Begriff
der sukzessiven Minima.

Eine Basis wy,...,w, von Ap, geordnet nach aufsteigenden | - || ,-Werten, wird
schwach reduziert genannt, wenn [log, || Y7 Niw;l[p| = max, [log, | Awil p]
fir alle \; € k[z], (1 < i < n) gilt. Sie heifit reduziert, wenn |37  Nw;|, =
max), | \w;l||, fiir alle \; € klz], (1 < i < n) gilt. Es ist klar, daf§ reduzierte
Basen auch schwach reduziert sind. Man kann nun beweisen, dafl reduzierte Ba-
sen die sukzessiven Minima von Ap realisieren und dafl es (im Fall der zahmen
Verzweigung der Stellen von S iiber oo) reduzierte Basen fiir alle Ap gibt [50].
Die Berechnung reduzierter Gitterbasen erfolgt im zahm verzweigten Fall mit dem
Reduktionsalgorithmus aus [50]. Hierfiir werden Approximationen der Gitterele-
mente in der Form von Puiseuxreihenentwicklungen verwendet.

2.16. Satz. Es sei D ein Divisor von F/k und Ap das zugehdirige Gitter beziig-
lich k, x. Die schwach reduzierten Basen wq,...,w, von Ap entsprechen genau
den Elementen vq,...,v, € F aus Satz 2.1. Weiterhin stehen die k[x]-Invarianten
|D|; und die Absolutbetrige |\w;|p (dies sind die sukzessiven Minima von Ap im
Fall einer reduzierten Basis) in der Beziehung

|D|; = —[log, ||willp |-

Beweis. Es sei D ein Divisor von F/k und r € Z. Wir merken als erstes an, daf
fir o € F' die Bedingungen o € L(D + 7(2)s) und a € Ap A log, |laf, < r
dquivalent sind, wie eine leichte Rechnung zeigt.

Es seien wy, ..., wy, schwach reduziert und ¢; := —[log, |ws|| ,]. Fiir beliebiges o =
i, Aiw; mit \; € k[z] und r € Z erhélt man wegen der schwachen Reduziertheit
der w; die folgenden Aquivalenzen:

0 € LD+ (1)) & logyflall, <
A “qu H)"LWZHD—‘ < r, fiir 1 < i < n,
& deg\; <t +r fiir 1 <1 <n.

Die Eindeutigkeitseigenschaft der k[z]-Invarianten von D aus Satz 2.1 ergibt, daf}
|D|; = t; ist und daf} die w; die Eigenschaft der v; aus Satz 2.1 besitzen.

Es bleibt zu zeigen, dafi beliebige Elemente v; des Satzes 2.1 schwach reduziert
sind. Dafiir sei @ = > | \jv; beliebig und 7 € Z minimal, so da8§ « € L(D +
7(2)eo) ist. Wegen Satz 2.1 haben wir \;u; € L(D + (%) ). Die am Anfang des
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Beweises erwiihnte Aquivalenz zeigt nun, da$ log, ||a|/, < r und log, [ A/, <r
fiir alle 1 < 7 < n gilt. Wegen der Minimalitdt von r erhalten wir daher r =
ﬂogq Ha||,ﬂ < max?_, ﬂogq ||)\ivi||Dw <r. O

2.6 Divisorreduktion

Wir kniipfen an die Situation des Abschnitts 2.2 an. Zur Vereinfachung der No-
tation betrachten wir Grade und Dimensionen nun iiber dem exakten Konstan-
tenkorper kg und setzen k = ky voraus.

2.17. Definition. Es sei A ein Divisor mit deg(A4) > 1. Der Divisor D heiBt
mazimalreduziert entlang A, wenn D > 0 und dim(D —rA) = 0 fiir alle » > 1 gilt.
Die Menge der entlang A maximalreduzierten Divisoren wird mit Djpd*(F/k, A)
bezeichnet. Es sei m > deg(A). Der Divisor D heift m-minimalreduziert entlang
A, wenn D > 0, dim(D) < m und dim(D + rA) > m fiir alle » > 1 gilt.
Die Menge der entlang A m-minimalreduzierten Divisoren wird mit D2, (F/k, A)
bezeichnet. Die Darstellung eines Divisors D als D = D + rA — (a) mit einem
entlang A maximalreduzierten (m-minimalreduzierten) Divisor 13, re€Z,a€ F*
(und m > deg(A)) nennen wir eine Mazimalreduktion (m-Minimalreduktion) von
D entlang A.

Die Eigenschaft eines Divisors, reduziert zu sein, ist zwar an sich nicht besonders
interessant, spielt aber wegen ihrer Verwendung bei Berechnungen mit der Di-
visorenklassengruppe eine wichtige Rolle. Wir bemerken die folgenden weiteren
Eigenschaften, wobei das Geschlecht von F/k mit g bezeichnet sei: Fiir entlang A
maximalreduzierte Divisoren D gilt dim(D) < deg(A) und deg(D) < g+deg(A).
Fiir entlang A m-minimalreduzierte Divisoren D gilt deg(D) < g+m.

Fiir eine m-Minimalreduktion D = D; +7rA — (a) haben alle weiteren m-Minimal-
reduktionen den gleichen Grad und werden durch D, := (b) + Dy fiir b € £(D;)
gebildet. Analoges gilt fiir die Maximalreduktionen. Man sieht daher, daf§ die m-
Minimal- und Maximalreduktionen entlang A mittels einer Basis von L(D,) in
cine 1-1-Beziehung zu den Punkten des projektiven Raums P4m(P1)(k) gesetzt
werden konnen (in der algebraischen Geometrie werden diese auch , vollstindige
lineare Reihen® genannt). Aus diesen Uberlegungen folgt

2.18. Proposition. Es sei A ein Divisor mit deg(A) = 1. Die Mazimalreduktion
eines Divisors D entlang A ist dann eindeutig. Anders ausgedriickt: Fir jede
Divisorenklasse [D] gibt es genau einen entlang A maximalreduzierten Divisor D
und ein eindeutig bestimmtes r € Z mit [D] = [D + rA.
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Beweis. Wir berechnen [D—rA] mit dem maximal méglichen, eindeutig bestimm-
ten 7 € Z, so dafl dim([D — rA]) = 1 ist. Die Klasse [D — rA] enthélt einen
einzigen, positiven Divisor 15, welcher entlang A maximalreduziert ist. Damit ist
D + rA ein eindeutiger Repriisentant von [D]. Die Eindeutigkeit von (a) ergibt
sich wegen (a) = D +rA — D. O

Ahnlich wie im Beweis der Proposition wollen wir nun die Schritte fiir eine Reduk-
tion von Divisoren in freier Darstellung erldutern. Dies wird bei der Berechnung
von Riemann-Roch-Riumen von Divisoren grofler Héhe oder grofien Grads eine
wirksame Hilfe sein.

Vorgegeben sei ein beliebiger Divisor A kleiner Hohe und kleinen Grads; beispiels-
weise ein Primdivisor vom Grad eins, falls existent. Einen Divisor D mit grofien
Exponenten schopfen wir mittels A aus. Dies soll heifien, dal wir ein (moglichst)
grofles Vielfaches von A von D subtrahieren, so dal D — rA noch eine Dimen-
sion grofler null besitzt. Hierbei kann r fiir einen Divisor negativen Grads selbst
negativ sein. Mit diesem Vorgehen konnen wir erreichen, daf D = (a) + D — rA
fiir a € L(D — rA) ein entlang A maximalreduzierter, ein m-minimalreduzierter
oder nur ein im Grad beschrinkter, positiver Divisor wird. Speziell hat man
dann D =D +rA— (a) und £(D) =a- L(D +rA).

Wir machen zwei Beobachtungen: Erstens, ist a bekannt, so bestimmt man daraus
D in Idealdarstellung, um Faktorisierung zu vermeiden. Zweitens, die Berechnung
von a und D ist weiterhin schwierig, da h(D — rA) im allgemeinen nicht klein
im Vergleich zu h(D) ist. Die hier explizit verwendete Darstellung von D durch
D nennen wir Elementarreduktion entlang A, iiber die Wahl von r verfiigen wir
spiter. Die Elementarreduktion sollte also nur fiir Divisoren kleiner Hohe aus-
gefiihrt werden.

Es gibt nun eindeutige Divisoren D, ..., Dy, so dai D = Y" 2'D; gilt und die
Exponenten in den D; betraglich eins sind. Die Anzahl der in D; auftretenden
Stellen sollte nicht zu grofl sein. Wir evaluieren diese Summe nach dem Hor-
nerschema, wobei vor jeder Multiplikation eine Elementarreduktion durchgefiihrt
wird. Mit Bm+1 := 0 nehmen wir fiir —1 < j < m induktiv an, daf}

m—j—1 m m
D=2""Dp;+ Y 2D;+A Y 2= Y 2(a)
i=0 i=m—j i=m—j

gilt. Durch~eine Elementarredu~kti0n von 2 l~)m_j + D,,_;_; erhalten wir die Dar-
stellung 2 Dy, _j + Dpy—j—1 = Dpy_j_1 + "p_j 1A — (am—j_1) desselbigen. Durch
Einsetzen dieses Ausdrucks sieht man, dafy die Darstellung von D mit j auch fiir



2.6. DIVISORREDUKTION 25

j + 1 gilt. Daraus ergibt sich fiir j = m :
D=Dy+AY 2r;—> 2(a) (2.19)
i=0 i=0

Die Grofle der Exponenten von D geht jetzt nur noch logarithmisch ein. Pro-
blematisch bleibt weiterhin die Anzahl der in den einzelnen D; auftretenden
Stellen. Hier summiert man die Stellen aus D; sukzessive auf und erhélt nach
jedem Schritt Teildivisoren in Idealdarstellung, auf die man die Elementarreduk-
tion anwendet. Die Anzahl der Stellen geht dann zwar weiterhin linear in die
Laufzeit ein, das Anwachsen der Héhen wird jedoch vermieden. Wir schreiben
also D; = D+ 1;A — Z;Zl(bi,j), wobei ¢ die Anzahl der in D auftretenden Stellen
und D} reduziert ist, setzen dies in Y ;" 2'D; ein und wenden das Vorgehen fiir
(2.19) auf >"7" 2D} an. Zusammenfassend erhilt man:

m m t
D = D, +A22i(n+li) — ZQ%’((ai) +Z(bi,j)> (2.20)
i=0 i=0 j=1

Wir kommen auf die Wahl von r in der Elementarreduktion zu sprechen. Man
kann zwei Strategien unterscheiden, wobei weitere denkbar sind: Gradreduktion
und Maximalreduktion entlang A. Die Gradreduktion liefert einen im Grad be-
schréankten, positiven Divisor IN), wohingegen die Maximalreduktion einen entlang
A maximalreduzierten Divisor D ergibt. Bei der Gradreduktion bestimmt man
also D — r A mit einem maximalen r € Z, so daf} g < deg(D —rA) < g + deg(A)
gilt. Dann hat man auf jeden Fall positive, eventuell relativ grofle Dimension,
und fiir die reduzierten Divisoren D gilt ebenfalls ¢ < deg(D) < g + deg(A).
Diese Reduktion ist nicht eindeutig. Bei der Maximalreduktion bestimmt man
wie im Beweis der Proposition 2.18 D — rA mit einem maximalen r € Z, so daf}
0 < dim(D — rA) < deg(A) gilt. Dann hat man deg(D) < g + deg(A), der Grad
kann also auch kleiner als g sein. Fiir einen Divisor A vom Grad eins ist diese
Reduktion eindeutig. Beide Reduktionsarten stimmen fiir vorgelegte Divisoren

h&ufig iiberein.
Wir fassen das Vorgehen in einem Algorithmus zusammen:

2.21. Algorithmus. (Divisorreduktion)

FEingabe: Divisoren A, D des algebraischen Funktionenkérpers F/k, wobei D in
freier Darstellung und deg(A) > 0 ist, und eine Strategie fiir die Ele-
mentarreduktion.

Ausgabe: FEin positiver Divisor D mit deg(f)) < g+deg(A), in Idealdarstellung
gegeben, ein r € Z und Elemente a;,b;j € F*, so dafi D = D +1rA —

> 20((a;) + 23:1(51',1')) mit t := |supp(D)| gilt.
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1. (Zerlegung von D) Berechne m € Z und Divisoren Dy, ..., Dy, deren Ez-
ponenten betraglich eins sind und fir die D =" 2'D; gilt.

2. (Tragerreduktion) Fir jedes i := 0,...,m wird D) sukzessive in Ideal-
darstellung aufgebaut, wobei nach jeder Addition beziehungsweise Subtrak-
tion eines Primdivisors von D; eine Elementarreduktion erfolgt. Dies liefert

Di = Dj+ LA =3 (biy).

3. (Exponentenre@vuktion) Es sei 5m+1 := 0. Berechne fir j:=—1,...,m—1
einen Diwvisor Dy,_;_1 in Idealdarstellung, ein Tm—j—1 € Z und apm_j—1 € F
mittels der Elementarreduktion angewendet auf 2 Dy, ; + D;nfjfl, so daf
2 Dm_j + D;n—j—l = Dm—j—l + Tm_j_lA - (am_]‘_l) gllt

4. (Ende) Setze D := Dy und r := S 24(ri + 1;). Ausgabe von D, r und
a;, b; j. Terminiere.

2.22. Bemerkung. Die Grofle der Exponenten geht logarithmisch und die An-
zahl der Stellen von D linear in die Laufzeit ein. Letzteres gilt, weil die Hohe
der D} wegen der Reduktion in Abhéngigkeit von deg(A) stindig beschrinkt
wird. Insgesamt gibt es also a, 3 € R”?, so dafi Algorithmus 2.21 eine Laufzeit
< Blog(h(D)) |supp(D)| (nCydeg(A)d)* bendtigt, wobei d der maximale Grad
der in D auftretenden Stellen ist. Die Elementarreduktion 148t sich in der Praxis
besonders giinstig fiir A = () durchfiihren.

2.23. Bemerkung. Wird ein Divisor A mit deg(A) = 1 gewihlt und als Strate-
gie fiir die Elementarreduktion die Maximalreduktion verwendet, so liefert Algo-
rithmus 2.21 fiir jeden Divisor D die eindeutige Maximalreduktion von D entlang
A (weil im letzten Schritt eine Maximalreduktion durchgefiihrt wird). Man kann
so eindeutige Représentanten fiir Divisorenklassen berechnen. Wéhlt man im Fall
eines globalen Funktionenkdrpers {iber dem exakten Konstantenkoérper mit g Ele-
menten ein A gréBeren Grads, so erhiilt man maximal (¢48() —1)/(¢g—1) Moglich-
keiten fiir eine Maximalreduktion 15, also eine ,beschriankte“ Mehrdeutigkeit.

2.24. Bemerkung. Die Berechnung aller m-Minimalreduktionen eines Divisors
D entlang A wird ebenfalls auf Algorithmus 2.21 zuriickgefiihrt. Man bestimmt
zuniichst die Maximalreduktion D = D + rA + (a) und sucht dann (biniire Su-
che moglich) das maximale j mit dim(D + jA) < m, wobei 0 < j < (g +m —
1—deg(D))/ deg(A)] gilt. Man erhiilt damit einen Vertreter der m-Minimalreduk-
tionen modulo Hauptdivisoren, die anderen ergeben sich entsprechend der Bemer-
kungen vor Proposition 2.18. Im Fall eines globalen Funktionenkdrpers lassen sich
die einzelnen m-Minimalreduktionen sogar direkt aufzdhlen, ihre Anzahl betrigt

nédmlich maximal (¢™ —1)/(q — 1), ¢ = |k|.
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2.7 Riemann-Roch-Raum-Berechnung II

Mit Hilfe der Divisorreduktion des vorigen Abschnitts und der Beziehung £(D) =
a-L(D +rA) fir D = D+ rA — (a) kénnen wir nun Riemann-Roch-Réume
auch fiir ,grofle“ Divisoren berechnen. Dazu beachten wir zwei Dinge: Enthélt
der Divisor D grofie Exponenten, hat dabei aber einen kleinen Grad, so sollte
die Berechnung von £(D + rA) mit der Divisorreduktion D = D 4 rA — (a) kein
Problem darstellen, weil die Dimension ebenfalls klein ist. Bei groflem Grad von D
ist aber auch die Dimension grof}, die Angabe einer Basis konnte Schwierigkeiten
bereiten. Doch auch dies stellt nach Satz 2.1 kein Problem dar, wenn A = ()4
gilt. Die Basiselemente konnen in diesem Fall parametrisch angegeben werden.
Daraus ergibt sich

2.25. Algorithmus. (Riemann-Roch-Raum-Berechnung II)
Fingabe: Fin Divisor D des algebraischen Funktionenkdrpers F/k.

Ausgabe:  Eine k-Basis von L(D) in kurzer Darstellung wie in Satz 2.1, wobei die
Basiselemente v; durch Potenzprodukte von Elementen aus F* gegeben
sind.

1. (Reduktion) Fihre unter Verwendung von A = (x)s und der Gradreduktion
eine Divisorreduktion von D gemdfs Algorithmus 2.21 durch, wir erhalten
D,reZundac F* mit D= D +rA— (a), wobei a das Potenzprodukt
der a; und b;; ist.

2. (Riemann-Roch) Berechne mittels Algorithmus 2.7 eine Basis von £(D) in
kurzer Darstellung, gegeben durch v\, ... v, und d,,...,d,.

8. (Ende) Setze vj = avj, dj := d+r fiir j :=1,...,n. Ausgabe von vy, ..., v,
und dq, . ..,d,. Terminiere.

2.26. Bemerkung. Gemifl Bemerkung 2.22 ist der Aufwand fiir diesen Algo-
rithmus von derselben Form wie der fiir Algorithmus 2.21.

2.8 Weitere Methoden zur Berechnung
von Riemann-Roch-Riumen

Wir wollen in diesem Abschnitt alternative Formen der Berechnung von Riemann-
Roch-Ridumen diskutieren beziehungsweise erwihnen.
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Aufgrund von Satz 2.16 148t sich der Riemann-Roch-Raum eines Divisors auch aus
einer reduzierten Basis des Gitters Ap und seinen sukzessiven Minima bestimmen.
Zu den Vorteilen dieser Methode: Eine reduzierte Basis enthélt mehr Information
als eine schwach reduzierte Basis, und zwar die Information iiber das Verzwei-
gungsverhalten der Stellen {iber co. Die Folge hiervon ist, dafl Satz 2.1 nun fiir
,verallgemeinerte“ Divisoren D+r(x)s mit 7 € R und rationalen k[z]-Invarianten
ausgesprochen werden kann. Wir bemerken, dafl sich dies giinstig auf die Maxi-
malreduktion von Divisoren entlang ()., auswirkt (das gesuchte r ist nun namlich
rational, so dafy auch Teildivisoren von () spezifiziert werden konnen).

Zu den Nachteilen zahlt, dafl die Gitterreduktion Approximationen verwendet.
Um korrekte Ergebnisse zu erhalten, ist daher die Verwendung einer ausreichen-
den Prézision beziehungsweise die Durchfiihrung einer Fehleranalyse unerlafilich.
Abgesehen von Prézisionsfragen ist die Gittermethode von der mathematischen
und von der programmiertechnischen Seite her aufwendiger. Wiahrend nur im
Fall der zahmen Verzweigung Puiseuxreihenentwicklungen zur Verfiigung stehen,
werden ansonsten allgemeinere P-adische beziehungsweise Hamburger-Noether
Reihen benoétigt. Schlieflich diirfte es Probleme bereiten, bei der Riemann-Roch-
Raum-Berechnung auch diskrete Bewertungen des Konstantenkorpers zu beriick-
sichtigen. Dies ist bei der hier beschriebenen, symbolischen Methode moglich und
wird in Abschnitt 2.10 behandelt.

Zur Riemann-Roch-Raum-Berechnung und zu ihren Anwendungen, siehe néchster
Abschnitt, gibt es ferner Methoden, die von der Seite der algebraischen Geometrie
inspiriert werden [6, 20, 57, 58]. Diese basieren auf dem Brill-Noether Algorithmus
und verwenden ebenfalls Reihenentwicklungen.

2.9 Anwendungen

Der Satz von Riemann-Roch dominiert die gesamte Theorie der algebraischen
Funktionenkdrper (einer Variablen). Entsprechend umfangreich sind die Anwen-
dungsgebiete konstruktiver Verfahren der Riemann-Roch-Theorie. Wir wollen ein
paar Beispiele erwéihnen.

Die Konstruktion algebraisch-geometrischer Codes kann mit Hilfe von Basen von
Riemann-Roch-R&umen und auch von Basen von Divisoren zugeordneten Diffe-
rentialriumen erfolgen, vgl. [55].

Die Berechnung von Differentialrdumen Q(D) selbst kann ebenfalls auf die Be-
rechnung von Riemann-Roch-Réumen zuriickgefiihrt werden. Der Funktionenkor-
per F/k iiber dem vollkommenen Koérper k& werde durch f(z,y) = 0 definiert,
wobei f(x,y) € k[x,y] in y normiert, separabel und irreduzibel ist. Wir deu-
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ten das Vorgehen nur grob an. Durch Anwendung des Differentialoperators d auf
f(z,y) = 0 erhilt man nach den Differentiationsregeln eine F'-lineare Relation
zwischen dy und dzx:

dy = —&d:c,

fy

wobei der Nenner ungleich null nach Voraussetzung an f(z,y) ist (f, und f, sind
die partiellen Ableitungen nach z und y). Ein beliebiges Element a von F' 148t sich
als rationale Funktion in x,y darstellen. Durch Anwenden von d auf a in dieser
Darstellung und unter Beachtung der Relation zwischen x und y erhilt man dann
ein b € F mit da = bdx. Man weif}, daf} sich jedes Differential als b dz fiir ein b € F
darstellen 148t. Der Divisor des Differentials bdz ist (bdz) = (b) + (dx), wobei
(dz) = Dpypz)—2(2) gilt, siehe [55, S. 156 (3.16)]. Den Differentendivisor kénnen
wir wie {iblich leicht mit Hilfe der Spurenmatrizen berechnen [9, S. 203, 4.8.18].
Insgesamt sind wir also in der Lage, den Divisor eines beliebigen Differentials zu
bestimmen. Andererseits siecht man auch, da8 fiir einen Divisor D die Ungleichung
(bdx) > D genau dann gilt, wenn (b) + (dz) — D > 0 ist. Diese Aquivalenz liefert
einen k-Vektorraumisomorphismus Q(D) — L((dz) — D), mit dessen Hilfe wir
dann schliefilich eine k-Basis von (D) berechnen kénnen.

Eine weitere, wichtige Anwendung liegt in der Moglichkeit, in der Divisoren-
klassengruppe eines algebraischen Funktionenkorpers explizit zu rechnen. Sind
zwei Divisorenklassen [D;] und [Ds] gegeben, so gilt trivialerweise [D1] + [Ds] =
Dy + Ds] und k[D,] = [kD,]. Es stellt sich aber die Frage, wann zwei Klassen
gleich beziehungsweise wann eine Klasse die Hauptklasse ist. Gleichheit von [D;]
und [Dy] gilt genau dann, wenn deg(D;) = deg(D5) und dim(D; — Dy) > 0 ist,
und dieser ,,Hauptdivisortest” kann mit den beschriebenen Methoden in einfacher
und effizienter Weise durchgefiihrt werden. Wir merken zusétzlich an, daf§ wegen
Bemerkung 2.23 auch eindeutige Représentanten selektiert werden konnen.

Schliefflich spielt die Riemann-Roch-Raum-Berechnung bei der Erzeugung von
Relationen fiir die Klassengruppenberechnung eines globalen Funktionenkdrpers
eine zentrale Rolle. Darauf kommen wir aber in Kapitel 5 noch eingehend zu
sprechen.

2.10 Zusétzliche Bewertungsbedingungen

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir diskrete Bewertungen des Kon-
stantenkorpers, falls vorhanden, unberiicksichtigt gelassen. Dies soll nun wieder-
um in einer idealtheoretischen Weise nachgeholt werden. Die Ergebnisse dieses
Abschnitts werden konstruktiv, aber theoretisch dargestellt; wir geben keine ex-
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pliziten Algorithmen an. Es werden Methoden der Theorie der Moduln iiber De-
dekindringen Verwendung finden, fiir die wir beispielsweise auf [10] verweisen.

2.10.1 Ein weiterer Grundring

Es sei R ein Dedekindring und & der Quotientenkdrper von R. Der Inhalt cont(g)
eines Polynoms ¢ € k[z] wird definiert als der grofite gemeinsame Teiler der von
den Koeffizienten von ¢ erzeugten Hauptideale. Es handelt sich hierbei um ein
(gebrochenes) Ideal von R. Diese Definition wird auf ganz k(z) durch die Setzung
cont(g/h) := cont(g)/cont(h) fir g,h € k[z] ausgedehnt. Die Inhaltsfunktion
besitzt drei Eigenschaften:

(1) cont(g) ={0} & g=0,
(#7) cont(gh) = cont(g)cont(h),
(#17) ged(cont(g),cont(h)) |cont(g + h) fiir alle g, h € k(z).

Man sagt, eine rationale Funktion habe ganzen Inhalt, wenn ihr Inhalt ein ganzes
Ideal von R ist.

Unter Verwendung eines festen, separierenden Elements = erweitern wir nun R
nach k(z) C F, indem wir R(z) als den Ring der rationalen Funktionen mit
ganzem Inhalt definieren. Dieser Ring wird die Rolle eines weiteren Grundrings
analog wie k[x] und o, spielen.

2.27. Proposition. Der Ring R{x) ist ein Hauptidealring und die Idealgruppen
von R und R{x) sind isomorph unter a — R(x)a. Die Umkehrabbildung hiervon
st b— bNE.

Beweis. Es sei a ein Ideal von R mit Erzeugern ay,...,a, € a. Das Ideal R{x)a
stellt ein von a := a,x"+- - -+ay erzeugtes Hauptideal R(x)a dar, weil cont(a) = a
gilt und die Inhalte aller Elemente von R{x)a durch a teilbar sind. Im Bildbereich
von a — R(x)a liegen also nur Hauptideale.

Es sei b € R(x). Fiir jedes A € cont(b) haben wir A\/b € R(x), folglich A €
R(x)b, so daB cont(b) C R(x)b gilt. Weil R(z)cont(b) ein Hauptideal ist und einen
Erzeuger desselben Inhalts wie b wegen des vorangegangenen Absatzes besitzt,
sind beide Erzeuger assoziiert (unterscheiden sich nur um Einheiten) und es gilt
R(z)cont(b) = R(z)b. Im Bildbereich von a — R(z)a liegen also alle Hauptideale
von R(x).

Die Abbildung a — R(z)a ist sicherlich multiplikativ, additiv und inklusionser-
haltend. Nach den beiden letzten Absétzen erhalten wir eine Isomorphie der Ideal-
gruppe von R zur Gruppe der Hauptideale von R(x). Die Abbildung b — bNk
ist fiir Hauptideale b von R(z) dann tatsdchlich die Umkehrabbildung.
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Es bleibt zu zeigen, daf§ jedes ganze Ideal b von R(z) ein Hauptideal ist. Wir
setzen a := ), . cont(b). Dies ist ein ganzes Ideal von R und es gilt R(z)a = b,
weshalb b ein Hauptideal sein musfl. O

Wir merken an, daf} jedes Ideal a von R wegen des Chinesischen Restsatzes als die
Summe zweier Hauptideale dargestellt werden kann. Daher sieht man, daf sich
jedes Ideal von R(x) bereits durch ein einzelnes Element von R oder ein Polynom
in R[z] vom Grad eins erzeugen lif}t.

Eine Gaufische Bewertung auf k(z) ensteht aus einer diskreten Bewertung von £,
welche wir zuerst auf k[z] als das Minimum der Bewertungen der Koeffizienten
eines gegebenen Polynoms definieren, und danach auf k(z) als Differenz der Be-
wertung des Zahlers und der Bewertung des Nenners einer rationalen Funktion
fortsetzen.

Die Primideale von R definieren diskrete Bewertungen von k und wir bemerken,
da R(z) auch als Ring derjenigen rationalen Funktionen von k(x) beschrieben
werden kann, deren Gauflsche Bewertungen fiir alle Primideale von R sédmtlich
nicht negativ sind.

2.28. Beispiel. Die Elemente a € Z(x), a # 0 lassen sich in der Form a = cf /g
normieren, wobei f, g € Z[x] teilerfremde Polynome des Inhalts eins sind, g einen
positiven Leitkoeffizienten besitzt und ¢ € Z~! ist. Bewertungen von a lassen sich
dann an ¢ ablesen, denn f/g ist eine Einheit in Z(z). Ahnliches kann man auch
im Fall geeigneter Hauptidealringe R tun.

2.10.2 Der ganze Abschlufl von R(z) in F

Der ganze Abschlufl von R(z) im Funktionenkérper F' ist ein freier R(z)-Modul
des Rangs n, weil wir uns geméfl Proposition 2.27 in der Situation eines endlich
erzeugten, torsionsfreien Moduls iiber einem Hauptidealring befinden. Eine Ganz-
heitsbasis von Cl(R(z), F) kann im Prinzip mittels des Round-2-Algorithmus be-
rechnet werden (welcher beispielsweise in [9] und [17] beschrieben wird). Wir
gehen hierauf aber nicht nédher ein.

2.29. Beispiel. Fiir R = Z und k£ = Q betrachten wir den durch f(z,y) =
y? — 423 — 1 erzeugten Funktionenkérper F' = k(x, p) mit f(x, p) = 0. Wir suchen
Cl(Z(ac>, F) Unter Verwendung der Spur und Norm beliebig angesetzter Elemen-
te sieht man wie im Fall quadratischer Zahlkorper, dafl wegen der Gestalt von f
CHZ(z), F) = Z{x)[(1 + p)/2] gilt.
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2.10.3 Zusitzliche Bedingungen an Elemente aus £(D)

Im Abschnitt 2.1 haben wir £(D) als den Schnitt von Idealen (D*)~! und (Dg)~!
von 0° beziehungsweise 0g betrachtet. Durch Schnittbildung von £(D) mit einem
passend gewéhlten Ideal a von Cl(R(x>, F) konnen wir zusétzlich erreichen, dafl
die Fortsetzungen Gaufischer Bewertungen von k(x) auf F' auf den Elementen des
Durchschnitts vorgegebene Mindestwerte iiberschreiten.

2.30. Lemma. FEs sei D ein Divisor von F/k und a ein Ideal von Cl(R{(x), F).
Dann ist L(D) N a ein R-Modul. Es gibt Ideale by,...,b; von R und Elemente
Uy, ...,u € F mitl:=dimg D, so daf§ gilt:

E(D) Na= blul—i— 4—blul.

Beweis. Weil L(D) ein k-Vektorraum, a ein R{x)-Modul und k N R(x) = R ist,
sehen wir, dafl £(D)Na ein R-Modul ist. Nun sei vy, ..., v, eine k-Basis von £(D)
und 21,. .., 2, eine R(x)-Basis von a. Es gibt eine Matrix M € R[z]"*! und einen
gemeinsamen Nenner d € R[z] mit

(z1,...,20)d" "M = (v1,...,0)).

Zur Bestimmung des Schnitts £(D) N a verwenden jetzt wir eine Reihe von
dquivalenten Bedingungen. Es sei 9 das Ideal von R mit d0R(z) = dR(x) und
a= (vy,...,u)A mit A = (\;); € k' Dann gilt

a€L(D)Na & d'MXe R(x)",
& MM edR(x)".

Wir ersetzen nun jede Zeile von M durch mehrere, aber endlich viele neue Zeilen,

und erhalten eine neue Matrix M’: Fixiere eine Zeile (3, %,jxi)j € k[z]"! mit
%i; € k. Diese wird durch (v; j); ; ersetzt, wobei hierin noch Nullzeilen gestrichen
werden. Wir haben dann M’ € R™*! mit m > [, denn M und M’ haben [ k-linear

unabhéngige Spalten. Die letzte, obige Bedingung fiir A liest sich nun
a€eL(D)Na & MXIed™.

Bezeichnen wir den von den Zeilen von M’ erzeugten R-Modul mit V. Durch
Berechnung der relativen Hermite-Normalform, siehe beispielsweise [10], fiir die

Zeilen von M’ erhalten wir Ideale b7, ..., b, und unabhéngige Zeilen sy,...,s; €
kYt so daBB V = bys;+ ... +b)s; gilt. Es seien S die Matrix bestehend aus den
Zeilen sy,...,s;, s},...,s, die Spalten von S~! und definiere b; := 0/b! fiir alle

1 <i¢ < Die Aquivalenzenkette 148t sich damit wie folgt weiterfiihren:

ac€L(D)Na & vred, (veV),
S AEbs + ...+ bys.
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Die Basiselemente u; erhilt man also durch u; = (vy,...,v)s; fiir 1 <i <[, O

2.10.4 Schnitt von Cl(k[z], F)- mit Cl(R(z), F)-Idealen

Es sei a ein Ideal von Cl(k[z], F') und b ein Ideal von CI(R(z), F). In diesem Ab-
schnitt soll die Struktur und eine Moglichkeit zur Berechnung von a N b beschrie-
ben werden. Wir zitieren eine Proposition, die iiblicherweise ,, Euklidischer Schritt
in Matrix-Normalform-Berechnungen iiber Dedekindringen genannt wird.

2.31. Proposition. FEs seien vy, vy linear unabhdangige Elemente eines k- Vektor-
raums V und ay, as Ideale von R. Dann gibt es X € a;/(a; +a2) C R und p €
as/(a; +as) CR mit A+ p =1, so daf§ gilt:

a1 + AoV = (a1 + 02)()\?)1 + MUQ) + (a1 N 02)(?)1 — UQ).
Beweis. Siehe beispielsweise [10]. O

Das folgende Lemma entspricht dem Korollar 1.7.

2.32. Lemma. Es sei M € k(x)"™" regulir. Dann gibt es ein U € R{z)"*" und
ein V. € k[z]™" mit detU € R(z)” und detV € k*, so dap UMV € k[z]™*"

diagonal ist.

Beweis. Wir nehmen an, dafl M sich in unterer triangulirer Gestalt befindet.
Dies kann beispielsweise dadurch erreicht werden, dafl M in die untere Spalten-
Hermite-Normalform gebracht wird (beziiglich eines gemeinsamen Nenners, k[x]
ist Euklidisch).

Wir beweisen die Diagonalisierbarkeit von M zuerst fiir n = 2 und setzen voraus,
daf§ sich M € k[z]**? mit gemeinsamen Nenner h € k[z] tatséichlich in unterer
Spalten-Hermite-Normalform befindet. Wir fiihren jetzt eine induktive Schluf-
weise iiber endlich viele j € Z=" fiir geeignet konstruierte Ideale a;, ¢; von R(x),
Elemente a;,¢;, d; € k[z] und R(z)-Moduln U; := a;(a;,0) + ¢;(¢;, d;) durch. Fiir
Jj=1seia; :=c¢ = R(z) und

al 0 D—
(o) =wm

Durch die nachfolgende Konstruktion weisen wir die Existenz eines r» € Z=! nach,
fiir welches ¢, = 0 gilt und ein T € k[z]**? mit det(T) € k* und U, = U,T
existiert. Wir kénnen dann @' € k[z], und analog ¢, als das Produkt von a, und
einem Erzeuger von a, definieren. Damit gilt dann

U, = R{z)(d',0) + R{z)(0,c") = U, T.
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Weil sich zwei Basen von U, durch eine R(z)-unimodulare Transformation un-
terscheiden, sehen wir schliefilich, daf§ die Diagonalmatrix M’ € k[x]**? mit o, ¢
auf der Diagonalen durch R(z)-unimodulare Zeilen- und k[z]-unimodulare Spal-
tenoperationen aus M wie gewiinscht hervorgeht. Fiir den eingangs definierten
gemeinsamen Nenner h € k[xz] gibt es ein h' € k[x], so daB hh' € R{x)”™ gilt. Es
geniigt daher, M mit A’ zu multiplizieren, anstatt durch A zu dividieren, womit
der Beweis fiir n = 2 abgeschlossen wire.

Die angekiindigte Konstruktion erfolgt nun derart, dafl fiir geeignete Matrizen
Tj+1 € k[z]**? mit det(Tj41) € k* die Bedingungen

cj # 0, degc; < degd;, (2.33)
deg(dj1) = deg(c;), Ujt1 = UjTj1a (2.34)

erfiillt sind. Ohne Einschriankung gilt (2.33) fiir j = 1, weil sich M vorausset-
zungsgemif in Hermite-Normalform befindet.

Wenn die obigen Werte fiir ein j € Z~! definiert sind und (2.33) gilt, bestimmen
wir die nidchsten Werte fiir j + 1 wie folgt: Es sei 9y, := a;a;/¢; N k und 0y :=
¢; N k. Damit haben wir

Uj = 01 R(x)(c;, 0) + 02, R(x)(¢;, ;).
Proposition 2.31 zeigt, dafl
01,5(¢5,0) 4 02(¢j, dj) = (015 + 02,5) (Aje; + p¢5, i) + (01,5 N 02,5)(0, dy)
fiir geeignete \;, ui; € R mit \; 4+ p1; = 1 und daher auch
Uj = (01 + 025) R(x)(¢), p1d5) + (01,5 N 02,5) B(x)(0, d;)
gilt. Mit der Polynomdivision p;d; = v,c; + r;, deg(r;) < deg(c;) definieren wir

0y 1= (Dl’j N Dgyj)R<£E>, Cit1 = (Dl,j + ag’j)R<£E>,

ajy1i=dj,  djpr=cj, G =Ty,

—yi 1
Tj+1::< 1’ 0>-

Im Fall ¢;;1 # 0 sind die Bedingungen (2.33) und (2.34) damit erfiillt. Aufgrund
der Gradbedingung (2.33) gilt jedoch notwendigerweise nach einer endlichen An-
zahl r von Schritten wie gewiinscht ¢, =0 und U, = U;T mit T := H§:2 T;.

Es sei nun schlielich n > 2 und M € k(x)"*" in unterer Dreiecksgestalt. Durch
die Diagonalisierung von 2 x 2 Teilmatrizen von M, die durch die Schnitte der
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Zeilen i,n und Spalten i,n fiir - = n — 1,...,1 erhalten werden, kénnen wir
alle Elemente bis auf das letzte Element der n-ten Zeile von M zu null machen.
Indem dies auch fiir die anderen Zeilen durchgefiihrt wird, 148t sich M vollstandig
diagonalisieren. 0

Wir merken an, dafy sogar erreicht werden kann, dafl die Eintrige von M einen
Grad von hochstens eins besitzen. Im Fall eines Hauptidealrings R konnen sie
sogar selbst als eins gewahlt werden.

2.35. Satz. Es sei a ein Ideal von Cl(R(z),F), b ein Ideal von Cl(k[z], F).

Dann ist an'b ein R[z]-Modul und es gibt Ideale a4, ..., a, von R und eine Basis
Wi, ..., W, von b, so dafs gilt:
anb=afz|w + ... + ay[z]w,.

Die Idealklasse des Produkts der a; in R ist eine Invariante von a N b (verallge-
meinerte Steinitz-Klasse).

Beweis. Der Schnitt R(x)Nk[z] ist gleich R[z]. a ist ein R{x)-Modul und b ist ein
k[z]-Modul, beide sind frei vom Rang n. Daher ist a N b ein R[z]-Modul und es
gibt eine reguldre Matrix M € k(z)"*", welche eine Basis von a (geschrieben als
Zeile) in eine Basis von b transformiert. Wegen Lemma 2.32 kénnen wir die Basis
von a und die Basis von b so wéhlen, dal M diagonal ist. Die Koeffizienten einer
k[z]-Linearkombination der Basiselemente von b werden durch M in eine k(x)-
Linearkombination der Basiselemente von a transformiert. Multipliziert mit den
Diagonaleintrigen miissen diese in R(x) liegen, was auch durch Idealzugehéorig-
keitsbedingungen wie oben mit den a; unter Beachtung von Proposition 2.27 aus-
gedriickt werden kann. Schlieflich gilt [T}_, a; = det M~'R(x) Nk und det M ist
modulo Multiplikation mit Einheiten aus R(z) oder aus k[z] eindeutig definiert,
weshalb auch die Steinitz-Klasse eindeutig bestimmt ist. O

2.10.5 Der ganze Abschlufl von R[z] in F

Weil es sich bei R[z]| nicht um einen Dedekindring handelt, kann man den Round-
2-Algorithmus nicht ohne weiteres zur Bestimmung von CI(R[z], F) heranziehen.
Unter Benutzung der Einheitsideale und mit der Beobachtung, da§ C1(R[z], F) =
Cl(k[z], F) N Cl(R(z), F) gilt, stellt Satz 2.35 die Struktur von Cl(R[z], F) als
R[z]-Modul klar und gibt dariiber hinaus eine Methode zur Bestimmung einer
,,Pseudo“-Basis an.



36 KAPITEL 2. KONSTRUKTIVE RIEMANN-ROCH-THEORIE

2.36. Korollar. FEs gibt Ideale a4, . .., a, von R und k(z)-linear unabhdingige Ele-
mente vy, ..., v, € F, so daff der Ring der R|x]-ganzen Elemente von F' die direkte
Summe

Cl(R[z], F)= ai[z]vr + ... + a,[z]v,

ist. Die Idealklasse des Produkts der a; in R ist die (verallgemeinerte) Steinitz-
Klasse von Cl(R[z], F).

Das Korollar zeigt auflerdem, daf CI(RM,F) projektiv ist, weil die Ideale a;
und a;[z] invertierbar sind. Fiir R[z]-Moduln ist dies im allgemeinen nicht der
Fall, typische Beispiele stellen gerade die nicht invertierbaren Ideale von R[z]
dar, beispielsweise p[x] + R[z]x, p ein Primideal von R. Einen anderen Beweis fiir
den Fall eines Hauptidealrings R findet man in [13, S. 192].

2.37. Beispiel. Fiir den Funktionenkorper in Beispiel 2.29 ist 1, (1 + p)/2 auch
eine k[z]-Basis fiir C1(k[z], F), so daB man Cl(Z[z], F) = Z[z, (1 + p)/2] hat.

2.10.6 Parametrische Basen von £(D)Na

Satz 2.1 zeigt die Existenz einer parametrischen Basis von £(D), durch die Basen
fiir alle £(D+7r(2)s). (r € Z) leicht angegeben werden kénnen. Lemma 2.30 zeigt,
wie eine Basis fiir £(D) N a erhalten werden kann. Es soll nun geklirt werden,
wie parametrische Basen fiir £(D + r(x)oc) M a angegeben werden konnen. Das
Hauptproblem liegt darin, dafl der Reduktionsalgorithmus in Korollar 1.7 Spalten
beliebig mit Elementen aus £* skalieren mufl und dadurch Ganzheitseigenschaften
verloren gehen, die in Lemma 2.30 zuriickgewonnen werden. Wir bendotigen eine
Proposition iiber die Erginzung von Riemann-Roch-Basen:

2.38. Proposition. Fs seien vy,...,v, € F und dy,...,d, € Z fir D wie in

Satz 2.1 und es sei wy, ..., w, eine beliebige Idealbasis von (D°)~'. Wihle ganz-
rationale Zahlen s;, so daf w; € L(D — s;(2)) fir 1 < j < n gilt. Dann gibt
es eindeutig bestimmte ly, ..., 1, € Z mit der Eigenschaft, daf$ die Vereinigungen

A, U B, der beiden Familien von Mengen

A ={2w; | 0<i<sj+r, 1<j<n },
B, ={z'v; | max{0,; +r} <i<d;j+r, 1<j<n}

disjunkt sind und k-Basen von E(D + r(ac)oo) fiir alle r € Z ergeben.

Beweis. Dafl die [; eindeutig bestimmt sind, sofern sie existieren, folgt aus der
Basiseigenschaft von A, U B, fiir grofies r und weil die v; k[z]-linear unabhiingig
sind. A, U B, C L(D + r(x)) ergibt sich aus der Wahl der s; und d;.
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Weil es sich bei £(D + r(z)s) um einen Vektorraum handelt, kann A, durch
geeignete Wahl von Elementen z'v; zu einer Basis erginzt werden. Es seien ¢; ; €
klz] mit v; = Y0 | ¢ jw;. Wir sehen jetzt, daf sich z°;, 0 < ¢ < d; + r, wegen
der Koeffizientenschranken genau dann im Erzeugnis von A, befindet, wenn ¢ +
deg(t;;) < s; +r fiir alle 1 < ¢ < n gilt. Erh6ht man das maximale ¢ dieser
Eigenschaft um eins, so liegt x°v; nicht mehr im Erzeugnis von A,. Daran erkennt
man, daf [; := min{s; — deg(t; ;) | 1 <i <n}+1 fir 1 <j <n das Gewiinschte
leistet. O

2.39. Satz. Es sei D ein Divisor von F/k und a ein Ideal von Cl(R(z), F). Es
gibt ganzrationale Zahlen ly, 1o, s,, Ideale a,,b; von R und Elemente w,,u; von
F firl<v<nundl <j<ly, sodaf fiir alle r > r

LD+r(z)e)Na = E a, ' w, + E b 2" 7" u;
1<v<n 1<5<l
0<i<s,+r

gilt, wobei alle Summen direkt sind.

Beweis. Wir definieren die w; und a; wie in Satz 2.35 beziiglich des Schnitts
a N (D%) 7! und iibernehmen ansonsten die Notation von Proposition 2.38 und
ihrem Beweis. Es sei weiter ry € Z mit s; + 19 > 0 und [; + 179 > 0 fiir alle
1 < j < n. Wir betrachten beliebige r > r und setzen r’ := r—rg, s; = s;+r—r,
l; :=1;+r—r"und d;. :=d;j+r—r', so dal s;,l; > 0 fiir alle 1 < j < n gilt. Mit
diesen Bezeichnungen haben wir

Ay ={2'w; |0<i<sij+r,1<j<n }
B, ={zv; | i+ <i<d;+r, 1<j<n}

Wir wollen die Elemente von B, ,parametrisch“ modulo der Elemente von A,
reduzieren: Durch geeignetes Subtrahieren entfernen wir die Terme der Form
ztw; € A, aus den z'v; = Y.o_ x't,;w, € B, und erhalten die Aussage: Es
gibt v;; ==Y, xsif“%,i,jwy, Yoij € klz] fir 1 <w,j < n und I <1 < dj, so
daB die Differenzen 2™ (z'v; — v; ;) im Erzeugnis von A, liegen und A, U B mit

B, :={a"v;|1<j<nlj<i<d}
eine k-Basis von E(D + r(a:)oo) fiir alle r > r( bildet. Wir bemerken, daf} die v; ;

beziehungsweise 7, ; von r unabhéngig sind.
Fiir ein beliebiges Element a € £(D + r(z)s) gibt es ein h; € k[z] mit deg(h;) <
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sy +r'und \;; € k fiir 1 < j <nund [ <i < dj, so dal @ durch
n
a = Z hjw]' + :crl Z )\i,jvi,j
j=1 (N
n n
- Z huwu + Z xs:,+r'+l (Z )‘i,j,)/u,i,j> Wy
v=1 v=1 1,J

eindeutig dargestellt wird. Man beachte, dafl die beiden Summen keine Terme der
Form z*w, gemeinsam haben. Nach Satz 2.35 gilt nun

a€a & h,€a,z] und Z)\i’j’)/l,’i’j caz], (1<v<n).
i»J

Die auf der rechten Seite stehende, zweite Bedingung ist unabhéngig von r. Die
Ai j, die diese Bedingung erfiillen, bilden einen endlich erzeugten, torsionsfreien R-
Modul, dessen Basis man #hnlich dem Vorgehen im Beweis von Satz 2.30 und wie
in [17, S. 78ff.] bestimmen kann. Hieraus ergibt sich die zu beweisende Aussage.

O

2.10.7 Anwendungen

Anwendungen der Ergebnisse dieses Abschnitts ergeben sich, wenn bei Spezialisie-
rungen von x im Funktionenkorper Ganzheitsbedingungen beachtet werden sollen,
beispielsweise, wenn die Restklassenkorper Zahlkorper sind und man durch die
Restbildung ganzalgebraische Elemente beziehungsweise Minimalpolynome mit
ganzen Koeffizienten erhalten mochte.

Ein anderes Einsatzgebiet ergibt sich mit der Reduktion eines Funktionenkorpers
nach einer diskreten Bewertung (einem Primideal) des Konstantenkorpers, es sei
auf [13, S. 187ff.] verwiesen. Man betrachtet fiir gew6hnlich nur regulire Prim-
ideale oder Primideale guter Reduktion. Der obige Ansatz ist jedoch vollig allge-
meingiiltig und kann somit fiir beliebige diskrete Bewertungen beziehungsweise
Primideale angewendet werden. Durch die Betrachtung des Dedekindrings R (und
nicht nur des Bewertungsrings einer diskreten Bewertung) werden die Berechnun-
gen simultan fiir alle Primideale von R ausgefiihrt.

Abschliefend sei bemerkt, da$§ die Klassenzahl von Cl(R(z), F) nach dem Irre-
duzibilitéts- und Trégheitssatz aus [13, S. 187ff.] endlich ist.



Kapitel 3

Divisorenklassengruppen

In diesem Kapitel werden die fiir die Klassengruppenberechnung relevanten theo-
retischen Aussagen zusammengestellt. Die wichtigsten Ergebnisse sind die Her-
leitung einer Schranke an die Grade der fiir die Erzeugung der Klassengruppe
bendtigten Stellen und die Angabe einer Formel fiir die Approximation der Klas-
senzahl.

F/k bezeichnet einen globalen Funktionenkdrper iiber dem exakten, endlichen
Konstantenkorper k£ mit dem Geschlecht g. Die Charakteristik von & sei p, die
Elementanzahl ¢. In einem fest gewihlten, algebraischen Abschluf F' von F sei
k. die Erweiterung von k& vom Grad r und F,/k, mit F, = Fk, die Konstan-
tenkorpererweiterung von F'/k vom Grad r.

3.1 Grundlagen

3.1.1 [-Reihen und Satz von Hasse-Weil

Unter einem Charakter y endlicher Ordnung einer abelschen Gruppe G verste-
hen wir einen Homomorphismus G — C*, dessen Kern endlichen Index in G
besitzt. Der Hauptcharakter x = 1 ist der Charakter endlicher Ordnung von G
mit ker y = G.

3.1. Definition. Die zu einem Charakter x endlicher Ordnung der Divisoren-
klassengruppe CI(F/k) definierte formale Potenzreihe

L(x,t) ==Y _x([D]) - t*&"

heifit die L-Reihe von y. Die Summe erstreckt sich hierbei iiber alle positiven Divi-
soren. Fiir y = 1 spricht man von der Zeta-Funktion von F/k, die wir mit (p/x(t)
bezeichnen.

39
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Es sei bemerkt, daf} sich die Analogie zum Zahlkorperfall mit t = ¢~ * ergibt. We-
gen der Orthogonalitétsrelationen sind mitunter Fallunterscheidungen notwendig.
Hierfiir definieren wir p, := 1, wenn y eingeschriinkt auf CI°(F/k) der Hauptcha-
rakter ist, und p, := 0 andernfalls.

3.2. Satz. (i) Eine L-Reihe L(x,t) erfillt die Funktionalgleichung
L(x,t) = x([W]) ¢* " t* 2 L(x, 1/ (qt)),
wobei W einen kanonischen Divisor bezeichnet.

(it) Eine L-Reihe L(x,t) besitzt die folgenden Darstellungen (als formale Po-
tenzreihen):

Lix.t) = [[ (1—x(P)- ") (3.3)
PcPI(F/k)
2(g—1+px)

= (-0 -a)™™ I C-wl)-0 (3-4)

=1

— e (i N t—) , (35)

wobei die w;(x) € C* ganzalgebraische Zahlen sind und

N(x) == ) deg(P)-x([P])/ (3.6)
deg(P)|r
2(g—1+py)
= pld+1) — D wilx) (3.7)

qgilt.

Beweis. Teil (i), Teil (i7) (3.3) und (3.4) folgen aus [12, S. 59-67] mit ¢t = ¢~*.
Man vergleiche auch [33, S. 48ff.] und [55, S. 158ff.].

Der Beweis von (3.5) erfolgt durch Anwendung von log und exp auf die davor
stehenden Darstellungen, wobei mit formalen Potenzreihen gerechnet wird. Aus
(3.3) ergibt sich:

L) = e (- Tlog(t - x(P) - #7)

= oo (X S0y )

=1

>
e (Z rr Y deg(P)-x([P])’"/deg(P))

r=1 deg(P) | r

<
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Aus (3.4) ergibt sich:

00 2(9—1+px) o0
L(x,t) = exp(x (t"+ (qt)")/r — Z Z wi(x )

r=1
o (g 1+PX)
= exp (Z t"/r <px(qr +1) — Z wi(X)’">>.
r=1 i=1
Durch Koeffizientenvergleich erhélt man (3.5), (3.6) und (3.7). O

3.8. Korollar. Es sei x ein Charakter endlicher Ordnung von CI(F/k). Durch
X* := x o Np,p wird ein Charakter endlicher Ordnung auf CL(F,/k,) definiert,
fiir den Na(x*) = Nya(x) fiir alle d € Z2', py« = py, und w;(x*) = w;(x)" fir alle
1 <i<2(g—1+ p,) mit geeigneter Sortierung gilt.

Beweis. Der zuriickgezogene Charakter x* ist von endlicher Ordnung, weil sein
Bild endlich ist. Eine Stelle P von F/k mit deg(P) |r wird in F,/k, in deg(P)
Stellen des Grads eins zerlegt. Hieraus ergibt sich Ni(x*) = N,(x). Indem dies
fir x** := x* oNp,, /r, angewendet und die Transitivitit der Norm beachtet wird,
sieht man Ny(x*) = N1(x**) = Nya(x). In dieser Gleichung steht wegen (3.7) auf
beiden #uBeren Seiten eine Summe von 2¢ + 2 d-ten Potenzen fiir alle d € Z=!,
die nach den Newton-Relationen bis auf Vertauschung iibereinstimmen miissen.
Weil die w;(x) beziehungsweise w;(x*) ungleich null sind, folgt p,- = p, und
wi(x*) = wi(x)" nach geeigneter Sortierung. O

Fiir den Hauptcharakter y = 1 schreiben wir statt N, () auch N,(F/k) und statt
w;i(x) auch w;(F/k). Man sieht, dal N,(F/k) gleich der Anzahl der Stellen vom
Grad eins in der Konstantenkdrpererweiterung F, /k, ist.

Das Zahlerpolynom der Zeta-Funktion von F/k (Fall x = 1) in (3.4) wird das L-
Polynom von F/k genannt. Das L-Polynom enthélt einige wichtige Informationen
iiber den Funktionenkorper F/k. Es erfiillt eine Funktionalgleichung, die man
leicht aus der fiir L-Reihen ableitet, und kann als charakteristisches Polynom
eines Frobeniusendomorphismus aufgefafit werden (die Koeffizienten miissen dazu
in ihrer Reihenfolge vertauscht werden). Wir benétigen fiir unsere Zwecke nur den
folgenden

3.9. Satz. Fiir das L-Polynom L(t) von F/k gilt:
L(1) = ¢°L(1/q) = h(F/k).

Beweis. Siehe [55, S. 166] O
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Der folgende Satz gehort neben dem Satz von Riemann-Roch zu den wichtigsten
Satzen iiber globale Funktionenkorper:

3.10. Satz (Hasse-Weil). Fiir einen Charakter x endlicher Ordnung der Divi-
sorenklassengruppe CL(F/k) gilt:

wilx)| = ¢"%, firl1 <i<2(g—1+p,).

Beweis. In [55, S. 169ff.] und [33, S. 59ff.] wird die Aussage fiir den Hauptcha-
rakter Yy = 1 nach der Methode von Bombieri und Stepanov bewiesen. Der Ori-
ginalbeweis findet sich in [59].

Fiir andere Charaktere y # 1 endlicher Ordnung benotigt man Klassenkorper-
theorie: Mit [2, S. 70ff.] gibt es eine (eindeutige) endliche, abelsche und an allen
Stellen unverzweigte Erweiterung F,/F, so dafi CI(F/k) /ker x unter dem Ar-
tinsymbol isomorph zur Galoisgruppe Gal(E, /F') ist. Es sei k; der exakte Kon-
stantenkdrper von FE,. Die benotigte und hieraus folgende Aussage ist, daf der
Relativgrad f(P'|P), [55, S. 110], fiir eine Stelle P’ von E, /k; iiber der Stelle
P von F/k mit der Ordnung von [P] in CI(F/k) / ker x iibereinstimmt. Entspre-
chend der Uberlegungen aus [22, S. 217, Thm. 6, i)] und [12, S. 148ff] (vgl. auch
(34, S. 5471f.]) ist die Zeta-Funktion von E, /k; dann das Produkt der L-Reihen
zu Charakteren X' von CI(F/k) mit ker y C ker x":

Cro (0F) = T 2O,
ker x Cker x’

Daher findet man die w;(x)**! unter den w;(E, /k1), fiir die die Betragsaussage
mit ¢!*1**] statt ¢ bereits bewiesen ist. O

Wegen Satz 3.2, (3.7) hat dieser Satz eine unmittelbare Auswirkung auf die Zahlen
N, (x) und alle sich daraus ergebenden Grofien. Wir erhalten beispielsweise eine
yeffektive® Version des Primdivisorsatzes:

3.11. Satz. Fir die Anzahl ,(F/k) der Stellen des Grads r von F/k gilt:
(1) 7 (F/k) = (1/r) Yoy, 1(r/d)Na(F/k), wobei p die M6bius-Funktion bezeich-

net.
(i7) Man hat die folgende, explizite Abschitzung

qr qr/2
o (F/k) =L < (79 +2)- T

(#1) Ist g > 0, so gilt 7, (F/k) > 1 fiir jedes r € Z=' mit r > 2log,(2g) und
mindestens einem ry|r.
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Beweis. Fiir (i) und (i7) siehe [55, S. 178-180]. (i7i) beweisen wir wie folgt: Es sei
r € Z=' mit N,(F/k) > 0. Also gibt es eine Stelle vom Grad eins in F, /k,, und
diese Stelle riihrt von einer Stelle P von F'/k mit r, := deg(P) |r her. Aufgrund
von Satz 3.10 und Satz 3.2, (3.7) gilt N,(F/k) > 0 fiir alle r € ZZ! mit ¢" + 1 >
2¢q"/?, welches mindestens dann gilt, wenn 7 > 2 log,(2g) ist. O

In F'/k existiert also immer eine Stelle vom Grad kleiner gleich [21og,(2g)]. Wir
merken an, dafl diese Schranke noch verbessert werden kann, beispielsweise mit
dem Trick von Serre [55, S. 180].

Aus dem voranstehenden Satz und [28] erhalten wir die asymptotische Aussage:

3.12. Lemma. FEs sei ¢ > 0. F/k durchlaufe eine Folge von globalen Funktio-
nenkdrpern mit festem q und g — 0o. Fiir die Anzahl der Stellen P von F/k mit
deg(P) < m und m > (2 +¢)log,(g) gilt

o mi(F/k) = L fme (14 o(1),

Beweis. Mit Satz 3.11 erhéilt man Y7 m;(F/k) = Y270 ¢7 /j + O(mgq™?). Mit
der Methode aus [28] ergibt sich fiir den Hauptterm Y77, ¢7/j = ¢™/m (a/(q —
1)+ O(1/m)). Nach Ausklammern von ¢™/m ist der zuerst genannte Fehlerterm
gleich m?g/q™/? und strebt nach Voraussetzung an m gegen null. Insgesamt folgt
daraus die Aussage. O

Eine andere, unmittelbare Folgerung aus Satz 3.9 zusammen mit Satz 3.10 ist das
,Brauer-Siegel“-dhnliche Resultat:

3.13. Korollar. Fir die Klassenzahl von F/k gelten die Abschitzungen:
("% = 1)* < h(F/k) < (¢"* +1)%.

Hierdurch wird jedoch das asymptotische Verhalten von h(F/k)/q%, an dem man
héufig interessiert ist, nicht besonders genau beschrieben.

3.1.2 Struktur der Klassengruppe

Fiir eine abelsche Gruppe G und d € Z bezeichnen wir die Untergruppe der
d-Torsionselemente mit G[d] ;= {g € G|dg=10}.

Es sei k der algebraische Abschluff von k£ in F. Wir betrachten die Konstan-
tenkorpererweiterung Fk/k:
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3.14. Satz. Fir { € Z>' mit p { £ ist CI°(Fk)[¢] = (Z/VZ)*, fir r € Z7' ist
CI°(FE)[p') = (Z/p"Z)"FI®) | wobei o(F/k) die Hasse-Witt-Invariante von F/k
bezeichnet. Fir diese gilt 0 < o(F/k) < g.

Beweis. Fiir die erste Aussage mit ¢ siehe [14]. Fiir die zweite Aussage und mehr
iiber die Hasse-Witt-Invariante siehe [54]. O

Bei diesem Satz handelt es sich ebenso wie bei Satz 3.10 eigentlich um eine fiir
abelsche Varietéten allgemein giiltige Aussage, vgl. [32]. Fiir asymptotische Aus-
sagen bei wachsender, aber endlicher Konstantenkdrpererweiterung siehe [42].

Wir schlieBen aus diesem Satz, daf§ die Klassengruppe CI°(F/k) von F/k (endli-
ches k!) in Elementarteilergestalt ein Produkt von 2¢ zyklischen Gruppen ist und
dafl es ein Erzeugendensystem von maximal 2¢g Divisorenklassen gibt.

3.2 Beschrinkte Erzeugung

Jede Divisorenklasse [D] wird durch Divisoren D modulo Hauptdivisoren darge-
stellt, und jeder solche Divisor setzt sich seinerseits aus Stellen zusammen. Unter
allen Divisoren der Klasse [D] gibt es nun natiirlich solche, bei denen das Maxi-
mum der Grade der beteiligten Stellen minimal wird. Diese Zahl nennen wir den
Minimalgrad md([D]) von [D]. Der Minimalgrad der Klasse des Nulldivisors wird
als null definiert.

3.15. Proposition. Fir g > 0 gibt es einen Divisor D vom Grad eins mit Mi-
nimalgrad md([D]) < [2log,(29)] + 1.

Beweis. Setze r := [2log,(2g)]. Nach Satz 3.11, (iii) gibt es eine Stelle P, vom
Grad ry |r und eine Stelle P, vom Grad ro | (r + 1). Weil 71 und ry teilerfremd
sind, gibt es 1,y € Z mit l;r;+ 137y = 1. Hieraus erhélt man mit Ay := [ Py + 1, P,
einen Divisor der gesuchten Art. O

Es sei angemerkt, daf} es iiblicherweise Stellen vom Grad eins gibt, die man fiir
Ay verwenden kann. Der Fall ¢ = 0 wird hier und in folgenden Abschétzungen
nur wegen der log-Ausdriicke ausgeschlossen. Wir wollen nun Aussagen iiber die
Minimalgrade von Erzeugendensystemen von CI°(F/k) herleiten.

3.16. Satz. Es sei x ein Charakter endlicher Ordnung von ClL(F/k), dessen Fin-
schrinkung auf CI°(F/k) nicht den Hauptcharakter ergibt. Gilt fiir die Anzahl der
Stellen vom Grad eins von F, [k,

N.(F/k) > (9 —1)2q"",
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so existiert eine Stelle P von F/k vom Grad kleiner gleich r mit

x([P]) # 1.

Diese Ungleichung gilt immer fir r € Z21 mit ¢~ > (29 — 1)2q
dere, wenn r > 2log, (49 — 2) fiir g > 0 ist.

"2 also insbeson-

Beweis. Wir ziehen Satz 3.2, (3.6) und (3.7) heran: Weil die Charakterwerte Ein-
heitswurzeln sind, gilt N,(F/k) > |N,(x)| fiir alle r € Z=', und im Fall der Un-
gleichheit gibt es eine Stelle P eines Grads kleiner gleich r von F/k mit x ([P]) # 1.
Nach Satz 3.10 gilt | 377, % wi(x)"| < (9—1)2¢"/>. Durch Umstellen sicht man nun,
daf die im Satz angegebenen Abschétzungen N, (F/k) > |N,(x)| erzwingen. [

3.17. Satz. Es sei A, ein Divisor vom Grad eins von F/k und r € Z2" wie in
Satz 3.16. Es sei weiter S := PIS"(F/k) Usupp(A,). Dann gilt

DY(S) /P(S) = CI°(F/k).

Beweis. CI(F/k) ist das (innere) direkte Produkt von CI°(F/k) und der von
[A;] erzeugten Gruppe. Wir kénnen daher jeden Charakter x von CI°(F/k) auf
CI(F/k) durch x([4;]) = 1 fortsetzen. Nach Satz 3.16 gibt es einen Divisor D
mit md([D]) < r und x([D]) # 1, sofern x auf CI°(F/k) nicht trivial war.
Wir setzen [D'] := [D] — deg(D)[A:] und beobachten, dal [D'] € (D°(S) +
P(F/k))/P(F/k) = D°(S)/P(S) und x([D']) # 1 gilt. Die Charaktergruppe
von G := CI°(F/k)/H, wobei H die von allen solchen [D'] erzeugte Untergrup-
pe bezeichnet, kann demnach nur aus dem Hauptcharakter bestehen, so daf§ GG
(aufgrund der Dualitét) trivial ist, also H = CI°(F/k) gilt. Weil H wegen der
Erzeugung isomorph zu einer Untergruppe von D°(S)/P(S) ist, ergibt sich die zu
beweisende Aussage. O

3.18. Korollar. Mit ry € Z=' werde das Mazimum des Minimalgrads eines Di-
visors Ay vom Grad eins von F/k und einem r wie in Satz 3.16 bezeichnet. Die
Klassengruppe CI°(F/k) besitzt dann ein Erzeugendensystem [D1], ..., [D)], beste-
hend aus mazximal 29 Elementen, mit

md([D;]) < ro fir 1<i<I.
Fiir den Minimalgrad jeder Klasse [D] von CL(F/k) gilt daher md([D]) < rq.

Beweis. CI°(F/k) besitzt ein Erzeugendensystem mit wie oben beschriinkten Mi-
nimalgraden nach dem vorangegangenen Satz. Diese Beschrinkung des Minimal-
grads gilt weiter fiir jede Klasse [D] von CI(F/k), insbesondere fiir jedes ma-
ximal 2g-elementige Erzeugendensystem von CI°(F/k), welches nach Satz 3.14
existiert. O
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3.19. Bemerkung. Man beachte, daB fiir ¢ > 0 allgemein

ro < max{ [2log,(4g — 2)], [2log,(29)] + 1}

erreicht werden kann.

Ein &hnliches Ergebnis wurde bereits in [53, S. 145ff.] nach der analogen Methode
von [4] fiir Zahlkorper bewiesen. Die obige Schranke ist jedoch etwas schérfer,
und der Beweis ist wesentlich kiirzer.

3.3 Approximation der Klassenzahl

Die Klassenzahl kann ,analytisch® approximiert werden. Wir wollen die hierfiir
bendtigte Formel mit explizitem Fehlerterm angeben und die Verbindung zu einem
Eulerprodukt erkléren.

3.20. Satz. Fir die Klassenzahl h(F/k) und ry € Z2° gilt:

-r

log(h(F/k) [ ¢°) + ZO qr

—7r0/2

< _ %9 4q
T ¢ =1 rog+1

Z wi(F/k)"

Beweis. Es sei x ein separierendes Element von F/k. Der Quotient der Zetafunk-
tion von F'/k und der Zetafunktion von k(z)/k ergibt gerade das L-Polynom L(t)
von F/k. Ferner wissen wir, daB N,(F/k) = ¢" + 1 — 3229 wi(F/k)" und daf
N, (k(x)/k) = ¢" + 1 gilt. Anhand von Satz 3.2, Gleichung (3.5) ergibt sich da-
her L(t) = exp (= 20, " /r 357, wi(F/k)"). Weil die Reihe im exp-Argument
fiir ¢ = ¢ ! absolut konvergiert und der Wert des L-Polynoms nach Satz 3.9
dort gleich h(F/k)/q¢ ist, stimmt ihr Grenzwert mit log(h(F/k)/q?) iiberein. Der
Fehlerterm ergibt sich dann durch folgende Rechnung:

S S| < 2 5 e
r 4 ! - ro+1 r 9
r=ro+1 i=1 r=ro+1
rg+1
2gq_OT i(qlﬂ)r < 2¢ . q /2
7“0+1 —0 _q1/2—1 T0+1.

O

3.21. Bemerkung. Wegen 377 w;(F/k)" = ¢" + 1 — N,(F/k) sind zur Appro-

ximation der Klassenzahl die Werte N, (F/k) zu bestimmen, vgl. S. 7.
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Unter Verwendung von Satz 3.2, (3.3) kénnen wir wie eben im Beweis den Quoti-
enten der Zetafunktionen bilden und erhalten in Analogie zur Zahlkorpersituation,
[5], [23, S. 26ff.], nach Sortierung der Faktoren ein Eulerprodukt

II II (i-¢) J[ a-¢)"

r=1 PyePir (k(z)/k) PePI(F/k)

Man kann zeigen, daf dieses Produkt fiir ¢+ = ¢! gegen h(F/k)/q? konvergiert
und daf} die Partialprodukte bis = ry mit dem exp-Wert obiger Partialsummen
bis r = rg iibereinstimmen. Wir beno6tigen diese Aussagen im folgenden aber nicht
weiter.

Die obige Restgliedabschéitzung ergab sich vergleichsweise leicht aus der einfachen
Abschétzung der w;(F/k) mit Satz 3.10 und ist fiir den angestrebten Verwen-
dungszweck ausreichend. Schéarfere Abschitzungen lassen sich eventuell mit der
Oesterlé-Schranke erzielen, vgl. [3, S. 48].

Mit Satz 3.20 ist man auch in der Lage, das Groflenverhiltnis der Klassenzahl
zum Wert ¢¢ asymptotisch zu untersuchen. Wir erhalten das folgende Aquivalent
zum Satz von Brauer-Siegel fiir Zahlkdrper:

3.22. Satz. Esseic > 0. F/k durchlaufe eine Folge von globalen Funktionenkdr-
pern mit festem q und g — oo. Wir nehmen an, dafi F/k einen rationalen
Teilkorper k(x) mit n = n(g) := [F : k(x)] besitzt. Dann gilt

llog (h(F/k)/¢*)| < (1+0(1)) (n—1)-log ((2+¢)log,(g)) -

Beweis. Wir wéhlen ro € Z mit 2log,(g) < ro < (2 + ¢)log,(g), was fiir hinrei-
chend grofies g méglich ist, und wenden Satz 3.20 an. Der Fehlerterm 2¢/((¢'/* —
1)g"/?(ro + 1)) strebt dabei wegen der Wahl von rq fiir ¢ — oo gegen null. Wir
betrachten nun den Approximationswert fiir log(h(F/k)/q?) aus Satz 3.20. Die
Anzahl der Stellen vom Grad eins von F,/k, 1d8t sich nach oben beschrinken
durch N, (F/k) < n(q" + 1), weil iiber jeder Stelle von k,(z)/k, hochstens n Stel-
len von F,/k, liegen. Mit |27, w;(F/k)"| = |N,(F/k)—(¢"+1)| < (n—1) (¢" +1)
erhdlt man

29 ro
eSS wlERY| < )Y 1)

i=1 r=1
Unter Beachtung von >°,°, 1/r = (1 + o(1)) log(ry) und weil die geometrische
Reihe beschréinkt ist, 148t sich diese Summe durch (1 + o(1))(n — 1)log(ro)
abschiitzen, wobei mit o(1) von n unabhéingige Funktionen bezeichnet werden,
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die fiir ¢ — oo nach null streben. Weil der Fehlerterm gegen null geht, erhélt man
insgesamt [log(h(F/k)/q?)| < (1 + o(1))(n — 1)log(ro), woraus die Behauptung
wegen 7y < (2 4+ ¢) log,(g) folgt. O

Dieser Satz besagt also, dal der Quotient h(F/k)/q? nur relativ schwach wachsen
(oder fallen) kann, sofern die Erweiterungsgrade n geniigend schwach mit g wach-
sen. Auf dhnliche Weise wie eben kann man allgemeiner zeigen, dafl h(F/k)/q’
nie exponentiell in g fillt, und daBl h(F/k)/q? exponentiell in g wéchst, wenn bei-
spielsweise die Anzahl der Stellen vom Grad eins asymptotisch grof wird. Dazu
sei auf [40] verwiesen.

3.4 Cartier-Operator, p-Torsion der Klassen-
gruppe und Hasse-Witt-Invariante

In diesem Abschnitt bezeichnet F/k einen algebraischen Funktionenkdrper iiber
dem exakten Konstantenkorper k, wobei k£ entweder der endliche Korper mit ¢
Elementen oder der algebraische Abschlufl eines solchen ist. Die p-Torsion der
Klassengruppe CI°(F'/k) ist isomorph zu einem F,-Vektorraum von Differentialen.
Aufgrund dieser Isomorphie und unter Benutzung des Cartier-Operators lassen
sich sowohl der p-Rang der Klassengruppe als auch die Hasse-Witt-Invariante von
F/k bestimmen. Dies soll im folgenden erldutert werden.

Zusétzlich zu den in Abschnitt 1.1 gegebenen Definitionen und Aussagen iiber
Differentiale benotigen wir die folgenden: Der Raum der holomorphen Differen-
tiale, also derjenigen Differentiale ohne Polstellen, wird mit Q'(F/k) := Q(D),
D der Nulldivisor von F/k, bezeichnet. Anhand des Satzes von Riemann-Roch
iiberlegt man sich leicht, daf dim(Q'(F/k)) = g gilt. Ein Differential w heifit
exakt, wenn w = da fiir ein a € F' gilt. Ein Differential ist von der dritten Gat-
tung, wenn seine Polstellen mit der Ordnung eins auftreten. Der Raum dieser
Differentiale wird mit Q3(F/k) bezeichnet. In Charakteristik p > 0 bestehen die
Differentiationskonstanten a € F mit da = 0 genau aus den p-ten Potenzen FP.
Fiir a,z € F und x separierend ist die p-te Ableitung d”a/dz? = 0, so daf} es sich
bei der (p — 1)-ten Ableitung um eine p-te Potenz handelt.

Ein wichtiger Teilraum von Q*(F/k) ergibt sich mit den logarithmischen Diffe-
rentialen, welche Differentiale der Form (1/a)da mit a € F* sind. Dieser Raum
wird mit Q'°¢(F/k) bezeichnet. Durch a — (1/a)da erhilt man niimlich einen
Homomorphismus F* — Q(F/k), dessen Kern (F*)? ist. Man weif}, daf
vp(a) = 0mod p genau dann gilt, wenn vp(((1/a)da)) > 0 ist (fiir das Resi-
duum gilt zum Beispiel resp((1/a)da) = deg(P)vp(a) mod p). Fiir diese und
weitere Aussagen iiber Differentiale siehe [11, 13, 33, 55].
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Die Verbindung zur p-Torsion der Klassengruppe wird nun wie folgt hergestellt:

3.23. Satz. Es sei [D] € CI°(F/k)[p]. Dann ist pD = (a) fiir ein a € F*.
Die Abbildung

CI°(F/k)[p] — QYF/k) N Q" 8(F/k), [D]w (1/a)da
ist ein Isomorphismus (von F,-Vektorriumen).

Beweis. Wir verweisen auf [51, S. 41]. O

Aufgrund dieses Satzes sind wir an der Bestimmung von Q!(F/k) N Q°8(F/k)
interessiert. Den Raum Q'(F/k) kénnen wir mit Abschnitt 2.9 berechnen. Zur
Bestimmung der hierin enthaltenen logarithmischen Differentiale wird der Cartier-
Operator eingesetzt.

3.24. Definition. Es sei z ein separierendes Element von F'/k. Der Cartier-
Operator C' von F/k wird wie folgt definiert:

C:QF/k) — QF/k), Cw):= (—d '(w/dz)/de )" da,

wobei unter der (1/p)-ten Wurzel die (p — 1)-te Ableitung von w/dx € F gebildet
wird. Man kann zeigen [29, S. 307ff.], daf diese Definition nicht von der Wahl des
separierenden Elements z abhingt. Zur Berechnung der Werte C'(w) beachten
wir Abschnitt 2.9 und die Tatsache, dafl a — a” mit a € F ein injektiver, [F,-

linearer Ringhomomorphismus ist. Fiir eine k(z)-Basis ay,...,a, von F gibt es
ein M € k(z)"™*", so daB fiir beliebiges a = (a;);\ mit \ € k(x)"**

a’ = (ay,...,a,) MN

gilt, wobei AP aus A durch p-Potenzierung der Koeffizienten entsteht. Weil die
al,...,al wegen FP N k(x) = k(z)? linear unabhéngig iiber k(z) sind, ist M
invertierbar und man kann leicht nach \ auflésen.

3.25. Satz. FEs seiw € Q(F/k).
(i) Der Cartier-Operator ist Fy-linear,

(i1) C(2Pw) = 2C(w) fir jedes z € F. C st also (1/p)-linear und C™ ist Fyn -
linear.

(i13) Ist w an einer Stelle holomorph, so ist C(w) an derselben Stelle ebenfalls
holomorph.

(iv) C(w) =0 gilt genau dann, wenn w exakt ist,
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(v) C(w) = w gilt genau dann, wenn w logarithmisch ist.

Beweis. Wir verweisen auf [29, S. 307ff.]. Die beiden letzten Eigenschaften werden
dort nur fiir Fk/k formuliert, behalten hier aber ihre Giiltigkeit (fiir w = adx
bedeutet C'(w) = w per Definition a? = —d?~'a/dz?~", die dortige SchluBiweise
wird nicht bendtigt). Vergleiche auch [2, S. 29ff.]. O

Die Kombination der beiden vorangegangenen S#tze zusammen mit Aussagen
iiber p- beziehungsweise (1/p)-lineare Abbildungen (vgl. [21], [51]) ergibt nun den
folgenden Satz, den wir [45] entnehmen:

3.26. Satz. Es sei F/k ein globaler Funktionenkdrper iber dem exakten Kon-
stantenkorper k der Charakteristik p.

(1) FEs gilt
Q' (F/k) N Q8(F/k) = ker((1-C)|Q'(F/k)),

wobei QN (F/k) als F,-Vektorraum aufgefaft wird.

(4i) Es sei wi,...,w, eine k-Basis von QY(F/k) und C9(w;) = >
einer Matriz (d; ;)i; € k9°9. Dann gilt

O'(F/]{J) == rank((di’j)i’j).

dj,zwj mit

Mit diesem Satz 148t sich die Berechnung des p-Rangs der Klassengruppe nach ()
und der Hasse-Witt-Invariante nach (i7) auf lineare Algebra zuriickfiihren. Im
Vergleich zum spéter vorgestellten, allgemeinen Verfahren der Klassengruppenbe-
rechnung kann man hiermit Funktionenkorper mit wesentlich héherem Geschlecht
und groBerem Konstantenkorper behandeln. Fiir ein Beispiel verweisen wir auf

den Abschnitt 7.6.

Wir bemerken ferner, dafy Satz 3.23 zur effizienten Berechnung diskreter Logarith-
men in der p-Torsion verwendet werden kann [46] und dafl das charakteristische
Polynom von C™, |k| = ¢ = p", unter einer weiteren Voraussetzung mit dem L-
Polynom von F'/k modulo p (nach Umkehrung der Reihenfolge der Koeffizienten)
ibereinstimmt [30, 45], vgl. auch [54].

Im Hinblick auf die spéitere Bestimmung von S-Einheiten des globalen Funktio-
nenkérpers F/k betrachten wir schliellich noch den Homomorphismus (0°)* —
O3 (=D) N Q°8(F/k), a — (1/a)da fiir endliches S C PI(F/k) mit |S] > 1
und D := )", o P. Diesen letzteren Raum konnen wir wie oben mit Hilfe des
Cartier-Operators berechnen und dhnlich wie in [2, S. 29ff.] lassen sich dann fiir
w € D3(=D)N Q8 (F/k) sogar Elemente b € F* mit w = (1/b) db bestimmen. Es
scheint allerdings nicht moglich zu sein, hieraus brauchbare Informationen iiber
die (unbekannten) S-Einheiten zu gewinnen.



Kapitel 4

Glattheitseigenschaften

In diesem Kapitel bezeichnet F/k einen globalen Funktionenkorper vom Ge-
schlecht ¢ iiber dem exakten Konstantenkérper £ mit ¢ Elementen.

Wir stellen Untersuchungen iiber die Anzahl positiver, glatter Divisoren an, wobei
wir hierfiir sowohl eine exakte Formel als auch eine asymptotische untere Schranke
angeben werden. Im letzten Abschnitt wird die Glattheitsannahme formuliert, die
wir fiir die Komplexitdtsuntersuchungen des néichsten Kapitels bendtigen.

Glattheitsaussagen fiir globale Funktionenkdrper scheinen in der Literatur bis
auf den rationalen und reell-quadratischen Fall bisher nicht betrachtet worden zu
sein, siehe hierfiir [35, 53].

4.1 Glattheitsfunktion

Die bisherige Glattheitsdefinition fiir einen Divisor wird wie folgt erweitert:

4.1. Definition. Es seien n,m € Z>°. Ein positiver Divisor D von F/k heifie
(n, m)-glatt, wenn deg D < n und deg P < m fiir alle Primdivisoren P < D gilt.
Die Anzahl aller (n, m)-glatten Divisoren wird mit Wg/,(n, m) bezeichnet.

Man sieht, dafl Up/,(0,m) = Up/(n,0) = 1 gilt, da der Nulldivisor mitgezihlt
wird. Fiir den folgenden Satz beachte man (721) =0 fiir 0 <n <m und (g) =1
fiir n € Z.

4.2. Satz. Fiir alle n,m € Z=° gilt:
(i)
- T F/k + 'i —1
D VI | (A |

1j1+-+mijm<n i=1

ol
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(4i) Mit Np/k(n,m) := Zﬂ<d<m an dma(F/k) gilt
1
]:0

Beweis. Teil (i) ergibt sich wie folgt: Jeder (n, m)-glatte Divisor kann eindeutig
durch m Summen von j; (nicht unbedingt verschiedenen) Stellen des Grads i fiir
1 < < m dargestellt werden (leere Summen mitgedacht). Fiir jedes solche i gibt
es genatu (”i(F/k}”i*l) dieser j;-elementigen Summen (Anzahl der Kombinationen
jJi-ter Ordnung von 7;(F/k) Elementen mit Wiederholung, siehe [41, S. 465]).
Der Teil (i) ist komplizierter: Wir setzen

S(n,m) := 5 deg(D)
D (n,m)-glatt
D#0

und evaluieren diesen Ausdruck auf zwei verschiedene Weisen. Indem wir S(n, m)
als Summe aller moglichen Grade j multipliziert mit der Anzahl der (n, m)-glatten
Divisoren vom Grad j schreiben, erhalten wir einerseits

m) = Zj (psk(g,m) — Cpp(i —1,m))

durch Zusammenfassung der ¥-Terme. Andererselts konnen wir die Grade deg(D)
aber auch in ihre P-Beitriage aufteilen und nach diesen sortiert aufsummieren. Die
folgenden Summationen erstrecken sich iiber jeweils alle freien Parameter (I, d € Z
und P € PI(F/k)):

S(n,m) = Z deg(P) = Z deg P - Z 1

D (n,m)-glatt deg(P)<m D (n,m)-glatt

0<IP<D 0<ldeg(P ) IP<D
= ) deg(P): Up(n — Ideg(P),m)

deg(P)<m

0<ldeg(P)
= Z\I/F/k(n —jom) Y dmy(F/k)

j=1 0<d<m
dlj

= Z Uik(d,m) - Npjg(n — j,m). (4.4)

Durch Gleichsetzen von (4.3) und (4.4) ergibt sich die Formel in (ii). O
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4.5. Bemerkung. Die Berechnung von Vp/,(n,m) kann mit Satz 4.2, Teil (i)
ganz praktikabel erfolgen, wohingegen sich Teil (i) dafiir nicht besonders eignet.
Zur Auflosung der Rekursion berechnet man die Werte Wp/,(j, m) fir 0 < j <n
und hat dann einen Aufwand von O(n?) Operationen, die Kenntnis von N/ (7, m)
vorausgesetzt. Fiir den Fall, dal m < g relativ grofl im Verhéltnis zu g ist,
stellt letzteres das eigentliche Problem der Berechnung dar, weil dafiir die Wer-
te von 7;(F/k) beziehungsweise N;(F/k) bekannt sein miissen. Wir bemerken,
daB Npje(n,m) = N (F/k) = ¢™ +1 = 32, w;(F/k)™ fiir n < m gilt. Wenn
U p/k(n, m) nur approximiert werden soll, berechnet man 7;(F/k) fiir ein paar
kleine j und setzt fiir die anderen 7;(F/k) ~ ¢’/j. Vorteilhaft wirkt sich hier der
Umstand aus, dafi die Abweichungen von 7;(F/k) von ¢//j wegen Teil (i7) fiir
grofiere j immer weniger vom Gesamtwert von Wg/,(n, m) ausmachen.

4.2 Untere Schranken

Es sollen nun asymptotische Aussagen iiber W/ (n, m) bewiesen werden.

4.6. Proposition. Es sei F/k ein globaler Funktionenkorper des Geschlechts g
und € > 1/2. Fiir die Anzahl der (n, m)-glatten Divisoren von F/k mitn,m € Z>!
und m > 2log,(2(g +¢€)) gilt dann

Upp(n,m) > ¢"/exp ( ({%J + 1) (log(n) + g/) + 2log(2(g + 6))) :

Beweis. Wir setzen n = rm + b mit 0 < b < m. Die Rekursion in Satz 4.2, (i)
wird durch die ausschlielliche Betrachtung der Terme fiir j = max{n — m,0}
aufgeldst: Wp/p(n, m) > n~" (14 Np/p(m, m))Vp/p(n —m, m) usw. und im letzten
Schritt Wp/p(b, m) > n~' (1 4+ Npyi(b, b)). Wir erhalten insgesamt

pppn,m) > (1/n)™* (14 Nej(m,m))' (14 Nep(b.0). (47)

Zu beachten ist im folgenden Np/y,(m,m) > ¢™ —2g¢™/? und 2gq ™2 < g/(g+¢)
wegen m > 2log,(2(g + €)) nach Voraussetzung. Wenn auch b > 2log,(2(g + ¢))
ist, haben wir mit Ausklammern von ¢ durch Beriicksichtigung aller Terme des
Produkts (4.7):

pnln,m) > (1/n)™*1q"(1 = g/(g + ). (48)

Gilt andernfalls b < 2log,(2(g + ¢)), so ergibt sich mit ¢* < 2(g +¢)? und (1 +
Nrk(b,0)) / ¢" > 2(g+¢)72, indem der letzte Term des Produkts (4.7) fortgelassen
wird:

Upyk(n,m) > (1/n)q"(1 = g/(g+ )" (2(g +¢)) *. (4.9)
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Wir erhalten daraus die Behauptung in beiden Fillen fiir ¢ = 0 und fiir ¢ > 0
wegen log(l — 1/x) > —1/(x — 1) fiir x > 1 angewendet auf 1 — g/(g +¢) =
1-1/(1+¢/g) mitz =1+¢/g. O

4.10. Satz. Es seien 3,9 € R7 mit B < 1 und q eine Primpotenz. Dann gibt
es 7,0 € R, so daf fiir jeden globalen Funktionenkdrper F/k vom Geschlecht g
tber dem exakten Konstantenkdrper mit ¢ Elementen die Ungleichung

Up/p(n,m) > ¢" - exp (—u (log(u) + log(log(u)) + 7))
fiir w == n/m und alle n,m € Z=% mit

n’3>m,

min{m,u} > (2+&)log,(3g+1)
qgilt.

Beweis. Der Beweis basiert auf dem Vorgehen von [38] fiir den Fall Z, vgl. [52].
Nach Voraussetzung gilt v > 1 fiir m > 1, so daB wir b := (1 — 1/log(u))m
definieren kénnen. Die nachfolgenden Abschétzungen erfordern eine gewisse Min-
destgrofie der Parameter n, m, u, b, die wir mittels dem nur von (3, g, ¢ abhéingigen
0 sicherstellen. Fiir den Anfang sei also 6 > 1, wir werden es mehrfach vergréfiern.
Wir bemerken als erstes, dal mit 6 — oo auch u — oo wegen der Voraussetzungen
gilt. Wir vergroflern 4, so dafi b > 1 erfiillt ist.

Bis zum Beweisende bezeichnen wir nun mit D die Divisoren, die eine Summe
von |u| nicht notwendigerweise verschiedenen Stellen eines Grads > b und < m
sind und setzen d := deg(D). Damit gilt b|u| < d < m|u] < n, und man erhélt
die untere Abschétzung

Upyp(n,m) > Y Wppy(n—d, [b)), (4.11)

weil die Trager der D und der durch Wz, (n—d, |b]) gezdhlten Divisoren disjunkt
sind. Wir schitzen nun die Up/,(n — d, |b]) und danach die Summe nach unten
ab. Die folgenden Ungleichungen werden dazu benétigt:

m=A/B <y, (4.12)
welche aus den Voraussetzungen folgt, und

(n—d)/b [(n—d)/[b]] +1

2(n—d)/b+1 < 2(n/b—u])+1
2((1—1/log(u))'u —u+1) +1
3u/ log(u),

(4.13)

VANRVANNVANRVAN
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welche fiir alle Divisoren D gilt (fiir die zweite Abschétzung verwenden wir b|u| <
d wie oben, und fiir die letzte Abschitzung ist eine ausreichende Vergrofierung
von ¢ und damit u erforderlich).

Wenn n —d = 0 ist, so gilt ¥, (n —d, [b]) = 1. Andernfalls wenden wir Propo-
sition 4.6 mit ¢ := (¢ + 1)/2 an. Dies ist zuléssig aufgrund der Voraussetzungen
an m und n. Unter Verwendung der Ungleichungen

2log,(2(g +¢)) = 2log,(3g+1) <u
nach Voraussetzung,
log(n — d) = log((n — d)/b) + log(b) < log(u) + log(m)

wegen (4.13) fiir ausreichend grofies § und wegen b < m nach Definition von b,
und

log(m) < /(1 = ) log(u)
wegen (4.12) erhélt man dann mit Proposition 4.6 und (4.13)

Upe(n —d, |b])

vV

"¢/ exp ((HTTJ + 1) (log(n — d) + 2) + 21og(3g + 1))
> ¢/ exp ((3u/log(u)) (log(u) + log(m) + 2) + u)
> ¢" 4/ exp (cu), (4.14)

V

nach ausreichend grofler Wahl von § mit einer nur von [, £q, ¢ abhéingigen Kon-
stante ¢ € R”Y. Diese Ungleichung gilt fiir alle Divisoren D (auch fiir n — d = 0).
Wir wenden uns jetzt der Abschétzung der Summe in (4.11) zu. Wegen (4.14)
bekommt (4.11) die Gestalt

Up(n,m) > ¢"-exp(—cu) - Zq’d. (4.15)
D

Auf die Summe {iber alle D greifen wir mittels

;q—d:( > q-deg<P>)M/LuJ! (4.16)

b<deg(P)<m

zu, wobei sich die rechte Summe iiber alle Stellen P mit b < deg(P) < m er-
streckt (die [u]-Potenz bildet die Summe aller Werte ¢~ unter Beachtung der
Reihenfolge, weshalb durch |u|! dividiert wird).

Nach wieder nur von 3, €g, ¢ abhéingiger Vergréflerung von ¢ kénnen wir aufgrund
der Definition von b annehmen, dafi wegen Satz 3.11, (i1) ¢ /m;(F/k) > 1/m —
(7g+2)q %2 /b fiir b < j < m gilt und daB wegen m/b — 1 fiir § — oo und wegen
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(2 + £9) log,(3g + 1) < m nach Voraussetzung (7g + 2)mg */?/b < 1/2 erfiill ist.
Unter Beachtung von m — b = m/log(u) erhalten wir:

Zb<deg(P)§m g~ aes(”) Zb<j§m qIm;(F/k)
(m —b) (1/m — (g + 2)g~*/?/b)
log(u) '+ (1= (7g + 2)mq "2 /b)
(2log(u))~".
Wegen |u|! < exp(|u]log(|u])) ergibt sich aus (4.17), (4.16) und (4.15):

(4.17)

v v

vV

Upi(n,m) > ¢"/exp(u (log(u) + log(log(w)) + 7))

fiir 6 und v, wobei y die Summe der Konstanten log(2) aus (4.17) und c aus (4.14)
ist. O

4.3 Glattheitsannahme fiir reduzierte Divisoren

4.18. Definition. Essei S eine nicht-leere Teilmenge von PI(F/k). Fiir einen S-
glatten Divisor A mit deg(A) > 1 und m > deg(A) werden die S-glatten, entlang
A maximal- beziehungsweise m-minimalreduzierten Divisoren mit D23*(S, A) :=

DRy (F/k, A)ND(S) beziehungsweise D7 (S, A) := D2 (F/k, A)ND(S) bezeich-

red

net. Thre Anzahlen erhalten wir mit , N, ,()* statt ,D,4()“.

T

Fiir spitere Komplexititsanalysen benétigen wir die folgende Annahme iiber die
Mindestanzahl glatter, minimalreduzierter Divisoren.

4.19. Glattheitsannahme. Es seien o, 3 € (0,1), a < 3. F/k durchlaufe eine
Folge von Funktionenkdrpern mit festem q und g — oo. Wir setzen voraus, dafs
F/k einen rationalen Teilkérper k(x) mit [F : k(x)] = O(1) besitzt. Es sei A ein
Divisor von F/k mit deg(A) = O(1) und S die Menge aller Stellen von F/k eines
Grads kleiner gleich m, wobei n® < m < n? mit n := g+ deg(A) — 1 gelte. Dann
nehmen wir an:

Nfezg(A)(S, A) > q"/ exp(u log(u))(Ho(l)).

Es handelt sich bei dieser Annahme also um Satz 4.10, ausgesprochen fiir zusétz-
lich entlang A deg(A)-minimalreduzierte Divisoren, allerdings unter spezielleren
Bedingungen. Wegen [55, S. 33, 1.6.10] erscheint es plausibel (man kann auch
Vergleichbares beweisen), daf} ein zuféllig gewédhlter positiver Divisor ,kleinen®
Grads auch eine ,kleine* Dimension besitzt. Mit Annahme 4.19 {ibertragen wir
diese Eigenschaft auf S-glatte Divisoren. Im Zahlkorperfall wird iibrigens eine
dhnliche Annahme ausgesprochen, vgl. [7].



Kapitel 5

Das Klassengruppenverfahren

In diesem Kapitel wird das Verfahren der Klassengruppenberechnung eines glo-
balen Funktionenkorpers F'/k des Geschlechts g > 0 iiber dem exakten Konstan-
tenkorper k£ mit ¢ Elementen beschrieben.

Unter der Berechnung der Klassengruppe CI°(F/k) von F/k verstehen wir die
Berechnung ihrer Struktur als endliche abelsche Gruppe

CI°(F/k) 2 Z)e\Z % -+ - x L] ey

mit 1 <¢| ... | ¢y, zusammen mit Divisoren Dy, ..., D, vom Grad null, deren
Klassen den Erzeugern der zyklischen Faktoren entsprechen. Die ganze Diviso-
renklassengruppe CI(F'/k) erhilt man unter Hinzunahme eines Divisors A; vom
Grad eins mit Proposition 1.1 in der Form

Cl(F/k) 2 ZXZL]|\Z X --- X L]y

Die Komplexititsbetrachtungen konzentrieren sich auf die Situation ¢ — oo,
wobei alle sonstigen Groflen als von ¢ abhéngig betrachtet und die O- bezie-
hungsweise o-Aussagen gleichméfig fiir jeden Funktionenkorper gelten werden,
sofern das Geschlecht nur grofy genug ist. Die erste, grundsétzliche Forderung ist
g = O(1). Wir setzen weiter voraus, dal F//k einen rationalen Teilkorper k(z)
mit [F : k(x)] = O(1) besitzt. Die explizite Darstellung von F/k kann dann mit
einem in y normierten und separablen, irreduziblen Polynom f € k[z,y] erfol-
gen, wobei k einen Teilkérper von k bezeichnet und deg,(f) = O(1) gilt. Die
O- beziehungsweise o-Konstanten sind daher stets von g, F//k und Cy = C/(g)
unabhingig.

Das Verfahren stiitzt sich im wesentlichen auf Methoden zur Berechnung des
Geschlechts von F/k, der Stellen von F'/k eines beliebigen, aber nicht zu grofien
Grads, der Riemann-Roch-Réume von Divisoren und der Hauptdivisoren (in freier
Darstellung) von Elementen von F/k.

57
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5.1 Prinzipielle Vorgehensweise

In diesem Abschnitt wird das dem Klassengruppenverfahren zugrundeliegende
Prinzip als Berechnung spezieller S-Einheiten dargestellt und ein Rumpfalgorith-
mus angegeben. Wir beginnen mit

5.1. Satz (S-Einheiten). Fir eine endliche, nicht-leere Menge S C PI(F/k)
von Stellen und s .= |S| — 1 ist

(0%)"

1%

Z/(qg—1)Z x Z°.

Beweis. D°(S) ist frei vom Rang s. Die (nicht kanonische) Isomorphie ergibt sich,
weil P(S) aufgrund der Endlichkeit der Klassenzahl endlichen Index in D°(S) hat
und weil es exakt die Elemente von k£* sind, deren Hauptdivisoren das Nullelement
reprisentieren. Siehe auch [43]. O

Es geniigen bereits endliche Mengen S, um D°(S)/P(S) = CI°(F/k) zu erhalten.
In Satz 3.17 beziehungsweise Bemerkung 3.19 werden genauer Schranken fiir die
Grade der dafiir benotigten Stellen angegeben, so dafl wir ein geeignetes S expli-
zit bestimmen kénnen. Die Klassengruppenberechnung 148t sich deswegen auf die
Berechnung der entsprechenden S-Einheiten beziehungsweise ihrer Hauptdiviso-
ren reduzieren. Allgemein sehen wir eine S-Einheitengruppe fiir endliches, nicht
leeres S als berechnet an, wenn eine Basis bestehend aus Elementen von (0%)*
fiir den freien Teil wie in Satz 5.1 bestimmt worden ist. Analoges gilt fiir die freie
Gruppe P(S). Die Berechnung der Klassengruppe aus der S-Einheitengruppe be-
ziehungsweise aus P(S) wird mit dem folgenden Lemma erreicht:

5.2. Lemma. Fir ein endliches S = {Fy,...,Ps} mit s > 1 seien Haupt-
divisoren (o), ..., (oq) von S-Einheiten gegeben. Die von diesen Hauptdivisoren
erzeugte Untergruppe von P(S) sei U. Durch Berechnung der Smith-Normalform
der Matriz M := (vp,(c;));; erhalten wir den Rang m und Diagonalelemente

ct| ... |em von M und einen explizit gegebenen Isomorphismus
D(S)/U =2 25" X L)\ Z % -+ X L] cp L.

Der mazimal mdgliche Rang der Matriz M ist s. Genau in diesem Fall hat U
endlichen Index in D°(S) und die Einschrinkung der obigen Isomorphie ergibt

DY(S)/U 2 Z)e\Z x - x L]cm.

Beweis. Die erste Isomorphieaussage ist an sich klar und folgt aus der Gestalt
der Smith-Normalform von M: Bei ihrer Berechnung werden die P, ..., P uni-
modular zu Divisoren Dy, ..., Dy, transformiert, so da} die ersten m Divisoren
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D; die Ordnung ¢; und die restlichen s + 1 — m unendliche Ordnung in D(S)/U
haben. Per Definition entsprechen diese D; unter dem Isomorphismus den Erzeu-
gern der obigen zyklischen Faktoren. Der maximale Rang von M ist s, weil P(S)
und D°(S) Rang s haben. In diesem Fall hat nur D,,; unendliche Ordnung in
D(S)/U. Weil die anderen endliche Ordnung haben, miissen sie den Grad null
haben, sie bilden daher eine Basis von D°(S), woraus sich die zweite Isomorphie-
aussage ergibt. Es sei angemerkt, daf§ der Grad von Dy gleich dem grofiten
gemeinsamen Teiler der Grade der Stellen aus S ist, weil alle D; zusammen eine
Basis von D(S) bilden. O

Wir wenden uns jetzt der Berechnung der speziell fiir die Klassengruppe benétig-
ten S-Einheitengruppe zu. Die folgende Namensgebung hat sich eingebiirgert:

5.3. Definition. Eine Faktorbasis S ist eine endliche, nicht-leere Teilmenge von
PIU(F/k). S ist vollstindig, wenn D°(S)/P(S) = CI°(F/k) gilt. Zu vorgegebener
Faktorbasis S nennen wir die Hauptdivisoren von S-Einheiten auch Relationen.

Fiir den Rest dieses Abschnitts gehen wir davon aus, dafl eine Methode zur
Verfiigung steht, die unter Eingabe einer noch zu bestimmenden Faktorbasis S
der Reihe nach Relationen (o), (o), ... produziert, fiir die es ein (uns unbekann-
tes) [ € Z=! gibt, so daf} die ersten [ Relationen («;) die Gruppe der S-glatten
Hauptdivisoren P(S) (mit groBer Wahrscheinlichkeit) erzeugen. Wir nennen die-
sen Prozel Relationensuche. Wie dies bei spezieller Wahl von S zu bewerkstelligen
ist, wird spéter erklart. Die Bestimmung beliebiger S-Einheiten 148t sich im {ibri-
gen dann auf diesen speziellen Fall zuriickfiihren.

Wir wéhlen jetzt eine vollstdndige Faktorbasis S. Die Idee ist dann die folgende:
Die (a;) werden der Reihe nach abgearbeitet und mit Lemma 5.2 (evtl. block-
weise) ausgewertet, bis der Index der von den («;) erzeugten Gruppe U in D°(S)
endlich wird. Nun stellt sich die Frage, ob bereits U = P(S) gilt. Wir wissen
aufgrund der Voraussetzung an S, daf§ der uns bekannte Index (D°(S) : U) ein
ganzzahliges Vielfaches der Klassenzahl h(F/k) = (D°(S) : P(S)) ist. Mittels
Satz 3.20 konnen wir die Klassenzahl aber auch approximieren und den Fehler
abschétzen.

5.4. Lemma. Es sei h € R und I(h) := {x € R | 272 < x/h < 2'/?}. Fir

jedes h € I(h) gilt dann hZ N I(h) = {h}.

Beweis. Man kann ohne Einschrinkung h > 0 annehmen. Es sei ah € I(h) mit
a € Z7° Durch Logarithmieren ergibt sich: |log(a)| = |log(ah) — log(h)| <
[log(ah) — log(h)| + | log(h) — log(h)| < log(2), also a = 1. O
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Unter Verwendung einer Approximation h der Klassenzahl h(F/k), die so genau
ist, daB h(F/k) € I(h) gilt, fahren wir mit der Auswertung weiterer (c;) fort, bis
(D°(S) : U) € I(h) erfiillt ist. Dann haben wir aufgrund des Lemmas (D°(S) :
U) = h(F/k), deswegen auch U = P(S), und sind fertig. Wir fassen das Vorgehen

in einem Algorithmus zusammen:
5.5. Algorithmus. (Klassengruppenverfahren)

Fingabe: Ein globaler Funktionenkdrper F/k des Geschlechts g > 0 dber dem
endlichen Kdérper k mit ¢ Elementen.

Ausgabe:  Struktur und Erzeuger von CI°(F/k).

1. (Erzeugungsschranke) Bestimme eine fir die Erzeugung der Klassengrup-
pe ausreichende obere Schranke myp = r € Z=' fiir die Grade der hierfiir
bendtigten Stellen und einen Divisor A, vom Grad eins mittels Satz 3.17
und Proposition 3.15 durch die Berechnung der ersten Werte von N, (F/k)
bis mazimal max{ [2log, (49 — 2)], [2log,(29)] + 1 }.

2. (Approzimation von h(F/k)) Berechne eine Approzimation h der Klassen-
zahl h(F/k) mittels Satz 3.20 unter Verwendung der Werte N,(F/k) bis
mp < 2log,(39/(q"* = 1)), so daf der Fehlerterm kleiner log(2)/2 wird.

3. (Vollstindige Faktorbasis) Erstelle eine fir die Relationensuche geeignete
Faktorbasis S, die die Stellen von F/k eines Grads kleiner gleich mg und
den Trdger von Ay enthdlt.

4. (Relationensuche) Unter Verwendung von Lemma 5.2 und Lemma 5.4 wird
die Relationensuche fiir S (blockweise) solange durchgefiihrt, bis eine Un-
tergruppe U von P(S) von endlichem Index bekannt ist, fiir die (D°(S) :

U) € I(h) gilt.

5. (Ende) Es gilt nun U = P(S). Unter Verwendung von Lemma 5.2 wer-
den die fiir die Klassengruppenberechnung erforderlichen Daten bestimmi.
Terminiere.

5.6. Bemerkung. Die maximale Anzahl der in den Schritten 1 und 2 zu be-
trachtenden Stellen ist O(g*log(g)), so daf} der Gesamtaufwand hierfiir unter Be-
achtung von Abschnitt 1.2 und der Voraussetzungen am Anfang dieses Kapitels
polynomial in gC} ist. Die Kosten fiir Schritt 3 bis 5 ergeben sich im wesentlichen
aus der Strategie der verwendeten Relationensuche und werden spéter untersucht.
Die Abschétzung fiir mp in Schritt 2 ergibt sich aus dem Fehlerterm in Satz 3.20
mit 2/ log(2) < 3.



5.1. PRINZIPIELLE VORGEHENSWEISE 61

In der Praxis kénnen die zu verwendenden, vollstindigen Faktorbasen bei grofie-
rem ¢ und ¢ und damit auch M aus Lemma 5.2 relativ grofl werden, so daf} die
Berechnung der Smith-Normalform zu aufwendig wird. In dieser Situation hilft in
gewissem Rahmen eine Variation von Algorithmus 5.5: In Schritt 3 verzichten wir
auf die Forderung, daf} S vollsténdig sein soll. Das Abbruchkriterium in Schritt 4
wird nur mit der oberen Schranke beibehalten und liefert nicht notwendigerweise
das gewiinschte Ergebnis. Es ist jetzt ndmlich moglich, dafi nur eine Faktorgruppe
von D°(S)/U zu einer Untergruppe der Klassengruppe isomorph ist. Zur Erken-
nung beziehungsweise Behebung dieser Situation werden vor Schritt 5 Wurzeltests
durchgefiihrt.

Bei den Wurzeltests handelt es sich um das folgende Vorgehen: Mit U sei eine
Untergruppe von P(S) von endlichem Index bezeichnet. Mit Hilfe der letzten Iso-
morphie in Lemma 5.2 betrachten wir eine Auswahl solcher Divisoren D € D°(S),
deren Klassen in D°(S)/U eine Primzahlordnung [/ besitzen. Zusammen mit der
Nullklasse bilden letztere einen F;-Vektorraum. Genau dann gilt U = P(S), wenn
keiner der Divisoren D fiir keines der moglichen [ ein Hauptdivisor ist. Wir testen
dies fiir alle D (modulo F}), und falls ein Hauptdivisor D gefunden wurde, konnen
wir U erweitern beziehungsweise den Index von U in P(S) um [ verkleinern, und
beginnen mit den Tests fiir [ von vorne. Der Aufwand dieser Berechnungen wird
vom [-Rang der Gruppe D°(S)/P(S) dominiert. Schlimmstenfalls sind daher we-
gen Satz 3.14 mindestens (1% —1)/(I — 1) Wurzeltests fiir [ durchzufiihren, so daf
das Verfahren im allgemeinen exponentiell in g ist. D°(S)/P(S) ist aber hiiufig
zyklisch (oder ein Produkt weniger zyklischer Gruppen), so daf§ die Durchfiihrung
von Wurzeltests in diesem Fall recht effizient ist. Es sei angemerkt, daf§ die auf-
tretenden Exponenten sehr groff werden koénnen und daher Algorithmus 2.25 fiir
die Hauptidealtests unentbehrlich ist. Vgl. auch [3, S. 16], [50, S. 54].

In der obigen Situation kénnen wir nun mit den Wurzeltests aus D°(S)/U die Un-
tergruppe D°(S)/P(S) selbst erhalten. Wenn ihre Ordnung in I(h) liegt, handelt
es sich um die Klassengruppe, ansonsten um eine echte Untergruppe. Unter Ver-
wendung einer nicht vollstdndigen Faktorbasis konnen wir also die von ihr erzeugte
Untergruppe der Klassengruppe mit Hilfe der Wurzeltests (in unter Umsténden

exponentieller Zeit in g) berechnen.

Im Zahlkorperfall wird eine Methode fiir Wurzeltests basierend auf dem Cebo-
tarevschen Dichtigkeitssatz zur Umgehung der (I%2"¢ — 1)/(I — 1)-vielen Einzel-
schritte eingesetzt. Wie in [50, S. 55] beschrieben, ist dieses Verfahren im Funk-
tionenkorperfall in der Praxis nicht effizient durchfiihrbar. Dies liegt daran, daf
Stellen eines Grads m mit [ | ¢™ — 1 betrachtet werden miissen, und solche m sind
héufig sehr grof} (nicht selten m = [ —1). Es sei schlielich auf die Analogie dieser
Methode zur Tate-Lichtenbaum Paarung aus [16], siche auch [15], hingewiesen.
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5.2 Relationensuche

In diesem Abschnitt soll eine Ubersicht iiber die Strategien zur Suche von Rela-
tionen gegeben werden. Wir fixieren dafiir eine Faktorbasis S = { P, ..., P;} mit
s > 1 und einen S-glatten Divisor A mit deg(A4) > 1.

Die allgemeine Form der Relationensuche besteht in der sukzessiven Berechnung
der Schnitte (£(D)) N P(S) fiir S-glatte Divisoren D, welche nach einer gewis-
sen Strategie zu erzeugen sind. Die spéter berechneten Relationen entstehen im
Prinzip alle auf diese Weise.

Mit den vorausgesetzten Mdoglichkeiten ist die Berechnung dieser Schnitte prinzi-
piell moglich. Man beschrénkt sich sinnvollerweise auf Divisoren nicht-negativen
Grads. Die Berechnung von £(D) erfolgt mit den Methoden des ersten Kapitels,
danach kann (und offenbar mufl) man fiir die Elemente von £(D) multiplika-
tiv. modulo Konstanten einzeln iiberpriifen, ob es sich um S-Einheiten handelt.
Der Aufwand der Schnittberechnung ist damit a priori exponentiell im Grad der
Divisoren D.

Es lassen sich drei allgemeine Situationen beziehungsweise Strategieansétze un-
terscheiden:

1.) Divisoren vom Grad null

Fiir die Schnittberechnung werden S-glatte Divisoren D vom Grad null
verwendet. In diesem Fall gilt entweder dim(D) = 0 oder dim(D) = 1, und
bei dim(D) = 1 hat man eine S-Einheit gefunden. Die Wahrscheinlichkeit
fiir dim(D) = 1 bei zufilliger Wahl von D sollte ungefihr bei 1/h(F/k)
liegen. Dieser Ansatz entspricht einem Rechnen in abelschen Gruppen.

2.) Divisoren eines kleinen Grads

Fiir die Schnittberechnung werden hier S-glatte Divisoren D eines kleinen
Grads und positiver Dimension verwendet, die beispielsweise durch Divisor-
reduktion erhalten werden kénnen. Ein a € L£(D) ist genau dann S-glatt,
wenn (a) + D S-glatt ist. Weil (a) + D mit D kleinen Grad besitzt, besteht
hierfiir eine Glattheitswahrscheinlichkeit. Bei geeigneter Wahl von S fillt
diese hoher als 1/h(F/k) aus.

3.) Divisoren groflen Grads

Es werden S-glatte Divisoren D mit grolem Grad und grofler Dimension
verwendet, beispielsweise so grof}, dafi ein komplettes Erzeugendensystem
der S-Einheiten in £(D) zu finden ist. Man konnte diesen Ansatz als Direkt-
berechnung von S-FEinheiten bezeichnen. Er ist unbrauchbar, weil wir nicht
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in der Lage sind, die (relativ wenigen) S-Einheiten unter den sehr vielen
Elementen von £(D) zu finden.

In der Schwierigkeit der Berechnung des Schnitts (£(D)) N P(S) einer additi-
ven mit einer multiplikativen Struktur ist also wegen 3.) ein grundlegendes Pro-
blem der Klassengruppenberechnung zu sehen. Zur Schnittberechnung bei groflem
Divisorgrad erwidhnen wir deshalb zwei, leider vergebliche Ansitze, die auf not-
wendigen Bedingungen fiir die Glattheit eines Elements von L£(D) beruhen: Es
sei aq, ..., a, eine Basis von £(D). Der erste Ansatz besteht darin, die Normen
Np/k(z)(a) von Elementen a = Y A\ja; € L£(D) parametrisch auszurechnen und
auf entsprechende Glattheit zu testen. Hierbei wird stark vereinfachend die Frage
aufgeworfen, fiir welche Spezialisierungen der \; ein Polynom h € k[A1, ..., Ay, 7]
nur aus Linearfaktoren besteht. Dies ist genau dann der Fall, wenn ein speziali-
siertes h eine ausreichend hohe Potenz von z9 — z teilt.

Der zweite Ansatz besteht darin, das durch a definierte, logarithmische Differenti-
al (1/a)da parametrisch als Linearkombination der logarithmischen Differentiale
der S-Einheiten wie am Ende von Abschnitt 3.4 darzustellen. In beiden Fillen
erhilt man dann jedoch nicht-lineare Gleichungen und Ungleichungen in grofler
Anzahl oder mit vielen freien Variablen (m ist groff), deren Losung unter den
gegebenen Umstdnden nicht mehr sinnvoll beziehungsweise moglich ist.

Es bleiben die Ansiitze 1.) und 2.), auf die man sich stiitzen kann. Ansatz 1.) fiihrt
zu im Prinzip deterministischen Algorithmen, wohingegen 2.) einen probabilisti-
schen Algorithmus liefert. Die folgenden Teilabschnitte geben einen Uberblick
iiber diese Methoden, bevor der probabilistische Ansatz dann eingehend behan-
delt wird.

5.2.1 Deterministische Methoden

Zur Berechnung unabhéingiger Relationen beziehungsweise S-Einheiten kann man
zwei Methoden unterscheiden.

Fiir die erste beschréinken wir uns entsprechend 1.) auf die Betrachtung von Divi-
soren in D°(S) und wollen herausfinden, welche davon in P(S) liegen. Wir kénnen
speziell die unabhéngigen Divisoren D; := deg(Py)P; — deg(F;) P fiir 1 < i <'s
betrachten. Fiir jedes solche i gibt es ein m € Z mit 1 < m < (¢/? +1)%9, so daf
mD; ein Hauptdivisor ist. Wir berechnen unabhéngige S-Einheiten, indem wir fiir
jedes m und jedes i testen, ob mD; ein Hauptdivisor ist. Die einzelnen Tests sind
mit Algorithmus 2.25 effizient zu bewerkstelligen. Zur Reduzierung des Aufwands
in m kann man speziell beispielsweise die Baby-Step-Giant-Step Methode, vgl. [9,
S. 235ff.], verwenden. Der Aufwand bleibt allerdings wegen der Schranke fiir m
exponentiell in g.
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Mit der eben beschriebenen, ersten Methode der Berechnung unabhéngiger Re-
lationen und den Wurzeltests aus Abschnitt 5.1 kann man also bereits P(S) und
damit die Klassengruppe fiir eine vollstindige Faktorbasis S deterministisch be-
rechnen. Der Aufwand ist aber exponentiell in g. Allgemeiner kénnen unter Ver-
wendung von Divisoren vom Grad null und des Hauptdivisortests Techniken zum
Berechnen der Struktur einer abelschen Gruppe von ,innen“ heraus eingesetzt
werden.

Die zweite Methode zur Berechnung unabhéngiger Relationen verwendet bereits
Divisorreduktion. Zu einer Folge von speziell oder zufillig gewéhlten S-glatten
Divisoren D;, i = 1,2,... berechnen wir entlang A maximalreduzierte Divisoren
l~)l~ mit D; = 151 + rA — (a;). Weil diese reduzierten Divisoren positiv und von
einem Grad kleiner g+ deg(A) sind, ist ihre Anzahl endlich. Folglich gibt es ji, jo,
so daf3 Ejl = ﬁjQ gilt, und in diesem Fall haben wir mit aj, /a;, eine S-Einheit
gefunden. Wihlen wir speziell A = Py und D;; = i deg(P,)P; fir 1 < j <'s, so
erhalten wir auf diese Weise fiir jedes j eine S-Einheit, deren Hauptdivisor von
der Form m; (deg(Py)P; — deg(P;)Py) analog wie oben ist. Weil es mindestens
h(F/k) viele entlang A maximalreduzierte Divisoren gibt, ist der Aufwand dieser
Berechnungen ebenfalls exponentiell in g.

Es sei an dieser Stelle auf die Verbindung der beiden Methoden zur Berechnung
von Dirichlet-Einheiten [36, S. 48ff.], zur Relationenerzwingung [56, S. 46ff.] und
zur Relationenerzeugung durch Idealreduktion [47] im Zahlkorperfall hingewiesen.

5.2.2 Probabilistische Methode

Die prinzipielle Verfahrensweise der probabilistischen Methode ist die folgende:
Zu einem zuféllig gegebenen Divisor D berechnen wir einen positiven Divisor
D mittels Divisorreduktion, so da D = D + rA — (a) gilt, &hnlich der zuvor
beschriebenen Methode der reduzierten Divisoren. Ist D S-glatt, so hat man mit
a eine Relation gefunden. Man stiitzt sich also bei dieser Methode nicht mehr auf
die Gleichheit zweier IN), sondern auf ihre Glattheitswahrscheinlichkeit, und erhalt
ein Verfahren, welches eine wesentlich bessere Laufzeit als die zuvor beschriebenen
Methoden hat. Die probabilistische Methode und ihre Erfolgswahrscheinlichkeit
werden im néchsten Abschnitt eingehend beschrieben.

5.3 Probabilistische Methode

In diesem Abschnitt wird die probabilistische Methode der Relationensuche be-
schrieben, auf die wir uns im Klassengruppenverfahren hauptséchlich stiitzen.
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Die Beschreibung bleibt theoretisch, so dafl in dem darauffolgenden Abschnitt die
Vorgehensweise in der Praxis erldutert wird. Insbesondere untersuchen wir jetzt
das asymptotische Verhalten fiir ¢ — oo, wobei dhnlich wie in [7] vorgegangen
wird, vgl. auch [53].

5.3.1 Situation und Strategie der Relationensuche

Mit S = {Py,..., Ps}, s > 1 bezeichnen wir wieder eine Faktorbasis und mit A
einen positiven, S-glatten Divisor, deg(A) > 1.

Die von A erzeugte Untergruppe von D(S) ist (A). Wir betrachten die Projektion
prs,a @ D(S) — D(S)/(A). Thre Einschrankung auf D™ (S) ist fiir alle m € Z
injektiv, aber nicht unbedingt surjektiv. Wir bemerken insbesondere, dali P(S)
ein isomorphes Bild in D(S)/(A) besitzt.

Wenn A ein Primdivisor ist, sieht man unmittelbar, da§ D(S)/(A) = Z* gilt. Im
allgemeinen erhélt man einen Epimorphismus in der folgenden Weise: Wir dividie-
ren A durch den gréfiten gemeinsamen Teiler der Exponenten von A und erhalten
einen ,,primitiven“ Divisor Dy. Durch unimodulare Ergénzung erhalten wir wei-
ter Divisoren Dy,..., Dy, so dal S’ := {Dy, ..., Dy} eine Basis von D(S) ist. Mit
dieser Basis ergibt sich die Isomorphie D(S)/(Dy) = Z° und der angekiindigte
Epimorphismus D(S)/(A) — D(S)/(Dy) = Z°.

Durch diese Abbildungen erhalten wir zusammenfassend ein ebenfalls epimorphes
As,a : D(S) — Z°. Das isomorphe Bild von P(S) unter Ag 4 in Z* bezeichnen
wir mit Ag 4. Die Berechnung von P(S) kann damit auf die Berechnung von Ag 4
zuriickgefiihrt werden. Wegen Korollar 1.4 angewendet auf D, statt A wissen wir,
daB (Z* : Ag.a) < deg(A)h(F/k) gilt. Das Bild von DX (S, A) unter Ag 4 wird
schlieflich mit A§Y bezeichnet.

Fiir die Berechnung von Bildern und Urbildern unter Ag 4 benétigen wir zusétzlich
eine Beschrénktheitseigenschaft von Ag 4 im Hinblick auf ¢ — oo. Wir fordern,
dafl die Grade der P; aus S polynomial in g und daf} der Grad von A, die Anzahl
der in A vorkommenden Stellen sowie die betragliche Summe ihrer Exponenten in
A alle O(1) sind. Wenn wir dann die Basis S’ nicht ,absichtlich schlecht“ wihlen,
konnen wir von folgendem ausgehen: Es sei T € ZG+D*6+1) die unimodulare
Transformationsmatrix mit (Dy,..., D) = (P, ..., P;)T. Es gibt ein positives
co = O(1), so daB fiir die Maximumnormen ¢, ' ||v, < [|[Tv|.. < eollv|,, fiir alle
v € Z**! gilt. Die Basen S und S’ sollen sich also nicht zu sehr ,unterscheiden®.
Diese Forderungen lassen sich beispielsweise dann erfiillen, wenn A ein Primdi-
visor vom Grad eins oder die Differenz zweier Primdivisoren aus S ist. Weil der
Grad der Korpererweiterung F/k(x) nach Voraussetzung O(1) ist, konnen diese
Forderungen auch fiir A = () erfiillt werden.
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5.7. Bemerkung. Es gilt [A¥Y > N84 (5, A)/ deg(A), weil sich zwei entlang
A deg(A)-minimalreduzierte Divisoren nicht um ein Vielfaches von A, eventuell
aber um ein Vielfaches von Dy unterscheiden. Weiter ist fiir jedes v € A]“Sefi1 nach
der obigen Beschriinktheitsforderung [|v]|,, < co(g + deg(A)) erfiillt. AuBerdem
bemerken wir noch einmal, da8 wir (Z° : Ag4) < deg(A)h(F/k) haben.

5.8. Definition. Die Relationenabbildung rg 4 wird definiert als
rs.A Ageﬂ X Aga — Z°,  (v1,v2) — U1 + vy
und fiir ihre Umkehrung betrachten wir (2A5’A ist die Potenzmenge von Ag 4)
usa  L° — ohs.a uga(v) :={ vy € Aga | rs.a(v1,v2) =0 fiir v, € Agﬂ}.

Unter der Relationensuche verstehen wir nun spezieller die sukzessive Berechnung
von Bildern unter ug 4. Dies kommt der Aufgabe gleich, alle entlang A deg(A)-
minimalreduzierten und S-glatten Divisoren D mit D = D + rA — (a) fiir die
Divisoren D € )\g’IA(v) zu bestimmen. Letztere unterscheiden sich voneinander
nur durch Vielfache von Dj.

Den Aspekten 1.) und 2.) aus Abschnitt 5.2 wird durch die Verwendung der ent-
lang A deg(A)-minimalreduzierten Divisoren Rechnung getragen, denn dadurch
bleiben die auftretenden Dimensionen klein.

5.9. Algorithmus. (Berechnung von ug )
FEingabe: Die Divisoren A, Dy, ..., Dy und ein v € Z.°.

Ausgabe: Die Menge R, C Ag 4 mit usa(v) = R,.

1. (Divisoren mod A berechnen) Berechne den Divisor D :=%"_, v;D;, wobei
die v; die Koeffizienten von v sind. Berechne die Divisoren D) := D + iD
firi:=0,...,deg(A)/deg(Dy) — 1.

2. (Reduzierte Divisoren) Berechne mit Algorithmus 2.21 und Bemerkung 2.24
alle entlang A deg(A)-minimalreduzierten Divisoren D;; mit D} := D; ; +

Tz',jA — (ai,j).

3. (Glattheit) Berechne die Menge J der Indizes (i, j), fiir die 15” ein S-glatter
Divisor ist. Setze Ry, :={v — Asa(D;;) | (i,5) € J}.

4. (Ende) Ausgabe von R,. Terminiere.
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5.10. Bemerkung. Die Anzahl der entlang A deg(A)-minimalreduzierten Divi-
soren l~)” im zweiten Schritt betrigt maximal deg(A4)(¢%s™ — 1)/(g — 1) we-
gen Bemerkung 2.24. Die ersten beiden Schritte bendtigen damit einen Aufwand
O(1)log(||v]l,.) (9Cf)°Ms, nach den Voraussetzungen an S, A, T und wegen Be-
merkung 2.22. Fiir die Glattheitstests ist zu beachten, dafl die Di,j positive Divi-
soren eines Grads kleiner gleich g+deg(A) in Idealdarstellung sind. Unter Verwen-
dung von Faktorisierungen der 5” beziehungsweise ihrer Normen und mit Hilfe
einer Ordnung fiir die unter Stellen aus S liegenden Stellen von k(z) kann man den
Glattheitstest in einer Laufzeit von O(1)(gCf)%" log(s) durchfiihren, indem die
berechneten Stellen in der Faktorbasis (binér) gesucht werden, und erhélt dabei
die freie Darstellung von IN)” Damit ist die Gesamtlaufzeit von Algorithmus 5.9
O(1)log(|lv]l.) (9C)°Ws (die ersten beiden Schritte bleiben bestimmend fiir den
s-Anteil).

Nach Festlegung der Situation fiir die Relationensuche und der Beschreibung, wie
sie fiir einzelne v € Z° durchzufiihren ist, kommen wir nun zur Strategie der
Erzeugung dieser Vektoren. Mit I 4 := deg(A)2(¢'/? + 1)*9 definieren wir hierfiir
zwei Quader Qg 4, qu"’j C Z* durch

Qsa = [0,lsa]° N7Z°,
§h = [—co(g+deg(A)), Is.a +cog + deg(A)) ]" N 27,

Die in Algorithmus 5.5, Schritt 4 durchzufithrende Relationensuche besteht nun
einfach in der zufdlligen (und gleichverteilten) Erzeugung von Vektoren v € de
als Eingabe fiir Algorithmus 5.9, und zwar solange, bis ein Erzeugendensystem
von Ag 4 beziehungsweise P(S) gefunden wurde (dies kann mit den Methoden
des Abschnitts 5.1 getestet werden).

5.3.2 Erfolgswahrscheinlichkeit

Durch die sukzessive Berechnung von ug 4 erhilt man also eine (eventuell leere)
Folge von Vektoren aus Ag 4 beziehungsweise eine Folge von Elementen aus P(.S).
Wir wenden uns jetzt der Frage zu, inwiefern Vektoren aus Ag 4\U fiir ein echtes
Teilgitter U von Ag 4 durch die Berechnung von ug 4 fiir Vektoren des Quaders
Qred erhalten werden konnen.

5.11. Lemma. Firl — oo seien s = o(1'/?), s > 1, und Q; := [ ]° ein Quader
im Z°. Fiir jedes Gitter A vom Rang s im Z° mit d(A) = (Z°: N) < 1YV gilt:
1+o
ANQ| = 1+oll) Q1. (5.12)

d(A)
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Fiir jedes echte Teilgitter U eines solchen Gitters A gilt:
14 0(1)

A > — . . 1
()nQl > 5551l (5.13)
Wenn zusdtzlich U den Rang s hat und eine Basis in QQ; besitzt, so gilt:
(A:U) < (s"20)°/d(A) < (s21)5. (5.14)

Beweis. Wir betrachten eine Basis von A in Hermite-Normalformgestalt und be-
zeichnen mit d; € Z>! die Eintrige auf den Stufen. Dann haben wir ‘diZ N
[0.7]] = |I/d;] + 1 und unter Beachtung der Stufengestalt der Basis ergibt sich,
daB [A N Qi = [I._,(ll/d;] + 1) ist. Aus dieser Gleichung erhalten wir we-
gen d; < d(A) < 1Y/2:

L4+ 127 /d(A) > [ANQ| > I°/d(A). (5.15)
Nun haben wir (I +12)* /|Q)| < (1 +17Y2)* =1+ o(1) und #hnlich I* / |Q| =
1+ o(1) wegen s = o(I'/?) und weil allgemein (1 + 1/2)® — e fiir * — oo gilt.
Aus (5.15) ergibt sich damit (5.12).
Ist 7 der Rang von U, so gibt es v;,w,, € 7=, so daf8 die Stufenelemente von U
durch w,,d,; gegeben werden und |UNQ;| < H;ZI(U/(w,,j d,,)] +1) gilt. Hieraus
erhalten wir fiir r < s

Nl < (141! (5.16)
und fiir r = s wegen [U N @] < d(A)'TT5_, (I/w,, + dy,;) und weil mindestens
ein Wy; > 2 ist:

UnQ| < (1+20'%)°/(2d(A)). (5.17)
Hat U nicht vollen Rang, so gilt nach (5.15) und (5.16)
(AN NQ| > P/dA) = (1 +1)
= (A+1/D)7 =d(N)/(+1)) |l /d(A)
= (1+0(1)) [Q]/d(A).
Hat U Rang s, so gilt nach (5.15) und (5.17)
AND) Q| > P/dA) — (142072 / (2d(4))
= I"(2— (1 +27)%) / (2d(A))
= *(1+0(1))/ (2d(A)).

Mit 1°/|@Q;| = 1+ o(1) ergibt sich die Ungleichung (5.13) in beiden Féllen.

Die letzte Aussage (5.14) iiber den Index von U folgt mit der Abschéitzung der
Determinante einer aus s unabhingigen Vektoren von U in (), gebildeten Matrix
mit Hilfe der Hadamard-Schranke. O
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5.18. Lemma. Fiir g — oc sei s = o(l;ﬁ), s>1. Mit R := Age";l‘x (AS,AQQS,A)
qgilt:
rea(R,) € Q5%

o (L+01) N (s 4)
roaloll 2 gl h(FTR)

Beweis. Die Aussage rg.4(R)) C de folgt aus Bemerkung 5.7. Wir beachten
nun drei Aussagen: Erstens, h(F/k) < (¢'/? +1)* nach Korollar 3.13; zweitens,
rs.4 ist in jedem Argument injektiv; drittens, wegen s = o(l}q{i) gilt |Qs.4| =
(14 0(1)) |Qs%|. Mit Lemma 5.11, (5.12) angewendet auf Ag 4 und den Quader
()s.4 erhalten wir damit, daf das Bild rg 4(R)) fiir jede feste Wahl eines v; € Arse";“
(140(1)) Q<% / (deg(A)h(F/k)) Elemente enthiilt. Wegen Bemerkung 5.7 ver-

vielfaltigt sich diese Anzahl um mindestens N5V (S 4)/deg(A4), wenn man

red

v € Age’% variiert, und daraus ergibt sich die obige Abschitzung. O

‘Qred

5.19. Lemma. Fs seien o, € (0,1) und n := g + deg(A) — 1. Fir g — o
gilt bei Wahl der speziellen Faktorbasis S := PIS™(F/k) mit n® < m < n’ und
u :=n/m sowie unter der Glattheitsannahme 4.19:

N (g 4)

red

(1+0(1))
deg(A)? h(F/k) '

> exp(—ulog(u))

Beweis. Der Faktor deg(A)? wird von dem (1 + o(1)) aufgenommen, so dal man
sich auf die Betrachtung des Quotienten Nizg(A) (S, A) / h(F/E) beschréinken kann.
Wegen Satz 3.22 mit den Voraussetzungen an F'/k iiber die Existenz eines ratio-
nalen Tellkorpers und der Glattheitsannahme 4.19 ergibt sich die Behauptung fiir

N84 (g A) / h(F/k), indem man beachtet, daf die Fehlerterme ebenfalls in den
(14 o(1))-Ausdruck aufgenommen werden kénnen. O

5.20. Proposition. Es seien py,p1 € R mit pg + p1 = 1 und bezeichne V
einen Algorithmus, der mit einer Wahrscheinlichkeit von p, das Ergebnis ,wahr®
liefert.

(i) Die erwartete Mindestanzahl von Ausfihrungen von V, um genau r-mal das
Ergebnis ,wahr“ zu erhalten, betrigt r/p;.

(i4) Die Wahrscheinlichkeit, in |py'| Ausfihrungen von V mindestens einmal
das Ergebnis ,wahr® zu erhalten, strebt mit p; — 0 gegen 1 — 1/e.

(ii1) Es gibt ein ko = ko(p1) € R>%, so daf§ die Wahrscheinlichkeit, nach kor
Ausfiihrungen von V. mindestens r-mal das Ergebnis ,wahr zu erhalten,
mit r — 00 gegen 1 strebt.
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Beweis. Wir bezeichnen mit X, die Mindestanzahl von Ausfiihrungen von V,
welche genau r-mal ,wahr® liefern. Es gilt also X, = w, wenn die letzte und
davor beliebige » — 1 von insgesamt w Ausfiihrungen von V den ,,wahr“-Wert
ergeben. Dies tritt folglich mit einer Wahrscheinlichkeit von

w—1 ro,w—r
p(X; =w) = (T_1>p1po

ein. Fiir den Erwartungswert von X, ergibt sich damit

= w—1 _
St ) st

E(X,) =Y wp(X, =w) =

Moo wer
:(r—ll)! E w(w—1)-(w—7r+1)p;
Pl d’ 1 Py r!
— . 1— - )
o1 ar - (r— D! (1—po)+
= ,r/pla

womit Teil (i) bewiesen wére. Fiir Teil (ii) beachtet man, dafl die Wahrschein-
lichkeit, keinmal den Wert ,wahr® zu erhalten, (1 — pl)u’f1J betrigt, welches fiir
p1 — 0 gegen 1/e strebt.

Zum Beweis von Teil (iii) wird ein ko € R>? mit pi°~'eky < 1 gewihlt und w :=
kor gesetzt. Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit p(X, < w), in w Ausfithrungen
von V mindestens r-mal den Wert ,, wahr“ zu erhalten:

p(X, <w) =Y <j>p{po g
j=r

Fiir die Komplementdrwahrscheinlichkeit folgt unter Verwendung der Stirling-
schen Formel in der Form log(n!) = n(log(n) — 1 + o(1))

r—1
kor e
p(X, >w) =y ( j. ) (1~ po) pg”

j=0

“nr [k 1
rpéko b (27“) §rpék° b (kor)" /r!

< (oo tehy) e

IN

welches fiir wachsendes r nach Wahl von £y gegen null strebt. O

5.21. Lemma. Fiir g — oc berechnet man mit den Voraussetzungen von Lem-
ma 5.19 ein Erzeugendensystem von Ag 4, bestehend aus g™ Elementen,
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o) g™ Anwendungen von Algorithmus 5.9 auf zu-

red

fallig (und gleichverteilt) gewdhlte Vektoren aus Q5% mit gegen 1 strebender
Wahrscheinlichkeit.

nach erwartungsgemdf u(

Beweis. Wir stellen die Beobachtung voran, dafl die Grofle s der Faktorbasis S
nach Lemma 3.12 durch ¢"°") beschriinkt wird. Wegen Lemma 5.18 und 5.19
kann daher u “(1*°(M) als untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit aufgefafit
werden, ein Element von Ag 4 durch zuféllige Wahl eines Vektors aus Qgﬁ(j‘ und
Anwendung von Algorithmus 5.9 zu erhalten. Mit Proposition 5.20, (ii) erhal-
ten wir daher fiir ausreichend groBes ¢ nach u*('+°(1) Versuchen eine Relation
mit einer Wahrscheinlichkeit groBer 1/2. Bezeichne U ein (von bisher gefunde-
nen Relationen aufgespanntes) echtes Teilgitter von Ag 4. Wenn eine Relation v
gefunden wird, so kénnen wir wegen Lemma 5.11, (5.13) mit einer Wahrschein-
lichkeit von beispielsweise mindestens 1/3 davon ausgehen, daf§ v € Ag 4\U ist.
Wenn der Rang von U kleiner als s ist, kann man fiir die Wahrscheinlichkeit
v € Aga\Q - U sogar die gleiche untere Schranke annehmen. Wir wenden Pro-
position 5.20, (4), (iii) mit dem Algorithmus V := ,, u*(*+°())_malige Anwendung
von Algorithmus 5.9 auf zuféllige Vektoren aus Qgﬁ(j‘ “an, wobei ,wahr“ bedeuten
soll, daf eine neue, ggf. den Rang vergroflernde Relation gefunden wurde. Die
Wahrscheinlichkeit p; betrigt dann entsprechend obigem mindestens 1/6. Nach
erwartungsgemifl 6s Anwendungen von V' erhélt man ein U mit endlichem Index
in Ag 4 und nach weiteren, erwartungsgemifi O(sg) Anwendungen wegen Lem-
ma 5.11, (5.14) sogar ein Erzeugendensystem von Ag 4, denn der Index verringert
sich immer um einen Faktor von mindestens 2. Weil die konstanten Faktoren und
selbst ¢ in den o(1)-Ausdruck im Exponenten {ibernommen werden kénnen, ergibt

sich die Aussage des Lemmas mit Proposition 5.20. U

5.3.3 Komplexitéit

Zur Minimierung der Anwendungen von Algorithmus 5.9 in Lemma 5.21 gilt es
nun m = m(n) so zu bestimmen, daf} der Aufwand asymptotisch moglichst klein
wird. Im Exponenten findet sich hier bis auf den (1 + o(1))-Faktor ein Ausdruck
der Form (n/m)log(n/m) 4+ ¢m. Man kann sich iiberlegen, da§ dieser Ausdruck
asymptotisch fiir m = (84 o(1))/nlog(n) mit einem geeigneten, festen 3 € R
minimiert wird und dort den Wert ((23) '+ ¢S+ 0(1))+/nlog(n) besitzt. Hieraus
ergibt sich unter Minimierung des Vorfaktors 8 = 1/v/2¢ und (28)~' + ¢ = v/2c.
Wir stoflen somit auf die fiir komplexitidtstheoretische Aussagen hiufig benotigte

L(a,z) := exp(y/zlog(z))".

Funktion
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5.22. Satz. Mit der Glattheitsannahme 4.19 und unter Verwendung einer geeig-
neten Faktorbasis bestehend aus

L(1/y/210g(g) + o(1), g)

Stellen berechnet man ein Erzeugendensystem des Gitters Ag 4 asymptotisch der-
selben Grifse

L(1/v/210g(q) + o(1), g)
durch
L(\/210g(q) + (1), 9)

Anwendungen von Algorithmus 5.9 auf zufdllig und gleichverteilt gewdhlte Vekto-
red

ren aus Qg% mit gegen 1 strebender Wahrscheinlichkeit.
Beweis. Folgt mittels der obigen Minimierung des Faktors (23)™' + ¢3 und ¢ =
log(q), Lemma 5.21 und unter Beachtung von deg(A) = O(1). O

Bei diesem Satz handelt es sich im Prinzip um die komplexitédtsbestimmende
Kernaussage iiber das Verhalten der probabilistischen Relationensuche.

Nach der Berechnung des (wahrscheinlichen) Erzeugendensystems in Schritt 4
von Algorithmus 5.5 mit der beschriebenen Methode miissen allerdings noch die
Struktur und Erzeugende der Klassengruppe mit Lemma 5.2 in Schritt 5 bestimmt
werden, wobei sich dieser und der von Algorithmus 5.9 gelieferte Anteil an der Ge-
samtkomplexitét als nicht unerheblich erweist. Der Aufwand fiir die Berechnung
der Faktorbasis in Schritt 3 leistet hingegen keinen besonderen Beitrag.

5.23. Satz. Flir festes k = F, durchlaufe F/k eine Folge globaler Funktionenkdr-
per des Geschlechts g mit g — oo, die durch in y normierte und separable, ir-
reduzible Polynome f(z,y) € kl[z,y] mit deg,(f) = O(1) gegeben werden. Die
Klassengruppe kann dann unter der Glattheitsannahme 4.19 in einer erwarteten
Laufzeit von

C’;)(l) . L( log(q)/6 + o(1), g)

mit gegen 1 strebender Wahrscheinlichkeit berechnet werden.

Beweis. Die Vorberechnungen der Schritte 1 und 2 in Algorithmus 5.5 sind nach
Bemerkung 5.6 polynomial in C; und g. Weil die Schranke m vergleichsweise
grof} gewéhlt wird, ist Schritt 1 in diesem Fall sogar {iberfliissig. Wir setzen
m := B4/glog(g) mit einem noch zu bestimmenden § € R>Y. Fiir die Grofe s der
Faktorbasis S = PI<™(F/k) gilt damit s = ¢™*°(), und diese Anzahl in C; po-
lynomialer Operationen wird fiir ihre Berechnung benétigt. Die Verwendung von
Lemma 5.21 erfordert danach u*(+°(M) g™ Aufrufe von Algorithmus 5.9, was eine
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Laufzeit von (C;)?MWyu(+oM)g2m entsprechend Bemerkung 5.10 ergibt. Schlief-
lich gilt es Lemma 5.2 nach Umrechnung der gefundenen Relationen aus Ag 4 in
Divisoren anzuwenden. Hierin dominiert die Berechnung der Smith-Normalform,
analog wie in [53, S. 202] setzen wir einen Aufwand von ¢®™+e()) fiir die g™+o(!)
Relationen an (der Wert fiir die Faktorbasiserzeugung verschwindet gegeniiber
diesen GroBen). Wenn der Rang nicht s ist oder die Determinante nicht in dem In-
tervall I(h) liegt, endet der Algorithmus ergebnislos, was aber wegen Lemma 5.21
nur mit gegen null gehender Wahrscheinlichkeit eintritt.

Mit der Berechnung der Smith-Normalform erhilt man auch die die Klassengrup-
pe zyklisch erzeugenden Divisoren. Zur Vermeidung von Koeffizientenexplosion in
ihren Exponenten beachtet man die folgende Reduktionsmoglichkeit: Ohne Ein-
schrinkung kann deg(A) = 1 und deg(D;) = 0 fiir 1 <i < s, Bemerkung 5.6 und
Schritt 1 in Algorithmus 5.5, gewédhlt werden. A ist dann an den Relationen nicht
beteiligt, weil diese als Hauptdivisoren den Grad null haben, und die Exponenten
von in den D; dargestellten Divisoren kénnen modulo h(F/k) reduziert werden.

Fiir den Gesamtaufwand ergibt sich insgesamt
(C)°W L(1/(28) + 21og(g) 8 + o(1), g) + L(561og(q) + o(1), g),

welches fiir § := 1/4/61log(q) (bei nicht zu stark wachsendem C);) minimiert
wird. N

Dieses Laufzeitergebnis stimmt mit dem fiir reell-quadratische Funktionenkorper
aus [53] iiberein.

5.4 Praktische Vorgehensweise

Nach den vorangegangenen, theoretischen Ausfiithrungen soll in diesem Abschnitt
auf die praktische Durchfiihrung der Klassengruppenberechnung eingegangen wer-
den, wobei wir fiir die Relationensuche die probabilistische Methode verwenden. In
den Algorithmen werden nun insbesondere auch praktische Erfahrungen beriick-
sichtigt.

5.4.1 Erzeugung der Faktorbasis

Die Wahl der Faktorbasis spielt eine entscheidende Rolle fiir die Relationensu-
che. Bei den beschriebenen, deterministischen Methoden sollte sie vollstédndig und
moglichst klein sein, wohingegen fiir die probabilistische Methode ein ausgewo-
genes Verhiltnis von Gréfle und Glattheitswahrscheinlichkeit wie in Satz 5.22
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bendtigt wird und sich die Vollstédndigkeit aufgrund der Schranken bei ausrei-
chend groflem Geschlecht von selbst einstellt.

Bei der probabilistischen Methode ist man genauer am Minimum des Produkts
der Anzahl der Stellen der Faktorbasis und dem Inversen der Glattheitswahr-
scheinlichkeit interessiert, um die Anzahl der Versuche der Relationensuche zu
minimieren. Zusitzlich gilt es auch noch die Kosten fiir die Smith-Normalform-
Berechnung in Lemma 5.2 zu beriicksichtigen.

Fiir die Divisorreduktion benutzen wir standardméfig A = (), da diese dann
besonders effizient ausgefiihrt werden kann. Die Wahl eines anderen Divisor A in
Schritt 3.1 unten mit kleinem Grad bleibt jedoch moglich und ist beispielsweise
bei relativ groem [F : k(x)] im Verhéltnis zu ¢ sinnvoll, weil damit reduzierte
Divisoren zu grofler Dimension bei der Relationensuche ausgeschlossen werden.

Fiir die Praxis hat sich insgesamt das folgende Vorgehen als brauchbar erwie-
sen (Schritt 3 in Algorithmus 5.5 wird ersetzt):

3.1. (Reduktionsdivisor) Wihle A = (x)o und setze n := g + deg(A) — 1.

3.2. (Stellenzahl exakt) Es seiry das Mazimum der Schranken fir die Erzeugung
der Klassengruppe mg und fir die Approximation der Klassenzahl mp aus
Schritt 1 und 2. Berechne 7, := m,(F/k) fir 1 <r <ry.

8.3. (Stellenzahl approzimiert) Setze T, := q" /r fiir ri <r < n®".
8.4. (Minimum finden) Finde 1 < mg < n°7, fiir welches der Wert

I K (et etnmn) (327 ) + (3 af

r=1 r=1

minimal, aber ungleich null wird. Die Berechnung der Vg ;.- Werte erfolgt
mit Satz 4.2, (it) und mit den 7, anstelle der exakten, aber unbekann-
ten m,(F/k).

3.5. (Schranke anpassen) Setze mp := max{mpy, mg}.
3.6. (Faktorbasis erzeugen) Berechne
S :=PI="2(F/k) Usupp(4;) Usupp((z)s) Usupp(A).

Wir erwarten eine Glattheitswahrscheinlichkeit von pg 4 := Y (n, mp) /
Up/e(n,n).
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Der Wert in Schritt 3.4 stellt keine exakte Angabe der benétigten Kosten dar,
liefert aber in der Praxis im Bereich ¢ < 10 und ¢ < 10 ganz brauchbare Schran-
ken mp. Fiir groflere ¢ und g mufl man meist kleinere mp verwenden, so dafy unter
Umsténden auch Wurzeltests, wie nach Algorithmus 5.5 beschrieben, notwendig
werden. Fiir Beispiele sei auf Kapitel 7 verwiesen.

5.4.2 Relationensuche

Bei der probabilistischen Relationensuche verzichten wir gegeniiber der Beschrei-
bung in Abschnitt 5.3.1 auf die Verwendung der D;, deren Nutzen eher theoretisch
war, und arbeiten direkt mit den Stellen P; der Faktorbasis (in Algorithmus 5.24
wird die Bezeichnung D; fiir andere Divisoren verwendet).

Fiir die Praxis hat sich insgesamt das folgende Vorgehen als brauchbar erwiesen,
wobei Schritt 4 in Algorithmus 5.5 ersetzt wird:

5.24. Algorithmus. (Relationensuche)

FEingabe: FEin globaler Funktionenkorper F/k des Geschlechts g > 0 dber dem
endlichen Kdrper k mit ¢ Elementen, eine Faktorbasis S, ein S-glatter
Divisor A mit deg(A) > 0, eine Approvimation h der Klassenzahl
wie in Algorithmus 5.5, sowie die erwartete Glattheitswahrscheinlich-
keit ps .

Ausgabe: Ein Erzeugendensystem einer Untergruppe U von P(S) mit dem In-

dex (D°(S) : U) € I(h).

1. (Initialisierung) Schreibe S := {Py,..., Py} und setze W := 1. Wihle fiir
jedes 0 < 1 < s ein zufilliges P € S und definiere D; .= —P; + P —rA
mit einem mazimalen r € Z, so daff dim(D;) > 0 ist. Setze weiter RV := 0
(Anzahl Relationenversuche), R := 0 (Anzahl der gefundenen Relationen),
RVy :=0, Ry := 0, ARV := max{10[pg,],20}, AR := max{[|5|/10],10},
Sg := 1 (Rangzuwachs pro Relationenzuwachs), Rry = 1 (Relationen pro
Relationenversuche), i := 0.

2. (Schleife iiber i) Nach Schritt 8 wird zu Schritt 2 gesprungen.

3. (Ndchstes Element) Wenn L(D;) multiplikativ modulo k* kein bisher nicht
verwendetes Element enthdlt, wird ein neues D; erzeugt: Setze D; := —P; +
( Summe von W zufillig gewdhlten Stellen aus S mit zufilligen Exponenten
in [L,W]) —rA, mit einem mazimalen r € Z, so dafi dim(D;) > 0 ist.
Wihle fir a ein bisher nicht verwendetes Element von L(D;) und set-
ze RV := RV + 1.
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4. (Relation gefunden?) Uberpriife, ob mit a eine Relation gefunden wurde.

Wenn ja, speichere a fir die spdtere Auswertung und setze R := R + 1.

. (Glattheitstest) Wenn RV — RVy > ARV ist, so werden die folgenden Teil-

schritte ausgefiihrt:

5.1. Setze Rry := R/RV .

5.2. (Faktorbasis vergrifiern?) Wenn Rpy < pg.a/100 ist, wird die Fak-
torbasis um die Stellen des ndchsthéheren Grads, als wie bisher ver-
wendet, erweitert, ps 4 wird angepafst und die neu dazugekommenen

D; und ARV werden wie in der Initialisierung berechnet. Andernfalls
wird ARV := max{10[1/Rgy|,20} gesetzt.

5.3. Setze RVy := RV.

. (Relationen-Test) Wenn R — Ry > AR ist, so werden die folgenden Teil-

schritte ausgefiihrt:

6.1. (Relationen auswerten) Die Relationen werden wie in Lemma 5.2 aus-
gewertet und U als das von thnen erzeugte Teilgitter gesetzt.

6.2. (Endlicher Index) Folgendes wird fiir endlichen Index (D°(S) : U) ge-
tan: Wenn (D°(S) : U) € I(h) ist, so wird die Schleife 2 verlassen.
Wenn der Index und W mit den letzten max{[|S|/10],10} Relatio-
nen unverdndert geblieben ist, wird W := min{W + 1, S|, 10} gesetzt
und alle D; werden wie in Schritt 3 neu berechnet. Schliefilich wird

AR = [2Rgy|S|/[F : k(z)]]| gesetzt.

6.3. (Nicht endlicher Index) Wenn der Index noch nicht endlich war, so
wird das folgende getan: Es sei Ar der Rangzuwachs mit den letz-
ten AR Relationen. Setze Sp = (Ar/AR + Sg)/2. Wenn Sg < 0.2
ist und der Rang und W mit den letzten max{|S|/10,10} Relatio-
nen unverdndert geblieben ist, dann sei W := min{W + 1,|S], 10},
alle D; werden wie in Schritt 3 neu berechnet, und es wird AR :=
max{[|S]/10],10}] gesetzt. Andernfalls sei

AR := [min{ 3SpAR, 2Rpy|S|(|S] — rank(U))/(Sp[F : k(z)]) }].

. (Ndichstes i) Wenn in Schritt 4 eine Relation gefunden wurde, setze i :=

1+ 1. Wenn i > s ist, dann setze i := 0.

. (Ende Schleife iiber i) Gehe zu Schritt 2.

. (Ende) Die Relationensuche ist abgeschlossen. Ausgabe der gefundenen Re-

lationen und U. Terminiere.
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Bemerkungen:

Wegen der beschrinkten Groéfie der in Schritt 1 und 3 erzeugten Divisoren D;
treffen die Komplexitétsiiberlegungen der vorangegangenen Abschnitte streng ge-
nommen nicht mehr auf Algorithmus 5.24 zu. In der Praxis erweist sich dieses Vor-
gehen jedoch als giinstig, weil die Berechnung der Riemann-Roch-Réume ziigiger
vonstatten geht und die auftretenden Relationen ebenfalls eine beschréinkte Grofie
besitzen.

Wenn A # (z)s ist, verwendet man statt der Maximalreduktion in Schritt 1
und 3 praktischerweise nur die Gradreduktion aus Abschnitt 2.6, welche schneller
zu bestimmen ist und in der Regel dasselbe Ergebnis liefert.

Fiir die Ausfiihrung von Schritt 4 bietet es sich an, die Norm Npg/py)(a) zu be-
trachten. Der Nenner ist nach den Voraussetzungen an S und A S-glatt. Eine
gute Vorauswahl S-glatter Elemente a erhilt man daher, falls S = PI<™E (F/k)
ist, wenn zuerst getestet wird, ob der Zdhler der Norm nur aus Primpolynomen
eines Grads < mp besteht. Dies kann effizient durchgefiihrt werden.

Die Schritte 5.1-5.3 beruhen auf der Erfahrung, daf§ die Relationensuche mitunter
fiir sehr kleine Faktorbasen beziehungsweise sehr kleines ¢ und ¢ nicht geniigend
Relationen finden kann, so daf} eine VergroBerung notwendig ist. Dies tritt al-
lerdings nur selten ein. Will man die Relationensuche bei grofiem g mit fester
Faktorbasisgrofie durchfiihren, sollte man diese Schritte nicht beriicksichtigen.

Das Vorgehen der Schritte 6.1-6.3 realisiert die folgende Strategie: Die Relationen
werden, durch AR gesteuert, zu Beginn der Relationensuche h#ufig und spéter
immer seltener ausgewertet, sofern das Rangwachstum ausreichend gut ausfillt.
Hierdurch spart man sich die allzu hiufige Berechnung der Smith-Normalform
in Lemma 5.2, die bei grofleren Faktorbasen ziemlich teuer wird. Schlielich er-
folgt die Auswertung der Relationen dann auch, wenn aufgrund des bisherigen
Rangwachstums ein voller Rang erwartet werden kann. Wenn das Rangwachs-
tum jedoch schlecht ist, werden die Relationen immer hiufiger ausgewertet und
gegebenenfalls dann W erhoht. In die Anzahl AR der zu findenden Relationen
bis zur nichsten Auswertung geht zuséitzlich das Verhiltnis des Aufwands, ei-
ne Relation zu finden, zum Aufwand der Smith-Normalform-Berechnung ein: Ist
die Smith-Normalform-Berechnung verhiltnisméfig teuer, so werden relativ viele
Relationen bis zur néichsten Auswertung gesucht, und umgekehrt.

Fiir Beispiele sei auf das Kapitel 7 verwiesen.
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Kapitel 6

Anwendungen

In diesem Kapitel wird auf Anwendungen der Klassengruppenberechnung globa-
ler Funktionenkorper eingegangen: Wir beschreiben die Berechnung von Bildern
und Urbildern unter der Isomorphie der Divisorenklassengruppe zur berechneten,
endlich erzeugten, abelschen Gruppe und die sich daraus ergebende Mdoglichkeit
zur Berechnung diskreter Logarithmen, S-Einheiten und Idealklassengruppen der
Dedekindringe o°, fiir beliebige, nicht-leere endliche Stellenmengen S.

Die Voraussetzungen von Kapitel 5 werden iibernommen.

6.1 Eindeutige Klassendarstellung

Wie beschrieben liegt die Struktur der Klassengruppe nach der Klassengruppen-
berechnung als endliche abelsche Gruppe in Elementarteilergestalt CI°(F/k) =
L]\ X - -+ x L]cyuZ vor. Urbilder unter diesem Isomorphismus sind leicht zu
berechnen, weil zusédtzlich konkrete, den zyklischen Faktoren entsprechende Di-
visoren gegeben sind. Es stellt sich nun die Frage, wie das Bild einer beliebigen
Divisorenklasse [D] € CI°(F/k) unter diesem Isomorphismus zu bestimmen ist.
Gesucht ist also eine eindeutige Darstellung von [D] in den erzeugenden Divisoren.
Wenn dies geklért ist, erhdlt man unter Hinzunahme eines Divisors vom Grad eins
mit Proposition 1.1 dann auch die in beiden Richtungen berechenbare Isomorphie
der ganzen Divisorenklassengruppe CI(F/k) 2 Z X Z/c\Z X -+ X L]y L.

Wir gehen von einer freien Darstellung (S. 16) von D mit deg(D) = 0 aus. Um
die eindeutige Klassendarstellung zu finden, geht man sehr #hnlich wie bei der
Relationensuche vor. Unter Verwendung der Faktorbasis S aus der Klassengrup-
penberechnung bestimmt man zufillig gewéihlte S-glatte Divisoren D' (nicht zu
grofler Hohe) und betrachtet die Maximalreduktionen von D + D' entlang A, also
D+D' = D+rA—(a). Wenn eines dieser D S-glatt ist, hat man eine Darstellung
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von D durch einen S-glatten Divisor D+ rA — D' modulo einem Hauptdivisor
gefunden. Wegen [D + rA — D'] € (D°(S) + P(F/k)) / P(F/k) = D°(S)/P(S)
berechnet man dann leicht die gesuchte Darstellung mit Lemma 5.2. Die Er-
folgswahrscheinlichkeit dieses probabilistischen Vorgehens stimmt mit der Wahr-
scheinlichkeit iiberein, bei der probabilistischen Relationensuche eine Relation zu
finden, so daf} ein subexponentieller Aufwand erwartet werden kann.

Mit der Klassendarstellung lassen sich Fragestellungen beziiglich der Divisoren-
klassengruppe in den Kontext explizit gegebener, endlich erzeugter abelscher
Gruppen {iibersetzen. Im folgenden nehmen wir an, daf} die erforderlichen Algo-
rithmen fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen und Homomorphismen zwischen
ihnen zur Verfiigung stehen.

6.2 Diskreter Logarithmus

Fiir zwei Divisorenklassen [D,], [Dy] vom Grad null ist der diskrete Logarithmus
von [D;] beziiglich [Dy] eine modulo der Ordnung von [Ds] bestimmte Zahl r € Z,
fiir die [Dq] = r[D,] gilt. Indem man nun die Klassendarstellung von [D;] und [D;]
bestimmt, 148t sich das Problem der Berechnung des diskreten Logarithmus von
[D;] beziiglich [D,] in das analoge Problem in Z/ciZ x - - - X 7 /¢, Z {ibersetzen,
wo es leicht wegen der bekannten Grofien ¢; gelost werden kann.

6.3 Einheiten und Idealklassengruppe des
Dedekindrings o°

S sei eine beliebige, nicht-leere endliche Menge von s + 1 Stellen von F/k. Es
stellt sich die Frage nach der Berechnung der Einheitengruppe und der Idealklas-
sengruppe des Rings der aufierhalb S ganzen Elemente 0°. Auch dieses kann mit
Hilfe der Klassendarstellung in die Situation endlich erzeugter abelscher Gruppen
iibertragen werden.

Wir verwenden dazu den Homomorphismus ¢g : D(S) — CI(F/k), fiir den
némlich ker g5 = P(S) und coker ¢ = CI(F/k)/ds(D(S)) = Cl(0) gilt (man
vergleiche mit dem Beweis von Korollar 1.3). Mit Hilfe der Klassendarstellung
erhalten wir fiir ¢g einen explizit gegebenen Homomorphismus ¢/ : Z*t' —s
ZXZL/c\Z X - x L[cynZ und konnen dessen Kern und Kokern berechnen. Aus
den Hauptdivisoren P(S) lassen sich mittels Riemann-Roch-Raum-Berechnung
schlieflich fundamentale S-Einheiten von (0°)* in Potenzproduktdarstellung ge-
winnen.



Kapitel 7
Beispiele

Wir betrachten nun Beispiele fiir die Berechnung von Klassengruppen globaler
Funktionenkdrper F'/k. Im ersten Abschnitt berechnen wir neben der Divisoren-
klassengruppe auch die Einheiten- und Idealklassengruppe von o° = Cl(k[z], F)
fiir die Beispiele zur Einheitenberechnung aus [50] und fiir einige weitere Beispie-
le. In den darauf folgenden Abschnitten betrachten wir zufillig gewéahlte Funktio-
nenkorper mit entweder grofler Elementanzahl ¢ des exakten Konstantenkorpers
oder groflem Geschlecht ¢, eine Tabelle mit hyperelliptischen Funktionenkorpern
und speziell konstruierte Funktionenkorper mit vielen Stellen vom Grad eins. Den
Abschluf} bildet ein Beispiel zur Bestimmung des p-Rangs der Klassengruppe so-
wie der Hasse-Witt-Invariante von F'/k.

Alle Berechnungen wurden mit dem Computeralgebrasystem KASH, [25], auf einer
SGI Origin 2000 durchgefiihrt.

Die Tabelleneintrige gliedern sich in Késten des folgenden Inhalts:

Der erste Kasten enthélt immer die Werte ¢ und g, die laufende Nummer des
Beispiels, die Klassenzahl h(F/F,) und die Struktur der Klassengruppe CI°(F/F,),
sowie die Berechnungszeit 7" in Sekunden.

In den Abschnitten 7.1 und 7.5 folgen zusétzlich der Sp-Regulator R(Sy), die Ideal-
klassenzahl h(Sp) und die Struktur der Idealklassengruppe Cl(0°°) des Rings 0°°

fiir S := supp((#)e)-

Danach wird die definierende Gleichung f(z, p) = 0 des Funktionenkorpers, der

Grad n und die Konstante C; zur Koeffizientengrofie angegeben.

Im letzten Kasten werden die wesentlichen Parameter des Klassengruppenver-
fahrens aufgelistet. Fiir einen Divisor A = Y., ¢;P; schreiben wir hier A ~
(01, deg(Py);...; ¢, deg(Pr)). Die anderen Werte entsprechen bei gleicher Bezeich-

nung den Werten aus Algorithmus 5.5 und den Algorithmen in Abschnitt 5.4: mg
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ist die Schranke fiir die Erzeugung der Faktorbasis, mp ist die Schranke fiir die
Approximation der Klassenzahl, mpy ist die Schranke, fiir die die kiirzeste Lauf-
zeit erwartet wird. mp ist die dann tatséchlich fiir die Faktorbasis S verwendete
Schranke. Fiir die Anzahl RV der Versuche, eine Relation zu finden, geben wir
den erwarteten (=;) und den tatsichlichen Wert an. RR bezeichnet die Anzahl
der benétigten Riemann-Roch-Raum-Berechnungen, R die Anzahl der gefundenen
Relationen. W ist schliefllich die Exponentenschranke fiir die zuféllig gewéhlten
Divisoren der Relationensuche.

Fiir keines der Beispiele ist eine Vergréflerung der Faktorbasis wihrend der Be-
rechnung erforderlich. Auflerdem gilt immer supp(4;) C S.

Auf die Angabe von Divisoren, Idealen und S-Einheiten verzichten wir aus Platz-
griinden.

7.1 Vergleich mit Beispielen aus der Einheiten-
berechnung

Die folgenden Beispiele sind [50, S. 64ff.] entnommen. Man beachte, daf dort die
Grade der ,,unendlichen® Stellen mit in den Regulator aufgenommen werden. Die
Laufzeiten haben sich teilweise erheblich verbessert.

q=3, g=3 1
h(F/F3) =76, CI°(F/F3) =2 x 38. T=14s
R(Sy) =19, h(Sy) =4, Cl(0%)=2x 2.

F:=TF3(z,p): pP+QRr+1)p*+R2z3+22+2+1)p+22+2=0.

mg=2, mp=4, mg=2 — mp:=2, |S|=11, RV =;16.
RR=26, RV =47, R=36 — R/RV =0.77, |S|/R=0.31.
W =1.

q=3, g=2 2
h(F/F3) =16, CI°(F/F3) =2 x 8. T=0.7s
R(Sp) =4, h(So) =4, Cl(o0)=4.

F:=TFs(z,p): p*+ (22 +2)p*+ (222 +2)p+2=0. n=3, C;=2

mp=1 mp=3, mpg=1 — mp:=1, |S|:5, RV =+ 12.
RR=7, RV=14, R=10 — R/RV =071, |S|/R=0.5.
W =1
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q=5  g=1 3
h(F/Fs) =3, CI°(F/F5)=3. T=06s
R(So) =1, h(Sy) =3, Cl(o%)=3.

F:=TFs5(z,p): p°+@>+20+2)p>+(xz+2)p+2=0. n=3, C;=2
A= (2)00 ~ (1,1;1,2).

mp=1 mp=2, mg=1 — mp:=1, |S|=4, RV =1T.

RR=5 RV=3l, R=10 — R/RV =032, |S|/R=0.4.

W =1.

q=25, ¢g=0 4
h(F/Fa5) =1, CI°(F/Fy5) = 1. T=15s
R(So) =1, h(Sy) =1, Cl(o%)=1.

F:=TFo5(z,p): p*+ Bz +4)p*+2p+1=0. n=3 C;=1
A= (2)00 ~ (1,1;2,1).

mp=1 mp=0, mgp=1 — mp:=1, |S|=26, RV =;124.
RR=39, RV=39, R=39 — R/RV=1, |[S|/R=0.6T.

W =1.

q="17 ¢g=0 5
h(F/F;) =1, CI°(F/F;)=1. T=06s
R(So) =1, h(So)=1, Cl(0°0)=1.

F:=TF7(z,p): p>+(22+3)p?+1=0. n=3 C;=1
A= (2)00 ~ (1,1;2,1).

mp=1 mp=0, mgp=1 — mp:=1, |S|=8, RV =725

RR=17, RV =17, R=17 — R/RV =1, |S|/R=04T.

W =1.

q=49, g=2 6
h(F/Fy9) = 3600, CI°(F/Fy) =22 x 2 x 30 x 30. T=15s
R(Sy) =2, h(Sp) =1800, Ci(0°°) =2 x 30 x 30.

F:=TFy(z.p): p*+20°+ 1222 +3z+4)p+1=0. n=4, Cp=1

mp=1, mp=1, mg=1 — mp:=1, |S| =70, RV =;1823.
RR=71, RV =787, R=124 — R/RV =0.16, |S|/R = 0.56.
W =1.
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g=11, g=2 7
h(F/Fy1) =268, CIO(F/Fy;) =2 x 134. T=25s
R(Sy) =268, h(Sg) =1, Cli(o0)==1.

F =Ty (z,p): p>+ 822 +2)p*+ (622 +3z+3)p+8=0. n=3, C;=2
A= (2)s ~ (1,1;1,1;1,1).

mg=1, mp=1, mg=1 — mp:=1, |S|=21, RV =;66.

RR=21, RV=8l, R=40 — R/RV =049, |S|/R=0.53.

W =1.

q=13, g=1 8
h(F/F13) =16, CI°(F/Fi3) =4 x 4. T=2s

R(Sg) = 4, h(Sg) = 4, Cl(OSO) =4,

F:=TF;(z,p): p*+ (1022 + 724+ 1)p> + (222 + 8z +5)p + 7= 0.

W =1

RR = 16,

n=3, C;=2
A= ()0 ~ (1,1;1,1;1,1).
mp=1, mp=1, mpg=1 — mp =1, |S|=16, RV =, 52.
RR=16, RV =101, R=21 — R/RV =021, |S|/R=0.76.
W =1.
q=17, g=1 9
h(F/Fi7) =16, CI°(F/Fi7) =1 T=18s
R(So) =16, h(So) =1, Cl(o® )
F :=TFy(z,p):  p>+20% + (622 —|-14x—|—6)p—|—10:z + 10z +1=0.

n = 3, Cf =1
A= (1) ~ (1,1;1,2).
mp=1, mp=1, mg=1 — mp:=1, |S|=17, RV =;84.
RR=19, RV =162, R=40 — R/RV =0.25 |[S|/R=0.43.
W =1.
q=9, ¢g=0 10
h(F/Fg) =1, CI°(F/Fy) 1. T=12s
R(Sg) = 1, h(Sg) = 1, Cl(OSO) = 1.
F:=TFy(z,p): p'+20°+2z+1)p>+2p+1=0. n=4, C;=1
A= (2)s ~ (2,1;2,1).
mp=1, mp=0, mg=1 — mp:=1, |S| =10, RV =-389.

RV =16, R=16 — R/RV =1, |S|/R=0.63.
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q=5 g¢g=0 11
h(F/Fs) =1, CI°(F/F5)=1. T=12s
R(So) =1, h(Sy) =1, Cl(o)=1.
F:=TFs(z,p): p*+22+3)p>+p>+ Bz +2)p+1=0. n=4, C;=1
A= (2)oo ~ (1,1;1,1;1,1;1,1).
mp=1 mp=0, mg=1 — mp:=1, |S|=6, RV =;32.
RR=10, RV=10, R=10 — R/RV=1, |S|/R=0.6.
W =1.
q=25, g=0 12
h(F/Fa5) =1, CI°(F/Fy5) = 1. T=29s
R(So) =1, h(So)=1, Cl(0°)=1.
F:=Ty(z,p): p'+20°+Bx+2)p>+p+2=0. n=4, C;=1
A= (7)o ~ (2,1;2,1).
mE:1, mpzo, myg =1 — mB::1, ‘5‘226, RV =, 411.
RR=54, RV =54 R=54 — R/RV=1, |S|/R=0.48.
W =1.
q=25, ¢g=0 13
h(F/Fa5) =1, CI°(F/Fys5) 1. T=28s
R(So) =1, h(Sy) =1, Cl(o)=21.
F:=TFo5(z,p): p'+2z+3)p>+p2+1=0. n=4, Cr=1
A= () ~ (1,1;3,1).
mE:1, mpzo, myg =1 — mB::1, ‘5‘226, RV =, 411.
RR=40, RV =40, R=40 — R/RV =1, |S|/R=0.65.
W =1.
q=25, ¢g=0 14
h(F/Fa5) =1, CI°(F/Fy5) = 1. T=38s
R(So) =1, h(Sy) =1, Cl(o)=21.
F:=Tos(z,p): p*+2c+3)p*+(x+1)p?>+ (4z+3)p+1=0.

n=4, Cf=1

A= (2)oo ~(1,1;1,1;1,1;1,1).

mE:1, mpzo, myg =1 — mp = 1, ‘5‘226, RV =, 411.
RR=39, RV=39, R=39 — R/RV=1, |S|/R=0.67.

W =1.
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q=49, ¢g=0 15
h(F/Fy) =1, CI°(F/Fy) = 1. T=11s
R(So) =1, h(Sy) =1, Cl(0%)=1.

F:=TFy(z,p): p*+20+3)p>+ Bz +2)p>+ 4z +5)p+1=0.

mp=1, mp=0, mg=1 — mp:=1, |S|=50, RV =;960.
RR=129, RV =129, R=129 — R/RV =1, |S|/R=0.39.
W =1.

q=5 ¢g=0 16
h(F/Fs) =1, CI°(F/Fs) 1. T=13s
R(Sy) =1, h(Sp) =1, Cl(o%)=1.

F :=TFs(x,p): p°+2x+3)p*+3p+1=0. n=>5 Cj=1

A= ()0 ~(2,1;3,1).

mp=1, mp=0, mg=1 — mp:=1, |S|=6, RV =, 72.
RR=19, RV=19, R=19 — R/RV =1, |§/R=0.32.

W =1

Die folgendenen Beispiele haben grofieres Geschlecht und benétigen wie zuvor nur
eine relativ geringe Laufzeit:

q=3, ¢g=10 17
h(F/F3) = 52584, CI°(F/F3) =2 x 2 x 13146. T =445
R(Sp) =1, h(Sy) =52584, Cl(0%) =22 x 2 x 13146.

F:=Fs(z,p): p+ap+at+z+1=0. n=>5 C;=2

A=(2)c ~ (51).

mp=6, mp=5 mg=4 — mp:=6, |S]=192, RV =;697.
RR =265, RV =495, R=238 — R/RV =048, |S|/R=08L.
W =1.

qg=11, g=6 18
h(F/Fy1) = 1847040, CI°(F/Fy;) = 2 x 923520. T=25s
R(Sp) =1, h(Sy) = 1847040, Ci(0%) =2 x 923520.

F:=TFy(z,p): p*+2%p+2°+2+1=0. n=4, C;=2

A= (%) ~ (4,1).

mp=2, mp=2  mpg=2 — mp:=2, |S|=7l, RV =;5583.
RR =362, RV =2701, R=109 —» R/RV =004, |S|/R=0.65.
W =1.
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q=19, g=17 19
h(F/Frg) = 1336199119, CI%(F/Fpg) = 1336199119. T =625
R(So) =1, h(So) = 2672398238, Cl(0%) = 2672398238.

F:=TFyg(z.,p): p*+p’+22p+2+2+1=0. n=4, C;=2

A= (ZE)OO ~ (2a2)

mE=2, mp=2, mpg =2 — mp = 2, ‘S‘ 2224, RV =2 11112.
RR =679, RV =4018, R=436 — R/RV =0.11, |S|/R=0.51
W =1

q=9, ¢g==6 20
h(F[Fy) = 417956, CI°(F/Fy) = 2 x 208978. T =234s
R(So) = 417956, h(Sp) =1, Cl(0%) == 1.

F:=TFy(x,p): pH+azp®+a’+z22+1=0. n=25 C0f=1

mp=3, mp=2, mg=3 — mp:=3, ‘S‘ =327, RV =, 3150.
RR =450, RV =8599, R=700 — R/RV =0.081, |S|/R =0.47.
W =1

7.2 Grof3es Geschlecht

Es folgen Beispiele, in denen das Geschlecht fiir jeden Konstantenkorper so grof§
gewihlt wird, dafl wir eine ungefihre Vorstellung iiber die Grenzen des Verfahrens
beziehungsweise der verwendeten Implementierung erhalten kénnen.

Bis auf die ersten beiden und das vierte Beispiel wurde durchweg A = A, fiir ei-
ne gute Glattheitswahrscheinlichkeit verwendet. Als Schranke fiir die Faktorbasis
wurde héufig ein kleinerer Wert als mp gewéhlt, so daffi am Ende der Klassen-
gruppenberechnung Wurzeltests erforderlich waren. Wegen der Strukturen der
Klassengruppen benotigten diese nur einen Bruchteil der gesamten Berechnungs-
zeit.

q=2, ¢g=050 21
h(F/Fy) = 1743271585380988, CI°(F/Fy) = 1743271585380988. T =8749s
F:=TFy(z,p): p*+(xz+1)p+z®+24+1=0. n=2  (f=51

A= (1) ~ (2,1).

mp=14, mp=12, mg=12 — mp:=10, |S| =250, RV =, 83985.
RR =179940, RV =098342, R=1057 — R/RV =0.011, |S|/R =0.24.
W = 5.
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q=3, ¢g=30 22
h(F/F3) = 205217259503652, CI9(F/F3) = 2 x 102608629751826. T = 13450 s
F:=TFs(z,p): p*+(x+1)p+22+2+1=0. n=2, Cp=31

A= (2)s ~(1,2).

mp=8 mp=7, mg=7 — mp:=0, |S| =230, RV =» 74270.

RR =280377, RV =130973, R=1127t — R/RV =0.0086, |S|/R=0.2.
W =5.

q=5 g¢g=19 23
h(F/Fs) = 16563730252000, CI°(F/F5) 2 16563730252090. T = 6234
F:=Fs(z,p): p’+ap+2?l+z+1=0. n=3, C;r=7
A~ (1,1).

mp=5 mp=4, mg=>5 — mp:=4, |S| =219, RV =, 63731.
RR =106132, RV =126754, R=909 — R/RV =0.0072, |S|/R =0.24.
W =4.

q="17, g¢g=14 24
h(F/F;) = 1322299613348, CI°(F/F;) = 2 x 661149806674. T = 1461 s
F:=TF;(z,p): p°+(x+1)p+ad+z+1=0. n=>5 C;=2

A= (1) ~ (5,1).

mp=4, mp=3, mg=4 — mp:=3, |S|=148, RV =;102364.
RR =14923, RV =90844, R =468 — R/RV =0.0052, |S|/R=0.32.
W =2.

q=13, ¢g=10 25
h(F/Fi3) = 206665304791, CI°(F/Fi3) = 206665304791. T =1888s
F:=TFi3(z,p): pPP+@+1)p+2°+z+1=0. n=>5 C;=2
A~ (1,1).

mp=3 mp=2 mp=2 — mp:=2, |S|=111, RV =, 10848.
RR =19116, RV =20802, R=395 — R/RV =0.019, |[S|/R=0.28.
W =2.

q=17, ¢g=10 26
h(F/Fi7) = 2231475497166, CI°(F/Fi7) = 2231475497166. T =17771s
F:=TFi;(z,p): pPP+@+1)p+2’+z+1=0. n=>5 C;=2
A~ (1,1).

mp=2, mp=2 mg=2 — mp:=2, |S]=168, RV =;33990.
RR =49690, RV =52399, R=666 — R/RV =0.013, |S|/R=0.25.
W =2.




7.3. GROSSER KONSTANTENKORPER 89

qg=23, ¢g=10 27
h(F/Fa3) = 37953554676269, CI°(F/Fa3) = 37953554676269. T =11602s
F:=TFy(z,p): pP’+@+1)p+a’+z+1=0. n=>5 C;=2
A~ (1,1).

mp=2 mp=2 my=2 — mp:=2, |S|=2322, RV =,8I50L.
RR = 148690, RV =154883, R=1113 — R/RV =0.0072, |S|/R = 0.29.
W =2.

q=25, ¢g=10 28
h(F[Fa5) = 147510773172045, CI°(F/Fa5) & 3 x 3 x 3 x 5463361969335. T = 69ks
F:=TFo(z,p): p’+@+1)p+a®+z+1=0. n=>5 C;=2
A~ (1,1).

mp =2, mp=2 myg=2 — mp:=2, ‘S‘ =375, RV =, 47170.
RR = 93274, RV = 1544153, R =1053 — R/RV =0.00068, |S|/R = 0.36.
W =5.

7.3 Grofler Konstantenkorper

In den folgenden Beispielen betrachten wir einen festen Funktionenkorper und
nehmen Konstantenkorpererweiterungen vor. Wir beobachten, dafl die Grofle der
Faktorbasis exponentiell im Grad der Konstantenkorpererweiterung zunimmt, so
dafl dem Verfahren hier schnell Grenzen gesetzt werden.

g=2, g=4 29
h(F/Fy) =10, CI°(F/F,) = 10. T=1s
F:=TFy(z,p): pPP+E+)p+2°+23+1=0. n=2, Cf=

A= (2)o ~ (2,1).

mgp=>5 mp=6, mgp=2 — mp:=5 |[S|=18, RV =;18.
RR=37, RV =40, R=40 — R/RV =1, |S|/R=0.45.
W =1.

q=4, g=4 30
h(F/Fy) = 280, CIO(F/F;) = 280. T=26s
F:=TFy(z,p): p*+(x+1)p+a®+23+1=0. n=2 C;=5

A= (2)s ~ (2,1).

mgp=3, mp=3, mgp=2 — mp:=3, |[S]/=38, RV =;55.
RR=98, RV =148, R=111 — R/RV =0.75, |S|/R =0.34.
W =1.
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q=8, g=4 31
h(F/Fs) = 4090, CI®(F/Fy) 2 4090. T=35s
F:=TFg(z,p): p*+(@+1)p+z?+23+1=0. n=2 C;=5

A= (z)s ~(2,1).

mp=2, mp=2 mpg=1 — mp =2, |S|=42, RV =, 1471.
RR=214, RV =251, R=186 — R/RV =0.74, |S|/R=0.23.
W =2.

q=16, g¢g=4 32
h(F/Fig) = 114800, CIO(F/Fig) = 5 x 22960. T=19s
F:=TFi(z,p): p*+@+1)p+2’+2®+1=0. n=2 C;=5

A= (1) ~ (2,1).

mE=2, mp=1, mg =1 —> mp = 2, |S|=172, RV =9 436.
RR =680, RV =703, R=57% — R/RV =082, |S|/R=0.3.
W =2.

q=064, g=4 33
h(F/Fgy) = 20041000, CI®(F/Fs) = 5 x 35 x 114520. T=15s
F :=Tgs(z,p): p*+(@+1)p+2’+2°+1=0. n=2 C;=5

mp=1, mp=1 mg=1 — mp:=1, |S|=76, RV =;3919.
RR =428, RV =2399, R=302 —» R/RV =013, |S|/R=0.25.
W =3.

q=256, g=4 34
h(F/Fasg) = 5470220000, CIO(F/Fas6) = 5 x 5 x 5 x 43761760, T=111s
F :=Tos6(x,p): p?+(z+Dp+a2”+234+1=0. n=2 C;=5

A= (1) ~ (2,1).

mp=1, mp=1, mg=1 — mp:=1, |5 =320, RV =;15520.
RR=1181, RV =7868, R=1230 — R/RV =0.16, |S|/R = 0.26.
W =2.

q=0>512, ¢g=14 35
h(F/Fs12) = 76440901630, CI°(F/Fs12) = 76440901630. T =562s
F :=TFs3(x,p): p?+(+Dp+a2”+234+1=0. n=2 C;=5

A= (1) ~ (2,1).

mp=1, mp=1, mg=1 — mp:=1, |S] =566, RV =, 44660.
RR =2163, RV =25730, R=2279 — R/RV =0.089, |S|/R =0.25.
W =2.
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7.4 Hyperelliptische Funktionenkorper

Wir betrachten eine Familie von hyperelliptischen Funktionenkérpern F/k fiir
k = F3, welche durch

y* = f(x)
mit einem normierten, irreduziblen Polynom f(z) € k[z], deg(f(z)) < 13 gege-
ben werden. Ist deg(f(x)) gerade, so erhalten wir reell-quadratische, andernfalls
imaginir-quadratische Erweiterungen F'/k(x) mit ,Primdiskriminante®.

Die Tabelle gliedert sich wie folgt: d bezeichnet den Grad von f(z). In der mit
f(z) iiberschriebenen Spalte stehen die Anzahlen der Primpolynome f(z) des
Grads d. Danach folgen das Geschlecht g, das Minimum h;,, Maximum A, und
arithmetische Mittel A’ der Klassenzahlen. Die Spalte Cl: f(x) beinhaltet Eintrége
a:b, wobei a die Anzahl der Isomorphietypen der nicht zyklischen Klassengruppen
CI°(F/k) und b die Anzahl der zugehérigen f(x) bedeutet. Bis auf Grad 12 sind die
nicht zyklischen Klassengruppen das Produkt zweier zyklischer Faktoren, wobei
der erste Faktor in den meisten Féllen Z/3Z ist. Die Berechnung der einzelnen
Klassengruppen nahm durchschnittlich 4.5s in Anspruch.

d  f(x) g hmin  hmax Ko Cl: f(x)
1 3 0 1 1 1.0 0: 0
2 3 0 1 1 1.0 0: 0
3 8 1 1 7 40 0: 0
4 18 1 2 6 4.0 0: 0
) 48 2 3 29 14.1 0: 0
6 116 2 3 35 15.0 0: 0
7 312 3 9 111 50.4 0: 0
8 810 3 12 136 585 1: 6 (3x12)
9 2184 4 21 387 172.2 10: 43
10 5880 4 33 013 200.6 5: 78
11 16104 5 49 1291 607.3 41: 198
12 44220 5 86 1714 711.8 41: 838
1: 3 (3x3x18)
13 122640 6 155 4217 2029.9 186:1722

7.5 Viele Stellen vom Grad eins

Wir betrachten nun speziell konstruierte Funkionenkorper, welche viele Stellen
vom Grad eins besitzen. Die ersten beiden Beispiele wurden uns von R. Auer
und G. Pirsic mitgeteilt und weisen die maximal mogliche Anzahl Ny(F/k) auf,
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das dritte Beispiel haben wir einer Tabelle von [19] entnommen. Ein besonders
aufélliges Verhalten des Klassengruppenverfahren 148t sich hier nicht beobachten.

q=4, g¢g=13, Ni(F/k) =33 2
h(F/Fy) = 96486886125, CI°(F/F,) =3 x 3 x 21 x 21 x 21 x 105 x 105 x 105.

T =1178 s
R(Sp) =1, h(Sp) = 96486886125,

Cl(0%) 23 x 3 x 21 x 21 x 21 x 105 x 105 x 105.

F:=TFy(z,p): PP+ +aS+a®+at+23+22+1)p* + (2104 2% + 23 + 22)p?> +
(3:10—1-3:9—1-3:8—1-3:6—1-335—1-3:4),0-1-3:22—1-1051320+w3:18+w3:16+3:15+
w?z'? + 2 +we'® + 2% + wad + 2+ 25 + 2t =0,
w?+w+1=0. n=8, C;=3

A= (1) ~ (8,1).

mg=5 mp=4, mg=1 — mp:=5, |[S| =345, RV =, 1286.

RR =397, RV =1051, R=644 — R/RV =0.61, |S|/R =0.54.

W =1.

g=2, ¢g=9, Ni(F/k)=12 37

h(F/Fy) = 135200, CI%(F/Fy) = 260 x 520. T =997 s

R(So) = 135200, h(Sp) =1, Cl(o°) = 1.

F:=TFy(z,p): p24+(a®+2+1)p" 0+ (2?2 +2+1)p" + (z* +22+1)p8 + (28 + 2+ 24 +
3+ 22+ 2)p0 + (28 + 25 + 23+ 2+ 1) p° + (28 + 20 + 23 +22) p" + (25 +
P+ +z+1)p3+ (2 + 22+ 1D)p? + (2 + 22+ Dp+ 22 +2+1 =0.
n=12, C;=1

A= ()0 ~ (1, 1;1,1;1, 151,151, 151,11, 151,151,151, 151, 15, 1, 1).

mE=8, mp=8, myg =2 — mp = 8, |S|=83, RV =2 112.

RR=249, RV =252, R=196 —» R/RV =078, |S|/R=0.42.

W =3.

g=9, g=7, Ni(F/k)=36 38

h(F/Fy) = 86704128, CIO(F/Fy) 2 16 x 48 x 336 x 336. T =885

R(So) = 48, h(So) = 1806336, Cl(05) = 16 x 336 x 336.

F:=TFy(z,p): p'+(-2d+2' -2 +2)p? + 28 —2b +25 + 2t +2° +22 = 0.
n=4, C;=3

A= (1) ~ (2,1;2,1).

mp=3, mp=2 mpg=2 — mp:=3, |S]=256, RV =;834.

RR =314, RV =792, R=470 — R/RV =0.59, |S|/R =0.54.

W =1.
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7.6 p-Rang der Klassengruppe und Hasse-Witt-
Invariante

Zum Abschlufl betrachten wir ein Beispiel fiir die Berechnung des p-Rangs der
Klassengruppe und der Hasse-Witt-Invariante eines globalen Funktionenkdrpers
mit Hilfe des Cartier-Operators, wie in Abschnitt 3.4 beschrieben.

Es sei k = F, mit ¢ = 5'% = 244140625 und F/k der durch
flz,y) =y* — 2%y + 32" + 2

definierte globale Funktionenkérper vom Geschlecht g = 23.

Die Berechnung der k-Basis der holomorphen Differentiale Q' (F'/k) benétigt 17s.
Danach wird die Darstellungsmatrix (d; ;);; € k99 des Cartier-Operators wie in
Satz 3.26 in 82s berechnet.

Fiir den p-Rang der Klassengruppe gilt
dimg, CI°(F/k)[p] = 4,
die Hasse-Witt-Invariante betrigt
o(F/k) =15.

Hierfiir wurde schlieffilich eine Zeit von 1.3s beziehunsgweise 1.8s in Anspruch
genommen.

Wir bemerken, dafl dieses Beispiel sicherlich auflerhalb der Reichweite des all-
gemeinen Verfahrens der Klassengruppenberechnung liegt. Auflerdem wird klar,
daf§ die Berechung diskreter Logarithmen in CI°(F/k)[p] in der Tat sehr effizient
durchgefiihrt werden kann.
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Symbolverzeichnis

CI(F/k)
CI™(F/k)
Cl(0®)
CIl(A, B)
co

deg

degj,
dim(D)

Hauptdivisor von a € F'*
Nullstellendivisor des Hauptdivisors (a)
Polstellendivisor des Hauptdivisors (a)
Divisorenklasse von D
Nullstellendivisor des Divisors D
Polstellendivisor des Divisors D

Untergruppe von D(F/k), die von einer Menge M von Divi-
soren erzeugt wird

Innere direkte Summe

Divisor

Divisor vom Grad eins

Charakter endlicher Ordnung der Divisorenklassengruppe
Inhalt einer rationalen Funktion h € k(z)

Cartier-Operator

Koeffizientengrofie des F'/k erzeugenden Polynoms f(z,y)
Divisorenklassengruppe von F/k

Menge der Divisorenklassen vom Grad n von F/k
Idealklassengruppe von 0%

Ring der iiber A ganzalgebraischen Elemente von B

co = O(1) mit ¢5'[v] . < |70, < collvl,

Grad eines Divisors iiber dem exakten Konstantenkorper kg
Grad eines Divisors iiber dem Konstantenkérper k

Dimension des Riemann-Roch-Raums £(D) iiber dem exak-
ten Konstantenkorper kg

95
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32
56, 62
44
39
30
49

T = W W Ot

65
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dim;, (D) Dimension des Riemann-Roch-Raums £(D) iiber dem 2
Konstantenkorper k

D, D, Divisoren 2, 65

D* (k, z)-dualer Divisor zu D 18, 20

|D|; k[z]-Invarianten des Divisors D 12

Dr/k(x) Differentendivisor der Erweiterung F'/k(z) 19

D(F/k) Gruppe der Divisoren von F/k

D" (F/k) Menge der Divisoren vom Grad n von F'/k

D(S) Gruppe der S-glatten Divisoren

D™(S) Menge der S-glatten Divisoren vom Grad m

DS Das dem Divisor D zugeordnete Ideal von 3° 12

Dg Das dem Divisor D zugeordnete Ideal von Jg 12

DRF*(F/k, A) Menge der entlang A maximalreduzierten Divisoren 23
von F/k

DR (F/k, A) Menge der entlang A m-minimalreduzierten Divisoren 23
von F/k

Dra*(S, A) Menge der entlang A maximalreduzierten S-glatten 56
Divisoren

D, (S, A) Menge der entlang A m-minimalreduzierten S-glatten 56
Divisoren

€; Verzweigungsindex einer Stelle P; iiber oc 22

F Algebraischer Abschluff von F 39

F/k Algebraischer Funktionenkorper 1

F./k, Konstantenkorpererweiterung vom Grad r 7, 39

g Geschlecht eines Funktionenkorpers F'/k 2,14, 20

h(D) Hohe des Divisors D 15

h(F/k) Klassenzahl von F/k 3

h(S) Ordnung der Idealklassengruppe von 0°

I(h) Intervall um eine Approximation der Klassenzahl 59

Js Idealgruppe von og

39 Idealgruppe von o°

k Konstantenkorper

ko Exakter Konstantenkorper 1

k. Erweiterung des endlichen Konstantenkorpers & vom 7, 39
Grad r

k Algebraischer Abschluf von k in F 43
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As,A
As a
ls A
Az,
L(x,t)
L(D)
md ([D])

Np/k@)
Nrg/F
Nmax (S’ A)

red

N (S, A)

Nr(x)
N, (F/k)

Divisorabbildung

Relationengitter

Quaderkantenlinge

Bild von DY) (5, A) unter Ag 4

L-Reihe von y

Riemann-Roch-Raum des Divisors D
Minimalgrad von [D]

Verwendete Schranke fiir die Faktorbasis
Schranke fiir die Erzeugung der Faktorbasis
Heuristische Schranke fiir die Faktorbasis
Schranke fiir die Approximation der Klassenzahl

Erweiterungsgrad [F : k(x)] oder Schranke fiir Stellen

Norm von F nach k(z)
Norm von F, nach F

Anzahl der entlang A maximalreduzierten S-glatten Di-
visoren

Anzahl der entlang A m-minimalreduzierten S-glatten
Divisoren

Charaktersumme r-ten Grads

Charaktersumme r-ten Grads fiir den Hauptcharakter
x =1

Reziproke Nullstellen von L(x, t)

Reziproke Nullstellen von (p/x(t)

Raum aller Differentiale von F/k

Differentialraum des Divisors D

Landau-Symbole

Ring der an allen Stellen aus S ganzen Elemente

Ring der an allen Stellen auflerhalb S ganzen Elemente
Einheitengruppe von 0°, die S-Einheiten

Anzahl der Stellen des Grads r von F/k

Anzahl aller (n, m)-glatten Divisoren

Endliche Charakteristik des Korpers &
Glattheitswahrscheinlichkeit

Stellen von F/k

97

65
65
67
65
39

44

74

60

74

60

5,11, 51,
69, 74

41
56

o6

40
7,41

40
41

=W W NN

42
51

39, 48
74

1, 21
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P(F/k) Gruppe der Hauptdivisoren von F/k 2
PI(F/k) Menge aller Stellen von F/k 1
PI"(F/k) Menge der Stellen vom Grad n von F'/k 1
PI<"(F/k) Menge der Stellen vom Grad kleiner gleich n von F'/k 1
P(S) Gruppe der Hauptdivisoren von S-Einheiten

q Elementanzahl des endlichen Kérpers & 39, 48
Qs,A Quader in Z* 67
qu“:% Quader in Z* 67
TS, A Relationenabbildung 66
R Dedekindring 30
R(S) S-Regulator 4
R(z) Ring der rationalen Funktionen mit ganzem Inhalt 30
o(F/k) Hasse-Witt-Invariante von F/k 44
supp(D) Triger des Divisors D 2
S Nicht-leere Menge von Stellen von F'/k. 5, 11, 59
vp Exponentielle, surjektive Bewertung von F — Z U {occo} 1

an der Stelle P

vp(D) Exponent der Stelle P im Divisor D 2
T Separierendes Element

Cr/n(t) Zeta-Funktion des Funktionenkorpers F'/k 39
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Zusammenfassung

Es sei F//k ein algebraischer Funktionenkorper, gegeben durch
F = k(x,p) mit f(z,p) =0
fiir ein in y normiertes und separables, irreduzibles Polynom f(z,y) € klz,y].

Wir beschreiben eine konstruktive Fassung der Riemann-Roch-Theorie, die es
uns gestattet, das Geschlecht g von F/k und Riemann-Roch-Réume £(D) von
Divisoren D mit Techniken der algorithmischen algebraischen Zahlentheorie zu
berechnen. Wir geben ferner einen wichtigen Algorithmus zur Divisorreduktion
an und entwickeln Methoden, mit denen zusétzlich diskrete Bewertungen von &
beriicksichtigt werden kénnen.

Es sei k = F, der exakte Konstantenkorper des globalen Funktionenkérpers F'/k.
Die Divisorenklassengruppe ist die Gruppe aller Divisorenklassen von F/k. Die
Klassengruppe CI°(F/k) ist die endliche Gruppe der Divisorenklassen vom Grad
null. Thre Ordnung ist die Klassenzahl h(F/k).

Fiir eine Menge S von Stellen P von F/k mit deg(P) < m beweisen wir mit
Hilfe des Satzes von Hasse-Weil untere Schranken fiir m, so daf§ CI°(F/k) durch
die Klassen der Divisoren vom Grad null mit Triger in S erzeugt wird. Diese
Schranken sind von der Form O(log(g)) bei festem g. Weiter geben wir eine
Formel fiir die Approximation von h(F/k) bis auf einen festen, multiplikativen
Fehler an, fiir welche die Anzahlen der Stellen eines Grads ebenfalls O (log(g))
ben6tigt werden, und formulieren eine Version des Satzes von Brauer-Siegel fiir
globale Funktionenkdrper.

Wir betrachten Glattheitseigenschaften. Ein Divisor D ist (n, m)-glatt, wenn
deg(D) < n gilt und sein Triger nur aus Stellen eines Grads < m besteht. Wir be-
weisen verschiedene Aussagen iiber die Anzahl solcher Divisoren und formulieren
eine Glattheitsannahme.

Das Hauptergebnis ist das Klassengruppenverfahren zur Berechnung der Klassen-
gruppe beziehungsweise Divisorenklassengruppe von F'/k. Dieses stiitzt sich auf
die Relationenmethode, fiir die wir bei festem ¢ deterministische, in g aber expo-
nentielle Techniken und eine probabilistische, unter der Glattheitsannahme in g
subexponentielle Technik entwickeln. Die vorhergehenden Ergebnisse werden hier
eingesetzt. Wir beschreiben Anwendungen dieses Verfahrens zur Einheiten- und
Idealklassengruppenberechnung und zur Bestimmung diskreter Logarithmen.

Den Abschlufy bilden einige illustrative Beispiele, die das Laufzeitverhalten und
die Anwendbarkeit des Verfahrens unter Variation der wesentlichen Parameter ¢
und ¢g demonstrieren.



