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Einleitung

Ein globaler F unktionenk

•

orp er F =k

•

ub er dem endlic hen Konstan tenk

•

orp er k ist

eine endlic he Erw eiterung des rationalen F unktionenk

•

orp ers k ( x ). Neb en dem

Gesc hlec h t z

•

ahlt die Divisorenklassengrupp e und sp eziell die v on den Diviso-

renklassen v om Grad n ull erzeugte, endlic he Klassengrupp e zu den wic h tigsten

In v arian ten v on F =k .

In der Kryptographie w erden endlic he, ab elsc he Grupp en G v erw endet, in denen

das Grupp engesetz a + b f

•

ur a; b 2 G e�zien t, der diskrete Logarithm us x 2 Z

mit ax = b ab er n ur sehr zeitaufw endig b erec hnet w erden k ann. Geeignete Grup-

p en G erh

•

alt man un ter anderem mit der Punktgrupp e elliptisc her Kurv en [31 ]

und allgemeiner mit der Grupp e der k -rationalen Punkte der Jacobisc hen V ariet

•

at

geeigneter h yp erelliptisc her Kurv en

•

ub er endlic hen K

•

orp ern k [26]. Diese Grupp en

sind isomorph zur Klassengrupp e der en tsprec henden elliptisc hen b ezieh ungsw eise

h yp erelliptisc hen globalen F unktionenk

•

orp er.

In der Co dierungstheorie b etrac h tet man algebraisc h-geometrisc he Co des, w elc he

b eispielsw eise durc h die F unktionsw erte gewisser algebraisc her F unktionen eines

globalen F unktionenk

•

orp ers an Stellen v om Grad eins gegeb en w erden [55]. Ein

solc her Co de b esitzt

"

gute \ P arameter, w enn die nac h ob en b esc hr

•

ankte An-

zahl der Stellen v om Grad eins im V erh

•

altnis zum Gesc hlec h t gro� ist. F unktio-

nenk

•

orp ern mit vielen Stellen v om Grad eins erh

•

alt man b ei b esc hr

•

anktem Ge-

sc hlec h t h

•

au�g durc h die Betrac h tung ab elsc her Erw eiterungen [19]. Gem

•

a� der

Klassenk

•

orp ertheorie globaler F unktionenk

•

orp er stellt die Klassengrupp e einen

wic h tigen T eil derjenigen Daten v on F =k dar, mit Hilfe derer die ab elsc hen Erw ei-

terungen v on F parametrisiert w erden k

•

onnen. Dieser Ansatz wird in [3 ] v erfolgt.

Un ter V erw endung v on globalen F unktionenk

•

orp ern mit vielen Stellen v om Grad

eins lassen sic h ferner Gitterkugelpac kungen mit zumindest asymptotisc h guter

Dic h te b ei w ac hsendem Gesc hlec h t und w ac hsender Dimension k onstruieren [44].

F

•

ur eine Menge S v on Stellen v om Grad eins w erden hier S -Einheitengitter v er-

w endet. Diese Gitter k orresp ondieren zu Un tergrupp en der Klassengrupp e.

Bei der Berec hn ung der Klassenzahl, der Klassengrupp e o der des L -P olynoms

V



VI EINLEITUNG

eines globalen F unktionenk

•

orp ers lassen sic h zw ei grunds

•

atzlic h v ersc hiedene Si-

tuationen un tersc heiden: Die Betrac h tung v on F unktionenk

•

orp ern F =k des Ge-

sc hlec h ts g

•

ub er dem Konstan tenk

•

orp er k mit q Elemen ten mit

( i ) q ! 1 und g fest, o der

( ii ) q fest und g ! 1 .

In der Kryptographie b etrac h tet man meistens die Situation ( i ). Die Struktur der

Punktgrupp e elliptisc her Kurv en k ann in p olynomialer Laufzeit in log( q ) b erec h-

net w erden [31, 49]. Durc h die V erallgemeinerung dieser Metho de wurde in [24 ]

ein probabilistisc hes V erfahren f

•

ur die Berec hn ung des L -P olynoms eines globa-

len F unktionenk

•

orp ers F =k mit in log( q ) p olynomialer, in g ab er exp onen tieller

Laufzeit erhalten.

F

•

ur die Situation ( ii ) gibt es in g sub exp onen tielle, in log( q ) ab er exp onen tielle

probabilistisc he V erfahren zur Bestimm ung der Struktur der Klassengrupp e f

•

ur

h yp erelliptisc he F unktionenk

•

orp er [1] und f

•

ur sp eziell reell-quadratisc he F unktio-

nenk

•

orp er [53 ]. Wie in [39] b emerkt, sc hein t die Berec hn ung des L -P olynoms in

Situation ( ii ) sc h wieriger zu sein.

Wir en t wic k eln in dieser Arb eit einen probabilistisc hen Algorithm us zur Berec h-

n ung der Klassengrupp e b ezieh ungsw eise Divisorenklassengrupp e eines globalen

F unktionenk

•

orp ers F =k f

•

ur die Situation ( ii ), dessen Laufzeit un ter einer gewissen

Annahme in g sub exp onen tiell und in log( q ) exp onen tiell ist, und v erallgemeinern

damit Metho den aus [50] und [53]. Wir gehen hierb ei v on einer Darstellung des

F unktionenk

•

orp ers durc h

F = k ( x; � ) mit f ( x; � ) = 0

f

•

ur ein in y normiertes und separables, irreduzibles P olynom f ( x; y ) 2 k [ x; y ] aus.

Dieser Algorithm us wurde v on uns im Computeralgebrasystem KASH , [25 ], imple-

men tiert und auf seine An w endbark eit

•

ub erpr

•

uft. Damit ist es erstmals m

•

oglic h,

die Klassengrupp e b ezieh ungsw eise Divisorenklassengrupp e globaler F unktionen-

k

•

orp er mit deg

y

�

f ( x; y )

�

� 3 zu b erec hnen.

Unser Algorithm us basiert auf der Relationenmetho de, die zuv or b ereits in Ein-

heiten- und Klassengrupp en b erec hn ungen v erw endet wurde [7, 23, 50, 53]. Jede

endlic he, ab elsc he Grupp e k ann als F aktorgrupp e einer endlic h erzeugten, freien

ab elsc hen Grupp e nac h einer v on den sogenann ten Relationen erzeugten Un ter-

grupp e dargestellt w erden. Die Idee f

•

ur die Klassengrupp en b erec hn ung ist, als

freie Erzeuger geeignet gew

•

ahlte Divisoren v om Grad n ull zu v erw enden und

dann die durc h diese Divisoren darstellbaren Hauptdivisoren, die Relationen, zu

b estimmen.
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Die T r

•

ager der die Klassengrupp e erzeugenden Divisoren bilden die aus Stellen

v on F =k b estehende F aktorbasis S . Un ter V erb esserung einer

•

ahnlic hen Sc hran-

k e aus [53 ] w eisen wir nac h, da� es f

•

ur g > 0 b eispielsw eise gen

•

ugt, w enn die

F aktorbasis die Stellen v on F =k eines Grads kleiner gleic h

max f d 2 log

q

(4 g � 2) e ; d 2 log

q

(2 g ) e + 1 g

en th

•

alt. F

•

ur die Relationensuc he sind dann alle Hauptdivisoren mit T r

•

ager in

S zu �nden. Dazu en t wic k eln und v erw enden wir Metho den f

•

ur die Reduktion

und f

•

ur die Berec hn ung der Riemann-Ro c h-R

•

aume v on Divisoren. Mit Hilfe einer

Appro ximation der Klassenzahl, die aus den Anzahlen der Stellen eines

•

ahnlic h

wie zuv or b esc hr

•

ankten Grads b erec hnet wird, k

•

onnen wir sc hlie�lic h testen, ob

die v olle Grupp e der Hauptdivisoren gefunden wurde.

Die Arb eit gliedert sic h wie folgt:

Im ersten Kapitel stellen wir die theoretisc hen und algorithmisc hen Grundlagen

f

•

ur algebraisc he und sp eziell globale F unktionenk

•

orp er zusammen.

Im zw eiten Kapitel geb en wir eine k onstruktiv e F assung der Riemann-Ro c h-

Theorie und b esc hreib en Algorithmen zur Bestimm ung des Gesc hlec h ts, zur Re-

duktion v on Divisoren und der Berec hn ung ihrer Riemann-Ro c h-R

•

aume f

•

ur allge-

meine algebraisc he F unktionenk

•

orp er. Wir erw eitern diese Metho den, so da� auc h

diskrete Bew ertungen des Konstan tenk

•

orp ers b er

•

uc ksic h tigt w erden k

•

onnen.

Im dritten Kapitel stellen wir die Grundlagen f

•

ur L -Reihen globaler F unktio-

nenk

•

orp er f

•

ur Charaktere endlic her Ordn ung der Divisorenklassengrupp e zusam-

men und b ew eisen die b en

•

otigten Sc hrank en f

•

ur die Erzeugung der Klassengrupp e

und die Appro ximation der Klassenzahl mit Hilfe des Satzes v on Hasse-W eil. Wir

form ulieren w eiter eine V ersion des Satzes v on Brauer-Siegel f

•

ur globale F unk-

tionenk

•

orp er und gehen auf Strukturaussagen

•

ub er die Klassengrupp e und die

Bezieh ung der p -T orsion zu einem Di�eren tialraum ein.

Im vierten Kapitel b etrac h ten wir Glattheitseigensc haften, mit denen Ergebnisse

•

ub er die Erfolgsw ahrsc heinlic hk eit der Relationensuc he erhalten w erden k

•

onnen.

Die eigen tlic h b en

•

otigte, aufgrund der v orangegangenen

•

Ub erlegungen plausible

und heuristisc he un terst

•

utze Aussage form ulieren wir als Glattheitsannahme.

Im f

•

unften Kapitel k ommen wir zur Besc hreibung des Klassengrupp en v erfahrens.

Nac h Erl

•

auterung der allgemeinen Strategie b esc hreib en wir deterministisc he, in g

exp onen tielle T ec hnik en und eine probabilistisc he, un ter der Glattheitsannahme

in g sub exp onen tielle T ec hnik zur Relationensuc he. Auf letzterer baut der in der

Praxis eingesetzte Algorithm us auf, der ansc hlie�end form uliert wird.
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Im sec hsten Kapitel erw

•

ahnen wir An w endungen des Klassengrupp en v erfahrens

zur Bestimm ung v on Einheiten- und Idealklassengrupp en und zur Berec hn ung

des diskreten Logarithm us.

Im siebten Kapitel f

•

uhren wir einige illustrativ e Beispiele an, die das Laufzeitv er-

halten und die An w endbark eit des V erfahrens un ter V ariation der w esen tlic hen

P arameter q und g demonstrieren.

Ic h m

•

oc h te an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. M. E. P ohst ganz herzlic h f

•

ur seine

Hin w eise, Un terst

•

utzung und die gute Zusammenarb eit w

•

ahrend der Anfertigung

dieser Arb eit dank en.

F erner dank e ic h Herrn Prof. Dr. F. Grunew ald f

•

ur die

•

Ub ernahme des Korefe-

rats, allen Mitgliedern der Kan t-Grupp e, Dr. C. Fiek er f

•

ur die Durc hsic h t einer

v orl

•

au�gen F assung der Arb eit und Dr. R. Auer f

•

ur einige Hin w eise zur V erb es-

serung v on KASH .

Dar

•

ub er hinaus b edank e ic h mic h f

•

ur die F

•

orderung durc h ein NaF

•

oG-Stip endium

b ei den daf

•

ur zust

•

andigen P ersonen.



Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel w erden die dieser Arb eit zugrundeliegenden De�nitionen und

theoretisc hen so wie algorithmisc hen Aussagen f

•

ur algebraisc he F unktionenk

•

orp er

b ereitgestellt und Notationen v erein bart. F

•

ur die Theorie der algebraisc hen F unk-

tionenk

•

orp er v erw eisen wir auf [11 , 12, 13, 55 ], f

•

ur algorithmisc he Asp ekte auf

[9, 36 , 37, 50, 53].

1.1 Notation und Grundlagen

Ein algebraisc her F unktionenk

•

orp er F =k (in einer V ariablen)

•

ub er einem K

•

orp er k

ist eine K

•

orp ererw eiterung F v on k , so da� F eine endlic he Erw eiterung v on k ( x )

f

•

ur ein

•

ub er k transzenden tes Elemen t x 2 F ist. Der K

•

orp er k wird Konstan-

tenk

•

orp er genann t. Der algebraisc he Absc hlu� k

0

v on k in F hat endlic hen Grad

•

ub er k und wird der exakte Konstan tenk

•

orp er v on F =k genann t. Ein globaler

F unktionenk

•

orp er F =k liegt v or, w enn k ein endlic her K

•

orp er F

q

ist.

Un ter einer Stelle P v on F =k v erstehen wir das eindeutig b estimm te, maximale

Ideal eines (diskreten) Bew ertungsrings v on F =k . Der zugeh

•

orige Bew ertungsring

w erde mit o

P

, die zugeh

•

orige exp onen tielle, surjektiv e Bew ertung F � ! Z [ f1g

mit v

P

b ezeic hnet. F

•

ur jedes Elemen t v on k

0

liefert v

P

den W ert n ull. Der Rest-

klassenk

•

orp er v on P ist der K

•

orp er o

P

=P . Der Grad v on P ist der Grad der (stets

endlic hen) K

•

orp ererw eiterung v on o

P

=P

•

ub er k

0

. Wir sc hreib en P l ( F =k ) f

•

ur die

Menge aller Stellen v on F =k , P l

n

( F =k ) f

•

ur die Menge der Stellen v om Grad n

und P l

� n

( F =k ) f

•

ur die Menge der Stellen v om Grad kleiner gleic h n . Mittels des

Grads v on Stellen erhalten wir eine Abbildung deg : P l ( F =k ) � ! Z . Gehen wir

in diesen De�nitionen v om K

•

orp er k zu einem T eilk

•

orp er

~

k v on k

0

mit endlic hem

Index [ k

0

:

~

k ]

•

ub er, so

•

andern sic h Stellen, Bew ertungen und Restklassenk

•

orp er

nic h t. Wir de�nieren den Grad

•

ub er

~

k als deg

~

k

( P ) = [ k

0

:

~

k ] deg ( P ).

1



2 KAPITEL 1. GR UNDLA GEN

Die Grupp e D ( F =k ) der Divisoren v on F =k wird als die v on den Elemen ten aus

P l ( F =k ) erzeugte, freie ab elsc he Grupp e de�niert. Wir sc hreib en das Grupp enge-

setz additiv. Die Elemen te v on D ( F =k ) sind die Divisoren v on F =k . Ein Divisor

D ist also eine formale Summe

P

P 2P l ( F =k )

n

P

P , in der fast alle n

p

n ull sind. Der

Exp onen t v

P

( D ) einer Stelle P in D ist der W ert n

p

, der T r

•

ager supp ( D ) eines

Divisors D ist die Menge der Stellen P mit v

P

( D ) 6= 0. Einen durc h eine einzige

Stelle mit Exp onen t eins gegeb enen Divisor nennen wir Primdivisor. F

•

ur Divi-

soren D

1

; D

2

de�nieren wir D

1

� D

2

, w enn � exp onen ten w eise gilt. Ein Divisor

D � 0 hei�t p ositiv.

Jeder Divisor l

•

a�t sic h eindeutig als Di�erenz D = ( D )

0

� ( D )

1

p ositiv er Divi-

soren sc hreib en, w ob ei ( D )

0

Nullstellendivisor und ( D )

1

P olstellendivisor v on D

genann t wird. F

•

ur eine Menge M v on Divisoren o der Stellen v on F =k b ezeic hnen

wir mit h M i die v on M erzeugte Un tergrupp e v on D ( F =k ) . Die Gradfunktion deg

(deg

~

k

) wird additiv auf D ( F =k ) fortgesetzt, analog sprec hen wir v om Grad eines

Divisors. Die Menge der Divisoren v om Grad n b ezeic hnen wir mit D

n

( F =k ).

Sc hlie�lic h de�niert die Zuordn ung a 7! ( a ) :=

P

P 2P l ( F =k )

v

P

( a ) P einen Homo-

morphism us ( � ) : F

�

� ! D

0

( F =k ), dessen Bild aus den sogenann ten Hauptdivi-

soren b esteh t und mit P ( F =k ) b ezeic hnet wird. Der Kern v on ( � ) stimm t mit dem

exakten Konstan tenk

•

orp er k

0

v on F =k

•

ub erein. Den Nullstellen- b ezieh ungsw eise

P olstellendivisor eines Hauptdivisors notieren wir in der F orm ( a )

0

b ezieh ungs-

w eise ( a )

1

.

Es sei D ein Divisor v on F =k . Der Riemann-Ro c h-Raum L ( D ) v on D wird de�-

niert als

L ( D ) := f a 2 F

�

j ( a ) � � D g [ f 0 g :

Hierb ei handelt es sic h um einen endlic h-dimensionalen k -V ektorraum, dessen

Dimension mit dim ( D ) notiert wird. Zur Angab e des Konstan tenk

•

orp ers,

•

ub er

dem die Dimension gemessen wird, sc hreib en wir wie b eim Grad gelegen tlic h

dim

~

k

( D ). F

•

ur w eitergehende Aussagen, insb esondere den Satz v on Riemann-Ro c h

und die De�nition des Gesc hlec h ts g , sei auf [55] und Kapitel 2 v erwiesen.

Die Menge aller Di�eren tiale v on F =k wird mit 
( F =k ) b ezeic hnet. Hierb ei han-

delt es sic h um einen eindimensionalen F -V ektorraum. Wie

•

ublic h v erw enden wir

die Abbildungen d : F � ! 
( F =k ) und ( � ) : 
( F =k ) � ! D ( F =k ). Es sei D ein

Divisor v on F =k . Wir b ezeic hnen den Di�eren tialraum v on D mit


( D ) := f ! 2 
( F =k ) j ( ! ) � D g :

Dies ist n ur no c h ein k -V ektorraum. En tsprec hend der Exp onen ten v

P

�

( ! )

�

hei-

�en die in ( ! ) v ork ommenden Stellen P Null- b ezieh ungsw eise P olstellen v on !
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mit den Ordn ungen v

P

�

( ! )

�

. F

•

ur diese und w eitere Aussagen

•

ub er Di�eren tiale

siehe [11, 13 , 33 , 55 ].

Die Divisorenklassengrupp e C l ( F =k ) wird de�niert als D ( F =k ) = P ( F =k ), die F ak-

torgrupp e der Grupp e aller Divisoren nac h der Grupp e der Hauptdivisoren. Ihre

Elemen te hei�en Divisorenklassen, das Bild eines Divisors D un ter dem k ano-

nisc hen Homomorphism us [ � ] : D ( F =k ) � ! C l ( F =k ) sc hreib en wir als [ D ]. Die

F unktionen deg : D ( F =k ) � ! Z und dim : D ( F =k ) � ! Z faktorisieren durc h [ � ],

lassen sic h also (v ertreterw eise) auc h auf C l ( F =k ) de�nieren. Wir sprec hen ana-

log v om Grad b ezieh ungsw eise der Dimension einer Divisorenklasse

•

ub er k . Die

Divisorenklassen v om Grad n w erden mit C l

n

( F =k ) b ezeic hnet. Sp eziell die Diviso-

renklassen v om Grad n ull bilden eine Un tergrupp e C l

0

( F =k ) = D

0

( F =k ) = P ( F =k )

v on C l ( F =k ) , die wir als Klassengrupp e v on F =k b ezeic hnen. Ihre Ordn ung, ev en-

tuell unendlic h, wird die Klassenzahl h ( F =k ) v on F =k genann t.

1.1. Prop osition. (i) F

•

ur die Divisor enklassengrupp e gilt:

C l ( F =k )

�

=

C l

0

( F =k ) � Z :

(ii) Die Klassenzahl eines glob alen F unktionenk

•

orp ers ist end lich.

Beweis. Der erste T eil folgt aus C l ( F =k )

�

=

C l

0

( F =k )

_

+ h [ D ] i , w ob ei D einen

Divisor v on F =k kleinsten, p ositiv en Grads b ezeic hnet. F

•

ur die zw eite Aussage

siehe [55, S. 159].

F

•

ur einen globalen F unktionenk

•

orp er gibt es immer einen Divisor v om Grad eins,

[48], [55 , S. 164], der f

•

ur diese Isomorphie herangezogen w erden k ann.

Es sei S eine Menge v on Stellen v on F =k . Ein Divisor, dessen T r

•

ager n ur aus

Stellen aus S b esteh t, wird S -glatt genann t. Die Grupp e der S -glatten Divisoren

wird in Erg

•

anzung zur bisherigen Notation mit D ( S ) b ezeic hnet. Analog setzen

wir D

m

( S ) := D

m

( F =k ) \ D ( S ) und P ( S ) := P ( F =k ) \ D ( S ). Die Elemen te v on

F

�

, deren Hauptdivisoren in P ( S ) liegen, w erden S -Einheiten v on F =k genann t.

Die S -Einheiten und die S -glatten Hauptdivisoren bilden jew eils eine Un tergrupp e

v on F

�

b ezieh ungsw eise D

0

( S ) .

F

•

ur eine nic h t-leere Stellenmenge S w erde mit o

S

der Ring der an allen Stellen

aus S ganzen Elemen te v on F =k b ezeic hnet, also der Ring derjenigen Elemen te

a 2 F , f

•

ur die v

P

( a ) � 0 f

•

ur alle P 2 S gilt. Komplemen t

•

ar wird o

S

als der Ring

der an allen Stellen au�erhalb v on S ganzen Elemen te de�niert. Es folgt aus [11 ,

S. 58�., S. 64], da� b eide Ringe Dedekindringe sind. Ihre Idealgrupp en w erden

mit I

S

b ezieh ungsw eise I

S

b ezeic hnet. F

•

ur o

S

gilt w eiter, da� die Primideale aus

I

S

eineindeutig und b ew ertungserhaltend mit den nic h t in S b e�ndlic hen Stellen
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k orresp ondieren, da� die Einheitengrupp e ( o

S

)

�

genau v on den S -Einheiten v on

F =k gebildet wird und da� der Quotien tenk

•

orp er v on o

S

mit F

•

ub ereinstimm t.

Wir b ezeic hnen die Idealklassengrupp e v on o

S

mit C l ( o

S

) und ihre Ordn ung,

ev en tuell unendlic h, mit h ( S ) . Die Idealklassengrupp e ist eine F aktorgrupp e der

Divisorenklassengrupp e: C l ( o

S

)

�

=

D ( F =k ) =

�

D ( S ) + P ( F =k )

�

.

Zur V erkn

•

upfung aller dieser Strukturen b etrac h ten wir

1.2. Prop osition. Es sei � : G � ! H ein Homomorphismus ab elscher Grupp en

und U eine Unter grupp e von G . Man hat die kanonische exakte Se quenz

0 � ! k er � \ U � ! k er � � ! G=U � ! � ( G ) =� ( U ) � ! 0 :

Beweis. Die durc h � induzierte Abbildung G=U � ! � ( G ) =� ( U ) ist surjektiv, so

da� die Exaktheit b ei � ( G ) =� ( U ) folgt. Ist a 2 G mit � ( a ) 2 � ( U ), so gibt es ein

u 2 U , so da� a � u 2 k er � ist. Der Kern v on G=U � ! � ( G ) =� ( U ) b esteh t daher

aus

�

k er � + U

�

=U

�

=

k er �=

�

k er � \ U

�

, so da� sic h die Exaktheit an den anderen

drei Stellen ergibt.

Hieraus resultieren zw ei F olgerungen:

1.3. Korollar. Man hat eine kanonische exakte Se quenz

0 � ! D

0

( S ) = P ( S ) � ! C l

0

( F =k ) � ! C l ( o

S

)

� ! deg

�

D ( F =k )

�

= deg

�

D ( S )

�

� ! 0 :

Beweis. Hierf

•

ur wird G := C l ( F =k ) , H := Z , � := deg und U :=

�

D ( S ) +

P ( F =k )

�

= P ( F =k ) gesetzt. Dann gilt k er � = C l

0

( F =k ), k er � \ U =

�

D

0

( S ) +

P ( F =k )

�

= P ( F =k )

�

=

D

0

( S ) = P ( S ), G=U

�

=

D ( F =k ) =

�

D ( S ) + P ( F =k )

�

�

=

C l ( o

S

)

und � ( G ) =� ( U ) = deg

�

D ( F =k )

�

= deg

�

D ( S )

�

.

Aufgrund dieses Korollars de�nieren wir den S -R e gulator durc h

R ( S ) :=

�

D

0

( S ) : P ( S )

�

:

Damit gilt dann die F ormel

R ( S ) h ( S ) = deg

�

D ( S )

�

h ( F =k ) ;

sofern au�er deg

�

D ( S )

�

mindestens zw ei der b eteiligten W erte endlic h sind, vgl.

auc h [3 , S. 14], [43].

1.4. Korollar. Es sei A ein S -glatter Divisor mit deg ( A ) > 0 . Dann hat man

die kanonische exakte Se quenz

0 � ! D

0

( S ) = P ( S ) � ! D ( S ) =

�

h A i + P ( S )

�

� ! deg

�

D ( S )

�

= deg ( A ) Z � ! 0 :
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Beweis. Hierf

•

ur wird G := D ( S ) = P ( S ), H := Z , � := deg und U :=

�

h A i +

P ( S )

�

= P ( S ) gesetzt. Dann gilt k er � = D

0

( S ) = P ( S ), k er � \ U

�

=

f 0 g , G=U

�

=

D ( S ) =

�

h A i + P ( S )

�

und � ( G ) =� ( U ) = deg

�

D ( S )

�

= deg ( A ) Z .

Die Gradb ew ertung v

1

zur

"

unendlic hen \ Stelle 1 eines rationalen F unktionen-

k

•

orp ers k ( x ) ist durc h v

1

( f =g ) := deg ( g ) � deg ( f ), f ; g 2 k [ x ] de�niert. Wir

v erw enden deg := � v

1

dann auc h f

•

ur Elemen te aus k ( x ). Die Elemen te nic h t

p ositiv en Grads v on k ( x ) bilden den diskreten Bew ertungsring o

1

.

F

•

ur eine unit

•

are Ringerw eiterung k omm utativ er Ringe A � B de�nieren wir

Cl( A; B ) als den Ring der

•

ub er A ganzalgebraisc hen Elemen te v on B .

1.2 Darstellung v on F unktionenk

•

orp ern und Al-

gorithmen

In diesem Absc hnitt soll kurz auf die Darstellung v on F unktionenk

•

orp ern und

auf grundlegende Algorithmen Bezug genommen w erden, die wir in dieser Arb eit

b en

•

otigen w erden.

Einen algebraisc hen F unktionenk

•

orp er F =k realisieren wir als den Quotien ten-

k

•

orp er der

"

endlic hen Gleic h ungsordn ung \ k [ x; y ] = f ( x; y ) k [ x; y ], w ob ei f ( x; y ) =

y

n

+ a

1

y

n � 1

+ � � � + a

n

2 k [ x ][ y ] ein irreduzibles P olynom ist, w elc hes normiert und

separab el in y ist. Eine solc he Darstellung existiert f

•

ur jeden algebraisc hen F unk-

tionenk

•

orp er (einer V ariablen)

•

ub er einem v ollk ommenen Konstan tenk

•

orp er k ,

[50, S. 2], [55, S. 128]. Das Elemen t x wird dann ein separierendes Elemen t v on F =k

genann t. Anders ausgedr

•

uc kt gilt F = k ( x; � ) mit f ( x; � ) = 0. Um Komplexit

•

ats-

aussagen tre�en zu k

•

onnen, de�nieren wir C

f

:= max fd deg ( a

i

) =i e j 1 � i � n g .

Damit gilt deg disc

y

f ( x; y ) � C

f

n ( n � 1) (man sieh t dies mit dem Di�erenzen-

pro dukt un ter Beac h tung der T atsac he, da� �=x

C

f

ganzalgebraisc h

•

ub er o

1

ist).

F

•

ur diese Darstellung b etrac h ten wir insb esondere die ganzalgebraisc hen Ab-

sc hl

•

usse Cl

�

k [ x ] ; F

�

und Cl

�

o

1

; F

�

. Wird S als die Menge der

"

unendlic hen Stel-

len \ v on F =k ( x ) gew

•

ahlt, also die Menge der Stellen v on F =k

•

ub er der unend-

lic hen Stelle 1 v on k ( x ), so gilt o

S

= Cl

�

k [ x ] ; F

�

und o

S

= Cl

�

o

1

; F

�

. Au�er-

dem hat man S = supp

�

( x )

1

�

. W eil k [ x ] und o

1

Hauptidealringe sind, b esitzen

Cl

�

k [ x ] ; F

�

und Cl

�

o

1

; F

�

Ganzheitsbasen b estehend aus [ F : k ( x )] Elemen ten,

en tsprec hendes gilt f

•

ur ihre Ideale. Solc he Basen sind mo dulo unimo dularer T rans-

formationen

•

ub er k [ x ] o der o

1

eindeutig b estimm t. Die Norm N

F =k ( x )

( a ) eines

(gebro c henen) Ideals a v on Cl

�

k [ x ] ; F

�

o der Cl

�

o

1

; F

�

wird als Determinan te

einer

•

Ub ergangsmatrix einer Ganzheitsbasis zu einer Idealbasis v on a (mo dulo

Einheiten v on k [ x ] o der o

1

) de�niert und ist m ultiplik ativ.
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In Algorithmen gehen wir da v on aus, da� der K

•

orp er k b erec hen bar ist, da� also

die Null und die Eins zu V erf

•

ugung stehen und da� mit v orgegeb enen Elemen-

ten die Op erationen + ; � ; � ; = und die Abfrage auf Gleic hheit ausgef

•

uhrt w erden

k

•

onnen. Hiermit erh

•

alt man die M

•

oglic hk eit, auc h in P olynomringen k [ x ] und ra-

tionalen F unktionenk

•

orp ern k ( x ) + ; � ; � ; =; div ; = b erec hnen zu k

•

onnen (div soll

T eilen mit eindeutigem Rest b edeuten). Bei Laufzeitangab en w erden die b en

•

otig-

ten Op erationen und Zu w eisungen in k so wie die Bitop erationen f

•

ur en tsprec hende

Rec hn ungen in Z gez

•

ahlt.

Wir nehmen w eiter an, da� Algorithmen zur Berec hn ung v on Ganzheitsbasen

der Ringe Cl

�

k [ x ] ; F

�

und Cl

�

o

1

; F

�

, zur Berec hn ung ihrer Primideale zu v orge-

geb enen Primelemen ten v on k [ x ] b ezieh ungsw eise o

1

, eine Elemen t- und Ideal-

arithmetik f

•

ur Cl

�

k [ x ] ; F

�

und Cl

�

o

1

; F

�

inklusiv e Idealfaktorisierung und Be-

w ertungsb erec hn ung b ez

•

uglic h Primidealen zur V erf

•

ugung stehen. Dies ist b ei-

spielsw eise f

•

ur k = F

q

o der k = Zahlk

•

orp er der F all, Implemen tierungen �nden

sic h in [25 ]. Mindestens f

•

ur die Bestimm ung der Primideale b ezieh ungsw eise der

Idealfaktorisierung w erden hierb ei insb esondere F aktorisierungsalgorithmen f

•

ur

P olynome

•

ub er k (und

•

ub er Erw eiterungen v on k ) b en

•

otigt.

•

Ub er das prinzipielle

V orgehen dieser Algorithmen geb en [9, 17, 36 , 37], und sp eziell f

•

ur die F unktio-

nenk

•

orp ersituation [50], Auskunft.

Im F all globaler F unktionenk

•

orp er (also k = F

q

) wird in [8] gezeigt, da� der Auf-

w and zur Bestimm ung der Ganzheitsbasis o

S

p olynomial

•

aquiv alen t zum Aufw and

der Bestimm ung des quadratfreien An teils der Diskriminan te v on f ( x; y ) als P oly-

nom in y ist. Da diese Aufgab e wiederum p olynomial im Grad der Diskriminan te

gel

•

ost w erden k ann, erhalten wir insgesam t einen in C

f

und n p olynomialen Auf-

w and. Ohne an dieser Stelle auf die Details eingehen zu k

•

onnen, merk en wir an,

da� auc h die anderen angef

•

uhrten Algorithmen eine in C

f

und n p olynomiale

Laufzeit b en

•

otigen, in w elc he ab er no c h der maximale Grad der in den Darstel-

lungen der b eteiligen Ideale auftretenden P olynome v on k [ x ] p olynomial eingeh t.

Es ist sp eziell zu b eac h ten, da� die F aktorisierung in k [ x ] einen im Grad p olyno-

mialen Aufw and b en

•

otigt. Soll b eispielsw eise ein P otenzpro dukt v on Primidealen

ausm ultipliziert w erden, so bringt dies einen Aufw and mit sic h, w elc her p olyno-

mial in C

f

; n , der Anzahl und dem Grad der auftretenden Primp olynome ist. Die

b eiden letzten W erte fassen wir sp

•

ater in einer

"

H

•

ohe \ zusammen.

En tsprec hend Absc hnitt 1.1 lassen sic h die Stellen v on F =k durc h die Primideale

v on Cl

�

k [ x ] ; F

�

und Cl

�

o

1

; F

�

eineindeutig repr

•

asen tieren. Hier gilt die Bezie-

h ung deg ( P ) = j deg (N

F =k ( x )

( p )) j f

•

ur eine Stelle P v on F =k und ein Primideal p

v on Cl

�

k [ x ] ; F

�

o der Cl

�

o

1

; F

�

, w elc he dieselb e Bew ertung auf F =k de�nieren.

F

•

ur einen globalen F unktionenk

•

orp er sind wir damit in der Lage, alle Stellen

eines v orgegeb enen Grads m zu ermitteln, indem die Primidealfaktorisierungen
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der Primp olynome des Grads � m aus k [ x ] in Cl

�

k [ x ] ; F

�

und die Primideale in

Cl

�

o

1

; F

�

b er

•

uc ksic h tigt w erden.

Ist k der exakte Konstan tenk

•

orp er v on F =k , so k ann die Bestimm ung der Anzahl

der Stellen v om Grad eins einer endlic hen Konstan tenk

•

orp ererw eiterung F

r

=k

r

v on F =k , [ k

r

: k ] = r und F

r

= F k

r

fast ohne F aktorisierungen erfolgen: Bis auf

w enige Ausnahmen (

"

Indexteiler \ ) gen

•

ugt es aufgrund des Satzes v on Kummer

[37, S. 390], [55 , S. 76], die Anzahl der Nullstellen v on f ( x

0

; y ) f

•

ur alle x

0

2 k

r

zu

b estimmen, w elc he durc h den Grad des ggT v on f ( x

0

; y ) und y

q

r

+1

� y gegeb en

ist. Man b eac h tet au�erdem, da� dieser Grad f

•

ur die Konjugierten v on x

0

•

ub er k

gleic h bleibt, w eil f Ko e�zien ten in k hat (nic h t-k onjugierte x

0

k

•

onnen mit einem

zyklisc hen Erzeuger v on k

�

r

leic h t aufgez

•

ahlt w erden).

Ob w ohl diese Metho de gegen

•

ub er dem obigen F aktorisieren sehr e�zien t ist, z

•

ahlt

sie do c h auc h zu den

"

naiv en \ Metho den, w eil der Aufw and exp onen tiell in r ist.

F

•

ur die Eigensc haften v on Konstan tenk

•

orp ererw eiterungen siehe [55, S. 101�.,

S. 163].

Sp

•

ater w erden die Landau-Sym b ole v erw endet: Es seien g ; h : R

> 0

� ! R . Wir

sc hreib en g = O ( h ), w enn es c; x

0

2 R gibt, so da� j g ( x ) j � c h ( x ) f

•

ur alle x � x

0

gilt. Wir sc hreib en g = o ( h ), w enn es f

•

ur jedes " > 0 ein x

0

2 R gibt, so da�

j g ( x ) j � " h ( x ) f

•

ur alle x � x

0

gilt.

1.3 Gitter und Basisreduktion

F

•

ur die Berec hn ung v on Riemann-Ro c h-R

•

aumen b en

•

otigen wir einen Reduk-

tionsalgorithm us f

•

ur Matrizen in k ( x )

n � n

, w elc her im Zusammenhang mit Git-

tern und der Basisreduktion in F unktionenk

•

orp ern zu sehen ist. Wir geb en die

w esen tlic hen Aussagen f

•

ur den v ereinfac h ten F all der

•

ub er einem K

•

orp er formaler

Lauren treihen de�nierten Gitter wieder, w ob ei der F unktionenk

•

orp er selbst no c h

nic h t auftritt. Dies gesc hieh t in Absc hnitt 2.5, w o Aussagen

•

ub er die durc h F unk-

tionenk

•

orp er de�nierten Gitter zusammengefa�t w erden. Es sei grunds

•

atzlic h auf

die (et w as un tersc hiedlic he) Darstellung in [50] v erwiesen.

Wir b ezeic hnen mit k (( x

� 1

)) den K

•

orp er der formalen Lauren treihen in x

� 1

. Der

Grad eines Elemen ts sei der Exp onen t der gr

•

o�ten darin auftretenden x -P otenz.

F

•

ur v 2 k (( x

� 1

))

n

b ezeic hnen wir mit deg ( v ) den Spaltengrad v on v , also das

Maxim um der Grade der Ein tr

•

age v on v , und mit hc( v ) 2 k

n

denjenigen V ektor,

der aus den Ko e�zien ten der deg ( v )-ten P otenzen v on x der Ein tr

•

age v on v

en tsteh t (also die Ko e�zien ten der gr

•

o�ten P otenzen, die anderen sind n ull).

Es seien n un � � k (( x

� 1

))

n

ein freier k [ x ]-Mo dul des Rangs m und die v

1

; : : : ; v

m

eine Basis v on �. Wir setzen zus

•

atzlic h v oraus, da� die Basiselemen te k (( x

� 1

))-
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linear unabh

•

angig sind (dies ist gleic h b edeutend damit, da� � b ez

•

uglic h deg dis-

kret ist, da� es also immer n ur endlic h viele V ektoren mit b esc hr

•

ankten deg -

W erten gibt). � ist dann ein

"

nic h t-arc himedisc hes \ Gitter . Das Maxim um der

Grade der Determinan ten v on m � m -T eilmatrizen v on ( v

j

)

j

ist eine In v arian te

v on �, die wir als Gitterdiskriminan te au�assen k

•

onnen. Un ter einem Reduk-

tionssc hritt v ersteh t man n un die Addition einer k [ x ]-Lineark om bination der v

j

zu einem v

i

, i 6= j , so da� sic h der Spaltengrad v on v

i

v erkleinert. Hierb ei handelt

es sic h um eine unimo dulare T ransformation. Die b ez

•

uglic h der Spaltengrade auf-

steigend sortierte Basis v

1

; : : : ; v

m

v on � wird r e duziert genann t, w enn eine der

folgenden,

•

aquiv alen ten Bedingungen zutri�t:

1.5. Lemma. Die folgenden Be dingungen sind

•

aquivalent:

( i ) hc ( v

1

) ; : : : ; hc( v

m

) sind line ar unabh

•

angig,

( ii ) deg (

P

m

i =1

�

i

v

i

) = max

m

i =1

deg ( �

i

v

i

) f

•

ur al le �

i

2 k [ x ] , 1 � i � m ,

( iii )

P

m

i =1

deg ( v

i

) ist gleich der Gitter diskriminante,

( iv ) v

1

; : : : ; v

m

r e alisier en die sukzessiven Minima von � .

Beweis. Zum Bew eis siehe auc h [50]. Die Situation in ( i ) stellt eine n ur auf die

f

•

uhrenden T erme geric h tete Sic h t w eise v on ( ii ) und ( iii ) dar; die lineare Un-

abh

•

angigk eit b edeutet, da� sic h k eine f

•

uhrenden T erme ausl

•

osc hen k

•

onnen. Mit

diesen Bemerkungen k ann man sic h die

•

Aquiv alenz v on ( i )-( iii ) klar mac hen.

Nummer ( iv ) folgt induktiv aus ( ii ).

Diese Bedingungen b edeuten, da� k ein Reduktionssc hritt ausgef

•

uhrt w erden k ann.

F

•

ur eine nic h t reduzierte Basis k ann man also einen Reduktionssc hritt ausf

•

uhren,

der die Summe der Grade der v

i

v erringert. F

•

ur diese Summe stellt die Gitter-

diskriminan te ab er eine un tere Sc hrank e dar, so da� man nac h endlic h vielen

Reduktionssc hritten zu einer reduzierten Basis k omm t. Hieraus ergibt sic h der

R e duktionsalgorithmus ; man k ann also immer eine reduzierte Basis k onstruieren.

Eine Matrix, deren Spalten ungleic h n ull eine reduzierte Basis bilden, nennen wir

reduziert.

Die Eigensc haft ( iii ) k ann man als Orthogonalit

•

atseigensc haft einer reduzierten

Basis au�assen. Das Konzept der Orthogonalit

•

at l

•

a�t sic h w eiterv erfolgen: Wir

b etrac h ten

"

orthogonale \ o der auc h

"

isometrisc he \ Abbildungen des k (( x

� 1

))

n

,

die durc h unimo dulare Matrizen T 2 k [[ x

� 1

]]

n � n

mit P otenzreihenein tr

•

agen gege-

b en w erden: v 7! T v . F

•

ur diese gilt deg ( v ) = deg ( T v ). Zw ei Gitter �

1

; �

2

hei�en

n un isometrisch , w enn es ein solc hes T mit �

1

= T �

2

gibt. Reduzierte Basen

w erden un ter T in reduzierte Basen

•

ub erf

•

uhrt. Zw ei isometrisc he Gitter b esitzen
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dieselb en sukzessiv en Minima und dieselb e Gitterdiskriminan te, wie man anhand

v on Lemma 1.5 erk ennen k ann. Wir de�nieren das ortho gonale Gitter des Rangs m

in k (( x

� 1

))

n

mit den In v arian ten d

1

� � � � � d

m

2 Z als das eindeutig b estimm te

Gitter, w elc hes eine Basis der F orm ( x

� d

j

�

i;j

)

i

2 k (( x

� 1

))

n

f

•

ur 1 � j � m b esitzt.

Es gilt n un der folgende

"

Klassi�k ationssatz \ :

1.6. Lemma. Es sei � � k (( x

� 1

))

n

ein Gitter vom R ang m . Dann ist � zu genau

einem ortho gonalen Gitter in k (( x

� 1

))

n

isometrisch.

Beweis. Wir b emerk en als erstes, da� k [[ x

� 1

]] ein euklidisc her Ring f

•

ur deg ist und

da� Elemen te kleineren Grads stets v on Elemen ten gr

•

o�eren Grads geteilt w er-

den. Man k ann desw egen eine b eliebige Basis v on � durc h k [[ x

� 1

]]-unimo dulare

Zeilenop erationen in eine ob ere Dreiec ksgestalt bringen, w ob ei die

•

ub er der Dia-

gonalen stehenden Ein tr

•

age en t w eder n ull sind o der einen ec h t gr

•

o�eren Grad als

die darun ter stehenden Diagonalein tr

•

age hab en. Das v on dieser Basis erzeugte

Gitter �

0

ist ein zu � isometrisc hes Gitter. W egen ( i ) aus Lemma 1.5 m u� sic h

diese Basis v on �

0

w egen der Isometrie zu � b ereits in Diagonalgestalt b e�nden,

w enn sie aus einer reduzierten Basis v on � en tsteh t. Eine reduzierte Basis v on �

existiert jedo c h stets.

F

•

ur die no c h zu zeigende Eindeutigk eit k ann man sic h leic h t

•

ub erlegen, da� zw ei

v ersc hiedene orthogonale Gitter nic h t isometrisc h sein k

•

onnen.

Die f

•

ur die sp

•

atere An w endung b en

•

otigte V ersion dieses Lemmas liest sic h wie

folgt:

1.7. Korollar. In dem k ( x ) -V ektorr aum V seien ein k [ x ] -Mo dul M

1

und ein o

1

-

Mo dul M

2

, b eide fr ei vom R ang n , ge geb en. Dann gibt es Basen v

1

; : : : ; v

n

von M

1

und b

1

; : : : ; b

n

von M

2

, so da�

( b

1

; : : : ; b

n

) N = ( v

1

; : : : ; v

n

)

mit einer eindeutigen Matrix N der Gestalt N = ( x

� d

j

�

i;j

)

i;j

2 k ( x )

n � n

und

d

1

� � � � � d

n

gilt. Die Basis v

1

; : : : ; v

n

kann dur ch A nwendung des R e duktionsal-

gorithmus auf die Sp alten einer T r ansformationsmatrix b eliebiger Basen von M

1

und M

2

erhalten wer den.

Beweis. Man b etrac h tet das v on den Spalten einer Basistransformationsmatrix

M b eliebiger b

i

und v

i

aufgespann te Gitter, w endet Lemma 1.6 an und erh

•

alt

unimo dulare Matrizen T 2 o

n � n

1

und R 2 k [ x ]

n � n

mit N = T M R wie gefordert.

Zu b eac h ten ist, da� T 2 o

n � n

1

w egen M 2 k ( x )

n � n

gilt. Die letzte Aussage ergibt

sic h sp eziell aus dem Bew eis v on Lemma 1.6.
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1.8. Beispiel. Wir b etrac h ten die (in Hermite-Normalform b e�ndlic he) Matrix

�

x

3

� x x

2

� 2

0 x

�

:

Diese Matrix ist nic h t reduziert, w eil die Summe der Spaltengrade 5 und der

Determinan tengrad 4 b etr

•

agt. Wir subtrahieren das x -fac he der zw eiten Spalte

v on der ersten Spalte und erhalten die reduzierte Matrix

�

x x

2

� 2

� x

2

x

�

:

Zur Berec hn ung der Normalform negieren wir die letzte Zeile, v ertausc hen sie mit

der ersten Zeile und ziehen v on der jetzt letzten Zeile das 1 =x -fac he der ersten

Zeile ab. Daraus ergibt sic h

�

x

2

� x

0 x

2

� 1

�

:

Nun wird das x= ( x

2

� 1)-fac he der letzten Zeile zur ersten Zeile addiert und die

letzte Zeile mit x

2

= ( x

2

� 1) sk aliert. Daraus erh

•

alt man das Endergebnis

�

x

2

0

0 x

2

�

:

1.9. Bemerkung. Bei dem Reduktionsalgorithm us handelt es sic h um eine v er-

allgemeinerte P olynomdivision, op erierend auf Spalten. En tsprec hend k ann man

ihn auc h als eine Gr

•

obnerreduktion in terpretieren. F

•

ur F unktionenk

•

orp er

•

ub er-

nimm t der Reduktionsalgorithm us die Rolle, die der LLL-Algorithm us im Zahl-

k

•

orp erfall spielt.



Kapitel 2

Konstruktiv e

Riemann-Ro c h-Theorie

Das Hauptziel dieses Kapitels ist, einen Algorithm us zur Bestimm ung des Rie-

mann-Ro c h-Raums L ( D ) eines Divisors D eines algebraisc hen F unktionenk

•

orp ers

F =k anzugeb en. Wir b en utzen daf

•

ur eine idealtheoretisc he F assung der Riemann-

Ro c h-Theorie, in deren Rahmen der Satz v on Riemann-Ro c h relativ leic h t b e-

wiesen w erden k ann. Alle Strukturen sind hierb ei einer direkten, algorithmisc hen

Behandlung zug

•

anglic h. Darauf aufbauend geb en wir Metho den zur Divisorre-

duktion und zur erw eiterten Riemann-Ro c h-Raum-Berec hn ung an, ziehen einen

V ergleic h zur Geometrie der Zahlen f

•

ur globale F unktionenk

•

orp er und b etrac h-

ten als An w endungen die Bestimm ung v on Di�eren tialr

•

aumen und das explizite

Rec hnen in der Divisorenklassengrupp e.

Zur V ertiefung dieser Metho den v erw enden wir im letzten, v ergleic hsw eise um-

fangreic hen Absc hnitt zus

•

atzlic h diskrete Bew ertungen des Konstan tenk

•

orp ers

und b ew eisen Aussagen

•

ub er die Struktur ganzalgebraisc her Absc hl

•

usse und

•

ub er

T eilr

•

aume v on Riemann-Ro c h-R

•

aumen, deren Elemen te zus

•

atzlic he Bew ertungs-

b edingungen erf

•

ullen. An w endungen hierv on liegen b eispielsw eise in der Reduk-

tion algebraisc her F unktionenk

•

orp er nac h diskreten Bew ertungen des Konstan-

tenk

•

orp ers im Sinne v on [13 , S. 187�.]. Auf diese Ergebnisse w erden wir jedo c h

im w eiteren V erlauf der Arb eit nic h t zur

•

uc kgreifen.

Die in den Absc hnitten 2.1 und 2.3 ausgef

•

uhrten Gedank en wurden in

•

ahnlic her

F orm b ereits in [48 ] v erw endet, eine neuere Darstellung l

•

a�t sic h in [27 ] �nden.

In diesem Kapitel b ezeic hnet F =k einen algebraisc hen F unktionenk

•

orp er mit ei-

nem separierenden Elemen t x , S := supp

�

( x )

1

�

und n := [ F : k ( x )], vgl. Ab-

sc hnitt 1.2.

11
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2.1 Basen der k -R

•

aume L ( D )

Das Hauptergebnis dieses Absc hnitts ist der folgende Satz zusammen mit seinem

k onstruktiv en Bew eis:

2.1. Satz. F

•

ur je den Divisor D von F =k gibt es eindeutig b estimmte, ganzr atio-

nale Zahlen d

1

� � � � � d

n

und Elemente v

1

; : : : ; v

n

2 F , so da� die Menge

f x

j

v

i

j 1 � i � n; 0 � j � d

i

+ r g

f

•

ur al le r 2 Z eine k -Basis von L

�

D + r ( x )

1

�

darstel lt. Die Elemente v

1

; : : : ; v

n

sind k ( x ) -line ar unabh

•

angig.

Wir b emerk en, da� die obigen d

i

und v

i

nic h t n ur dem Divisor D zugeordnet

sind, sondern auc h v on dem Konstan tenk

•

orp er k und dem separierenden Ele-

men t x abh

•

angen; die Abh

•

angigk eit b esteh t genauer v om P olynomring k [ x ] � F .

Zur sp

•

ateren Bezugnahme de�nieren wir die d

i

als die k [ x ] -Invarianten v on D ,

gesc hrieb en j D j

i

(w enn die V orgab e v on k [ x ] klar ist).

Um einen k onstruktiv en Bew eis dieses Satzes geb en zu k

•

onnen,

•

ub ersetzen wir

die obige Situation in einen idealtheoretisc hen Kon text:

2.2. Prop osition. ( i ) Es b esteht eine nat

•

urliche, Bewertungen erhaltende Bi-

jektion zwischen der Menge der Stel len von F =k und der Menge der Prim-

ide ale von o

S

und von o

S

,

( ii ) dur ch diese Bijektion wir d ein Isomorphismus der Grupp e der Divisor en

von F =k auf das dir ekte Pr o dukt I

S

� I

S

der Ide algrupp en induziert, D 7!

( D

S

; D

S

) .

( iii ) Wenn D einen Divisor b ezeichnet und D

S

, D

S

die zugeh

•

origen Ide ale in I

S

und I

S

sind, dann gilt L ( D ) = ( D

S

)

� 1

\ ( D

S

)

� 1

:

Beweis. Wir v erw eisen auf Absc hnitt 1.1, S. 3 un ten. F

•

ur ( iii ) sei p ein Primideal

v on o

S

, P die zugeh

•

orige Stelle v on F =k und r die genaue P otenz, mit der p in D

S

aufgeh t. Also ist r = v

P

( D ) erf

•

ullt. W eil o

S

ein Dedekindring ist, gilt a 2 ( D

S

)

� 1

genau dann, w enn a 2 F und v

P

( a ) � � r ist. Analoges tri�t f

•

ur ( D

S

)

� 1

zu, so

da� L ( D ) = ( D

S

)

� 1

\ ( D

S

)

� 1

folgt.

2.3. Bemerkung. Es sei D ein durc h ( D

S

; D

S

) dargestellter Divisor. Dann wird

D + r ( x )

0

durc h ( x

r

D

S

; D

S

) und D + r ( x )

1

durc h ( D

S

; x

� r

D

S

) dargestellt.
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W egen Prop osition 2.2, ( iii ) sind wir n un an der Bezieh ung v on ( D

S

)

� 1

und

( D

S

)

� 1

in F in teressiert. Die Ideale in I

S

und I

S

sind freie k [ x ]- b ezieh ungsw ei-

se o

1

-Mo duln v om Rang n , wir k

•

onnen daher Basen v

1

; : : : ; v

n

2 ( D

S

)

� 1

und

b

1

; : : : ; b

n

2 ( D

S

)

� 1

v on ( D

S

)

� 1

und ( D

S

)

� 1

w

•

ahlen. W eil F ein k ( x )-V ektorraum

der Dimension n ist, existiert dar

•

ub er hinaus eine Matrix M 2 k ( x )

n � n

, so da�

( b

1

; : : : ; b

n

) M = ( v

1

; : : : ; v

n

) gilt. Wir sehen, da� M eindeutig bis auf Multipli-

k ation mit einem unimo dularen R 2 o

n � n

1

v on links und einem unimo dularen

T 2 k [ x ]

n � n

v on rec h ts ist, denn je zw ei Basen v on ( D

S

)

� 1

o der ( D

S

)

� 1

un ter-

sc heiden sic h um zw ei solc he T ransformationen. Korollar 1.7 pa�t genau auf diese

Situation, wir k

•

onnen damit n un einen Bew eis f

•

ur Satz 2.1 geb en:

Beweis von Satz 2.1. Wir �xieren ein D und b ew eisen zun

•

ac hst die Existenz.

Durc h W ahl einer Basis

•

ub ergangsmatrix M f

•

ur ( D

S

)

� 1

und ( D

S

)

� 1

wie ob en

und durc h An w endung v on Korollar 1.7 sehen wir, da� es Idealbasen ( v

i

)

i

v on

( D

S

)

� 1

und ( b

i

)

i

v on ( D

S

)

� 1

gibt, w elc he zueinander diagonal liegen mit einer

eindeutigen T ransformationsmatrix ( x

� d

i

�

i;j

)

i;j

, in anderen W orten x

� d

i

b

i

= v

i

mit eindeutigen ganzrationalen Zahlen � d

i

f

•

ur 1 � i � n .

Es sei n un r 2 Z b eliebig. Der Divisor D + r ( x )

1

wird gem

•

a� Bemerkung 2.3

durc h das P aar ( D

S

; x

� r

D

S

) v on Idealen eindeutig dargestellt. Die Idealbasen

v on ( D

S

)

� 1

und x

r

( D

S

)

� 1

sind ( v

i

)

i

wie v orher und ( b

0

i

)

i

mit b

0

i

= x

r

b

i

. Diese

b e�nden sic h b ereits in diagonaler Lage. Wir b etrac h ten n un den Sc hnitt v on

( D

S

)

� 1

mit x

r

( D

S

)

� 1

: Das Elemen t z =

P

n

i =1

�

i

v

i

mit b eliebigen �

i

2 k [ x ] liegt

in ( D

S

)

� 1

. W eil auf der anderen Seite z =

P

n

i =1

�

i

x

� d

i

� r

b

0

i

gilt, sieh t man, da� f

•

ur

die Bedingung z 2 x

r

( D

S

)

� 1

not w endig und hinreic hend ist, da� �

i

x

� d

i

� r

2 o

1

gilt. Dies b edeutet ab er, da� deg �

i

� d

i

+ r ist. Aufgrund dieser Beobac h tung

und der k ( x )-linearen Unabh

•

angigk eit der v

i

ergibt sic h die Aussage v on Satz 2.1

•

ub er die Basis.

Als n

•

ac hstes b ew eisen wir die letzte Aussage: Die k ( x )-lineare Unabh

•

angigk eit

v on Elemen ten v

i

wie im Satz folgt aus der Basiseigensc haft der x

j

v

i

f

•

ur alle

r 2 Z . Denn w enn es eine Relation

P

n

i =1

�

i

v

i

= 0 mit �

i

2 k [ x ] nic h t alle n ull

geb en w

•

urde, dann w

•

aren die Elemen te x

j

v

i

k -linear abh

•

angig.

Zu zeigen bleibt die Eindeutigk eit jedw eder d

i

, die Satz 2.1 zusammen mit b e-

liebigen v

i

gen

•

ugen. Wir b ehaupten, da� erstens v

1

; : : : ; v

n

eine Idealbasis v on

( D

S

)

� 1

und zw eitens x

d

1

v

1

; : : : ; x

d

n

v

n

eine Idealbasis v on ( D

S

)

� 1

darstellen. W eil

es f

•

ur jedes g 2 ( D

S

)

� 1

ein r 2 Z gibt, so da� g 2 L

�

D + r ( x )

1

�

gilt, k

•

onnen

wir g durc h die v

i

darstellen, und die erste Behauptung ist klar. F

•

ur die zw ei-

te Behauptung merk en wir an, da� es f

•

ur jedes g 2 ( D

S

)

� 1

ein h 2 k [ x ] gibt,

so da� g 2 L

�

D + ( h )

0

�

ist. W enn wir r := deg h setzen, gilt r ( x )

1

= ( h )

1

und au�erdem D + ( h )

0

= D + r ( x )

1

+ ( h ), so da� die Elemen te h

� 1

x

j

v

i

mit

1 � i � n , 0 � j � d

i

+ r eine k -Basis v on L

�

D + ( h )

0

�

darstellen (man b eac h te
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L

�

D + ( a )

�

= a

� 1

L ( D ) f

•

ur a 2 F

�

). Wir sehen also, da� g durc h eine o

1

-lineare

Kom bination der x

d

i

v

i

dargestellt w erden k ann, w as zu b ew eisen w ar.

W eil n un die Basen v

1

; : : : ; v

n

v on ( D

S

)

� 1

und x

d

1

v

1

; : : : ; x

d

n

v

n

v on ( D

S

)

� 1

in

diagonaler Lage zueinander sind, sc hlie�en wir auf die Eindeutigk eit der d

i

durc h

die Eindeutigk eitsaussage v on Korollar 1.7.

Aus dem Bew eis ergibt sic h sp eziell die Gleic h ung

�

n

X

i =1

j D j

i

= deg (det M ) ; (2.4)

w ob ei M wie zuv or die T ransformationsmatrix einer Basis v on ( D

S

)

� 1

zu einer

Basis v on ( D

S

)

� 1

ist.

Es ist klar, da� es eine V erbindung zwisc hen den k [ x ]-In v arian ten eines Divisors

D , dem Gesc hlec h t und der Dimension des exakten Konstan tenk

•

orp ers v on F =k

•

ub er k geb en sollte.

2.5. Korollar. Es b ezeichne g das Geschle cht von F =k , und es sei k

0

der exakte

Konstantenk

•

orp er von F =k . F

•

ur die k [ x ] -Invarianten j D j

i

eines Divisors D gilt

dann

n

X

i =1

j D j

i

= deg

k

D + [ k

0

: k ](1 � g ) � n:

Beweis. Wir w

•

ahlen r 2 Z gro� gen ug, so da� der Divisor D + r ( x )

1

nic h t

sp eziell ist, [55, S. 33], und da� r � j D j

i

f

•

ur alle 1 � i � n gilt. Aufgrund des

Satzes v on Riemann-Ro c h wissen wir dann, da� dim

k

( D + r ( x )

1

) = deg

k

( D +

r ( x )

1

) + [ k

0

: k ](1 � g ) ist. Mittels Satz 2.1 b est

•

atigen wir auf der anderen Seite

die Gleic h ungen dim

k

( D + r ( x )

1

) =

P

n

i =1

( j D j

i

+ r + 1) = r n + n +

P

n

i =1

j D j

i

.

W egen deg

k

( D + r ( x )

1

) = deg

k

D + r n erhalten wir das gew

•

unsc h te Resultat

durc h Gleic hsetzen.

Das letzte Ergebnis erlaubt eine ansc haulic he In terpretation der In v arian ten g

und [ k

0

: k ] des F unktionenk

•

orp ers F =k und des Grads eines Divisors D (f

•

ur ein

festes, separierendes Elemen t x ): Durc h diese wird n

•

amlic h der

"

Abstand \ der

den Divisor darstellenden Ideale D

S

und D

S

in F b esc hrieb en. Bei w ac hsendem

Grad en tfernen sic h D

S

und D

S

v oneinander, w ohingegen sic h ( D

S

)

� 1

und ( D

S

)

� 1

ann

•

ahern (so da�

•

Ub erlappung en tsprec hend der Gr

•

o�e des Grads v on D ein tritt).

F

•

ur den Bew eis des Korollars hab en wir den Satz v on Riemann-Ro c h v erw endet.

Wir geb en sp

•

ater einen k onstruktiv en Bew eis des Satzes v on Riemann-Ro c h an,

w elc her auf der geeigneten Reform ulierung dieses Korollars aufbaut. Dies wird
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Korollar 2.10 sein, f

•

ur w elc hes wir einen alternativ en Bew eis v erw enden, ohne

den Satz v on Riemann-Ro c h v orauszusetzen.

Als An w endung erhalten wir die folgende Sc hrank e f

•

ur das Gesc hlec h t, vgl. [55 ,

S. 132], [18, S. 201], [33, S. 169]:

2.6. Korollar. Der algebr aische F unktionenk

•

orp er F =k mit dem exakten Kon-

stantenk

•

orp er k

0

sei dur ch eine Gleichung f ( x; y ) = 0 mit einem in y normierten

und sep ar ablen, irr e duziblen Polynom f ( x; y ) 2 k [ x; y ] ge geb en. Dann gilt f

•

ur das

Geschle cht von F =k

g �

C

f

( n � 1) n � 2( n � [ k

0

: k ])

2[ k

0

: k ]

:

Ist C

f

= 1 und k

0

= k , so erh

•

alt man dar aus

g �

( n � 1)( n � 2)

2

:

Beweis. Es sei � 2 F mit f ( x; � ) = 0. Wir b etrac h ten Gleic h ungsordn ungen

k [ x; � ] v on o

S

und o

1

[ �=x

C

f

] v on o

S

( �=x

C

f

ist ganzalgebraisc h

•

ub er o

1

). F

•

ur die

T ransformationsmatrix der Basen hab en wir dann

(1 ; x

� C

f

�; : : : ; x

� C

f

( n � 1)

�

n � 1

)( x

C

f

( i � 1)

�

i;j

)

i;j

= (1 ; �; : : : ; �

n � 1

) :

Die Summe der Grade der hierin auftretenden x -P otenzen bildet w egen (2.4) eine

ob ere Sc hrank e f

•

ur die Summe der negierten k [ x ]-In v arian ten des Nulldivisors.

Mit Korollar 2.5 erhalten wir dann: n + [ k

0

: k ]( g � 1) � C

f

n ( n � 1) = 2, w oraus

sic h durc h Umstellen der Ungleic h ung die Aussage ergibt.

Man v ergleic he diese Sc hrank e f

•

ur das Gesc hlec h t mit der Sc hrank e f

•

ur den Dis-

kriminan tengrad deg disc

y

f ( x; y ) � C

f

n ( n � 1) aus Absc hnitt 1.2.

2.2 Riemann-Ro c h-Raum-Berec hn ung I

In diesem Absc hnitt soll das Basisv erfahren zur Berec hn ung des Riemann-Ro c h-

Raums eines Divisors b esc hrieb en w erden. Wir setzen die Maximalordn ungen o

S

und o

S

als b erec hnet v oraus (vgl. Absc hnitt 1.2). Die H

•

ohe eines Divisors D wird

als die Summe der Grade des P ol- und Nullstellendivisors v on D de�niert:

h ( D ) := deg

k

( D )

0

+ deg

k

( D )

1

:

Es gibt n un zw ei w esen tlic he Arten der Darstellung eines Divisors D . Wie bis-

her v erw endet k ann D durc h zw ei Ideale D

S

und D

S

repr

•

asen tiert w erden, v on
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denen wir im Hin blic k auf Prop osition 2.2, ( iii ) ab er b esser n ur die In v ersen v er-

w enden. Diese Darstellung soll Ide aldarstel lung hei�en. Die andere Darstellung ist

einfac h diejenige als Summe v on Stellen b ezieh ungsw eise als P otenzpro dukt v on

Primidealen. Wir nennen sie die fr eie Darstel lung . Die Divisorarithmetik wird f

•

ur

Divisoren in freier Darstellung exp onen ten w eise und f

•

ur Divisoren in Idealdar-

stellung mit Idealarithmetik durc hgef

•

uhrt, w ob ei in b eiden F

•

allen f

•

ur Divisoren

D

1

; D

2

w egen Absc hnitt 1.2 ein in C

f

, n und max f h ( D

1

) ; h ( D

2

) g p olynomialer

Aufw and en tsteh t (die Gr

•

o�e der Exp onen ten geh t b ei der freien Darstellung al-

lerdings n ur logarithmisc h ein). Durc h Ausm ultiplizieren der Primideale in einer

freien Darstellung k ann man die Ideale D

S

und D

S

der Idealdarstellung b estim-

men. Umgek ehrt m

•

ussen diese b eiden Ideale ab er faktorisiert w erden, um die im

Divisor aufgehenden Stellen und ihre Exp onen ten zu erhalten. Dieser Darstel-

lungsw ec hsel erfordert in b eiden Ric h tungen nac h Absc hnitt 1.2 eb enfalls eine

p olynomiale Laufzeit in C

f

, n und h ( D ). Durc h die V erw endung v on Hauptidea-

len k ann man so auc h Hauptdivisoren in freier Darstellung v on Elemen ten aus

F

�

b estimmen.

Die Berec hn ung eines Riemann-Ro c h-Raums b esteh t aus der Berec hn ung seiner

Basis. Wir st

•

utzen uns dab ei auf Satz 2.1 und un tersc heiden Basen in kurzer

(durc h v

i

, d

j

gegeb ener) und langer (durc h x

j

v

i

gegeb ener) Darstellung.

2.7. Algorithm us. (R iemann-R o ch-R aum-Ber e chnung I)

Eingab e: Ein Divisor D des algebr aischen F unktionenk

•

orp ers F =k .

A usgab e: Eine k -Basis von L ( D ) in kurzer o der langer Darstel lung.

1. (Basen) Bestimme k [ x ] - b eziehungsweise o

1

-Basen v

0

1

; : : : ; v

0

n

und b

0

1

; : : : ; b

0

n

der Ide ale ( D

S

)

� 1

und ( D

S

)

� 1

:

2. (T r afo) Bestimme M 2 k ( x )

n � n

mit ( b

0

1

; : : : ; b

0

n

) M = ( v

0

1

; : : : ; v

0

n

) .

3. (Schnitt) Bestimme die gesuchte Basis v

1

; : : : ; v

n

mit den k [ x ] -Invarianten

d

j

dur ch A nwendung des R e duktionsalgorithmus auf die Sp alten von M

gem

•

a� Kor ol lar 1.7 und Satz 2.1.

4. (Ende) A usgab e der Basis von Satz 2.1 in kurzer o der langer Darstel lung.

T erminier e.

2.8. Bemerkung. Der Algorithm us b en

•

otigt insgesam t eine in C

f

; n und h ( D )

p olynomiale Laufzeit: Die Gr

•

o�e der Ein tr

•

age der Matrix M im zw eiten Sc hritt

ist n

•

amlic h p olynomial in C

f

; n und h ( D ). F olglic h erfordert der Reduktionsalgo-

rithm us eb enfalls p olynomiale Zeit in C

f

; n und h ( D ).
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W enn man Riemann-Ro c h-R

•

aume zu Divisoren kleiner H

•

ohe, also ungef

•

ahr in der

Gr

•

o�enordn ung v on n o der C

f

, b erec hnen m

•

oc h te, eignet sic h Algorithm us 2.7

gut. Gerade im Zusammenhang mit der Divisorenklassengrupp e globaler F unk-

tionenk

•

orp er k ann es ab er v ork ommen, da� die Exp onen ten des Divisors in freier

Darstellung b ei kleinen Stellengraden in der Gr

•

o�enordn ung q

g

liegen, w ob ei q die

Elemen tanzahl v on k und g das Gesc hlec h t v on F =k ist. Dies b edeutet dann einen

en tsprec hend der Bemerkung exp onen tiellen Zeitaufw and f

•

ur Algorithm us 2.7. Die

Diskussion dieser Problematik wird in Absc hnitt 2.6 fortgef

•

uhrt.

2.9. Beispiel. Zur Demonstration der Metho de b etrac h ten wir ein m

•

oglic hst ein-

fac hes Beispiel: Wir w

•

ahlen k = Q , f ( x; y ) = y

2

� x

3

� 1 und F = k ( x; � )

mit f ( x; � ) = 0, also einen elliptisc hen F unktionenk

•

orp er. Man rec hnet leic h t

nac h, da� o

F

:= Cl( k [ x ] ; F ) = k [ x; � ] gilt. F

•

ur die Bestimm ung v on o

F ; 1

:=

Cl( o

1

; F ) b eac h tet man, da� �=x

2

ganzalgebraisc h

•

ub er o

1

ist. Das zugeh

•

orige

Minimalp olynom ist f

1

( y ) = y

2

� ( x

3

+ 1) =x

4

2 o

1

[ y ], und hierf

•

ur gilt auc h

Cl( o

1

; F ) = o

1

[ �=x

2

]. Man sieh t damit, da� Q der exakte Konstan tenk

•

orp er

ist und das Gesc hlec h t eins b etr

•

agt. Wir w ollen das v on x � 2 erzeugte Haupt-

ideal in o

F

faktorisieren. Nac h dem Satz v on Kummer faktorisieren wir dazu

f ( x; y ) mo d ( x � 2) k [ x; y ] in der F orm y

2

� 9 = ( y � 3)( y + 3) und erhalten

( x � 2) o

F

= p

1

p

2

mit p

1

= ( x � 2) o

F

+ ( � � 3) o

F

und p

2

= ( x � 2) o

F

+ ( � + 3) o

F

.

Daraus sc hlie�en wir, da� es

•

ub er der durc h x � 2 de�nierten Stelle v on k ( x ) v om

Grad 1 zw ei un v erzw eigte Stellen P

1

b ezieh ungsw eise P

2

v on F =k v om Grad 1

gibt, an denen x den W ert 2 und � den W ert 3 b ezieh ungsw eise � 3 annimm t. Wir

un tersuc hen n un die Zerlegung der unendlic hen Stelle 1 v on k ( x ) in F . Dazu

m u� (1 =x ) o

F ; 1

faktorisiert w erden, w eil 1 =x ein Primelemen t v on 1 ist. Wie-

der mit dem Satz v on Kummer und w egen f

1

( x; y ) � y

2

mo d (1 =x ) o

1

[ y ] gilt

(1 =x ) o

1

= p

2

3

mit p

3

= ( �=x

2

) o

F ; 1

. Die unendlic he Stelle v on k ( x ) b esitzt also

genau eine, v erzw eigte F ortsetzung v om Grad 1 auf F , die eb enfalls mit 1 b e-

zeic hnet wird. Man k ann daher auc h sagen, da� x den Grad 2 und � den Grad 3

hat.

Nun soll sc hlie�lic h der Riemann-Ro c h-Raum v on D = 3 1 � P

1

, also der Sc hnitt

p

1

\ p

� 3

3

, b erec hnet w erden. Eine k [ x ]-Basis v on p

1

wird durc h ( �

1

; �

2

) = ( x �

2 ; � � 3) und eine o

1

-Basis v on p

� 3

3

durc h ( �

1

; �

2

) = ( x

3

=� ) (1 ; �=x

2

) gegeb en.

Daraus folgt die Basisb ezieh ung

( �

1

; �

2

) = ( �

1

; �

2

)

�

0 ( x

3

+ 1) =x

5

1 =x 0

� �

1 0

0 x

2

� �

x � 2 � 3

0 1

�

= ( �

1

; �

2

)

�

0 ( x

3

+ 1) =x

3

( x � 2) =x � 3 =x

�

:

Die Matrix ist b ereits reduziert, so da� die k [ x ]-In v arian ten v on D b eide n ull
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sind und eine Basis des Riemann-Ro c h-Raums durc h x � 2 ; y � 3 gegeb en wird.

Ansc haulic h gespro c hen b esteh t L ( D ) aus den Elemen ten v on p

1

, deren Grad

durc h 3 b esc hr

•

ankt ist, so da� das Ergebnis mit der obigen Bemerkung

•

ub er die

Grade im Einklang steh t.

2.3 Der Satz v on Riemann-Ro c h

Un ter Ben utzung der idealtheoretisc hen Sprac he aus Absc hnitt 2.1 w ollen wir n un

einen kurzen, k onstruktiv en Bew eis des Satzes v on Riemann-Ro c h 2.13 und eine

De�nition des Gesc hlec h ts geb en. Wir nehmen an, da� wir uns in der Situation

genau nac h dem Bew eis v on Satz 2.1 b e�nden. Korollar 2.5 wird dann passend

wie folgt reform uliert:

2.10. Korollar. F

•

ur einen algebr aischen F unktionenk

•

orp er F =k gibt eine Kon-

stante c

k ;x

2 Z , abh

•

angig vom Konstantenk

•

orp er k und vom gew

•

ahlten sep arie-

r enden Element x , so da� f

•

ur die k [ x ] -Invarianten eines Divisors D gilt:

n

X

i =1

j D j

i

= deg

k

D + c

k ;x

� n:

Beweis. F

•

ur zw ei Ideale a ; b v on o

S

o der o

S

ist der Grad der Determinan te einer

•

Ub ergangsmatrix einer Basis v on a zu einer v on ab durc h deg

�

N

F =k ( x )

( b )

�

gegeb en.

F

•

ur einen zus

•

atzlic hen Divisor E v on F =k stimm t die Summe �

P

n

i =1

j D + E j

i

w e-

gen (2.4) mit dem Grad der Determinan te einer

•

Ub ergangsmatrix einer Basis v on

( D

S

E

S

)

� 1

zu einer Basis v on ( D

S

E

S

)

� 1

•

ub erein, analoges gilt f

•

ur �

P

n

i =1

j D j

i

.

Durc h Zusammensetzen erh

•

alt man daher den Ausdruc k �

P

n

i =1

j D + E j

i

=

�

P

n

i =1

j D j

i

+ deg

�

N

F =k ( x )

( E

S

)

�

� deg

�

N

F =k ( x )

( E

S

)

�

. W eil f

•

ur den Divisor E die

Gleic h ung deg

k

( E ) = deg

�

N

F =k ( x )

( E

S

)

�

� deg

�

N

F =k ( x )

( E

S

)

�

gilt, ergibt sic h daraus

die F ormel

n

X

i =1

j D + E j

i

= deg

k

E +

n

X

i =1

j D j

i

:

W egen dieser F ormel k ann c

k ;x

un ter V erw endung des Nulldivisors durc h c

k ;x

:=

P

n

i =1

j 0 j

i

+ n de�niert w erden.

Die Summe der k [ x ]-In v arian ten eines Divisors ist also gleic h seinem Grad plus

einer n ur v on k , x und dem F unktionenk

•

orp er F =k abh

•

angigen Konstan te. Wir

k

•

onnen n un die Summe der nic h t-negativ en j D j

i

gem

•

a� Satz 2.1 (f

•

ur r = 0) un-

gef

•

ahr als Dimension v on L ( D ) au�assen. Zum Bew eis des Satzes v on Riemann-

Ro c h 2.13 w erden wir zeigen, da� es einen zu D dualen Divisor D

�

gibt, dessen
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nic h t-negativ e j D

�

j

i

ungef

•

ahr mit den negativ en j D j

i

•

ub ereinstimmen. Dies b edeu-

tet dann dim

k

D � dim

k

D

�

�

P

n

i =1

j D j

i

= deg

k

D + Konstan te, w elc hes b ereits

die Riemann-Ro c h-Gleic h ung bis auf die gewissen Ungenauigk eiten darstellt.

Um n un die Existenz eines solc hen D

�

zu zeigen, b en utzen wir k omplemen t

•

are

Ideale, k omplemen t

•

are Divisoren und ihre grundlegenden Eigensc haften, vgl. [27 ,

S. 88�.]: Es sei A ein Hauptidealring, K der Quotien tenk

•

orp er, L=K eine separable

K

•

orp ererw eiterung v om Grad n und B der ganze Absc hlu� v on A in L . W enn a

ein (gebro c henes) Ideal v on B ist, so ist a

#

:= f � 2 L j T r

L=K

( � a ) � A g das

komplement

•

ar e Ideal zu a . W enn a

1

; : : : ; a

n

2 a eine A -Basis v on a ist, dann

gibt es a

#

1

; : : : ; a

#

n

2 a

#

mit T r

L=K

( a

#

i

a

j

) = �

i;j

f

•

ur 1 � i; j � n , und diese

bilden eine A -Basis v on a

#

. W enn b ein w eiteres Ideal v on B ist, hab en wir

( ab )

#

= a

#

b

� 1

. Wieder in unserer F unktionenk

•

orp ersituation sei der Divisor D

durc h ( a ; b ) dargestellt. Der k ( x ) -komplement

•

ar e Divisor D

#

zu D wird als der

durc h

�

(( a

� 1

)

#

)

� 1

; (( b

� 1

)

#

)

� 1

�

dargestellte Divisor de�niert. Wir merk en an, da�

diese De�nition tats

•

ac hlic h n ur v on dem rationalen F unktionenk

•

orp er k ( x ) und

nic h t v on x selbst abh

•

angt.

•

Ahnlic h wie ob en gilt die Iden tit

•

at ( D + E )

#

=

D

#

� E f

•

ur Divisoren D und E . Der Di�er entendivisor D

F =k ( x )

v on F =k ( x ) ist

gleic h dem k ( x )-k omplemen t

•

aren Divisor des Nulldivisors. Zuletzt de�nieren wir

den zu einem Divisor D ( k ; x ) -dualen Divisor D

�

durc h D

#

� 2( x )

1

.

Die n

•

ac hsten Aussagen bilden die Grundlage des Satzes v on Riemann-Ro c h:

2.11. Lemma. F

•

ur die k [ x ] -Invarianten des zu D k ( x ) -komplement

•

ar en Divisors

D

#

gilt f

•

ur al le 1 � i � n :

j D

#

j

i

= �j D j

i

:

Beweis. Wir k

•

urzen a = ( D

S

)

� 1

und b = ( D

S

)

� 1

ab. D

#

wird dann durc h ( a

#

)

� 1

und ( b

#

)

� 1

dargestellt. Wie in Absc hnitt 2.1 seien a

1

; : : : ; a

n

eine k [ x ]-Basis v on

a und b

1

; : : : ; b

n

eine o

1

-Basis v on b , so da� b

i

= x

j D j

i

a

i

f

•

ur 1 � i � n gilt. Es

gen

•

ugt, b

#

i

= x

�j D j

i

a

#

i

zu b ew eisen: Es gibt �

i;j

2 k ( x ), so da� a

#

j

=

P

n

i =1

�

i;j

b

#

i

gilt. Damit erhalten wir �

i;j

= T r

F =k ( x )

( a

#

j

b

i

) = x

j D j

i

T r

F =k ( x )

( a

#

j

a

i

) = x

j D j

i

�

i;j

,

w ob ei die erste und die letzte Gleic hheit aufgrund der Dualbasiseigensc haft und

die zw eite Gleic hheit w egen b

i

= x

j D j

i

a

i

folgen.

2.12. Lemma. F

•

ur je den Divisor D von F =k und seinen ( k ; x ) -dualen Divi-

sor D

�

gilt die Gleichung

dim

k

D = deg

k

D + c

k ;x

+ dim

k

D

�

:

Beweis. Wir k

•

onnen

P

j D j

i

� 0

( j D j

i

+ 1) +

P

j D j

i

�� 1

( j D j

i

+ 1) =

P

n

i =1

j D j

i

+ n =

deg

k

D + c

k ;x

w egen Korollar 2.10 sc hreib en. Nac h Satz 2.1 ist die Dimensi-

on dim

k

D gleic h der obigen, ersten Summe. W egen Lemma 2.11 und Satz 2.1
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sehen wir, da� die k [ x ]-In v arian ten v on D

�

mit j D

�

j

i

= �j D j

i

� 2

•

ub erein-

stimmen. Aufsummieren f

•

ur die Dimension v on D

�

ergibt b ereits dim

k

D

�

=

P

j D

�

j

i

� 0

( j D

�

j

i

+ 1) = �

P

j D j

i

�� 1

( j D j

i

+ 1), w as das Negativ e der obigen, zw eiten

Summe ist.

Der Divisor D

�

k ann w egen dem zuv or gesagten als D

�

= W

k ;x

� D gesc hrieb en

w erden, w ob ei wir W

k ;x

als D

F =k ( x )

� 2( x )

1

de�nieren. W eiter sei l die Dimension

des exakten Konstan tenk

•

orp ers k

0

v on F =k

•

ub er k . Mit Lemma 2.12 erk ennen wir

n un, da� c

k ;x

v on l geteilt wird und da� (Nulldivisor einsetzen) c

k ;x

� l gilt. Wir

de�nieren sc hlie�lic h das Geschle cht v on F =k durc h g := 1 � c

k ;x

=l und erhalten

2.13. Satz (Riemann-Ro c h). Die Menge der Divisor en W von F =k , f

•

ur die

die Gleichung

dim

k

D = deg

k

D + l (1 � g ) + dim

k

( W � D )

mit b eliebigen Divisor en D gilt, bildet eine nicht-le er e Divisor enklasse von F =k .

Ihr e Elemente W ; die kanonischen Divisor en, wer den exakt dur ch dim

k

W = l g

und deg

k

W = 2 l ( g � 1) unter al len Divisor en von F =k char akterisiert.

Beweis. Die Divisoren W

k ;x

sind k anonisc he Divisoren, w eil sie der geforderten

Gleic h ung w egen des v orangegangenen Lemmas f

•

ur alle Divisoren D gen

•

ugen.

Au�erdem h

•

angt die De�nition des Gesc hlec h ts nic h t v on k o der x ab, w eil f

•

ur

Divisoren D gro�en p ositiv en Grads dim

k

0

( W

k ;x

� D ) = 0, folglic h 1 � g =

dim

k

0

D � deg

k

0

D gilt, und die rec h te Seite ist sic herlic h v on x unabh

•

angig. W enn

W

1

obige Gleic h ung f

•

ur alle Divisoren D erf

•

ullt, hab en wir dim

k

W

1

= l g und

deg

k

W

1

= 2 l ( g � 1), wie man durc h Einsetzen des Nulldivisors und W

1

f

•

ur D

sehen k ann. W enn f

•

ur W

2

die Gleic h ungen dim

k

W

2

= l g und deg

k

W

2

= 2 l ( g � 1)

gelten, dann ist dim

k

( W

1

� W

2

) = l und deg

k

W

1

� W

2

= 0, so da� W

1

und W

2

derselb en Divisorenklasse angeh

•

oren. Dies zeigt die letzte Aussage so wie, da� die

k anonisc hen Divisoren tats

•

ac hlic h eine Divisorenklasse bilden.

2.4 Eigensc haften der k [ x ] -In v arian ten

In diesem Absc hnitt soll auf w eitere Eigensc haften der k [ x ]-In v arian ten eines Divi-

sors D v on F =k eingegangen w erden. Gilt dim

k

( W � D ) > 0 f

•

ur einen k anonisc hen

Divisor W , so wird D sp eziel l genann t.

2.14. Lemma. Ein Divisor D von F =k ist nicht sp eziel l genau dann, wenn f

•

ur

seine k [ x ] -Invarianten j D j

i

� � 1 gilt.
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Beweis. F

•

ur den ( k ; x )-dualen Divisor D

�

v on D gilt dim

k

( W � D ) = dim

k

D

�

=

�

P

j D j

i

�� 1

( j D j

i

+ 1) (wie im Bew eis v on Lemma 2.12). Daraus folgt die G

•

ultigk eit

der Aussage.

2.15. Lemma. F

•

ur die k [ x ] -Invarianten eines Divisors D von F =k gilt:

0 � j D j

1

� j D j

n

� l (1 + g ) :

Beweis. Die erste Ungleic h ung ist klar, w eil die j D j

i

p er De�nition in i monoton

fallen. Durc h Addition v on Vielfac hen v on ( x )

1

zu D

•

andert sic h die V arianz

j D j

1

� j D j

n

der k [ x ]-In v arianten nic h t (siehe Satz 2.1), so da� wir j D j

1

= 0,

folglic h dim

k

D > 0 annehmen k

•

onnen. Es sei D

�

der ( k ; x )-duale Divisor zu D .

Aus dim

k

D

�

= 0 folgt 0 � j D j

i

� � 1 f

•

ur alle 1 � i � n w egen Lemma 2.14, und

die Aussage ist w ahr. Wir nehmen n un an, da� dim

k

D

�

> 0 ist und b en utzen

die T atsac he [55, S. 34], da� dim

k

A + dim

k

B � l + dim

k

( A + B ) f

•

ur Divisoren

A und B mit dim

k

A > 0 und dim

k

B > 0 gilt. En tsprec hend dem V orgehen im

Bew eis v on Lemma 2.12 hab en wir dim

k

D =

P

j D j

i

� 0

( j D j

i

+ 1) � j D j

1

+ 1 und

dim

k

D

�

= �

P

j D j

i

�� 1

( j D j

i

+ 1) � �j D j

n

� 1. W egen D + D

�

= W

k ;x

erhalten

wir durc h Aufsummieren und un ter Beac h tung der zitierten Ungleic h ung, da�

j D j

1

+ 1 � j D j

n

� 1 � dim

k

D + dim

k

D

�

� l + l g gilt, w omit der Bew eis v ollst

•

andig

erbrac h t ist.

2.5 V erbindung zur Gittertheorie in globalen

F unktionenk

•

orp ern

In diesem Absc hnitt w ollen wir die Relev anz der k [ x ]-In v arian ten eines Divisors

D f

•

ur die Geometrie der Zahlen eines globalen F unktionenk

•

orp ers F =k mit se-

parierendem Elemen t x erl

•

autern. Zu diesem Zw ec k wiederholen wir kurz eini-

ge Begri�e und Aussagen aus [50] (in et w as v er

•

anderter F orm). Die durc h einen

F unktionenk

•

orp er gegeb enen Gitter sind im allgemeinen nic h t mehr

•

ub er k (( x

� 1

))

wie die Gitter v on Absc hnitt 1.3 de�niert, sondern b eispielsw eise

•

ub er Puiseux-

reihenk

•

orp ern. Wir gehen hierauf nic h t w eiter ein, merk en ab er an, da� die Git-

tertheorie aus Absc hnitt 1.3 hier analog gilt.

Wir w ec hseln v om logarithmisc hen L

•

angenma� deg zu einem Absolutb etrag mit-

tels der Bezieh ung log

q

j � j = deg ( � ): Im rationalen F unktionenk

•

orp er k ( x ) de�-

nieren wir den Absolutb etrag eines � 2 k ( x ) durc h j � j = q

� v

1

( � )

, w ob ei q die

(endlic he) Anzahl der Elemen te v on k ist. Die Menge der Stellen

•

ub er 1 wird als

S = f P

0

; P

1

; : : : ; P

s

g gesc hrieb en, und wir b ezeic hnen mit v

i

b ezieh ungsw eise j � j

i

die zu P

i

geh

•

orige, surjektiv e exp onen tielle Bew ertung b ezieh ungsw eise den Ab-

solutb etrag, so da� j � j

i

= q

� v

i

( � )

f

•

ur b eliebiges � 2 F

�

gilt. Es sei n un D ein



22 KAPITEL 2. K ONSTR UKTIVE RIEMANN-R OCH-THEORIE

Divisor v on F =k . Wir de�nieren c

i

als den Exp onen ten v on P

i

in D und e

i

als den

V erzw eigungsindex v on P

i

•

ub er 1 . Auf dem k ( x )-V ektorraum F existiert eine ul-

trametrisc he, j � j -lineare Norm j j � j j

D

de�niert durc h j j � j j

D

= max

s

i =0

q

� c

i

=e

i

j � j

1 =e

i

i

.

Der freie k [ x ]-Mo dul ( D

S

)

� 1

ist diskret b ez

•

uglic h j j � j j

D

und wird das zu D (und

k , x ) geh

•

orige Gitter �

D

genann t. F

•

ur diese Gitter hab en wir den

•

ublic hen Begri�

der sukzessiv en Minima.

Eine Basis !

1

; : : : ; !

n

v on �

D

, geordnet nac h aufsteigenden j j � j j

D

-W erten, wird

schwach r e duziert genann t, w enn

�

log

q

j j

P

n

i =1

�

i

!

i

j j

D

�

= max

n

i =1

�

log

q

j j �

i

!

i

j j

D

�

f

•

ur alle �

i

2 k [ x ], (1 � i � n ) gilt. Sie hei�t r e duziert , w enn j j

P

n

i =1

�

i

!

i

j j

D

=

max

n

i =1

j j �

i

!

i

j j

D

f

•

ur alle �

i

2 k [ x ], (1 � i � n ) gilt. Es ist klar, da� reduzierte

Basen auc h sc h w ac h reduziert sind. Man k ann n un b ew eisen, da� reduzierte Ba-

sen die sukzessiv en Minima v on �

D

realisieren und da� es (im F all der zahmen

V erzw eigung der Stellen v on S

•

ub er 1 ) reduzierte Basen f

•

ur alle �

D

gibt [50].

Die Berec hn ung reduzierter Gitterbasen erfolgt im zahm v erzw eigten F all mit dem

Reduktionsalgorithm us aus [50]. Hierf

•

ur w erden Appro ximationen der Gitterele-

men te in der F orm v on Puiseuxreihenen t wic klungen v erw endet.

2.16. Satz. Es sei D ein Divisor von F =k und �

D

das zugeh

•

orige Gitter b ez

•

ug-

lich k , x . Die schwach r e duzierten Basen !

1

; : : : ; !

n

von �

D

entspr e chen genau

den Elementen v

1

; : : : ; v

n

2 F aus Satz 2.1. Weiterhin stehen die k [ x ] -Invarianten

j D j

i

und die A bsolutb etr

•

age j j !

i

j j

D

(dies sind die sukzessiven Minima von �

D

im

F al l einer r e duzierten Basis) in der Beziehung

j D j

i

= �

�

log

q

j j !

i

j j

D

�

:

Beweis. Es sei D ein Divisor v on F =k und r 2 Z . Wir merk en als erstes an, da�

f

•

ur � 2 F die Bedingungen � 2 L ( D + r ( x )

1

) und � 2 �

D

^ log

q

j j � j j

D

� r

•

aquiv alen t sind, wie eine leic h te Rec hn ung zeigt.

Es seien !

1

; : : : ; !

n

sc h w ac h reduziert und t

i

:= �

�

log

q

j j !

i

j j

D

�

. F

•

ur b eliebiges � =

P

n

i =1

�

i

!

i

mit �

i

2 k [ x ] und r 2 Z erh

•

alt man w egen der sc h w ac hen Reduziertheit

der !

i

die folgenden

•

Aquiv alenzen:

� 2 L ( D + r ( x )

1

) , log

q

j j � j j

D

� r

,

�

log

q

j j �

i

!

i

j j

D

�

� r ; f

•

ur 1 � i � n;

, deg �

i

� t

i

+ r ; f

•

ur 1 � i � n:

Die Eindeutigk eitseigensc haft der k [ x ]-In v arian ten v on D aus Satz 2.1 ergibt, da�

j D j

i

= t

i

ist und da� die !

i

die Eigensc haft der v

i

aus Satz 2.1 b esitzen.

Es bleibt zu zeigen, da� b eliebige Elemen te v

i

des Satzes 2.1 sc h w ac h reduziert

sind. Daf

•

ur sei � =

P

n

i =1

�

i

v

i

b eliebig und r 2 Z minimal, so da� � 2 L ( D +

r ( x )

1

) ist. W egen Satz 2.1 hab en wir �

i

v

i

2 L ( D + r ( x )

1

). Die am Anfang des
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Bew eises erw

•

ahn te

•

Aquiv alenz zeigt n un, da� log

q

j j � j j

D

� r und log

q

j j �

i

v

i

j j

D

� r

f

•

ur alle 1 � i � n gilt. W egen der Minimalit

•

at v on r erhalten wir daher r =

�

log

q

j j � j j

D

�

� max

n

i =1

�

log

q

j j �

i

v

i

j j

D

�

� r .

2.6 Divisorreduktion

Wir kn

•

upfen an die Situation des Absc hnitts 2.2 an. Zur V ereinfac h ung der No-

tation b etrac h ten wir Grade und Dimensionen n un

•

ub er dem exakten Konstan-

tenk

•

orp er k

0

und setzen k = k

0

v oraus.

2.17. De�nition. Es sei A ein Divisor mit deg ( A ) � 1. Der Divisor

e

D hei�t

maximalr e duziert entlang A , w enn

e

D � 0 und dim (

e

D � r A ) = 0 f

•

ur alle r � 1 gilt.

Die Menge der en tlang A maximalreduzierten Divisoren wird mit D

max

red

( F =k ; A )

b ezeic hnet. Es sei m � deg ( A ). Der Divisor

e

D hei�t m -minimalr e duziert entlang

A , w enn

e

D � 0, dim (

e

D ) � m und dim (

e

D + r A ) > m f

•

ur alle r � 1 gilt.

Die Menge der en tlang A m -minimalreduzierten Divisoren wird mit D

m

red

( F =k ; A )

b ezeic hnet. Die Darstellung eines Divisors D als D =

e

D + r A � ( a ) mit einem

en tlang A maximalreduzierten ( m -minimalreduzierten) Divisor

e

D , r 2 Z , a 2 F

�

(und m � deg ( A )) nennen wir eine Maximalr e duktion ( m -Minimalr e duktion) von

D entlang A .

Die Eigensc haft eines Divisors, reduziert zu sein, ist zw ar an sic h nic h t b esonders

in teressan t, spielt ab er w egen ihrer V erw endung b ei Berec hn ungen mit der Di-

visorenklassengrupp e eine wic h tige Rolle. Wir b emerk en die folgenden w eiteren

Eigensc haften, w ob ei das Gesc hlec h t v on F =k mit g b ezeic hnet sei: F

•

ur en tlang A

maximalreduzierte Divisoren

e

D gilt dim (

e

D ) � deg ( A ) und deg (

e

D ) < g + deg ( A ).

F

•

ur en tlang A m -minimalreduzierte Divisoren

e

D gilt deg (

e

D ) < g + m .

F

•

ur eine m -Minimalreduktion D =

e

D

1

+ r A � ( a ) hab en alle w eiteren m -Minimal-

reduktionen den gleic hen Grad und w erden durc h

e

D

2

:= ( b ) +

e

D

1

f

•

ur b 2 L (

e

D

1

)

gebildet. Analoges gilt f

•

ur die Maximalreduktionen. Man sieh t daher, da� die m -

Minimal- und Maximalreduktionen en tlang A mittels einer Basis v on L (

e

D

1

) in

eine 1-1-Bezieh ung zu den Punkten des pro jektiv en Raums P

dim(

e

D

1

)

( k ) gesetzt

w erden k

•

onnen (in der algebraisc hen Geometrie w erden diese auc h

"

v ollst

•

andige

lineare Reihen \ genann t). Aus diesen

•

Ub erlegungen folgt

2.18. Prop osition. Es sei A ein Divisor mit deg ( A ) = 1 . Die Maximalr e duktion

eines Divisors D entlang A ist dann eindeutig. A nders ausge dr

•

uckt: F

•

ur je de

Divisor enklasse [ D ] gibt es genau einen entlang A maximalr e duzierten Divisor

e

D

und ein eindeutig b estimmtes r 2 Z mit [ D ] = [

e

D + r A ] .
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Beweis. Wir b erec hnen [ D � r A ] mit dem maximal m

•

oglic hen, eindeutig b estimm-

ten r 2 Z , so da� dim

�

[ D � r A ]

�

= 1 ist. Die Klasse [ D � r A ] en th

•

alt einen

einzigen, p ositiv en Divisor

e

D , w elc her en tlang A maximalreduziert ist. Damit ist

e

D + r A ein eindeutiger Repr

•

asen tan t v on [ D ]. Die Eindeutigk eit v on ( a ) ergibt

sic h w egen ( a ) =

e

D + r A � D .

•

Ahnlic h wie im Bew eis der Prop osition w ollen wir n un die Sc hritte f

•

ur eine Reduk-

tion v on Divisoren in freier Darstellung erl

•

autern. Dies wird b ei der Berec hn ung

v on Riemann-Ro c h-R

•

aumen v on Divisoren gro�er H

•

ohe o der gro�en Grads eine

wirksame Hilfe sein.

V orgegeb en sei ein b eliebiger Divisor A kleiner H

•

ohe und kleinen Grads; b eispiels-

w eise ein Primdivisor v om Grad eins, falls existen t. Einen Divisor D mit gro�en

Exp onen ten sc h

•

opfen wir mittels A aus. Dies soll hei�en, da� wir ein (m

•

oglic hst)

gro�es Vielfac hes v on A v on D subtrahieren, so da� D � r A no c h eine Dimen-

sion gr

•

o�er n ull b esitzt. Hierb ei k ann r f

•

ur einen Divisor negativ en Grads selbst

negativ sein. Mit diesem V orgehen k

•

onnen wir erreic hen, da�

e

D = ( a ) + D � r A

f

•

ur a 2 L ( D � r A ) ein en tlang A maximalreduzierter, ein m -minimalreduzierter

o der n ur ein im Grad b esc hr

•

ankter, p ositiv er Divisor wird. Sp eziell hat man

dann D =

e

D + r A � ( a ) und L ( D ) = a � L (

e

D + r A ).

Wir mac hen zw ei Beobac h tungen: Erstens, ist a b ek ann t, so b estimm t man daraus

e

D in Idealdarstellung, um F aktorisierung zu v ermeiden. Zw eitens, die Berec hn ung

v on a und

e

D ist w eiterhin sc h wierig, da h ( D � r A ) im allgemeinen nic h t klein

im V ergleic h zu h ( D ) ist. Die hier explizit v erw endete Darstellung v on D durc h

e

D nennen wir Elementarr e duktion entlang A ,

•

ub er die W ahl v on r v erf

•

ugen wir

sp

•

ater. Die Elemen tarreduktion sollte also n ur f

•

ur Divisoren kleiner H

•

ohe aus-

gef

•

uhrt w erden.

Es gibt n un eindeutige Divisoren D

0

; : : : ; D

m

, so da� D =

P

m

i =0

2

i

D

i

gilt und die

Exp onen ten in den D

i

b etraglic h eins sind. Die Anzahl der in D

i

auftretenden

Stellen sollte nic h t zu gro� sein. Wir ev aluieren diese Summe nac h dem Hor-

nersc hema, w ob ei v or jeder Multiplik ation eine Elemen tarreduktion durc hgef

•

uhrt

wird. Mit

e

D

m +1

:= 0 nehmen wir f

•

ur � 1 � j < m induktiv an, da�

D = 2

m � j

e

D

m � j

+

m � j � 1

X

i =0

2

i

D

i

+ A

m

X

i = m � j

2

i

r

i

�

m

X

i = m � j

2

i

( a

i

)

gilt. Durc h eine Elemen tarreduktion v on 2

e

D

m � j

+ D

m � j � 1

erhalten wir die Dar-

stellung 2

e

D

m � j

+ D

m � j � 1

=

e

D

m � j � 1

+ r

m � j � 1

A � ( a

m � j � 1

) desselbigen. Durc h

Einsetzen dieses Ausdruc ks sieh t man, da� die Darstellung v on D mit j auc h f

•

ur
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j + 1 gilt. Daraus ergibt sic h f

•

ur j = m :

D =

e

D

0

+ A

m

X

i =0

2

i

r

i

�

m

X

i =0

2

i

( a

i

) (2.19)

Die Gr

•

o�e der Exp onen ten v on D geh t jetzt n ur no c h logarithmisc h ein. Pro-

blematisc h bleibt w eiterhin die Anzahl der in den einzelnen D

i

auftretenden

Stellen. Hier summiert man die Stellen aus D

i

sukzessiv e auf und erh

•

alt nac h

jedem Sc hritt T eildivisoren in Idealdarstellung, auf die man die Elemen tarreduk-

tion an w endet. Die Anzahl der Stellen geh t dann zw ar w eiterhin linear in die

Laufzeit ein, das An w ac hsen der H

•

ohen wird jedo c h v ermieden. Wir sc hreib en

also D

i

= D

0

i

+ l

i

A �

P

t

j =1

( b

i;j

), w ob ei t die Anzahl der in D auftretenden Stellen

und D

0

i

reduziert ist, setzen dies in

P

m

i =0

2

i

D

i

ein und w enden das V orgehen f

•

ur

(2.19) auf

P

m

i =0

2

i

D

0

i

an. Zusammenfassend erh

•

alt man:

D =

e

D

0

+ A

m

X

i =0

2

i

( r

i

+ l

i

) �

m

X

i =0

2

i

�

( a

i

) +

t

X

j =1

( b

i;j

)

�

(2.20)

Wir k ommen auf die W ahl v on r in der Elemen tarreduktion zu sprec hen. Man

k ann zw ei Strategien un tersc heiden, w ob ei w eitere denkbar sind: Gradreduktion

und Maximalreduktion en tlang A . Die Gradreduktion liefert einen im Grad b e-

sc hr

•

ankten, p ositiv en Divisor

e

D , w ohingegen die Maximalreduktion einen en tlang

A maximalreduzierten Divisor

e

D ergibt. Bei der Gradreduktion b estimm t man

also D � r A mit einem maximalen r 2 Z , so da� g � deg ( D � r A ) < g + deg ( A )

gilt. Dann hat man auf jeden F all p ositiv e, ev en tuell relativ gro�e Dimension,

und f

•

ur die reduzierten Divisoren

e

D gilt eb enfalls g � deg (

e

D ) < g + deg ( A ).

Diese Reduktion ist nic h t eindeutig. Bei der Maximalreduktion b estimm t man

wie im Bew eis der Prop osition 2.18 D � r A mit einem maximalen r 2 Z , so da�

0 < dim ( D � r A ) � deg ( A ) gilt. Dann hat man deg (

e

D ) < g + deg ( A ), der Grad

k ann also auc h kleiner als g sein. F

•

ur einen Divisor A v om Grad eins ist diese

Reduktion eindeutig. Beide Reduktionsarten stimmen f

•

ur v orgelegte Divisoren

h

•

au�g

•

ub erein.

Wir fassen das V orgehen in einem Algorithm us zusammen:

2.21. Algorithm us. (Divisorr e duktion)

Eingab e: Divisor en A; D des algebr aischen F unktionenk

•

orp ers F =k , wob ei D in

fr eier Darstel lung und deg ( A ) > 0 ist, und eine Str ate gie f

•

ur die Ele-

mentarr e duktion.

A usgab e: Ein p ositiver Divisor

e

D mit deg (

e

D ) < g + deg ( A ) , in Ide aldarstel lung

ge geb en, ein r 2 Z und Elemente a

i

; b

i;j

2 F

�

, so da� D =

e

D + r A �

P

m

i =0

2

i

�

( a

i

) +

P

t

j =1

( b

i;j

)

�

mit t := j supp ( D ) j gilt.
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1. (Zerle gung von D ) Ber e chne m 2 Z und Divisor en D

0

; : : : ; D

m

, der en Ex-

p onenten b etr aglich eins sind und f

•

ur die D =

P

m

i =0

2

i

D

i

gilt.

2. (T r

•

agerr e duktion) F

•

ur je des i := 0 ; : : : ; m wir d D

0

i

sukzessive in Ide al-

darstel lung aufgeb aut, wob ei nach je der A ddition b eziehungsweise Subtr ak-

tion eines Primdivisors von D

i

eine Elementarr e duktion erfolgt. Dies liefert

D

i

= D

0

i

+ l

i

A �

P

t

j =1

( b

i;j

) .

3. (Exp onentenr e duktion) Es sei

e

D

m +1

:= 0 . Ber e chne f

•

ur j := � 1 ; : : : ; m � 1

einen Divisor

e

D

m � j � 1

in Ide aldarstel lung, ein r

m � j � 1

2 Z und a

m � j � 1

2 F

mittels der Elementarr e duktion angewendet auf 2

e

D

m � j

+ D

0

m � j � 1

, so da�

2

e

D

m � j

+ D

0

m � j � 1

=

e

D

m � j � 1

+ r

m � j � 1

A � ( a

m � j � 1

) gilt.

4. (Ende) Setze

e

D :=

e

D

0

und r :=

P

m

i =0

2

i

( r

i

+ l

i

) . A usgab e von

e

D , r und

a

i

; b

i;j

. T erminier e.

2.22. Bemerkung. Die Gr

•

o�e der Exp onen ten geh t logarithmisc h und die An-

zahl der Stellen v on D linear in die Laufzeit ein. Letzteres gilt, w eil die H

•

ohe

der D

0

i

w egen der Reduktion in Abh

•

angigk eit v on deg ( A ) st

•

andig b esc hr

•

ankt

wird. Insgesam t gibt es also � ; � 2 R

> 0

, so da� Algorithm us 2.21 eine Laufzeit

� � log( h ( D )) j supp( D ) j ( nC

f

deg ( A ) d )

�

b en

•

otigt, w ob ei d der maximale Grad

der in D auftretenden Stellen ist. Die Elemen tarreduktion l

•

a�t sic h in der Praxis

b esonders g

•

unstig f

•

ur A = ( x )

1

durc hf

•

uhren.

2.23. Bemerkung. Wird ein Divisor A mit deg ( A ) = 1 gew

•

ahlt und als Strate-

gie f

•

ur die Elemen tarreduktion die Maximalreduktion v erw endet, so liefert Algo-

rithm us 2.21 f

•

ur jeden Divisor D die eindeutige Maximalreduktion v on D en tlang

A (w eil im letzten Sc hritt eine Maximalreduktion durc hgef

•

uhrt wird). Man k ann

so eindeutige Repr

•

asen tan ten f

•

ur Divisorenklassen b erec hnen. W

•

ahlt man im F all

eines globalen F unktionenk

•

orp ers

•

ub er dem exakten Konstan tenk

•

orp er mit q Ele-

men ten ein A gr

•

o�eren Grads, so erh

•

alt man maximal ( q

deg ( A )

� 1) = ( q � 1) M

•

oglic h-

k eiten f

•

ur eine Maximalreduktion

e

D , also eine

"

b esc hr

•

ankte \ Mehrdeutigk eit.

2.24. Bemerkung. Die Berec hn ung aller m -Minimalreduktionen eines Divisors

D en tlang A wird eb enfalls auf Algorithm us 2.21 zur

•

uc kgef

•

uhrt. Man b estimm t

zun

•

ac hst die Maximalreduktion D =

e

D + r A + ( a ) und suc h t dann (bin

•

are Su-

c he m

•

oglic h) das maximale j mit dim (

e

D + j A ) � m , w ob ei 0 � j � b ( g + m �

1 � deg (

e

D )) = deg ( A ) c gilt. Man erh

•

alt damit einen V ertreter der m -Minimalreduk-

tionen mo dulo Hauptdivisoren, die anderen ergeb en sic h en tsprec hend der Bemer-

kungen v or Prop osition 2.18. Im F all eines globalen F unktionenk

•

orp ers lassen sic h

die einzelnen m -Minimalreduktionen sogar direkt aufz

•

ahlen, ihre Anzahl b etr

•

agt

n

•

amlic h maximal ( q

m

� 1) = ( q � 1), q = j k j .
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2.7 Riemann-Ro c h-Raum-Berec hn ung I I

Mit Hilfe der Divisorreduktion des v origen Absc hnitts und der Bezieh ung L ( D ) =

a � L (

e

D + r A ) f

•

ur D =

e

D + r A � ( a ) k

•

onnen wir n un Riemann-Ro c h-R

•

aume

auc h f

•

ur

"

gro�e \ Divisoren b erec hnen. Dazu b eac h ten wir zw ei Dinge: En th

•

alt

der Divisor D gro�e Exp onen ten, hat dab ei ab er einen kleinen Grad, so sollte

die Berec hn ung v on L (

e

D + r A ) mit der Divisorreduktion D =

e

D + r A � ( a ) k ein

Problem darstellen, w eil die Dimension eb enfalls klein ist. Bei gro�em Grad v on D

ist ab er auc h die Dimension gro�, die Angab e einer Basis k

•

onn te Sc h wierigk eiten

b ereiten. Do c h auc h dies stellt nac h Satz 2.1 k ein Problem dar, w enn A = ( x )

1

gilt. Die Basiselemen te k

•

onnen in diesem F all parametrisc h angegeb en w erden.

Daraus ergibt sic h

2.25. Algorithm us. (R iemann-R o ch-R aum-Ber e chnung II)

Eingab e: Ein Divisor D des algebr aischen F unktionenk

•

orp ers F =k .

A usgab e: Eine k -Basis von L ( D ) in kurzer Darstel lung wie in Satz 2.1, wob ei die

Basiselemente v

i

dur ch Potenzpr o dukte von Elementen aus F

�

ge geb en

sind.

1. (R e duktion) F

•

uhr e unter V erwendung von A = ( x )

1

und der Gr adr e duktion

eine Divisorr e duktion von D gem

•

a� A lgorithmus 2.21 dur ch, wir erhalten

e

D , r 2 Z und a 2 F

�

mit D =

e

D + r A � ( a ) , wob ei a das Potenzpr o dukt

der a

i

und b

i;j

ist.

2. (R iemann-R o ch) Ber e chne mittels A lgorithmus 2.7 eine Basis von L (

e

D ) in

kurzer Darstel lung, ge geb en dur ch v

0

1

; : : : ; v

0

n

und d

0

1

; : : : ; d

0

n

.

3. (Ende) Setze v

j

:= av

0

j

, d

j

:= d

0

j

+ r f

•

ur j := 1 ; : : : ; n . A usgab e von v

1

; : : : ; v

n

und d

1

; : : : ; d

n

. T erminier e.

2.26. Bemerkung. Gem

•

a� Bemerkung 2.22 ist der Aufw and f

•

ur diesen Algo-

rithm us v on derselb en F orm wie der f

•

ur Algorithm us 2.21.

2.8 W eitere Metho den zur Berec hn ung

v on Riemann-Ro c h-R

•

aumen

Wir w ollen in diesem Absc hnitt alternativ e F ormen der Berec hn ung v on Riemann-

Ro c h-R

•

aumen diskutieren b ezieh ungsw eise erw

•

ahnen.
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Aufgrund v on Satz 2.16 l

•

a�t sic h der Riemann-Ro c h-Raum eines Divisors auc h aus

einer reduzierten Basis des Gitters �

D

und seinen sukzessiv en Minima b estimmen.

Zu den V orteilen dieser Metho de: Eine reduzierte Basis en th

•

alt mehr Information

als eine sc h w ac h reduzierte Basis, und zw ar die Information

•

ub er das V erzw ei-

gungsv erhalten der Stellen

•

ub er 1 . Die F olge hierv on ist, da� Satz 2.1 n un f

•

ur

"

v erallgemeinerte \ Divisoren D + r ( x )

1

mit r 2 R und rationalen k [ x ]-In v arian ten

ausgespro c hen w erden k ann. Wir b emerk en, da� sic h dies g

•

unstig auf die Maxi-

malreduktion v on Divisoren en tlang ( x )

1

auswirkt (das gesuc h te r ist n un n

•

amlic h

rational, so da� auc h T eildivisoren v on ( x )

1

sp ezi�ziert w erden k

•

onnen).

Zu den Nac h teilen z

•

ahlt, da� die Gitterreduktion Appro ximationen v erw endet.

Um k orrekte Ergebnisse zu erhalten, ist daher die V erw endung einer ausreic hen-

den Pr

•

azision b ezieh ungsw eise die Durc hf

•

uhrung einer F ehleranalyse unerl

•

a�lic h.

Abgesehen v on Pr

•

azisionsfragen ist die Gittermetho de v on der mathematisc hen

und v on der programmiertec hnisc hen Seite her aufw endiger. W

•

ahrend n ur im

F all der zahmen V erzw eigung Puiseuxreihenen t wic klungen zur V erf

•

ugung stehen,

w erden ansonsten allgemeinere P -adisc he b ezieh ungsw eise Ham burger-No ether

Reihen b en

•

otigt. Sc hlie�lic h d

•

urfte es Probleme b ereiten, b ei der Riemann-Ro c h-

Raum-Berec hn ung auc h diskrete Bew ertungen des Konstan tenk

•

orp ers zu b er

•

uc k-

sic h tigen. Dies ist b ei der hier b esc hrieb enen, sym b olisc hen Metho de m

•

oglic h und

wird in Absc hnitt 2.10 b ehandelt.

Zur Riemann-Ro c h-Raum-Berec hn ung und zu ihren An w endungen, siehe n

•

ac hster

Absc hnitt, gibt es ferner Metho den, die v on der Seite der algebraisc hen Geometrie

inspiriert w erden [6, 20 , 57 , 58 ]. Diese basieren auf dem Brill-No ether Algorithm us

und v erw enden eb enfalls Reihenen t wic klungen.

2.9 An w endungen

Der Satz v on Riemann-Ro c h dominiert die gesam te Theorie der algebraisc hen

F unktionenk

•

orp er (einer V ariablen). En tsprec hend umfangreic h sind die An w en-

dungsgebiete k onstruktiv er V erfahren der Riemann-Ro c h-Theorie. Wir w ollen ein

paar Beispiele erw

•

ahnen.

Die Konstruktion algebr aisch-ge ometrischer Co des k ann mit Hilfe v on Basen v on

Riemann-Ro c h-R

•

aumen und auc h v on Basen v on Divisoren zugeordneten Di�e-

ren tialr

•

aumen erfolgen, vgl. [55].

Die Berec hn ung v on Di�er entialr

•

aumen 
( D ) selbst k ann eb enfalls auf die Be-

rec hn ung v on Riemann-Ro c h-R

•

aumen zur

•

uc kgef

•

uhrt w erden. Der F unktionenk

•

or-

p er F =k

•

ub er dem v ollk ommenen K

•

orp er k w erde durc h f ( x; y ) = 0 de�niert,

w ob ei f ( x; y ) 2 k [ x; y ] in y normiert, separab el und irreduzib el ist. Wir deu-
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ten das V orgehen n ur grob an. Durc h An w endung des Di�eren tialop erators d auf

f ( x; y ) = 0 erh

•

alt man nac h den Di�eren tiationsregeln eine F -lineare Relation

zwisc hen dy und dx :

dy = �

f

x

f

y

dx;

w ob ei der Nenner ungleic h n ull nac h V oraussetzung an f ( x; y ) ist ( f

x

und f

y

sind

die partiellen Ableitungen nac h x und y ). Ein b eliebiges Elemen t a v on F l

•

a�t sic h

als rationale F unktion in x; y darstellen. Durc h An w enden v on d auf a in dieser

Darstellung und un ter Beac h tung der Relation zwisc hen x und y erh

•

alt man dann

ein b 2 F mit da = b dx . Man w ei�, da� sic h jedes Di�eren tial als b dx f

•

ur ein b 2 F

darstellen l

•

a�t. Der Divisor des Di�eren tials b dx ist ( b dx ) = ( b ) + ( dx ), w ob ei

( dx ) = D

F =k ( x )

� 2( x )

1

gilt, siehe [55, S. 156 (3.16)]. Den Di�eren tendivisor k

•

onnen

wir wie

•

ublic h leic h t mit Hilfe der Spurenmatrizen b erec hnen [9, S. 203, 4.8.18].

Insgesam t sind wir also in der Lage, den Divisor eines b eliebigen Di�eren tials zu

b estimmen. Andererseits sieh t man auc h, da� f

•

ur einen Divisor D die Ungleic h ung

( b dx ) � D genau dann gilt, w enn ( b ) + ( dx ) � D � 0 ist. Diese

•

Aquiv alenz liefert

einen k -V ektorraumisomorphism us 
( D ) � ! L (( dx ) � D ), mit dessen Hilfe wir

dann sc hlie�lic h eine k -Basis v on 
( D ) b erec hnen k

•

onnen.

Eine w eitere, wic h tige An w endung liegt in der M

•

oglic hk eit, in der Divisor en-

klassengrupp e eines algebraisc hen F unktionenk

•

orp ers explizit zu rec hnen. Sind

zw ei Divisorenklassen [ D

1

] und [ D

2

] gegeb en, so gilt trivialerw eise [ D

1

] + [ D

2

] =

[ D

1

+ D

2

] und k [ D

1

] = [ k D

1

]. Es stellt sic h ab er die F rage, w ann zw ei Klassen

gleic h b ezieh ungsw eise w ann eine Klasse die Hauptklasse ist. Gleic hheit v on [ D

1

]

und [ D

2

] gilt genau dann, w enn deg ( D

1

) = deg ( D

2

) und dim ( D

1

� D

2

) > 0 ist,

und dieser

"

Hauptdivisortest \ k ann mit den b esc hrieb enen Metho den in einfac her

und e�zien ter W eise durc hgef

•

uhrt w erden. Wir merk en zus

•

atzlic h an, da� w egen

Bemerkung 2.23 auc h eindeutige Repr

•

asen tan ten selektiert w erden k

•

onnen.

Sc hlie�lic h spielt die Riemann-Ro c h-Raum-Berec hn ung b ei der Erzeugung v on

Relationen f

•

ur die Klassengrupp enb er e chnung eines globalen F unktionenk

•

orp ers

eine zen trale Rolle. Darauf k ommen wir ab er in Kapitel 5 no c h eingehend zu

sprec hen.

2.10 Zus

•

atzlic he Bew ertungsb edingungen

In den v orangegangenen Absc hnitten hab en wir diskrete Bew ertungen des Kon-

stan tenk

•

orp ers, falls v orhanden, un b er

•

uc ksic h tigt gelassen. Dies soll n un wieder-

um in einer idealtheoretisc hen W eise nac hgeholt w erden. Die Ergebnisse dieses

Absc hnitts w erden k onstruktiv, ab er theoretisc h dargestellt; wir geb en k eine ex-
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pliziten Algorithmen an. Es w erden Metho den der Theorie der Mo duln

•

ub er De-

dekindringen V erw endung �nden, f

•

ur die wir b eispielsw eise auf [10 ] v erw eisen.

2.10.1 Ein w eiterer Grundring

Es sei R ein Dedekindring und k der Quotien tenk

•

orp er v on R . Der Inhalt con t( g )

eines P olynoms g 2 k [ x ] wird de�niert als der gr

•

o�te gemeinsame T eiler der v on

den Ko e�zien ten v on g erzeugten Hauptideale. Es handelt sic h hierb ei um ein

(gebro c henes) Ideal v on R . Diese De�nition wird auf ganz k ( x ) durc h die Setzung

con t ( g =h ) := con t( g ) = con t( h ) f

•

ur g ; h 2 k [ x ] ausgedehn t. Die Inhaltsfunktion

b esitzt drei Eigensc haften:

( i ) con t ( g ) = f 0 g , g = 0,

( ii ) con t ( g h ) = con t ( g )con t( h ),

( iii ) gcd

�

con t ( g ) ; con t ( h )

�

j con t( g + h ) f

•

ur alle g ; h 2 k ( x ).

Man sagt, eine rationale F unktion hab e ganzen Inhalt, w enn ihr Inhalt ein ganzes

Ideal v on R ist.

Un ter V erw endung eines festen , separierenden Elemen ts x erw eitern wir n un R

nac h k ( x ) � F , indem wir R h x i als den Ring der rationalen F unktionen mit

ganzem Inhalt de�nieren. Dieser Ring wird die Rolle eines w eiteren Grundrings

analog wie k [ x ] und o

1

spielen.

2.27. Prop osition. Der R ing R h x i ist ein Hauptide alring und die Ide algrupp en

von R und R h x i sind isomorph unter a 7! R h x i a . Die Umkehr abbildung hiervon

ist b 7! b \ k .

Beweis. Es sei a ein Ideal v on R mit Erzeugern a

0

; : : : ; a

n

2 a . Das Ideal R h x i a

stellt ein v on a := a

n

x

n

+ � � � + a

0

erzeugtes Hauptideal R h x i a dar, w eil con t( a ) = a

gilt und die Inhalte aller Elemen te v on R h x i a durc h a teilbar sind. Im Bildb ereic h

v on a 7! R h x i a liegen also n ur Hauptideale.

Es sei b 2 R h x i . F

•

ur jedes � 2 con t ( b ) hab en wir �=b 2 R h x i , folglic h � 2

R h x i b , so da� con t( b ) � R h x i b gilt. W eil R h x i con t( b ) ein Hauptideal ist und einen

Erzeuger desselb en Inhalts wie b w egen des v orangegangenen Absatzes b esitzt,

sind b eide Erzeuger assoziiert (un tersc heiden sic h n ur um Einheiten) und es gilt

R h x i con t ( b ) = R h x i b . Im Bildb ereic h v on a 7! R h x i a liegen also alle Hauptideale

v on R h x i .

Die Abbildung a 7! R h x i a ist sic herlic h m ultiplik ativ, additiv und inklusionser-

haltend. Nac h den b eiden letzten Abs

•

atzen erhalten wir eine Isomorphie der Ideal-

grupp e v on R zur Grupp e der Hauptideale v on R h x i . Die Abbildung b 7! b \ k

ist f

•

ur Hauptideale b v on R h x i dann tats

•

ac hlic h die Umk ehrabbildung.
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Es bleibt zu zeigen, da� jedes ganze Ideal b v on R h x i ein Hauptideal ist. Wir

setzen a :=

P

b 2 b

con t( b ). Dies ist ein ganzes Ideal v on R und es gilt R h x i a = b ,

w eshalb b ein Hauptideal sein m u�.

Wir merk en an, da� jedes Ideal a v on R w egen des Chinesisc hen Restsatzes als die

Summe zw eier Hauptideale dargestellt w erden k ann. Daher sieh t man, da� sic h

jedes Ideal v on R h x i b ereits durc h ein einzelnes Elemen t v on R o der ein P olynom

in R [ x ] v om Grad eins erzeugen l

•

a�t.

Eine Gau�sche Bew ertung auf k ( x ) ensteh t aus einer diskreten Bew ertung v on k ,

w elc he wir zuerst auf k [ x ] als das Minim um der Bew ertungen der Ko e�zien ten

eines gegeb enen P olynoms de�nieren, und danac h auf k ( x ) als Di�erenz der Be-

w ertung des Z

•

ahlers und der Bew ertung des Nenners einer rationalen F unktion

fortsetzen.

Die Primideale v on R de�nieren diskrete Bew ertungen v on k und wir b emerk en,

da� R h x i auc h als Ring derjenigen rationalen F unktionen v on k ( x ) b esc hrieb en

w erden k ann, deren Gau�sc he Bew ertungen f

•

ur alle Primideale v on R s

•

am tlic h

nic h t negativ sind.

2.28. Beispiel. Die Elemen te a 2 Z h x i , a 6= 0 lassen sic h in der F orm a = cf =g

normieren, w ob ei f ; g 2 Z [ x ] teilerfremde P olynome des Inhalts eins sind, g einen

p ositiv en Leitk o e�zien ten b esitzt und c 2 Z

� 1

ist. Bew ertungen v on a lassen sic h

dann an c ablesen, denn f =g ist eine Einheit in Z h x i .

•

Ahnlic hes k ann man auc h

im F all geeigneter Hauptidealringe R tun.

2.10.2 Der ganze Absc hlu� v on R h x i in F

Der ganze Absc hlu� v on R h x i im F unktionenk

•

orp er F ist ein freier R h x i -Mo dul

des Rangs n , w eil wir uns gem

•

a� Prop osition 2.27 in der Situation eines endlic h

erzeugten, torsionsfreien Mo duls

•

ub er einem Hauptidealring b e�nden. Eine Ganz-

heitsbasis v on Cl

�

R h x i ; F

�

k ann im Prinzip mittels des R ound-2 -Algorithm us b e-

rec hnet w erden (w elc her b eispielsw eise in [9] und [17] b esc hrieb en wird). Wir

gehen hierauf ab er nic h t n

•

aher ein.

2.29. Beispiel. F

•

ur R = Z und k = Q b etrac h ten wir den durc h f ( x; y ) =

y

2

� 4 x

3

� 1 erzeugten F unktionenk

•

orp er F = k ( x; � ) mit f ( x; � ) = 0. Wir suc hen

Cl

�

Z h x i ; F

�

. Un ter V erw endung der Spur und Norm b eliebig angesetzter Elemen-

te sieh t man wie im F all quadratisc her Zahlk

•

orp er, da� w egen der Gestalt v on f

Cl

�

Z h x i ; F

�

= Z h x i [(1 + � ) = 2] gilt.
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2.10.3 Zus

•

atzlic he Bedingungen an Elemen te aus L ( D )

Im Absc hnitt 2.1 hab en wir L ( D ) als den Sc hnitt v on Idealen ( D

S

)

� 1

und ( D

S

)

� 1

v on o

S

b ezieh ungsw eise o

S

b etrac h tet. Durc h Sc hnittbildung v on L ( D ) mit einem

passend gew

•

ahlten Ideal a v on Cl

�

R h x i ; F

�

k

•

onnen wir zus

•

atzlic h erreic hen, da�

die F ortsetzungen Gau�sc her Bew ertungen v on k ( x ) auf F auf den Elemen ten des

Durc hsc hnitts v orgegeb ene Mindest w erte

•

ub ersc hreiten.

2.30. Lemma. Es sei D ein Divisor von F =k und a ein Ide al von Cl ( R h x i ; F ) .

Dann ist L ( D ) \ a ein R -Mo dul. Es gibt Ide ale b

1

; : : : ; b

l

von R und Elemente

u

1

; : : : ; u

l

2 F mit l := dim

k

D , so da� gilt:

L ( D ) \ a = b

1

u

1

_

+ : : :

_

+ b

l

u

l

:

Beweis. W eil L ( D ) ein k -V ektorraum, a ein R h x i -Mo dul und k \ R h x i = R ist,

sehen wir, da� L ( D ) \ a ein R -Mo dul ist. Nun sei v

1

; : : : ; v

l

eine k -Basis v on L ( D )

und z

1

; : : : ; z

n

eine R h x i -Basis v on a . Es gibt eine Matrix M 2 R [ x ]

n � l

und einen

gemeinsamen Nenner d 2 R [ x ] mit

( z

1

; : : : ; z

n

) d

� 1

M = ( v

1

; : : : ; v

l

) :

Zur Bestimm ung des Sc hnitts L ( D ) \ a v erw enden jetzt wir eine Reihe v on

•

aquiv alen ten Bedingungen. Es sei d das Ideal v on R mit d R h x i = dR h x i und

a = ( v

1

; : : : ; v

l

) � mit � = ( �

i

)

i

2 k

l

. Dann gilt

a 2 L ( D ) \ a , d

� 1

M � 2 R h x i

n

;

, M � 2 d R h x i

n

:

Wir ersetzen n un jede Zeile v on M durc h mehrere, ab er endlic h viele neue Zeilen,

und erhalten eine neue Matrix M

0

: Fixiere eine Zeile

�

P

i




i;j

x

i

�

j

2 k [ x ]

1 � l

mit




i;j

2 k . Diese wird durc h ( 


i;j

)

i;j

ersetzt, w ob ei hierin no c h Nullzeilen gestric hen

w erden. Wir hab en dann M

0

2 R

m � l

mit m � l , denn M und M

0

hab en l k -linear

unabh

•

angige Spalten. Die letzte, obige Bedingung f

•

ur � liest sic h n un

a 2 L ( D ) \ a , M

0

� 2 d

m

:

Bezeic hnen wir den v on den Zeilen v on M

0

erzeugten R -Mo dul mit V . Durc h

Berec hn ung der relativ en Hermite-Normalform, siehe b eispielsw eise [10 ], f

•

ur die

Zeilen v on M

0

erhalten wir Ideale b

0

1

; : : : ; b

0

l

und unabh

•

angige Zeilen s

1

; : : : ; s

l

2

k

1 � l

, so da� V = b

0

1

s

1

_

+ : : :

_

+ b

0

l

s

l

gilt. Es seien S die Matrix b estehend aus den

Zeilen s

1

; : : : ; s

l

, s

0

1

; : : : ; s

0

l

die Spalten v on S

� 1

und de�niere b

i

:= d = b

0

i

f

•

ur alle

1 � i � l . Die

•

Aquiv alenzenk ette l

•

a�t sic h damit wie folgt w eiterf

•

uhren:

a 2 L ( D ) \ a , v � 2 d ; ( v 2 V ) ;

, � 2 b

1

s

0

1

_

+ : : :

_

+ b

l

s

0

l

:
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Die Basiselemen te u

i

erh

•

alt man also durc h u

i

= ( v

1

; : : : ; v

l

) s

0

i

f

•

ur 1 � i � l .

2.10.4 Sc hnitt v on Cl

�

k [ x ] ; F

�

- mit Cl

�

R h x i ; F

�

-Idealen

Es sei a ein Ideal v on Cl

�

k [ x ] ; F

�

und b ein Ideal v on Cl

�

R h x i ; F

�

. In diesem Ab-

sc hnitt soll die Struktur und eine M

•

oglic hk eit zur Berec hn ung v on a \ b b esc hrie-

b en w erden. Wir zitieren eine Prop osition, die

•

ublic herw eise

"

Euklidisc her Sc hritt \

in Matrix-Normalform-Berec hn ungen

•

ub er Dedekindringen genann t wird.

2.31. Prop osition. Es seien v

1

; v

2

line ar unabh

•

angige Elemente eines k -V ektor-

r aums V und a

1

; a

2

Ide ale von R . Dann gibt es � 2 a

1

= ( a

1

+ a

2

) � R und � 2

a

2

= ( a

1

+ a

2

) � R mit � + � = 1 , so da� gilt:

a

1

v

1

_

+ a

2

v

2

= ( a

1

+ a

2

)( �v

1

+ �v

2

)

_

+ ( a

1

\ a

2

)( v

1

� v

2

) :

Beweis. Siehe b eispielsw eise [10].

Das folgende Lemma en tspric h t dem Korollar 1.7.

2.32. Lemma. Es sei M 2 k ( x )

n � n

r e gul

•

ar. Dann gibt es ein U 2 R h x i

n � n

und

ein V 2 k [ x ]

n � n

mit det U 2 R h x i

�

und det V 2 k

�

, so da� U M V 2 k [ x ]

n � n

diagonal ist.

Beweis. Wir nehmen an, da� M sic h in un terer triangul

•

arer Gestalt b e�ndet.

Dies k ann b eispielsw eise dadurc h erreic h t w erden, da� M in die un tere Spalten-

Hermite-Normalform gebrac h t wird (b ez

•

uglic h eines gemeinsamen Nenners, k [ x ]

ist Euklidisc h).

Wir b ew eisen die Diagonalisierbark eit v on M zuerst f

•

ur n = 2 und setzen v oraus,

da� sic h M 2 k [ x ]

2 � 2

mit gemeinsamen Nenner h 2 k [ x ] tats

•

ac hlic h in un terer

Spalten-Hermite-Normalform b e�ndet. Wir f

•

uhren jetzt eine induktiv e Sc hlu�-

w eise

•

ub er endlic h viele j 2 Z

� 1

f

•

ur geeignet k onstruierte Ideale a

j

; c

j

v on R h x i ,

Elemen te a

j

; c

j

; d

j

2 k [ x ] und R h x i -Mo duln U

j

:= a

j

( a

j

; 0) + c

j

( c

j

; d

j

) durc h. F

•

ur

j = 1 sei a

1

:= c

1

:= R h x i und

�

a

1

0

c

1

d

1

�

:= M :

Durc h die nac hfolgende Konstruktion w eisen wir die Existenz eines r 2 Z

� 1

nac h,

f

•

ur w elc hes c

r

= 0 gilt und ein T 2 k [ x ]

2 � 2

mit det ( T ) 2 k

�

und U

r

= U

1

T

existiert. Wir k

•

onnen dann a

0

2 k [ x ], und analog c

0

, als das Pro dukt v on a

r

und

einem Erzeuger v on a

r

de�nieren. Damit gilt dann

U

r

= R h x i ( a

0

; 0) + R h x i (0 ; c

0

) = U

1

T :
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W eil sic h zw ei Basen v on U

r

durc h eine R h x i -unimo dulare T ransformation un-

tersc heiden, sehen wir sc hlie�lic h, da� die Diagonalmatrix M

0

2 k [ x ]

2 � 2

mit a

0

; c

0

auf der Diagonalen durc h R h x i -unimo dulare Zeilen- und k [ x ]-unimo dulare Spal-

tenop erationen aus M wie gew

•

unsc h t herv orgeh t. F

•

ur den eingangs de�nierten

gemeinsamen Nenner h 2 k [ x ] gibt es ein h

0

2 k [ x ], so da� hh

0

2 R h x i

�

gilt. Es

gen

•

ugt daher, M mit h

0

zu m ultiplizieren, anstatt durc h h zu dividieren, w omit

der Bew eis f

•

ur n = 2 abgesc hlossen w

•

are.

Die angek

•

undigte Konstruktion erfolgt n un derart, da� f

•

ur geeignete Matrizen

T

j +1

2 k [ x ]

2 � 2

mit det( T

j +1

) 2 k

�

die Bedingungen

c

j

6= 0 ; deg c

j

< deg d

j

; (2.33)

deg ( d

j +1

) = deg ( c

j

) ; U

j +1

= U

j

T

j +1

(2.34)

erf

•

ullt sind. Ohne Einsc hr

•

ankung gilt (2.33) f

•

ur j = 1, w eil sic h M v orausset-

zungsgem

•

a� in Hermite-Normalform b e�ndet.

W enn die obigen W erte f

•

ur ein j 2 Z

� 1

de�niert sind und (2.33) gilt, b estimmen

wir die n

•

ac hsten W erte f

•

ur j + 1 wie folgt: Es sei d

1 ;j

:= a

j

a

j

=c

j

\ k und d

2 ;j

:=

c

j

\ k . Damit hab en wir

U

j

= d

1 ;j

R h x i ( c

j

; 0) + d

2 ;j

R h x i ( c

j

; d

j

) :

Prop osition 2.31 zeigt, da�

d

1 ;j

( c

j

; 0) + d

2 ;j

( c

j

; d

j

) = ( d

1 ;j

+ d

2 ;j

)( �

j

c

j

+ �

j

c

j

; �

j

d

j

) + ( d

1 ;j

\ d

2 ;j

)(0 ; d

j

)

f

•

ur geeignete �

j

; �

j

2 R mit �

j

+ �

j

= 1 und daher auc h

U

j

= ( d

1 ;j

+ d

2 ;j

) R h x i ( c

j

; �

j

d

j

) + ( d

1 ;j

\ d

2 ;j

) R h x i (0 ; d

j

)

gilt. Mit der P olynomdivision �

j

d

j

= 


j

c

j

+ r

j

, deg ( r

j

) < deg ( c

j

) de�nieren wir

a

j +1

:= ( d

1 ;j

\ d

2 ;j

) R h x i ; c

j +1

:= ( d

1 ;j

+ d

2 ;j

) R h x i ;

a

j +1

:= d

j

; d

j +1

:= c

j

; c

j +1

:= r

j

;

T

j +1

:=

�

� 


j

1

1 0

�

:

Im F all c

j +1

6= 0 sind die Bedingungen (2.33) und (2.34) damit erf

•

ullt. Aufgrund

der Gradb edingung (2.33) gilt jedo c h not w endigerw eise nac h einer endlic hen An-

zahl r v on Sc hritten wie gew

•

unsc h t c

r

= 0 und U

r

= U

1

T mit T :=

Q

r

j =2

T

j

.

Es sei n un sc hlie�lic h n > 2 und M 2 k ( x )

n � n

in un terer Dreiec ksgestalt. Durc h

die Diagonalisierung v on 2 � 2 T eilmatrizen v on M , die durc h die Sc hnitte der



2.10. ZUS

•

ATZLICHE BEWER TUNGSBEDINGUNGEN 35

Zeilen i; n und Spalten i; n f

•

ur i = n � 1 ; : : : ; 1 erhalten w erden, k

•

onnen wir

alle Elemen te bis auf das letzte Elemen t der n -ten Zeile v on M zu n ull mac hen.

Indem dies auc h f

•

ur die anderen Zeilen durc hgef

•

uhrt wird, l

•

a�t sic h M v ollst

•

andig

diagonalisieren.

Wir merk en an, da� sogar erreic h t w erden k ann, da� die Ein tr

•

age v on M einen

Grad v on h

•

oc hstens eins b esitzen. Im F all eines Hauptidealrings R k

•

onnen sie

sogar selbst als eins gew

•

ahlt w erden.

2.35. Satz. Es sei a ein Ide al von Cl

�

R h x i ; F

�

, b ein Ide al von Cl

�

k [ x ] ; F

�

.

Dann ist a \ b ein R [ x ] -Mo dul und es gibt Ide ale a

1

; : : : ; a

n

von R und eine Basis

w

1

; : : : ; w

n

von b , so da� gilt:

a \ b = a

1

[ x ] w

1

_

+ : : :

_

+ a

n

[ x ] w

n

:

Die Ide alklasse des Pr o dukts der a

j

in R ist eine Invariante von a \ b (ver al lge-

meinerte Steinitz-Klasse).

Beweis. Der Sc hnitt R h x i \ k [ x ] ist gleic h R [ x ]. a ist ein R h x i -Mo dul und b ist ein

k [ x ]-Mo dul, b eide sind frei v om Rang n . Daher ist a \ b ein R [ x ]-Mo dul und es

gibt eine regul

•

are Matrix M 2 k ( x )

n � n

, w elc he eine Basis v on a (gesc hrieb en als

Zeile) in eine Basis v on b transformiert. W egen Lemma 2.32 k

•

onnen wir die Basis

v on a und die Basis v on b so w

•

ahlen, da� M diagonal ist. Die Ko e�zien ten einer

k [ x ]-Lineark om bination der Basiselemen te v on b w erden durc h M in eine k ( x )-

Lineark om bination der Basiselemen te v on a transformiert. Multipliziert mit den

Diagonalein tr

•

agen m

•

ussen diese in R h x i liegen, w as auc h durc h Idealzugeh

•

orig-

k eitsb edingungen wie ob en mit den a

j

un ter Beac h tung v on Prop osition 2.27 aus-

gedr

•

uc kt w erden k ann. Sc hlie�lic h gilt

Q

n

j =1

a

j

= det M

� 1

R h x i \ k und det M ist

mo dulo Multiplik ation mit Einheiten aus R h x i o der aus k [ x ] eindeutig de�niert,

w eshalb auc h die Steinitz-Klasse eindeutig b estimm t ist.

2.10.5 Der ganze Absc hlu� v on R [ x ] in F

W eil es sic h b ei R [ x ] nic h t um einen Dedekindring handelt, k ann man den Round-

2-Algorithm us nic h t ohne w eiteres zur Bestimm ung v on Cl

�

R [ x ] ; F

�

heranziehen.

Un ter Ben utzung der Einheitsideale und mit der Beobac h tung, da� Cl

�

R [ x ] ; F

�

=

Cl

�

k [ x ] ; F

�

\ Cl

�

R h x i ; F

�

gilt, stellt Satz 2.35 die Struktur v on Cl

�

R [ x ] ; F

�

als

R [ x ]-Mo dul klar und gibt dar

•

ub er hinaus eine Metho de zur Bestimm ung einer

"

Pseudo \ -Basis an.
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2.36. Korollar. Es gibt Ide ale a

1

; : : : ; a

n

von R und k ( x ) -line ar unabh

•

angige Ele-

mente v

1

; : : : ; v

n

2 F , so da� der R ing der R [ x ] -ganzen Elemente von F die dir ekte

Summe

Cl

�

R [ x ] ; F

�

= a

1

[ x ] v

1

_

+ : : :

_

+ a

n

[ x ] v

n

ist. Die Ide alklasse des Pr o dukts der a

j

in R ist die (ver al lgemeinerte) Steinitz-

Klasse von Cl

�

R [ x ] ; F

�

.

Das Korollar zeigt au�erdem, da� Cl

�

R [ x ] ; F

�

pro jektiv ist, w eil die Ideale a

j

und a

j

[ x ] in v ertierbar sind. F

•

ur R [ x ]-Mo duln ist dies im allgemeinen nic h t der

F all, t ypisc he Beispiele stellen gerade die nic h t in v ertierbaren Ideale v on R [ x ]

dar, b eispielsw eise p [ x ] + R [ x ] x , p ein Primideal v on R . Einen anderen Bew eis f

•

ur

den F all eines Hauptidealrings R �ndet man in [13, S. 192].

2.37. Beispiel. F

•

ur den F unktionenk

•

orp er in Beispiel 2.29 ist 1 ; (1 + � ) = 2 auc h

eine k [ x ]-Basis f

•

ur Cl

�

k [ x ] ; F

�

, so da� man Cl

�

Z [ x ] ; F

�

= Z [ x; (1 + � ) = 2] hat.

2.10.6 P arametrisc he Basen v on L ( D ) \ a

Satz 2.1 zeigt die Existenz einer parametrisc hen Basis v on L ( D ), durc h die Basen

f

•

ur alle L

�

D + r ( x )

1

�

, ( r 2 Z ) leic h t angegeb en w erden k

•

onnen. Lemma 2.30 zeigt,

wie eine Basis f

•

ur L ( D ) \ a erhalten w erden k ann. Es soll n un gekl

•

art w erden,

wie parametrisc he Basen f

•

ur L

�

D + r ( x )

1

�

\ a angegeb en w erden k

•

onnen. Das

Hauptproblem liegt darin, da� der Reduktionsalgorithm us in Korollar 1.7 Spalten

b eliebig mit Elemen ten aus k

�

sk alieren m u� und dadurc h Ganzheitseigensc haften

v erloren gehen, die in Lemma 2.30 zur

•

uc kgew onnen w erden. Wir b en

•

otigen eine

Prop osition

•

ub er die Erg

•

anzung v on Riemann-Ro c h-Basen:

2.38. Prop osition. Es seien v

1

; : : : ; v

n

2 F und d

1

; : : : ; d

n

2 Z f

•

ur D wie in

Satz 2.1 und es sei w

1

; : : : ; w

n

eine b eliebige Ide alb asis von ( D

S

)

� 1

. W

•

ahle ganz-

r ationale Zahlen s

j

, so da� w

j

2 L

�

D � s

j

( x )

1

�

f

•

ur 1 � j � n gilt. Dann gibt

es eindeutig b estimmte l

1

; : : : ; l

n

2 Z mit der Eigenschaft, da� die V er einigungen

A

r

[ B

r

der b eiden F amilien von Mengen

A

r

= f x

i

w

j

j 0 � i � s

j

+ r ; 1 � j � n g ;

B

r

= f x

i

v

j

j max f 0 ; l

j

+ r g � i � d

j

+ r ; 1 � j � n g

disjunkt sind und k -Basen von L

�

D + r ( x )

1

�

f

•

ur al le r 2 Z er geb en.

Beweis. Da� die l

j

eindeutig b estimm t sind, sofern sie existieren, folgt aus der

Basiseigensc haft v on A

r

_

[ B

r

f

•

ur gro�es r und w eil die v

i

k [ x ]-linear unabh

•

angig

sind. A

r

[ B

r

� L ( D + r ( x )

1

) ergibt sic h aus der W ahl der s

j

und d

j

.
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W eil es sic h b ei L

�

D + r ( x )

1

�

um einen V ektorraum handelt, k ann A

r

durc h

geeignete W ahl v on Elemen ten x

i

v

j

zu einer Basis erg

•

anzt w erden. Es seien t

i;j

2

k [ x ] mit v

j

=

P

n

i =1

t

i;j

w

i

. Wir sehen jetzt, da� sic h x

c

v

j

, 0 � c � d

j

+ r , w egen

der Ko e�zien tensc hrank en genau dann im Erzeugnis v on A

r

b e�ndet, w enn c +

deg ( t

i;j

) � s

i

+ r f

•

ur alle 1 � i � n gilt. Erh

•

oh t man das maximale c dieser

Eigensc haft um eins, so liegt x

c

v

j

nic h t mehr im Erzeugnis v on A

r

. Daran erk enn t

man, da� l

j

:= min f s

i

� deg ( t

i;j

) j 1 � i � n g + 1 f

•

ur 1 � j � n das Gew

•

unsc h te

leistet.

2.39. Satz. Es sei D ein Divisor von F =k und a ein Ide al von Cl( R h x i ; F ) . Es

gibt ganzr ationale Zahlen l

0

; r

0

; s

�

, Ide ale a

�

; b

j

von R und Elemente w

�

; u

j

von

F f

•

ur 1 � � � n und 1 � j � l

0

, so da� f

•

ur al le r � r

0

L

�

D + r ( x )

1

�

\ a =

X

1 � � � n

0 � i � s

�

+ r

a

�

x

i

w

�

+

X

1 � j � l

0

b

j

x

r � r

0

u

j

gilt, wob ei al le Summen dir ekt sind.

Beweis. Wir de�nieren die w

j

und a

j

wie in Satz 2.35 b ez

•

uglic h des Sc hnitts

a \ ( D

S

)

� 1

und

•

ub ernehmen ansonsten die Notation v on Prop osition 2.38 und

ihrem Bew eis. Es sei w eiter r

0

2 Z mit s

j

+ r

0

� 0 und l

j

+ r

0

� 0 f

•

ur alle

1 � j � n . Wir b etrac h ten b eliebige r � r

0

und setzen r

0

:= r � r

0

, s

0

j

:= s

j

+ r � r

0

,

l

0

j

:= l

j

+ r � r

0

und d

0

j

:= d

j

+ r � r

0

, so da� s

0

j

; l

0

j

� 0 f

•

ur alle 1 � j � n gilt. Mit

diesen Bezeic hn ungen hab en wir

A

r

= f x

i

w

j

j 0 � i � s

0

j

+ r

0

; 1 � j � n g ;

B

r

= f x

i

v

j

j l

0

j

+ r

0

� i � d

0

j

+ r

0

; 1 � j � n g :

Wir w ollen die Elemen te v on B

r

"

parametrisc h \ mo dulo der Elemen te v on A

r

reduzieren: Durc h geeignetes Subtrahieren en tfernen wir die T erme der F orm

x

�

w

j

2 A

r

aus den x

i

v

j

=

P

n

� =1

x

i

t

�;j

w

�

2 B

r

und erhalten die Aussage: Es

gibt v

i;j

:=

P

n

� =1

x

s

0

�

+1




�;i;j

w

�

, 


�;i;j

2 k [ x ] f

•

ur 1 � � ; j � n und l

0

j

� i � d

0

j

, so

da� die Di�erenzen x

r

0

( x

i

v

j

� v

i;j

) im Erzeugnis v on A

r

liegen und A

r

_

[ B

0

r

mit

B

0

r

:= f x

r

0

v

i;j

j 1 � j � n; l

0

j

� i � d

0

j

g

eine k -Basis v on L

�

D + r ( x )

1

�

f

•

ur alle r � r

0

bildet. Wir b emerk en, da� die v

i;j

b ezieh ungsw eise 


�;i;j

v on r unabh

•

angig sind.

F

•

ur ein b eliebiges Elemen t a 2 L

�

D + r ( x )

1

�

gibt es ein h

j

2 k [ x ] mit deg ( h

j

) �
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s

0

j

+ r

0

und �

i;j

2 k f

•

ur 1 � j � n und l

0

j

� i � d

0

j

, so da� a durc h

a =

n

X

j =1

h

j

w

j

+ x

r

0

X

i;j

�

i;j

v

i;j

=

n

X

� =1

h

�

w

�

+

n

X

� =1

x

s

0

�

+ r

0

+1

�

X

i;j

�

i;j




�;i;j

�

w

�

eindeutig dargestellt wird. Man b eac h te, da� die b eiden Summen k eine T erme der

F orm x

�

w

�

gemeinsam hab en. Nac h Satz 2.35 gilt n un

a 2 a , h

�

2 a

�

[ x ] und

X

i;j

�

i;j




�;i;j

2 a

�

[ x ] ; (1 � � � n ) :

Die auf der rec h ten Seite stehende, zw eite Bedingung ist unabh

•

angig v on r . Die

�

i;j

, die diese Bedingung erf

•

ullen, bilden einen endlic h erzeugten, torsionsfreien R -

Mo dul, dessen Basis man

•

ahnlic h dem V orgehen im Bew eis v on Satz 2.30 und wie

in [17, S. 78�.] b estimmen k ann. Hieraus ergibt sic h die zu b ew eisende Aussage.

2.10.7 An w endungen

An w endungen der Ergebnisse dieses Absc hnitts ergeb en sic h, w enn b ei Sp ezialisie-

rungen v on x im F unktionenk

•

orp er Ganzheitsb edingungen b eac h tet w erden sollen,

b eispielsw eise, w enn die Restklassenk

•

orp er Zahlk

•

orp er sind und man durc h die

Restbildung ganzalgebraisc he Elemen te b ezieh ungsw eise Minimalp olynome mit

ganzen Ko e�zien ten erhalten m

•

oc h te.

Ein anderes Einsatzgebiet ergibt sic h mit der Reduktion eines F unktionenk

•

orp ers

nac h einer diskreten Bew ertung (einem Primideal) des Konstan tenk

•

orp ers, es sei

auf [13 , S. 187�.] v erwiesen. Man b etrac h tet f

•

ur gew

•

ohnlic h n ur regul

•

are Prim-

ideale o der Primideale guter Reduktion. Der obige Ansatz ist jedo c h v

•

ollig allge-

meing

•

ultig und k ann somit f

•

ur b eliebige diskrete Bew ertungen b ezieh ungsw eise

Primideale angew endet w erden. Durc h die Betrac h tung des Dedekindrings R (und

nic h t n ur des Bew ertungsrings einer diskreten Bew ertung) w erden die Berec hn un-

gen sim ultan f

•

ur alle Primideale v on R ausgef

•

uhrt.

Absc hlie�end sei b emerkt, da� die Klassenzahl v on Cl

�

R h x i ; F

�

nac h dem Irre-

duzibilit

•

ats- und T r

•

agheitssatz aus [13 , S. 187�.] endlic h ist.



Kapitel 3

Divisorenklassengrupp en

In diesem Kapitel w erden die f

•

ur die Klassengrupp en b erec hn ung relev an ten theo-

retisc hen Aussagen zusammengestellt. Die wic h tigsten Ergebnisse sind die Her-

leitung einer Sc hrank e an die Grade der f

•

ur die Erzeugung der Klassengrupp e

b en

•

otigten Stellen und die Angab e einer F ormel f

•

ur die Appro ximation der Klas-

senzahl.

F =k b ezeic hnet einen globalen F unktionenk

•

orp er

•

ub er dem exakten, endlic hen

Konstan tenk

•

orp er k mit dem Gesc hlec h t g . Die Charakteristik v on k sei p , die

Elemen tanzahl q . In einem fest gew

•

ahlten, algebraisc hen Absc hlu�

�

F v on F sei

k

r

die Erw eiterung v on k v om Grad r und F

r

=k

r

mit F

r

= F k

r

die Konstan-

tenk

•

orp ererw eiterung v on F =k v om Grad r .

3.1 Grundlagen

3.1.1 L -Reihen und Satz v on Hasse-W eil

Un ter einem Charakter � endlic her Ordn ung einer ab elsc hen Grupp e G v erste-

hen wir einen Homomorphism us G � ! C

�

, dessen Kern endlic hen Index in G

b esitzt. Der Hauptc harakter � = 1 ist der Charakter endlic her Ordn ung v on G

mit k er � = G .

3.1. De�nition. Die zu einem Charakter � endlic her Ordn ung der Divisoren-

klassengrupp e C l ( F =k ) de�nierte formale P otenzreihe

L ( �; t ) :=

X

D � 0

� ([ D ]) � t

deg D

hei�t die L -Reihe v on � . Die Summe erstrec kt sic h hierb ei

•

ub er alle p ositiv en Divi-

soren. F

•

ur � = 1 spric h t man v on der Zeta-F unktion v on F =k , die wir mit �

F =k

( t )

b ezeic hnen.

39
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Es sei b emerkt, da� sic h die Analogie zum Zahlk

•

orp erfall mit t = q

� s

ergibt. W e-

gen der Orthogonalit

•

atsrelationen sind mitun ter F allun tersc heidungen not w endig.

Hierf

•

ur de�nieren wir �

�

:= 1, w enn � eingesc hr

•

ankt auf C l

0

( F =k ) der Hauptc ha-

rakter ist, und �

�

:= 0 andernfalls.

3.2. Satz. ( i ) Eine L -R eihe L ( �; t ) erf

•

ul lt die F unktionalgleichung

L ( �; t ) = � ([ W ]) q

g � 1

t

2 g � 2

L ( �; 1 = ( q t )) ;

wob ei W einen kanonischen Divisor b ezeichnet.

( ii ) Eine L -R eihe L ( �; t ) b esitzt die folgenden Darstel lungen (als formale Po-

tenzr eihen):

L ( �; t ) =

Y

P 2P l ( F =k )

�

1 � � ([ P ]) � t

deg P

�

� 1

(3.3)

=

�

(1 � t )(1 � q t )

�

� �

�

2( g � 1+ �

�

)

Y

i =1

(1 � !

i

( � ) � t ) (3.4)

= exp

 

1

X

r =1

N

r

( � ) �

t

r

r

!

; (3.5)

wob ei die !

i

( � ) 2 C

�

ganzalgebr aische Zahlen sind und

N

r

( � ) :=

X

deg ( P ) j r

deg ( P ) � � ([ P ])

r = deg ( P )

(3.6)

= �

�

( q

r

+ 1) �

2( g � 1+ �

�

)

X

i =1

!

i

( � )

r

(3.7)

gilt.

Beweis. T eil ( i ), T eil ( ii ) (3.3) und (3.4) folgen aus [12, S. 59{67] mit t = q

� s

.

Man v ergleic he auc h [33 , S. 48�.] und [55, S. 158�.].

Der Bew eis v on (3.5) erfolgt durc h An w endung v on log und exp auf die da v or

stehenden Darstellungen, w ob ei mit formalen P otenzreihen gerec hnet wird. Aus

(3.3) ergibt sic h:

L ( �; t ) = exp

�

�

X

P

log

�

1 � � ([ P ]) � t

deg P

�

�

= exp

�

X

P

1

X

r =1

�

� ([ P ]) � t

deg P

�

r

= r

�

= exp

�

1

X

r =1

t

r

=r

X

deg ( P ) j r

deg ( P ) � � ([ P ])

r = deg ( P )

�

:
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Aus (3.4) ergibt sic h:

L ( �; t ) = exp

�

�

�

1

X

r =1

�

t

r

+ ( q t )

r

�

=r �

2( g � 1+ �

�

)

X

i =1

1

X

r =1

( !

i

( � ) � t )

r

=r

�

= exp

�

1

X

r =1

t

r

=r

�

�

�

( q

r

+ 1) �

2( g � 1+ �

�

)

X

i =1

!

i

( � )

r

��

:

Durc h Ko e�zien ten v ergleic h erh

•

alt man (3.5) , (3.6) und (3.7) .

3.8. Korollar. Es sei � ein Char akter end licher Or dnung von C l ( F =k ) . Dur ch

�

�

:= � � N

F

r

=F

wir d ein Char akter end licher Or dnung auf C l ( F

r

=k

r

) de�niert,

f

•

ur den N

d

( �

�

) = N

r d

( � ) f

•

ur al le d 2 Z

� 1

, �

�

�

= �

�

und !

i

( �

�

) = !

i

( � )

r

f

•

ur al le

1 � i � 2( g � 1 + �

�

) mit ge eigneter Sortierung gilt.

Beweis. Der zur

•

uc kgezogene Charakter �

�

ist v on endlic her Ordn ung, w eil sein

Bild endlic h ist. Eine Stelle P v on F =k mit deg ( P ) j r wird in F

r

=k

r

in deg ( P )

Stellen des Grads eins zerlegt. Hieraus ergibt sic h N

1

( �

�

) = N

r

( � ). Indem dies

f

•

ur �

��

:= �

�

� N

F

dr

=F

r

angew endet und die T ransitivit

•

at der Norm b eac h tet wird,

sieh t man N

d

( �

�

) = N

1

( �

��

) = N

r d

( � ). In dieser Gleic h ung steh t w egen (3.7) auf

b eiden

•

au�eren Seiten eine Summe v on 2 g + 2 d -ten P otenzen f

•

ur alle d 2 Z

� 1

,

die nac h den Newton-Relationen bis auf V ertausc h ung

•

ub ereinstimmen m

•

ussen.

W eil die !

i

( � ) b ezieh ungsw eise !

i

( �

�

) ungleic h n ull sind, folgt �

�

�

= �

�

und

!

i

( �

�

) = !

i

( � )

r

nac h geeigneter Sortierung.

F

•

ur den Hauptc harakter � = 1 sc hreib en wir statt N

r

( � ) auc h N

r

( F =k ) und statt

!

i

( � ) auc h !

i

( F =k ). Man sieh t, da� N

r

( F =k ) gleic h der Anzahl der Stellen v om

Grad eins in der Konstan tenk

•

orp ererw eiterung F

r

=k

r

ist.

Das Z

•

ahlerp olynom der Zeta-F unktion v on F =k (F all � = 1) in (3.4) wird das L -

P olynom v on F =k genann t. Das L -P olynom en th

•

alt einige wic h tige Informationen

•

ub er den F unktionenk

•

orp er F =k . Es erf

•

ullt eine F unktionalgleic h ung, die man

leic h t aus der f

•

ur L -Reihen ableitet, und k ann als c harakteristisc hes P olynom

eines F rob eniusendomorphism us aufgefa�t w erden (die Ko e�zien ten m

•

ussen dazu

in ihrer Reihenfolge v ertausc h t w erden). Wir b en

•

otigen f

•

ur unsere Zw ec k e n ur den

folgenden

3.9. Satz. F

•

ur das L -Polynom L ( t ) von F =k gilt:

L (1) = q

g

L (1 =q ) = h ( F =k ) :

Beweis. Siehe [55, S. 166]
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Der folgende Satz geh

•

ort neb en dem Satz v on Riemann-Ro c h zu den wic h tigsten

S

•

atzen

•

ub er globale F unktionenk

•

orp er:

3.10. Satz (Hasse-W eil). F

•

ur einen Char akter � end licher Or dnung der Divi-

sor enklassengrupp e C l ( F =k ) gilt:

j !

i

( � ) j = q

1 = 2

; f

•

ur 1 � i � 2( g � 1 + �

�

) :

Beweis. In [55 , S. 169�.] und [33, S. 59�.] wird die Aussage f

•

ur den Hauptc ha-

rakter � = 1 nac h der Metho de v on Bom bieri und Stepano v b ewiesen. Der Ori-

ginalb ew eis �ndet sic h in [59 ].

F

•

ur andere Charaktere � 6= 1 endlic her Ordn ung b en

•

otigt man Klassenk

•

orp er-

theorie: Mit [2, S. 70�.] gibt es eine (eindeutige) endlic he, ab elsc he und an allen

Stellen un v erzw eigte Erw eiterung E

�

=F , so da� C l ( F =k ) = k er � un ter dem Ar-

tinsym b ol isomorph zur Galoisgrupp e Gal( E

�

=F ) ist. Es sei k

1

der exakte Kon-

stan tenk

•

orp er v on E

�

. Die b en

•

otigte und hieraus folgende Aussage ist, da� der

Relativgrad f ( P

0

j P ), [55, S. 110], f

•

ur eine Stelle P

0

v on E

�

=k

1

•

ub er der Stelle

P v on F =k mit der Ordn ung v on [ P ] in C l ( F =k ) = k er �

•

ub ereinstimm t. En tspre-

c hend der

•

Ub erlegungen aus [22, S. 217, Thm. 6, i)] und [12, S. 148�.] (vgl. auc h

[34, S. 547�.]) ist die Zeta-F unktion v on E

�

=k

1

dann das Pro dukt der L -Reihen

zu Charakteren �

0

v on C l ( F =k ) mit k er � � k er �

0

:

�

E

�

=k

1

�

t

[ k

1

: k ]

�

=

Y

k er � � k er �

0

L ( �

0

; t ) :

Daher �ndet man die !

i

( � )

[ k

1

: k ]

un ter den !

j

( E

�

=k

1

), f

•

ur die die Betragsaussage

mit q

[ k

1

: k ]

statt q b ereits b ewiesen ist.

W egen Satz 3.2, (3.7) hat dieser Satz eine unmittelbare Auswirkung auf die Zahlen

N

r

( � ) und alle sic h daraus ergeb enden Gr

•

o�en. Wir erhalten b eispielsw eise eine

"

e�ektiv e \ V ersion des Primdivisorsatzes:

3.11. Satz. F

•

ur die A nzahl �

r

( F =k ) der Stel len des Gr ads r von F =k gilt:

( i ) �

r

( F =k ) = (1 =r )

P

d j r

� ( r =d ) N

d

( F =k ) , wob ei � die M

•

obius-F unktion b ezeich-

net.

( ii ) Man hat die folgende, explizite A bsch

•

atzung

j �

r

( F =k ) �

q

r

r

j < (7 g + 2) �

q

r = 2

r

:

( iii ) Ist g > 0 , so gilt �

r

1

( F =k ) � 1 f

•

ur je des r 2 Z

� 1

mit r � 2 log

q

(2 g ) und

mindestens einem r

1

j r .
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Beweis. F

•

ur ( i ) und ( ii ) siehe [55 , S. 178{180]. ( iii ) b ew eisen wir wie folgt: Es sei

r 2 Z

� 1

mit N

r

( F =k ) > 0. Also gibt es eine Stelle v om Grad eins in F

r

=k

r

, und

diese Stelle r

•

uhrt v on einer Stelle P v on F =k mit r

1

:= deg ( P ) j r her. Aufgrund

v on Satz 3.10 und Satz 3.2, (3.7) gilt N

r

( F =k ) > 0 f

•

ur alle r 2 Z

� 1

mit q

r

+ 1 >

2 g q

r = 2

, w elc hes mindestens dann gilt, w enn r � 2 log

q

(2 g ) ist.

In F =k existiert also immer eine Stelle v om Grad kleiner gleic h d 2 log

q

(2 g ) e . Wir

merk en an, da� diese Sc hrank e no c h v erb essert w erden k ann, b eispielsw eise mit

dem T ric k v on Serre [55, S. 180].

Aus dem v oranstehenden Satz und [28] erhalten wir die asymptotisc he Aussage:

3.12. Lemma. Es sei " > 0 . F =k dur chlaufe eine F olge von glob alen F unktio-

nenk

•

orp ern mit festem q und g ! 1 . F

•

ur die A nzahl der Stel len P von F =k mit

deg ( P ) � m und m � (2 + " ) log

q

( g ) gilt

m

X

j =1

�

j

( F =k ) =

q

q � 1

� q

m

=m �

�

1 + o (1)

�

:

Beweis. Mit Satz 3.11 erh

•

alt man

P

m

j =1

�

j

( F =k ) =

P

m

j =1

q

j

=j + O ( mg q

m= 2

). Mit

der Metho de aus [28] ergibt sic h f

•

ur den Hauptterm

P

m

j =1

q

j

=j = q

m

=m

�

q = ( q �

1) + O (1 =m )

�

. Nac h Ausklammern v on q

m

=m ist der zuerst genann te F ehlerterm

gleic h m

2

g =q

m= 2

und strebt nac h V oraussetzung an m gegen n ull. Insgesam t folgt

daraus die Aussage.

Eine andere, unmittelbare F olgerung aus Satz 3.9 zusammen mit Satz 3.10 ist das

"

Brauer-Siegel \ -

•

ahnlic he Resultat:

3.13. Korollar. F

•

ur die Klassenzahl von F =k gelten die A bsch

•

atzungen:

( q

1 = 2

� 1)

2 g

� h ( F =k ) � ( q

1 = 2

+ 1)

2 g

:

Hierdurc h wird jedo c h das asymptotisc he V erhalten v on h ( F =k ) =q

g

, an dem man

h

•

au�g in teressiert ist, nic h t b esonders genau b esc hrieb en.

3.1.2 Struktur der Klassengrupp e

F

•

ur eine ab elsc he Grupp e G und d 2 Z b ezeic hnen wir die Un tergrupp e der

d -T orsionselemen te mit G [ d ] := f g 2 G j dg = 0 g .

Es sei

�

k der algebraisc he Absc hlu� v on k in

�

F . Wir b etrac h ten die Konstan-

tenk

•

orp ererw eiterung F

�

k =

�

k :
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3.14. Satz. F

•

ur ` 2 Z

� 1

mit p - ` ist C l

0

( F

�

k )[ ` ]

�

=

( Z =` Z )

2 g

; f

•

ur r 2 Z

� 1

ist

C l

0

( F

�

k )[ p

r

]

�

=

( Z =p

r

Z )

� ( F =k )

, wob ei � ( F =k ) die Hasse-Witt-Invariante von F =k

b ezeichnet. F

•

ur diese gilt 0 � � ( F =k ) � g .

Beweis. F

•

ur die erste Aussage mit ` siehe [14 ]. F

•

ur die zw eite Aussage und mehr

•

ub er die Hasse-Witt-In v arian te siehe [54].

Bei diesem Satz handelt es sic h eb enso wie b ei Satz 3.10 eigen tlic h um eine f

•

ur

ab elsc he V ariet

•

aten allgemein g

•

ultige Aussage, vgl. [32 ]. F

•

ur asymptotisc he Aus-

sagen b ei w ac hsender, ab er endlic her Konstan tenk

•

orp ererw eiterung siehe [42 ].

Wir sc hlie�en aus diesem Satz, da� die Klassengrupp e C l

0

( F =k ) v on F =k (endli-

c hes k !) in Elemen tarteilergestalt ein Pro dukt v on 2 g zyklisc hen Grupp en ist und

da� es ein Erzeugendensystem v on maximal 2 g Divisorenklassen gibt.

3.2 Besc hr

•

ankte Erzeugung

Jede Divisorenklasse [ D ] wird durc h Divisoren D mo dulo Hauptdivisoren darge-

stellt, und jeder solc he Divisor setzt sic h seinerseits aus Stellen zusammen. Un ter

allen Divisoren der Klasse [ D ] gibt es n un nat

•

urlic h solc he, b ei denen das Maxi-

m um der Grade der b eteiligten Stellen minimal wird. Diese Zahl nennen wir den

Minimalgrad md

�

[ D ]

�

v on [ D ]. Der Minimalgrad der Klasse des Nulldivisors wird

als n ull de�niert.

3.15. Prop osition. F

•

ur g > 0 gibt es einen Divisor D vom Gr ad eins mit Mi-

nimalgr ad md

�

[ D ]

�

� d 2 log

q

(2 g ) e + 1 .

Beweis. Setze r := d 2 log

q

(2 g ) e . Nac h Satz 3.11, ( iii ) gibt es eine Stelle P

1

v om

Grad r

1

j r und eine Stelle P

2

v om Grad r

2

j ( r + 1). W eil r

1

und r

2

teilerfremd

sind, gibt es l

1

; l

2

2 Z mit l

1

r

1

+ l

2

r

2

= 1. Hieraus erh

•

alt man mit A

1

:= l

1

P

1

+ l

2

P

2

einen Divisor der gesuc h ten Art.

Es sei angemerkt, da� es

•

ublic herw eise Stellen v om Grad eins gibt, die man f

•

ur

A

1

v erw enden k ann. Der F all g = 0 wird hier und in folgenden Absc h

•

atzungen

n ur w egen der log-Ausdr

•

uc k e ausgesc hlossen. Wir w ollen n un Aussagen

•

ub er die

Minimalgrade v on Erzeugendensystemen v on C l

0

( F =k ) herleiten.

3.16. Satz. Es sei � ein Char akter end licher Or dnung von C l ( F =k ) , dessen Ein-

schr

•

ankung auf C l

0

( F =k ) nicht den Hauptchar akter er gibt. Gilt f

•

ur die A nzahl der

Stel len vom Gr ad eins von F

r

=k

r

N

r

( F =k ) > ( g � 1)2 q

r = 2

;
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so existiert eine Stel le P von F =k vom Gr ad kleiner gleich r mit

�

�

[ P ]

�

6= 1 :

Diese Ungleichung gilt immer f

•

ur r 2 Z

� 1

mit q

r

� (2 g � 1)2 q

r = 2

, also insb eson-

der e, wenn r � 2 log

q

(4 g � 2) f

•

ur g > 0 ist.

Beweis. Wir ziehen Satz 3.2, (3.6) und (3.7) heran: W eil die Charakterw erte Ein-

heitswurzeln sind, gilt N

r

( F =k ) � j N

r

( � ) j f

•

ur alle r 2 Z

� 1

, und im F all der Un-

gleic hheit gibt es eine Stelle P eines Grads kleiner gleic h r v on F =k mit �

�

[ P ]

�

6= 1.

Nac h Satz 3.10 gilt j

P

2 g � 2

i =1

!

i

( � )

r

j � ( g � 1)2 q

r = 2

. Durc h Umstellen sieh t man n un,

da� die im Satz angegeb enen Absc h

•

atzungen N

r

( F =k ) > j N

r

( � ) j erzwingen.

3.17. Satz. Es sei A

1

ein Divisor vom Gr ad eins von F =k und r 2 Z

� 1

wie in

Satz 3.16. Es sei weiter S := P l

� r

( F =k ) [ supp ( A

1

) . Dann gilt

D

0

( S ) = P ( S )

�

=

C l

0

( F =k ) :

Beweis. C l ( F =k ) ist das (innere) direkte Pro dukt v on C l

0

( F =k ) und der v on

[ A

1

] erzeugten Grupp e. Wir k

•

onnen daher jeden Charakter � v on C l

0

( F =k ) auf

C l ( F =k ) durc h �

�

[ A

1

]

�

= 1 fortsetzen. Nac h Satz 3.16 gibt es einen Divisor D

mit md

�

[ D ]

�

� r und �

�

[ D ]

�

6= 1, sofern � auf C l

0

( F =k ) nic h t trivial w ar.

Wir setzen [ D

0

] := [ D ] � deg ( D )[ A

1

] und b eobac h ten, da� [ D

0

] 2

�

D

0

( S ) +

P ( F =k )

�

= P ( F =k )

�

=

D

0

( S ) = P ( S ) und �

�

[ D

0

]

�

6= 1 gilt. Die Charaktergrupp e

v on G := C l

0

( F =k ) =H , w ob ei H die v on allen solc hen [ D

0

] erzeugte Un tergrup-

p e b ezeic hnet, k ann demnac h n ur aus dem Hauptc harakter b estehen, so da� G

(aufgrund der Dualit

•

at) trivial ist, also H = C l

0

( F =k ) gilt. W eil H w egen der

Erzeugung isomorph zu einer Un tergrupp e v on D

0

( S ) = P ( S ) ist, ergibt sic h die zu

b ew eisende Aussage.

3.18. Korollar. Mit r

0

2 Z

� 1

wer de das Maximum des Minimalgr ads eines Di-

visors A

1

vom Gr ad eins von F =k und einem r wie in Satz 3.16 b ezeichnet. Die

Klassengrupp e C l

0

( F =k ) b esitzt dann ein Erzeugendensystem [ D

1

] ; : : : ; [ D

l

] , b este-

hend aus maximal 2 g Elementen, mit

md

�

[ D

i

]

�

� r

0

f

•

ur 1 � i � l :

F

•

ur den Minimalgr ad je der Klasse [ D ] von C l ( F =k ) gilt daher md

�

[ D ]

�

� r

0

:

Beweis. C l

0

( F =k ) b esitzt ein Erzeugendensystem mit wie ob en b esc hr

•

ankten Mi-

nimalgraden nac h dem v orangegangenen Satz. Diese Besc hr

•

ankung des Minimal-

grads gilt w eiter f

•

ur jede Klasse [ D ] v on C l ( F =k ), insb esondere f

•

ur jedes ma-

ximal 2 g -elemen tige Erzeugendensystem v on C l

0

( F =k ), w elc hes nac h Satz 3.14

existiert.
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3.19. Bemerkung. Man b eac h te, da� f

•

ur g > 0 allgemein

r

0

� max f d 2 log

q

(4 g � 2) e ; d 2 log

q

(2 g ) e + 1 g

erreic h t w erden k ann.

Ein

•

ahnlic hes Ergebnis wurde b ereits in [53, S. 145�.] nac h der analogen Metho de

v on [4 ] f

•

ur Zahlk

•

orp er b ewiesen. Die obige Sc hrank e ist jedo c h et w as sc h

•

arfer,

und der Bew eis ist w esen tlic h k

•

urzer.

3.3 Appro ximation der Klassenzahl

Die Klassenzahl k ann

"

analytisc h \ appro ximiert w erden. Wir w ollen die hierf

•

ur

b en

•

otigte F ormel mit explizitem F ehlerterm angeb en und die V erbindung zu einem

Eulerpro dukt erkl

•

aren.

3.20. Satz. F

•

ur die Klassenzahl h ( F =k ) und r

0

2 Z

� 0

gilt:

�

�

�

�

log

�

h ( F =k ) = q

g

�

+

r

0

X

r =1

q

� r

r

2 g

X

i =1

!

i

( F =k )

r

�

�

�

�

�

2 g

q

1 = 2

� 1

�

q

� r

0

= 2

r

0

+ 1

:

Beweis. Es sei x ein separierendes Elemen t v on F =k . Der Quotien t der Zetafunk-

tion v on F =k und der Zetafunktion v on k ( x ) =k ergibt gerade das L -P olynom L ( t )

v on F =k . F erner wissen wir, da� N

r

( F =k ) = q

r

+ 1 �

P

2 g

i =1

!

i

( F =k )

r

und da�

N

r

( k ( x ) =k ) = q

r

+ 1 gilt. Anhand v on Satz 3.2, Gleic h ung (3.5) ergibt sic h da-

her L ( t ) = exp

�

�

P

1

r =1

t

r

=r

P

2 g

i =1

!

i

( F =k )

r

�

. W eil die Reihe im exp -Argumen t

f

•

ur t = q

� 1

absolut k on v ergiert und der W ert des L -P olynoms nac h Satz 3.9

dort gleic h h ( F =k ) =q

g

ist, stimm t ihr Grenzw ert mit log

�

h ( F =k ) =q

g

�

•

ub erein. Der

F ehlerterm ergibt sic h dann durc h folgende Rec hn ung:

�

�

�

�

1

X

r = r

0

+1

q

� r

r

2 g

X

i =1

!

i

( F =k )

r

�

�

�

�

�

2 g

r

0

+ 1

1

X

r = r

0

+1

r

0

+ 1

r

q

� r = 2

�

2 g q

�

r

0

+1

2

r

0

+ 1

1

X

r =0

( q

� 1 = 2

)

r

�

2 g

q

1 = 2

� 1

�

q

� r

0

= 2

r

0

+ 1

:

3.21. Bemerkung. W egen

P

2 g

i =1

!

i

( F =k )

r

= q

r

+ 1 � N

r

( F =k ) sind zur Appro-

ximation der Klassenzahl die W erte N

r

( F =k ) zu b estimmen, vgl. S. 7.
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Un ter V erw endung v on Satz 3.2, (3.3) k

•

onnen wir wie eb en im Bew eis den Quoti-

en ten der Zetafunktionen bilden und erhalten in Analogie zur Zahlk

•

orp ersituation,

[5], [23, S. 26�.], nac h Sortierung der F aktoren ein Eulerpro dukt

1

Y

r =1

Y

P

0

2P l

r

( k ( x ) =k )

(1 � t

r

)

Y

P 2P l

r

( F =k )

(1 � t

r

)

� 1

:

Man k ann zeigen, da� dieses Pro dukt f

•

ur t = q

� 1

gegen h ( F =k ) =q

g

k on v ergiert

und da� die P artialpro dukte bis r = r

0

mit dem exp -W ert obiger P artialsummen

bis r = r

0

•

ub ereinstimmen. Wir b en

•

otigen diese Aussagen im folgenden ab er nic h t

w eiter.

Die obige Restgliedabsc h

•

atzung ergab sic h v ergleic hsw eise leic h t aus der einfac hen

Absc h

•

atzung der !

i

( F =k ) mit Satz 3.10 und ist f

•

ur den angestrebten V erw en-

dungszw ec k ausreic hend. Sc h

•

arfere Absc h

•

atzungen lassen sic h ev en tuell mit der

Oesterl � e-Sc hrank e erzielen, vgl. [3, S. 48].

Mit Satz 3.20 ist man auc h in der Lage, das Gr

•

o�en v erh

•

altnis der Klassenzahl

zum W ert q

g

asymptotisc h zu un tersuc hen. Wir erhalten das folgende

•

Aquiv alen t

zum Satz v on Brauer-Siegel f

•

ur Zahlk

•

orp er:

3.22. Satz. Es sei " > 0 . F =k dur chlaufe eine F olge von glob alen F unktionenk

•

or-

p ern mit festem q und g ! 1 . Wir nehmen an, da� F =k einen r ationalen

T eilk

•

orp er k ( x ) mit n = n ( g ) := [ F : k ( x )] b esitzt. Dann gilt

�

�

log ( h ( F =k ) = q

g

)

�

�

�

�

1 + o (1)

�

� ( n � 1) � log

�

(2 + " ) log

q

( g )

�

:

Beweis. Wir w

•

ahlen r

0

2 Z mit 2 log

q

( g ) � r

0

� (2 + " ) log

q

( g ), w as f

•

ur hinrei-

c hend gro�es g m

•

oglic h ist, und w enden Satz 3.20 an. Der F ehlerterm 2 g =

�

( q

1 = 2

�

1) q

r

0

= 2

( r

0

+ 1)

�

strebt dab ei w egen der W ahl v on r

0

f

•

ur g ! 1 gegen n ull. Wir

b etrac h ten n un den Appro ximationsw ert f

•

ur log( h ( F =k ) =q

g

) aus Satz 3.20. Die

Anzahl der Stellen v om Grad eins v on F

r

=k

r

l

•

a�t sic h nac h ob en b esc hr

•

ank en

durc h N

r

( F =k ) � n ( q

r

+ 1), w eil

•

ub er jeder Stelle v on k

r

( x ) =k

r

h

•

oc hstens n Stel-

len v on F

r

=k

r

liegen. Mit

�

�

P

2 g

i =1

!

i

( F =k )

r

�

�

=

�

�

N

r

( F =k ) � ( q

r

+ 1)

�

�

� ( n � 1) ( q

r

+ 1)

erh

•

alt man

�

�

�

�

r

0

X

r =1

q

� r

=r

2 g

X

i =1

!

i

( F =k )

r

�

�

�

�

� ( n � 1)

r

0

X

r =1

q

� r

( q

r

+ 1) =r :

Un ter Beac h tung v on

P

r

0

r =1

1 =r =

�

1 + o (1)

�

log( r

0

) und w eil die geometrisc he

Reihe b esc hr

•

ankt ist, l

•

a�t sic h diese Summe durc h

�

1 + o (1)

�

( n � 1) log ( r

0

)

absc h

•

atzen, w ob ei mit o (1) v on n unabh

•

angige F unktionen b ezeic hnet w erden,
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die f

•

ur g ! 1 nac h n ull streb en. W eil der F ehlerterm gegen n ull geh t, erh

•

alt man

insgesam t

�

�

log( h ( F =k ) =q

g

)

�

�

�

�

1 + o (1)

�

( n � 1) log ( r

0

), w oraus die Behauptung

w egen r

0

� (2 + " ) log

q

( g ) folgt.

Dieser Satz b esagt also, da� der Quotien t h ( F =k ) =q

g

n ur relativ sc h w ac h w ac hsen

(o der fallen) k ann, sofern die Erw eiterungsgrade n gen

•

ugend sc h w ac h mit g w ac h-

sen. Auf

•

ahnlic he W eise wie eb en k ann man allgemeiner zeigen, da� h ( F =k ) =q

g

nie exp onen tiell in g f

•

allt, und da� h ( F =k ) =q

g

exp onen tiell in g w

•

ac hst, w enn b ei-

spielsw eise die Anzahl der Stellen v om Grad eins asymptotisc h gro� wird. Dazu

sei auf [40] v erwiesen.

3.4 Cartier-Op erator, p -T orsion der Klassen-

grupp e und Hasse-Witt-In v arian te

In diesem Absc hnitt b ezeic hnet F =k einen algebraisc hen F unktionenk

•

orp er

•

ub er

dem exakten Konstan tenk

•

orp er k , w ob ei k en t w eder der endlic he K

•

orp er mit q

Elemen ten o der der algebraisc he Absc hlu� eines solc hen ist. Die p -T orsion der

Klassengrupp e C l

0

( F =k ) ist isomorph zu einem F

p

-V ektorraum v on Di�eren tialen.

Aufgrund dieser Isomorphie und un ter Ben utzung des Cartier-Op erators lassen

sic h so w ohl der p -Rang der Klassengrupp e als auc h die Hasse-Witt-In v arian te v on

F =k b estimmen. Dies soll im folgenden erl

•

autert w erden.

Zus

•

atzlic h zu den in Absc hnitt 1.1 gegeb enen De�nitionen und Aussagen

•

ub er

Di�eren tiale b en

•

otigen wir die folgenden: Der Raum der holomorphen Di�eren-

tiale, also derjenigen Di�eren tiale ohne P olstellen, wird mit 


1

( F =k ) := 
( D ),

D der Nulldivisor v on F =k , b ezeic hnet. Anhand des Satzes v on Riemann-Ro c h

•

ub erlegt man sic h leic h t, da� dim

�




1

( F =k )

�

= g gilt. Ein Di�eren tial ! hei�t

exakt, w enn ! = da f

•

ur ein a 2 F gilt. Ein Di�eren tial ist v on der dritten Gat-

tung, w enn seine P olstellen mit der Ordn ung eins auftreten. Der Raum dieser

Di�eren tiale wird mit 


3

( F =k ) b ezeic hnet. In Charakteristik p > 0 b estehen die

Di�eren tiationsk onstan ten a 2 F mit da = 0 genau aus den p -ten P otenzen F

p

.

F

•

ur a; x 2 F und x separierend ist die p -te Ableitung d

p

a=dx

p

= 0, so da� es sic h

b ei der ( p � 1)-ten Ableitung um eine p -te P otenz handelt.

Ein wic h tiger T eilraum v on 


3

( F =k ) ergibt sic h mit den logarithmisc hen Di�e-

ren tialen, w elc he Di�eren tiale der F orm (1 =a ) da mit a 2 F

�

sind. Dieser Raum

wird mit 


log

( F =k ) b ezeic hnet. Durc h a 7! (1 =a ) da erh

•

alt man n

•

amlic h einen

Homomorphism us F

�

� ! 


log

( F =k ), dessen Kern ( F

�

)

p

ist. Man w ei�, da�

v

P

( a ) � 0 mo d p genau dann gilt, w enn v

P

�

((1 =a ) da )

�

� 0 ist (f

•

ur das Resi-

duum gilt zum Beispiel res

P

�

(1 =a ) da

�

� deg ( P ) v

P

( a ) mo d p ). F

•

ur diese und

w eitere Aussagen

•

ub er Di�eren tiale siehe [11 , 13, 33, 55].
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Die V erbindung zur p -T orsion der Klassengrupp e wird n un wie folgt hergestellt:

3.23. Satz. Es sei [ D ] 2 C l

0

( F =k )[ p ] . Dann ist pD = ( a ) f

•

ur ein a 2 F

�

.

Die A bbildung

C l

0

( F =k )[ p ] � ! 


1

( F =k ) \ 


log

( F =k ) ; [ D ] 7! (1 =a ) da

ist ein Isomorphismus (von F

p

-V ektorr

•

aumen).

Beweis. Wir v erw eisen auf [51 , S. 41].

Aufgrund dieses Satzes sind wir an der Bestimm ung v on 


1

( F =k ) \ 


log

( F =k )

in teressiert. Den Raum 


1

( F =k ) k

•

onnen wir mit Absc hnitt 2.9 b erec hnen. Zur

Bestimm ung der hierin en thaltenen logarithmisc hen Di�eren tiale wird der Cartier-

Op erator eingesetzt.

3.24. De�nition. Es sei x ein separierendes Elemen t v on F =k . Der Cartier-

Op erator C v on F =k wird wie folgt de�niert:

C : 
( F =k ) � ! 
( F =k ) ; C ( ! ) :=

�

� d

p � 1

( ! =dx ) =dx

p � 1

�

1 =p

dx;

w ob ei un ter der (1 =p )-ten W urzel die ( p � 1)-te Ableitung v on ! =dx 2 F gebildet

wird. Man k ann zeigen [29, S. 307�.], da� diese De�nition nic h t v on der W ahl des

separierenden Elemen ts x abh

•

angt. Zur Berec hn ung der W erte C ( ! ) b eac h ten

wir Absc hnitt 2.9 und die T atsac he, da� a 7! a

p

mit a 2 F ein injektiv er, F

p

-

linearer Ringhomomorphism us ist. F

•

ur eine k ( x )-Basis a

1

; : : : ; a

n

v on F gibt es

ein M 2 k ( x )

n � n

, so da� f

•

ur b eliebiges a = ( a

i

)

i

� mit � 2 k ( x )

n � 1

a

p

= ( a

1

; : : : ; a

n

) M �

p

gilt, w ob ei �

p

aus � durc h p -P otenzierung der Ko e�zien ten en tsteh t. W eil die

a

p

1

; : : : ; a

p

n

w egen F

p

\ k ( x ) = k ( x )

p

linear unabh

•

angig

•

ub er k ( x ) sind, ist M

in v ertierbar und man k ann leic h t nac h � au


•

osen.

3.25. Satz. Es sei ! 2 
( F =k ) .

( i ) Der Cartier-Op er ator ist F

p

-line ar,

( ii ) C ( z

p

! ) = z C ( ! ) f

•

ur je des z 2 F : C ist also (1 =p ) -line ar und C

n

ist F

p

n

-

line ar.

( iii ) Ist ! an einer Stel le holomorph, so ist C ( ! ) an derselb en Stel le eb enfal ls

holomorph.

( iv ) C ( ! ) = 0 gilt genau dann, wenn ! exakt ist,
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( v ) C ( ! ) = ! gilt genau dann, wenn ! lo garithmisch ist.

Beweis. Wir v erw eisen auf [29 , S. 307�.]. Die b eiden letzten Eigensc haften w erden

dort n ur f

•

ur F

�

k =

�

k form uliert, b ehalten hier ab er ihre G

•

ultigk eit (f

•

ur ! = adx

b edeutet C ( ! ) = ! p er De�nition a

p

= � d

p � 1

a=dx

p � 1

, die dortige Sc hlu�w eise

wird nic h t b en

•

otigt). V ergleic he auc h [2 , S. 29�.].

Die Kom bination der b eiden v orangegangenen S

•

atze zusammen mit Aussagen

•

ub er p - b ezieh ungsw eise (1 =p )-lineare Abbildungen (vgl. [21], [51]) ergibt n un den

folgenden Satz, den wir [45 ] en tnehmen:

3.26. Satz. Es sei F =k ein glob aler F unktionenk

•

orp er

•

ub er dem exakten Kon-

stantenk

•

orp er k der Char akteristik p .

( i ) Es gilt




1

( F =k ) \ 


log

( F =k ) = k er

�

(1 � C ) j 


1

( F =k )

�

;

wob ei 


1

( F =k ) als F

p

-V ektorr aum aufgefa�t wir d.

( ii ) Es sei !

1

; : : : ; !

g

eine k -Basis von 


1

( F =k ) und C

g

( !

i

) =

P

g

j =1

d

j;i

!

j

mit

einer Matrix ( d

i;j

)

i;j

2 k

g � g

. Dann gilt

� ( F =k ) = rank

�

( d

i;j

)

i;j

�

:

Mit diesem Satz l

•

a�t sic h die Berec hn ung des p -Rangs der Klassengrupp e nac h ( i )

und der Hasse-Witt-In v arian te nac h ( ii ) auf lineare Algebra zur

•

uc kf

•

uhren. Im

V ergleic h zum sp

•

ater v orgestellten, allgemeinen V erfahren der Klassengrupp en b e-

rec hn ung k ann man hiermit F unktionenk

•

orp er mit w esen tlic h h

•

oherem Gesc hlec h t

und gr

•

o�erem Konstan tenk

•

orp er b ehandeln. F

•

ur ein Beispiel v erw eisen wir auf

den Absc hnitt 7.6.

Wir b emerk en ferner, da� Satz 3.23 zur e�zien ten Berec hn ung diskreter Logarith-

men in der p -T orsion v erw endet w erden k ann [46] und da� das c harakteristisc he

P olynom v on C

n

, j k j = q = p

n

, un ter einer w eiteren V oraussetzung mit dem L -

P olynom v on F =k mo dulo p (nac h Umk ehrung der Reihenfolge der Ko e�zien ten)

•

ub ereinstimm t [30, 45], vgl. auc h [54].

Im Hin blic k auf die sp

•

atere Bestimm ung v on S -Einheiten des globalen F unktio-

nenk

•

orp ers F =k b etrac h ten wir sc hlie�lic h no c h den Homomorphism us ( o

S

)

�

!




3

( � D ) \ 


log

( F =k ), a 7! (1 =a ) da f

•

ur endlic hes S � P l ( F =k ) mit j S j > 1

und D :=

P

P 2 S

P . Diesen letzteren Raum k

•

onnen wir wie ob en mit Hilfe des

Cartier-Op erators b erec hnen und

•

ahnlic h wie in [2, S. 29�.] lassen sic h dann f

•

ur

! 2 


3

( � D ) \ 


log

( F =k ) sogar Elemen te b 2 F

�

mit ! = (1 =b ) db b estimmen. Es

sc hein t allerdings nic h t m

•

oglic h zu sein, hieraus brauc h bare Informationen

•

ub er

die (un b ek ann ten) S -Einheiten zu gewinnen.



Kapitel 4

Glattheitseigensc haften

In diesem Kapitel b ezeic hnet F =k einen globalen F unktionenk

•

orp er v om Ge-

sc hlec h t g

•

ub er dem exakten Konstan tenk

•

orp er k mit q Elemen ten.

Wir stellen Un tersuc h ungen

•

ub er die Anzahl p ositiv er, glatter Divisoren an, w ob ei

wir hierf

•

ur so w ohl eine exakte F ormel als auc h eine asymptotisc he un tere Sc hrank e

angeb en w erden. Im letzten Absc hnitt wird die Glattheitsannahme form uliert, die

wir f

•

ur die Komplexit

•

atsun tersuc h ungen des n

•

ac hsten Kapitels b en

•

otigen.

Glattheitsaussagen f

•

ur globale F unktionenk

•

orp er sc heinen in der Literatur bis

auf den rationalen und reell-quadratisc hen F all bisher nic h t b etrac h tet w orden zu

sein, siehe hierf

•

ur [35, 53].

4.1 Glattheitsfunktion

Die bisherige Glattheitsde�nition f

•

ur einen Divisor wird wie folgt erw eitert:

4.1. De�nition. Es seien n; m 2 Z

� 0

. Ein p ositiv er Divisor D v on F =k hei�e

( n; m )-glatt, w enn deg D � n und deg P � m f

•

ur alle Primdivisoren P � D gilt.

Die Anzahl aller ( n; m )-glatten Divisoren wird mit 	

F =k

( n; m ) b ezeic hnet.

Man sieh t, da� 	

F =k

(0 ; m ) = 	

F =k

( n; 0) = 1 gilt, da der Nulldivisor mitgez

•

ahlt

wird. F

•

ur den folgenden Satz b eac h te man

�

n

m

�

:= 0 f

•

ur 0 � n < m und

�

n

0

�

:= 1

f

•

ur n 2 Z .

4.2. Satz. F

•

ur al le n; m 2 Z

� 0

gilt:

( i )

	

F =k

( n; m ) =

X

1 j

1

+ ��� + mj

m

� n

m

Y

i =1

�

�

i

( F =k ) + j

i

� 1

j

i

�

:

51
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( ii ) Mit N

F =k

( n; m ) :=

P

0 <d � m; d j n

d�

d

( F =k ) gilt

n 	

F =k

( n; m ) =

n � 1

X

j =0

�

1 + N

F =k

( n � j; m )

�

	( j; m ) :

Beweis. T eil ( i ) ergibt sic h wie folgt: Jeder ( n; m )-glatte Divisor k ann eindeutig

durc h m Summen v on j

i

(nic h t un b edingt v ersc hiedenen) Stellen des Grads i f

•

ur

1 � i � m dargestellt w erden (leere Summen mitgedac h t). F

•

ur jedes solc he i gibt

es genau

�

�

i

( F =k )+ j

i

� 1

j

i

�

dieser j

i

-elemen tigen Summen (Anzahl der Kom binationen

j

i

-ter Ordn ung v on �

i

( F =k ) Elemen ten mit Wiederholung, siehe [41, S. 465]).

Der T eil ( ii ) ist k omplizierter: Wir setzen

S ( n; m ) :=

X

D ( n; m )-glatt

D 6=0

deg ( D )

und ev aluieren diesen Ausdruc k auf zw ei v ersc hiedene W eisen. Indem wir S ( n; m )

als Summe aller m

•

oglic hen Grade j m ultipliziert mit der Anzahl der ( n; m )-glatten

Divisoren v om Grad j sc hreib en, erhalten wir einerseits

S ( n; m ) =

n

X

j =1

j �

�

	

F =k

( j; m ) � 	

F =k

( j � 1 ; m )

�

= n � 	

F =k

( n; m ) �

n � 1

X

j =0

	

F =k

( j; m ) (4.3)

durc h Zusammenfassung der 	-T erme. Andererseits k

•

onnen wir die Grade deg ( D )

ab er auc h in ihre P -Beitr

•

age aufteilen und nac h diesen sortiert aufsummieren. Die

folgenden Summationen erstrec k en sic h

•

ub er jew eils alle freien P arameter ( l ; d 2 Z

und P 2 P l ( F =k )):

S ( n; m ) =

X

D ( n; m )-glatt

0 <l P � D

deg ( P ) =

X

deg ( P ) � m

0 <l deg ( P ) � n

deg P �

X

D ( n; m )-glatt

l P � D

1

=

X

deg ( P ) � m

0 <l deg ( P ) � n

deg ( P ) � 	

F =k

( n � l deg ( P ) ; m )

=

n

X

j =1

	

F =k

( n � j; m )

X

0 <d � m

d j j

d�

d

( F =k )

=

n � 1

X

j =0

	

F =k

( j; m ) � N

F =k

( n � j; m ) : (4.4)

Durc h Gleic hsetzen v on (4.3) und (4.4) ergibt sic h die F ormel in ( ii ).
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4.5. Bemerkung. Die Berec hn ung v on 	

F =k

( n; m ) k ann mit Satz 4.2, T eil ( ii )

ganz praktik ab el erfolgen, w ohingegen sic h T eil ( i ) daf

•

ur nic h t b esonders eignet.

Zur Au


•

osung der Rekursion b erec hnet man die W erte 	

F =k

( j; m ) f

•

ur 0 � j � n

und hat dann einen Aufw and v on O ( n

2

) Op erationen, die Kenn tnis v on N

F =k

( j; m )

v orausgesetzt. F

•

ur den F all, da� m � g relativ gro� im V erh

•

altnis zu g ist,

stellt letzteres das eigen tlic he Problem der Berec hn ung dar, w eil daf

•

ur die W er-

te v on �

j

( F =k ) b ezieh ungsw eise N

j

( F =k ) b ek ann t sein m

•

ussen. Wir b emerk en,

da� N

F =k

( n; m ) = N

m

( F =k ) = q

m

+ 1 �

P

2 g

i =1

!

i

( F =k )

m

f

•

ur n � m gilt. W enn

	

F =k

( n; m ) n ur appro ximiert w erden soll, b erec hnet man �

j

( F =k ) f

•

ur ein paar

kleine j und setzt f

•

ur die anderen �

j

( F =k ) � q

j

=j . V orteilhaft wirkt sic h hier der

Umstand aus, da� die Ab w eic h ungen v on �

j

( F =k ) v on q

j

=j w egen T eil ( ii ) f

•

ur

gr

•

o�ere j immer w eniger v om Gesam t w ert v on 	

F =k

( n; m ) ausmac hen.

4.2 Un tere Sc hrank en

Es sollen n un asymptotisc he Aussagen

•

ub er 	

F =k

( n; m ) b ewiesen w erden.

4.6. Prop osition. Es sei F =k ein glob aler F unktionenk

•

orp er des Geschle chts g

und " � 1 = 2 . F

•

ur die A nzahl der ( n; m ) -glatten Divisor en von F =k mit n; m 2 Z

� 1

und m � 2 log

q

�

2( g + " )

�

gilt dann

	

F =k

( n; m ) � q

n

= exp

� �j

n

m

k

+ 1

�

�

log( n ) + g ="

�

+ 2 log

�

2( g + " )

�

�

:

Beweis. Wir setzen n = r m + b mit 0 � b < m . Die Rekursion in Satz 4.2, ( ii )

wird durc h die aussc hlie�lic he Betrac h tung der T erme f

•

ur j = max f n � m; 0 g

aufgel

•

ost: 	

F =k

( n; m ) � n

� 1

(1 + N

F =k

( m; m ))	

F =k

( n � m; m ) usw. und im letzten

Sc hritt 	

F =k

( b; m ) � n

� 1

(1 + N

F =k

( b; b )). Wir erhalten insgesam t

	

F =k

( n; m ) � (1 =n )

r +1

(1 + N

F =k

( m; m ))

r

(1 + N

F =k

( b; b )) : (4.7)

Zu b eac h ten ist im folgenden N

F =k

( m; m ) � q

m

� 2 g q

m= 2

und 2 g q

� m= 2

� g = ( g + " )

w egen m � 2 log

q

�

2( g + " )

�

nac h V oraussetzung. W enn auc h b � 2 log

q

(2( g + " ))

ist, hab en wir mit Ausklammern v on q durc h Ber

•

uc ksic h tigung aller T erme des

Pro dukts (4.7) :

	

F =k

( n; m ) � (1 =n )

r +1

q

n

(1 � g = ( g + " ))

r +1

: (4.8)

Gilt andernfalls b < 2 log

q

(2( g + " )), so ergibt sic h mit q

b

� 2( g + " )

2

und (1 +

N

F =k

( b; b )) = q

b

� 2( g + " )

� 2

, indem der letzte T erm des Pro dukts (4.7) fortgelassen

wird:

	

F =k

( n; m ) � (1 =n )

r +1

q

n

(1 � g = ( g + " ))

r

(2( g + " ))

� 2

: (4.9)
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Wir erhalten daraus die Behauptung in b eiden F

•

allen f

•

ur g = 0 und f

•

ur g > 0

w egen log(1 � 1 =x ) � � 1 = ( x � 1) f

•

ur x > 1 angew endet auf 1 � g = ( g + " ) =

1 � 1 = (1 + "=g ) mit x = 1 + "=g .

4.10. Satz. Es seien � ; "

0

2 R

> 0

mit � < 1 und q eine Primp otenz. Dann gibt

es 
 ; � 2 R , so da� f

•

ur je den glob alen F unktionenk

•

orp er F =k vom Geschle cht g

•

ub er dem exakten Konstantenk

•

orp er mit q Elementen die Ungleichung

	

F =k

( n; m ) � q

n

� exp

�

� u (log( u ) + log(log( u )) + 
 )

�

f

•

ur u := n=m und al le n; m 2 Z

� �

mit

n

�

� m;

min f m; u g � (2 + "

0

) log

q

(3 g + 1)

gilt.

Beweis. Der Bew eis basiert auf dem V orgehen v on [38 ] f

•

ur den F all Z , vgl. [52].

Nac h V oraussetzung gilt u > 1 f

•

ur m � 1, so da� wir b := (1 � 1 = log( u )) m

de�nieren k

•

onnen. Die nac hfolgenden Absc h

•

atzungen erfordern eine gewisse Min-

destgr

•

o�e der P arameter n; m; u; b , die wir mittels dem n ur v on � ; "

0

; q abh

•

angigen

� sic herstellen. F

•

ur den Anfang sei also � � 1, wir w erden es mehrfac h v ergr

•

o�ern.

Wir b emerk en als erstes, da� mit � ! 1 auc h u ! 1 w egen der V oraussetzungen

gilt. Wir v ergr

•

o�ern � , so da� b � 1 erf

•

ullt ist.

Bis zum Bew eisende b ezeic hnen wir n un mit D die Divisoren, die eine Summe

v on b u c nic h t not w endigerw eise v ersc hiedenen Stellen eines Grads > b und � m

sind und setzen d := deg ( D ). Damit gilt b b u c < d � m b u c � n , und man erh

•

alt

die un tere Absc h

•

atzung

	

F =k

( n; m ) �

X

D

	

F =k

( n � d; b b c ) ; (4.11)

w eil die T r

•

ager der D und der durc h 	

F =k

( n � d; b b c ) gez

•

ahlten Divisoren disjunkt

sind. Wir sc h

•

atzen n un die 	

F =k

( n � d; b b c ) und danac h die Summe nac h un ten

ab. Die folgenden Ungleic h ungen w erden dazu b en

•

otigt:

m

(1 � � ) =�

� u; (4.12)

w elc he aus den V oraussetzungen folgt, und

( n � d ) =b �

�

( n � d ) = b b c

�

+ 1

� 2( n � d ) =b + 1 � 2( n=b � b u c ) + 1

� 2

�

(1 � 1 = log ( u ))

� 1

u � u + 1

�

+ 1

� 3 u= log ( u ) ;

(4.13)
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w elc he f

•

ur alle Divisoren D gilt (f

•

ur die zw eite Absc h

•

atzung v erw enden wir b b u c <

d wie ob en, und f

•

ur die letzte Absc h

•

atzung ist eine ausreic hende V ergr

•

o�erung

v on � und damit u erforderlic h).

W enn n � d = 0 ist, so gilt 	

F =k

( n � d; b b c ) = 1. Andernfalls w enden wir Prop o-

sition 4.6 mit " := ( g + 1) = 2 an. Dies ist zul

•

assig aufgrund der V oraussetzungen

an m und n . Un ter V erw endung der Ungleic h ungen

2 log

q

(2( g + " )) = 2 log

q

(3 g + 1) � u

nac h V oraussetzung,

log( n � d ) = log(( n � d ) =b ) + log( b ) � log( u ) + log( m )

w egen (4.13) f

•

ur ausreic hend gro�es � und w egen b � m nac h De�nition v on b ,

und

log( m ) � � = (1 � � ) log ( u )

w egen (4.12) erh

•

alt man dann mit Prop osition 4.6 und (4.13)

	

F =k

( n � d; b b c ) � q

n � d

= exp

��

�

n � d

b b c

�

+ 1

�

(log( n � d ) + 2) + 2 log(3 g + 1)

�

� q

n � d

= exp

�

(3 u= log ( u )) (log ( u ) + log( m ) + 2) + u

�

� q

n � d

= exp ( cu ) ;

(4.14)

nac h ausreic hend gro�er W ahl v on � mit einer n ur v on � ; "

0

; q abh

•

angigen Kon-

stan te c 2 R

> 0

. Diese Ungleic h ung gilt f

•

ur alle Divisoren D (auc h f

•

ur n � d = 0).

Wir w enden uns jetzt der Absc h

•

atzung der Summe in (4.11) zu. W egen (4.14)

b ek omm t (4.11) die Gestalt

	

F =k

( n; m ) � q

n

� exp ( � cu ) �

X

D

q

� d

: (4.15)

Auf die Summe

•

ub er alle D greifen wir mittels

X

D

q

� d

=

�

X

b< deg ( P ) � m

q

� deg ( P )

�

b u c

= b u c ! (4.16)

zu, w ob ei sic h die rec h te Summe

•

ub er alle Stellen P mit b < deg ( P ) � m er-

strec kt (die b u c -P otenz bildet die Summe aller W erte q

� d

un ter Beac h tung der

Reihenfolge, w eshalb durc h b u c ! dividiert wird).

Nac h wieder n ur v on � ; "

0

; q abh

•

angiger V ergr

•

o�erung v on � k

•

onnen wir aufgrund

der De�nition v on b annehmen, da� w egen Satz 3.11, ( ii ) q

� j

�

j

( F =k ) � 1 =m �

(7 g + 2) q

� b= 2

=b f

•

ur b < j � m gilt und da� w egen m=b ! 1 f

•

ur � ! 1 und w egen



56 KAPITEL 4. GLA TTHEITSEIGENSCHAFTEN

(2 + "

0

) log

q

(3 g + 1) � m nac h V oraussetzung (7 g + 2) mq

� b= 2

=b � 1 = 2 erf

•

ullt ist.

Un ter Beac h tung v on m � b = m= log ( u ) erhalten wir:

P

b< deg ( P ) � m

q

� deg ( P )

=

P

b<j � m

q

� j

�

j

( F =k )

� ( m � b )

�

1 =m � (7 g + 2) q

� b= 2

=b

�

� log( u )

� 1

�

�

1 � (7 g + 2) mq

� b= 2

=b

�

� (2 log( u ))

� 1

:

(4.17)

W egen b u c ! � exp ( b u c log ( b u c )) ergibt sic h aus (4.17), (4.16) und (4.15) :

	

F =k

( n; m ) � q

n

= exp

�

u (log ( u ) + log(log( u )) + 
 )

�

f

•

ur � und 
 , w ob ei 
 die Summe der Konstan ten log(2) aus (4.17) und c aus (4.14)

ist.

4.3 Glattheitsannahme f

•

ur reduzierte Divisoren

4.18. De�nition. Es sei S eine nic h t-leere T eilmenge v on P l ( F =k ). F

•

ur einen S -

glatten Divisor A mit deg ( A ) � 1 und m � deg ( A ) w erden die S -glatten, en tlang

A maximal- b ezieh ungsw eise m -minimalreduzierten Divisoren mit D

max

red

( S; A ) :=

D

max

red

( F =k ; A ) \ D ( S ) b ezieh ungsw eise D

m

red

( S; A ) := D

m

red

( F =k ; A ) \ D ( S ) b ezeic h-

net. Ihre Anzahlen erhalten wir mit

"

N

red

() \ statt

"

D

red

() \ .

F

•

ur sp

•

atere Komplexit

•

atsanalysen b en

•

otigen wir die folgende Annahme

•

ub er die

Mindestanzahl glatter, minimalreduzierter Divisoren.

4.19. Glattheitsannahme. Es seien � ; � 2 (0 ; 1) , � < � . F =k dur chlaufe eine

F olge von F unktionenk

•

orp ern mit festem q und g ! 1 . Wir setzen vor aus, da�

F =k einen r ationalen T eilk

•

orp er k ( x ) mit [ F : k ( x )] = O (1) b esitzt. Es sei A ein

Divisor von F =k mit deg ( A ) = O (1) und S die Menge al ler Stel len von F =k eines

Gr ads kleiner gleich m , wob ei n

�

� m � n

�

mit n := g + deg ( A ) � 1 gelte. Dann

nehmen wir an:

N

deg ( A )

red

( S; A ) � q

n

= exp

�

u log( u )

�

(1+ o (1))

:

Es handelt sic h b ei dieser Annahme also um Satz 4.10, ausgespro c hen f

•

ur zus

•

atz-

lic h en tlang A deg ( A )-minimalreduzierte Divisoren, allerdings un ter sp ezielleren

Bedingungen. W egen [55 , S. 33, I.6.10] ersc hein t es plausib el (man k ann auc h

V ergleic h bares b ew eisen), da� ein zuf

•

allig gew

•

ahlter p ositiv er Divisor

"

kleinen \

Grads auc h eine

"

kleine \ Dimension b esitzt. Mit Annahme 4.19

•

ub ertragen wir

diese Eigensc haft auf S -glatte Divisoren. Im Zahlk

•

orp erfall wird

•

ubrigens eine

•

ahnlic he Annahme ausgespro c hen, vgl. [7].



Kapitel 5

Das Klassengrupp en v erfahren

In diesem Kapitel wird das V erfahren der Klassengrupp en b erec hn ung eines glo-

balen F unktionenk

•

orp ers F =k des Gesc hlec h ts g > 0

•

ub er dem exakten Konstan-

tenk

•

orp er k mit q Elemen ten b esc hrieb en.

Un ter der Berec hn ung der Klassengrupp e C l

0

( F =k ) v on F =k v erstehen wir die

Berec hn ung ihrer Struktur als endlic he ab elsc he Grupp e

C l

0

( F =k )

�

=

Z =c

1

Z � � � � � Z =c

m

Z

mit 1 � c

1

j : : : j c

m

zusammen mit Divisoren D

1

; : : : ; D

m

v om Grad n ull, deren

Klassen den Erzeugern der zyklisc hen F aktoren en tsprec hen. Die ganze Diviso-

renklassengrupp e C l ( F =k ) erh

•

alt man un ter Hinzunahme eines Divisors A

1

v om

Grad eins mit Prop osition 1.1 in der F orm

C l ( F =k )

�

=

Z � Z =c

1

Z � � � � � Z =c

m

Z :

Die Komplexit

•

atsb etrac h tungen k onzen trieren sic h auf die Situation g ! 1 ,

w ob ei alle sonstigen Gr

•

o�en als v on g abh

•

angig b etrac h tet und die O - b ezie-

h ungsw eise o -Aussagen gleic hm

•

a�ig f

•

ur jeden F unktionenk

•

orp er gelten w erden,

sofern das Gesc hlec h t n ur gro� gen ug ist. Die erste, grunds

•

atzlic he F orderung ist

q = O (1). Wir setzen w eiter v oraus, da� F =k einen rationalen T eilk

•

orp er k ( x )

mit [ F : k ( x )] = O (1) b esitzt. Die explizite Darstellung v on F =k k ann dann mit

einem in y normierten und separablen, irreduziblen P olynom f 2

~

k [ x; y ] erfol-

gen, w ob ei

~

k einen T eilk

•

orp er v on k b ezeic hnet und deg

y

( f ) = O (1) gilt. Die

O - b ezieh ungsw eise o -Konstan ten sind daher stets v on g , F =k und C

f

= C

f

( g )

unabh

•

angig.

Das V erfahren st

•

utzt sic h im w esen tlic hen auf Metho den zur Berec hn ung des

Gesc hlec h ts v on F =k , der Stellen v on F =k eines b eliebigen, ab er nic h t zu gro�en

Grads, der Riemann-Ro c h-R

•

aume v on Divisoren und der Hauptdivisoren (in freier

Darstellung) v on Elemen ten v on F =k .

57
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5.1 Prinzipielle V orgehensw eise

In diesem Absc hnitt wird das dem Klassengrupp en v erfahren zugrundeliegende

Prinzip als Berec hn ung sp ezieller S -Einheiten dargestellt und ein Rumpfalgorith-

m us angegeb en. Wir b eginnen mit

5.1. Satz ( S -Einheiten). F

•

ur eine end liche, nicht-le er e Menge S � P l ( F =k )

von Stel len und s := j S j � 1 ist

( o

S

)

�

�

=

Z = ( q � 1) Z � Z

s

:

Beweis. D

0

( S ) ist frei v om Rang s . Die (nic h t k anonisc he) Isomorphie ergibt sic h,

w eil P ( S ) aufgrund der Endlic hk eit der Klassenzahl endlic hen Index in D

0

( S ) hat

und w eil es exakt die Elemen te v on k

�

sind, deren Hauptdivisoren das Nullelemen t

repr

•

asen tieren. Siehe auc h [43].

Es gen

•

ugen b ereits endlic he Mengen S , um D

0

( S ) = P ( S )

�

=

C l

0

( F =k ) zu erhalten.

In Satz 3.17 b ezieh ungsw eise Bemerkung 3.19 w erden genauer Sc hrank en f

•

ur die

Grade der daf

•

ur b en

•

otigten Stellen angegeb en, so da� wir ein geeignetes S expli-

zit b estimmen k

•

onnen. Die Klassengrupp en b erec hn ung l

•

a�t sic h desw egen auf die

Berec hn ung der en tsprec henden S -Einheiten b ezieh ungsw eise ihrer Hauptdiviso-

ren reduzieren. Allgemein sehen wir eine S -Einheitengrupp e f

•

ur endlic hes, nic h t

leeres S als b erec hnet an, w enn eine Basis b estehend aus Elemen ten v on ( o

S

)

�

f

•

ur den freien T eil wie in Satz 5.1 b estimm t w orden ist. Analoges gilt f

•

ur die freie

Grupp e P ( S ). Die Berec hn ung der Klassengrupp e aus der S -Einheitengrupp e b e-

zieh ungsw eise aus P ( S ) wird mit dem folgenden Lemma erreic h t:

5.2. Lemma. F

•

ur ein end liches S = f P

0

; : : : ; P

s

g mit s � 1 seien Haupt-

divisor en ( �

1

) ; : : : ; ( �

l

) von S -Einheiten ge geb en. Die von diesen Hauptdivisor en

erzeugte Unter grupp e von P ( S ) sei U . Dur ch Ber e chnung der Smith-Normalform

der Matrix M := ( v

P

i

( �

j

))

i;j

erhalten wir den R ang m und Diagonalelemente

c

1

j : : : j c

m

von M und einen explizit ge geb enen Isomorphismus

D ( S ) =U

�

=

Z

s +1 � m

� Z =c

1

Z � � � � � Z =c

m

Z :

Der maximal m

•

ogliche R ang der Matrix M ist s . Genau in diesem F al l hat U

end lichen Index in D

0

( S ) und die Einschr

•

ankung der obigen Isomorphie er gibt

D

0

( S ) =U

�

=

Z =c

1

Z � � � � � Z =c

m

Z :

Beweis. Die erste Isomorphieaussage ist an sic h klar und folgt aus der Gestalt

der Smith-Normalform v on M : Bei ihrer Berec hn ung w erden die P

0

; : : : ; P

s

uni-

mo dular zu Divisoren D

1

; : : : ; D

s +1

transformiert, so da� die ersten m Divisoren
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D

i

die Ordn ung c

i

und die restlic hen s + 1 � m unendlic he Ordn ung in D ( S ) =U

hab en. P er De�nition en tsprec hen diese D

i

un ter dem Isomorphism us den Erzeu-

gern der obigen zyklisc hen F aktoren. Der maximale Rang v on M ist s , w eil P ( S )

und D

0

( S ) Rang s hab en. In diesem F all hat n ur D

s +1

unendlic he Ordn ung in

D ( S ) =U . W eil die anderen endlic he Ordn ung hab en, m

•

ussen sie den Grad n ull

hab en, sie bilden daher eine Basis v on D

0

( S ), w oraus sic h die zw eite Isomorphie-

aussage ergibt. Es sei angemerkt, da� der Grad v on D

s +1

gleic h dem gr

•

o�ten

gemeinsamen T eiler der Grade der Stellen aus S ist, w eil alle D

i

zusammen eine

Basis v on D ( S ) bilden.

Wir w enden uns jetzt der Berec hn ung der sp eziell f

•

ur die Klassengrupp e b en

•

otig-

ten S -Einheitengrupp e zu. Die folgende Namensgebung hat sic h eingeb

•

urgert:

5.3. De�nition. Eine F aktorbasis S ist eine endlic he, nic h t-leere T eilmenge v on

P l ( F =k ). S ist v ollst

•

andig, w enn D

0

( S ) = P ( S )

�

=

C l

0

( F =k ) gilt. Zu v orgegeb ener

F aktorbasis S nennen wir die Hauptdivisoren v on S -Einheiten auc h Relationen.

F

•

ur den Rest dieses Absc hnitts gehen wir da v on aus, da� eine Metho de zur

V erf

•

ugung steh t, die un ter Eingab e einer no c h zu b estimmenden F aktorbasis S

der Reihe nac h Relationen ( �

1

) ; ( �

2

) ; : : : pro duziert, f

•

ur die es ein (uns un b ek ann-

tes) l 2 Z

� 1

gibt, so da� die ersten l Relationen ( �

j

) die Grupp e der S -glatten

Hauptdivisoren P ( S ) (mit gro�er W ahrsc heinlic hk eit) erzeugen. Wir nennen die-

sen Proze� R elationensuche . Wie dies b ei sp ezieller W ahl v on S zu b ew erkstelligen

ist, wird sp

•

ater erkl

•

art. Die Bestimm ung b eliebiger S -Einheiten l

•

a�t sic h im

•

ubri-

gen dann auf diesen sp eziellen F all zur

•

uc kf

•

uhren.

Wir w

•

ahlen jetzt eine v ollst

•

andige F aktorbasis S . Die Idee ist dann die folgende:

Die ( �

j

) w erden der Reihe nac h abgearb eitet und mit Lemma 5.2 (evtl. blo c k-

w eise) ausgew ertet, bis der Index der v on den ( �

j

) erzeugten Grupp e U in D

0

( S )

endlic h wird. Nun stellt sic h die F rage, ob b ereits U = P ( S ) gilt. Wir wissen

aufgrund der V oraussetzung an S , da� der uns b ek ann te Index ( D

0

( S ) : U ) ein

ganzzahliges Vielfac hes der Klassenzahl h ( F =k ) = ( D

0

( S ) : P ( S )) ist. Mittels

Satz 3.20 k

•

onnen wir die Klassenzahl ab er auc h appro ximieren und den F ehler

absc h

•

atzen.

5.4. Lemma. Es sei

�

h 2 R

�

und I (

�

h ) := f x 2 R j 2

� 1 = 2

< x=

�

h < 2

1 = 2

g . F

•

ur

je des h 2 I (

�

h ) gilt dann h Z \ I (

�

h ) = f h g .

Beweis. Man k ann ohne Einsc hr

•

ankung

�

h > 0 annehmen. Es sei ah 2 I (

�

h ) mit

a 2 Z

> 0

. Durc h Logarithmieren ergibt sic h: j log ( a ) j = j log( ah ) � log( h ) j �

j log( ah ) � log(

�

h ) j + j log(

�

h ) � log( h ) j < log(2), also a = 1.
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Un ter V erw endung einer Appro ximation

�

h der Klassenzahl h ( F =k ), die so genau

ist, da� h ( F =k ) 2 I (

�

h ) gilt, fahren wir mit der Ausw ertung w eiterer ( �

j

) fort, bis

( D

0

( S ) : U ) 2 I (

�

h ) erf

•

ullt ist. Dann hab en wir aufgrund des Lemmas ( D

0

( S ) :

U ) = h ( F =k ), desw egen auc h U = P ( S ), und sind fertig. Wir fassen das V orgehen

in einem Algorithm us zusammen:

5.5. Algorithm us. (Klassengrupp enverfahr en)

Eingab e: Ein glob aler F unktionenk

•

orp er F =k des Geschle chts g > 0

•

ub er dem

end lichen K

•

orp er k mit q Elementen.

A usgab e: Struktur und Erzeuger von C l

0

( F =k ) .

1. (Erzeugungsschr anke) Bestimme eine f

•

ur die Erzeugung der Klassengrup-

p e ausr eichende ob er e Schr anke m

E

= r 2 Z

� 1

f

•

ur die Gr ade der hierf

•

ur

b en

•

otigten Stel len und einen Divisor A

1

vom Gr ad eins mittels Satz 3.17

und Pr op osition 3.15 dur ch die Ber e chnung der ersten Werte von N

r

( F =k )

bis maximal max f d 2 log

q

(4 g � 2) e ; d 2 log

q

(2 g ) e + 1 g .

2. (Appr oximation von h ( F =k ) ) Ber e chne eine Appr oximation

�

h der Klassen-

zahl h ( F =k ) mittels Satz 3.20 unter V erwendung der Werte N

r

( F =k ) bis

m

P

� 2 log

q

�

3 g = ( q

1 = 2

� 1)

�

, so da� der F ehlerterm kleiner log(2) = 2 wir d.

3. (V ol lst

•

andige F aktorb asis) Erstel le eine f

•

ur die R elationensuche ge eignete

F aktorb asis S , die die Stel len von F =k eines Gr ads kleiner gleich m

E

und

den T r

•

ager von A

1

enth

•

alt.

4. (R elationensuche) Unter V erwendung von L emma 5.2 und L emma 5.4 wir d

die R elationensuche f

•

ur S (blo ckweise) solange dur chgef

•

uhrt, bis eine Un-

ter grupp e U von P ( S ) von end lichem Index b ekannt ist, f

•

ur die ( D

0

( S ) :

U ) 2 I (

�

h ) gilt.

5. (Ende) Es gilt nun U = P ( S ) . Unter V erwendung von L emma 5.2 wer-

den die f

•

ur die Klassengrupp enb er e chnung erfor derlichen Daten b estimmt.

T erminier e.

5.6. Bemerkung. Die maximale Anzahl der in den Sc hritten 1 und 2 zu b e-

trac h tenden Stellen ist O ( g

2

log( g )), so da� der Gesam taufw and hierf

•

ur un ter Be-

ac h tung v on Absc hnitt 1.2 und der V oraussetzungen am Anfang dieses Kapitels

p olynomial in g C

f

ist. Die Kosten f

•

ur Sc hritt 3 bis 5 ergeb en sic h im w esen tlic hen

aus der Strategie der v erw endeten Relationensuc he und w erden sp

•

ater un tersuc h t.

Die Absc h

•

atzung f

•

ur m

P

in Sc hritt 2 ergibt sic h aus dem F ehlerterm in Satz 3.20

mit 2 = log (2) < 3.
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In der Praxis k

•

onnen die zu v erw endenden, v ollst

•

andigen F aktorbasen b ei gr

•

o�e-

rem g und q und damit auc h M aus Lemma 5.2 relativ gro� w erden, so da� die

Berec hn ung der Smith-Normalform zu aufw endig wird. In dieser Situation hilft in

gewissem Rahmen eine V ariation v on Algorithm us 5.5: In Sc hritt 3 v erzic h ten wir

auf die F orderung, da� S v ollst

•

andig sein soll. Das Abbruc hkriterium in Sc hritt 4

wird n ur mit der ob eren Sc hrank e b eib ehalten und liefert nic h t not w endigerw eise

das gew

•

unsc h te Ergebnis. Es ist jetzt n

•

amlic h m

•

oglic h, da� n ur eine F aktorgrupp e

v on D

0

( S ) =U zu einer Un tergrupp e der Klassengrupp e isomorph ist. Zur Erk en-

n ung b ezieh ungsw eise Behebung dieser Situation w erden v or Sc hritt 5 W urzeltests

durc hgef

•

uhrt.

Bei den Wurzeltests handelt es sic h um das folgende V orgehen: Mit U sei eine

Un tergrupp e v on P ( S ) v on endlic hem Index b ezeic hnet. Mit Hilfe der letzten Iso-

morphie in Lemma 5.2 b etrac h ten wir eine Ausw ahl solc her Divisoren D 2 D

0

( S ) ,

deren Klassen in D

0

( S ) =U eine Primzahlordn ung l b esitzen. Zusammen mit der

Nullklasse bilden letztere einen F

l

-V ektorraum. Genau dann gilt U = P ( S ), w enn

k einer der Divisoren D f

•

ur k eines der m

•

oglic hen l ein Hauptdivisor ist. Wir testen

dies f

•

ur alle D (mo dulo F

�

l

), und falls ein Hauptdivisor D gefunden wurde, k

•

onnen

wir U erw eitern b ezieh ungsw eise den Index v on U in P ( S ) um l v erkleinern, und

b eginnen mit den T ests f

•

ur l v on v orne. Der Aufw and dieser Berec hn ungen wird

v om l -Rang der Grupp e D

0

( S ) = P ( S ) dominiert. Sc hlimmstenfalls sind daher w e-

gen Satz 3.14 mindestens ( l

2 g

� 1) = ( l � 1) W urzeltests f

•

ur l durc hzuf

•

uhren, so da�

das V erfahren im allgemeinen exp onen tiell in g ist. D

0

( S ) = P ( S ) ist ab er h

•

au�g

zyklisc h (o der ein Pro dukt w eniger zyklisc her Grupp en), so da� die Durc hf

•

uhrung

v on W urzeltests in diesem F all rec h t e�zien t ist. Es sei angemerkt, da� die auf-

tretenden Exp onen ten sehr gro� w erden k

•

onnen und daher Algorithm us 2.25 f

•

ur

die Hauptidealtests unen tb ehrlic h ist. Vgl. auc h [3, S. 16], [50 , S. 54].

In der obigen Situation k

•

onnen wir n un mit den W urzeltests aus D

0

( S ) =U die Un-

tergrupp e D

0

( S ) = P ( S ) selbst erhalten. W enn ihre Ordn ung in I (

�

h ) liegt, handelt

es sic h um die Klassengrupp e, ansonsten um eine ec h te Un tergrupp e. Un ter V er-

w endung einer nic h t v ollst

•

andigen F aktorbasis k

•

onnen wir also die v on ihr erzeugte

Un tergrupp e der Klassengrupp e mit Hilfe der W urzeltests (in un ter Umst

•

anden

exp onen tieller Zeit in g ) b erec hnen.

Im Zahlk

•

orp erfall wird eine Metho de f

•

ur W urzeltests basierend auf dem Ceb o-

tarevsc hen Dic h tigk eitssatz zur Umgeh ung der ( l

Rang

� 1) = ( l � 1)-vielen Einzel-

sc hritte eingesetzt. Wie in [50, S. 55] b esc hrieb en, ist dieses V erfahren im F unk-

tionenk

•

orp erfall in der Praxis nic h t e�zien t durc hf

•

uhrbar. Dies liegt daran, da�

Stellen eines Grads m mit l j q

m

� 1 b etrac h tet w erden m

•

ussen, und solc he m sind

h

•

au�g sehr gro� (nic h t selten m = l � 1). Es sei sc hlie�lic h auf die Analogie dieser

Metho de zur T ate-Lic h ten baum P aarung aus [16], siehe auc h [15], hingewiesen.
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5.2 Relationensuc he

In diesem Absc hnitt soll eine

•

Ub ersic h t

•

ub er die Strategien zur Suc he v on Rela-

tionen gegeb en w erden. Wir �xieren daf

•

ur eine F aktorbasis S = f P

0

; : : : ; P

s

g mit

s � 1 und einen S -glatten Divisor A mit deg ( A ) � 1.

Die allgemeine F orm der R elationensuche b esteh t in der sukzessiv en Berec hn ung

der Sc hnitte

�

L ( D )

�

\ P ( S ) f

•

ur S -glatte Divisoren D , w elc he nac h einer gewis-

sen Strategie zu erzeugen sind. Die sp

•

ater b erec hneten Relationen en tstehen im

Prinzip alle auf diese W eise.

Mit den v orausgesetzten M

•

oglic hk eiten ist die Berec hn ung dieser Sc hnitte prinzi-

piell m

•

oglic h. Man b esc hr

•

ankt sic h sinn v ollerw eise auf Divisoren nic h t-negativ en

Grads. Die Berec hn ung v on L ( D ) erfolgt mit den Metho den des ersten Kapitels,

danac h k ann (und o�en bar m u�) man f

•

ur die Elemen te v on L ( D ) m ultiplik a-

tiv mo dulo Konstan ten einzeln

•

ub erpr

•

ufen, ob es sic h um S -Einheiten handelt.

Der Aufw and der Sc hnittb erec hn ung ist damit a priori exp onen tiell im Grad der

Divisoren D .

Es lassen sic h drei allgemeine Situationen b ezieh ungsw eise Strategieans

•

atze un-

tersc heiden:

1.) Divisoren v om Grad n ull

F

•

ur die Sc hnittb erec hn ung w erden S -glatte Divisoren D v om Grad n ull

v erw endet. In diesem F all gilt en t w eder dim ( D ) = 0 o der dim ( D ) = 1, und

b ei dim ( D ) = 1 hat man eine S -Einheit gefunden. Die W ahrsc heinlic hk eit

f

•

ur dim ( D ) = 1 b ei zuf

•

alliger W ahl v on D sollte ungef

•

ahr b ei 1 =h ( F =k )

liegen. Dieser Ansatz en tspric h t einem R e chnen in ab elschen Grupp en .

2.) Divisoren eines kleinen Grads

F

•

ur die Sc hnittb erec hn ung w erden hier S -glatte Divisoren D eines kleinen

Grads und p ositiv er Dimension v erw endet, die b eispielsw eise durc h Divisor-

reduktion erhalten w erden k

•

onnen. Ein a 2 L ( D ) ist genau dann S -glatt,

w enn ( a ) + D S -glatt ist. W eil ( a ) + D mit D kleinen Grad b esitzt, b esteh t

hierf

•

ur eine Glattheitswahrscheinlichkeit . Bei geeigneter W ahl v on S f

•

allt

diese h

•

oher als 1 =h ( F =k ) aus.

3.) Divisoren gro�en Grads

Es w erden S -glatte Divisoren D mit gro�em Grad und gro�er Dimension

v erw endet, b eispielsw eise so gro�, da� ein k omplettes Erzeugendensystem

der S -Einheiten in L ( D ) zu �nden ist. Man k

•

onn te diesen Ansatz als Dir ekt-

b er e chnung von S -Einheiten b ezeic hnen. Er ist un brauc h bar, w eil wir nic h t
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in der Lage sind, die (relativ w enigen) S -Einheiten un ter den sehr vielen

Elemen ten v on L ( D ) zu �nden.

In der Sc h wierigk eit der Berec hn ung des Sc hnitts

�

L ( D )

�

\ P ( S ) einer additi-

v en mit einer m ultiplik ativ en Struktur ist also w egen 3 : ) ein grundlegendes Pro-

blem der Klassengrupp en b erec hn ung zu sehen. Zur Sc hnittb erec hn ung b ei gro�em

Divisorgrad erw

•

ahnen wir deshalb zw ei, leider v ergeblic he Ans

•

atze, die auf not-

w endigen Bedingungen f

•

ur die Glattheit eines Elemen ts v on L ( D ) b eruhen: Es

sei a

1

; : : : ; a

m

eine Basis v on L ( D ). Der erste Ansatz b esteh t darin, die Normen

N

F =k ( x )

( a ) v on Elemen ten a =

P

�

i

a

i

2 L ( D ) parametrisc h auszurec hnen und

auf en tsprec hende Glattheit zu testen. Hierb ei wird stark v ereinfac hend die F rage

aufgew orfen, f

•

ur w elc he Sp ezialisierungen der �

i

ein P olynom h 2 k [ �

1

; : : : ; �

m

; x ]

n ur aus Linearfaktoren b esteh t. Dies ist genau dann der F all, w enn ein sp eziali-

siertes h eine ausreic hend hohe P otenz v on x

q

� x teilt.

Der zw eite Ansatz b esteh t darin, das durc h a de�nierte, logarithmisc he Di�eren ti-

al (1 =a ) da parametrisc h als Lineark om bination der logarithmisc hen Di�eren tiale

der S -Einheiten wie am Ende v on Absc hnitt 3.4 darzustellen. In b eiden F

•

allen

erh

•

alt man dann jedo c h nic h t-lineare Gleic h ungen und Ungleic h ungen in gro�er

Anzahl o der mit vielen freien V ariablen ( m ist gro�), deren L

•

osung un ter den

gegeb enen Umst

•

anden nic h t mehr sinn v oll b ezieh ungsw eise m

•

oglic h ist.

Es bleib en die Ans

•

atze 1 : ) und 2 : ), auf die man sic h st

•

utzen k ann. Ansatz 1 : ) f

•

uhrt

zu im Prinzip deterministisc hen Algorithmen, w ohingegen 2 : ) einen probabilisti-

sc hen Algorithm us liefert. Die folgenden T eilabsc hnitte geb en einen

•

Ub erblic k

•

ub er diese Metho den, b ev or der probabilistisc he Ansatz dann eingehend b ehan-

delt wird.

5.2.1 Deterministisc he Metho den

Zur Berec hn ung unabh

•

angiger Relationen b ezieh ungsw eise S -Einheiten k ann man

zw ei Metho den un tersc heiden.

F

•

ur die erste b esc hr

•

ank en wir uns en tsprec hend 1 : ) auf die Betrac h tung v on Divi-

soren in D

0

( S ) und w ollen heraus�nden, w elc he da v on in P ( S ) liegen. Wir k

•

onnen

sp eziell die unabh

•

angigen Divisoren D

i

:= deg ( P

0

) P

i

� deg ( P

i

) P

0

f

•

ur 1 � i � s

b etrac h ten. F

•

ur jedes solc he i gibt es ein m 2 Z mit 1 � m � ( q

1 = 2

+ 1)

2 g

, so da�

mD

i

ein Hauptdivisor ist. Wir b erec hnen unabh

•

angige S -Einheiten, indem wir f

•

ur

jedes m und jedes i testen, ob mD

i

ein Hauptdivisor ist. Die einzelnen T ests sind

mit Algorithm us 2.25 e�zien t zu b ew erkstelligen. Zur Reduzierung des Aufw ands

in m k ann man sp eziell b eispielsw eise die Bab y-Step-Gian t-Step Metho de, vgl. [9,

S. 235�.], v erw enden. Der Aufw and bleibt allerdings w egen der Sc hrank e f

•

ur m

exp onen tiell in g .
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Mit der eb en b esc hrieb enen, ersten Metho de der Berec hn ung unabh

•

angiger Re-

lationen und den W urzeltests aus Absc hnitt 5.1 k ann man also b ereits P ( S ) und

damit die Klassengrupp e f

•

ur eine v ollst

•

andige F aktorbasis S deterministisc h b e-

rec hnen. Der Aufw and ist ab er exp onen tiell in g . Allgemeiner k

•

onnen un ter V er-

w endung v on Divisoren v om Grad n ull und des Hauptdivisortests T ec hnik en zum

Berec hnen der Struktur einer ab elsc hen Grupp e v on

"

innen \ heraus eingesetzt

w erden.

Die zw eite Metho de zur Berec hn ung unabh

•

angiger Relationen v erw endet b ereits

Divisorreduktion. Zu einer F olge v on sp eziell o der zuf

•

allig gew

•

ahlten S -glatten

Divisoren D

i

, i = 1 ; 2 ; : : : b erec hnen wir en tlang A maximalreduzierte Divisoren

e

D

i

mit D

i

=

e

D

i

+ r A � ( a

i

). W eil diese reduzierten Divisoren p ositiv und v on

einem Grad kleiner g + deg ( A ) sind, ist ihre Anzahl endlic h. F olglic h gibt es j

1

; j

2

,

so da�

e

D

j

1

=

e

D

j

2

gilt, und in diesem F all hab en wir mit a

j

1

=a

j

2

eine S -Einheit

gefunden. W

•

ahlen wir sp eziell A = P

0

und D

i;j

= i deg ( P

0

) P

j

f

•

ur 1 � j � s , so

erhalten wir auf diese W eise f

•

ur jedes j eine S -Einheit, deren Hauptdivisor v on

der F orm m

j

�

deg ( P

0

) P

j

� deg ( P

j

) P

0

�

analog wie ob en ist. W eil es mindestens

h ( F =k ) viele en tlang A maximalreduzierte Divisoren gibt, ist der Aufw and dieser

Berec hn ungen eb enfalls exp onen tiell in g .

Es sei an dieser Stelle auf die V erbindung der b eiden Metho den zur Berec hn ung

v on Diric hlet-Einheiten [36, S. 48�.], zur Relationenerzwingung [56, S. 46�.] und

zur Relationenerzeugung durc h Idealreduktion [47 ] im Zahlk

•

orp erfall hingewiesen.

5.2.2 Probabilistisc he Metho de

Die prinzipielle V erfahrensw eise der probabilistisc hen Metho de ist die folgende:

Zu einem zuf

•

allig gegeb enen Divisor D b erec hnen wir einen p ositiv en Divisor

e

D mittels Divisorreduktion, so da� D =

e

D + r A � ( a ) gilt,

•

ahnlic h der zuv or

b esc hrieb enen Metho de der reduzierten Divisoren. Ist

e

D S -glatt, so hat man mit

a eine Relation gefunden. Man st

•

utzt sic h also b ei dieser Metho de nic h t mehr auf

die Gleic hheit zw eier

e

D , sondern auf ihre Glattheitsw ahrsc heinlic hk eit, und erh

•

alt

ein V erfahren, w elc hes eine w esen tlic h b essere Laufzeit als die zuv or b esc hrieb enen

Metho den hat. Die probabilistisc he Metho de und ihre Erfolgsw ahrsc heinlic hk eit

w erden im n

•

ac hsten Absc hnitt eingehend b esc hrieb en.

5.3 Probabilistisc he Metho de

In diesem Absc hnitt wird die probabilistisc he Metho de der Relationensuc he b e-

sc hrieb en, auf die wir uns im Klassengrupp en v erfahren haupts

•

ac hlic h st

•

utzen.
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Die Besc hreibung bleibt theoretisc h, so da� in dem darau�olgenden Absc hnitt die

V orgehensw eise in der Praxis erl

•

autert wird. Insb esondere un tersuc hen wir jetzt

das asymptotisc he V erhalten f

•

ur g ! 1 , w ob ei

•

ahnlic h wie in [7] v orgegangen

wird, vgl. auc h [53].

5.3.1 Situation und Strategie der Relationensuc he

Mit S = f P

0

; : : : ; P

s

g , s � 1 b ezeic hnen wir wieder eine F aktorbasis und mit A

einen p ositiv en, S -glatten Divisor, deg ( A ) � 1.

Die v on A erzeugte Un tergrupp e v on D ( S ) ist h A i . Wir b etrac h ten die Pro jektion

pr

S;A

: D ( S ) � ! D ( S ) = h A i : Ihre Einsc hr

•

ankung auf D

m

( S ) ist f

•

ur alle m 2 Z

injektiv, ab er nic h t un b edingt surjektiv. Wir b emerk en insb esondere, da� P ( S )

ein isomorphes Bild in D ( S ) = h A i b esitzt.

W enn A ein Primdivisor ist, sieh t man unmittelbar, da� D ( S ) = h A i

�

=

Z

s

gilt. Im

allgemeinen erh

•

alt man einen Epimorphism us in der folgenden W eise: Wir dividie-

ren A durc h den gr

•

o�ten gemeinsamen T eiler der Exp onen ten v on A und erhalten

einen

"

primitiv en \ Divisor D

0

. Durc h unimo dulare Erg

•

anzung erhalten wir w ei-

ter Divisoren D

1

; : : : ; D

s

, so da� S

0

:= f D

0

; : : : ; D

s

g eine Basis v on D ( S ) ist. Mit

dieser Basis ergibt sic h die Isomorphie D ( S ) = h D

0

i

�

=

Z

s

und der angek

•

undigte

Epimorphism us D ( S ) = h A i � ! D ( S ) = h D

0

i

�

=

Z

s

.

Durc h diese Abbildungen erhalten wir zusammenfassend ein eb enfalls epimorphes

�

S;A

: D ( S ) � ! Z

s

. Das isomorphe Bild v on P ( S ) un ter �

S;A

in Z

s

b ezeic hnen

wir mit �

S;A

. Die Berec hn ung v on P ( S ) k ann damit auf die Berec hn ung v on �

S;A

zur

•

uc kgef

•

uhrt w erden. W egen Korollar 1.4 angew endet auf D

0

statt A wissen wir,

da� ( Z

s

: �

S;A

) � deg ( A ) h ( F =k ) gilt. Das Bild v on D

deg ( A )

red

( S; A ) un ter �

S;A

wird

sc hlie�lic h mit �

red

S;A

b ezeic hnet.

F

•

ur die Berec hn ung v on Bildern und Urbildern un ter �

S;A

b en

•

otigen wir zus

•

atzlic h

eine Besc hr

•

anktheitseigensc haft v on �

S;A

im Hin blic k auf g ! 1 . Wir fordern,

da� die Grade der P

i

aus S p olynomial in g und da� der Grad v on A , die Anzahl

der in A v ork ommenden Stellen so wie die b etraglic he Summe ihrer Exp onen ten in

A alle O (1) sind. W enn wir dann die Basis S

0

nic h t

"

absic h tlic h sc hlec h t \ w

•

ahlen,

k

•

onnen wir v on folgendem ausgehen: Es sei T 2 Z

( s +1) � ( s +1)

die unimo dulare

T ransformationsmatrix mit ( D

0

; : : : ; D

s

) = ( P

0

; : : : ; P

s

) T . Es gibt ein p ositiv es

c

0

= O (1), so da� f

•

ur die Maxim umnormen c

� 1

0

j j v j j

1

� j j T v j j

1

� c

0

j j v j j

1

f

•

ur alle

v 2 Z

s +1

gilt. Die Basen S und S

0

sollen sic h also nic h t zu sehr

"

un tersc heiden \ .

Diese F orderungen lassen sic h b eispielsw eise dann erf

•

ullen, w enn A ein Primdi-

visor v om Grad eins o der die Di�erenz zw eier Primdivisoren aus S ist. W eil der

Grad der K

•

orp ererw eiterung F =k ( x ) nac h V oraussetzung O (1) ist, k

•

onnen diese

F orderungen auc h f

•

ur A = ( x )

1

erf

•

ullt w erden.
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5.7. Bemerkung. Es gilt j �

red

S;A

j � N

deg ( A )

red

( S; A ) = deg ( A ), w eil sic h zw ei en tlang

A deg ( A )-minimalreduzierte Divisoren nic h t um ein Vielfac hes v on A , ev en tuell

ab er um ein Vielfac hes v on D

0

un tersc heiden. W eiter ist f

•

ur jedes v 2 �

red

S;A

nac h

der obigen Besc hr

•

anktheitsforderung j j v j j

1

< c

0

�

g + deg ( A )

�

erf

•

ullt. Au�erdem

b emerk en wir no c h einmal, da� wir ( Z

s

: �

S;A

) � deg ( A ) h ( F =k ) hab en.

5.8. De�nition. Die Relationenabbildung r

S;A

wird de�niert als

r

S;A

: �

red

S;A

� �

S;A

� ! Z

s

; ( v

1

; v

2

) 7! v

1

+ v

2

und f

•

ur ihre Umk ehrung b etrac h ten wir (2

�

S ;A

ist die P otenzmenge v on �

S;A

)

u

S;A

: Z

s

� ! 2

�

S ;A

; u

S;A

( v ) := f v

2

2 �

S;A

j r

S;A

( v

1

; v

2

) = v f

•

ur v

1

2 �

red

S;A

g :

Un ter der Relationensuc he v erstehen wir n un sp ezieller die sukzessiv e Berec hn ung

v on Bildern un ter u

S;A

. Dies k omm t der Aufgab e gleic h, alle en tlang A deg ( A )-

minimalreduzierten und S -glatten Divisoren

e

D mit D =

e

D + r A � ( a ) f

•

ur die

Divisoren D 2 �

� 1

S;A

( v ) zu b estimmen. Letztere un tersc heiden sic h v oneinander

n ur durc h Vielfac he v on D

0

.

Den Asp ekten 1 : ) und 2 : ) aus Absc hnitt 5.2 wird durc h die V erw endung der en t-

lang A deg ( A )-minimalreduzierten Divisoren Rec hn ung getragen, denn dadurc h

bleib en die auftretenden Dimensionen klein.

5.9. Algorithm us. (Ber e chnung von u

S;A

)

Eingab e: Die Divisor en A , D

0

; : : : ; D

s

und ein v 2 Z

s

.

A usgab e: Die Menge R

v

� �

S;A

mit u

S;A

( v ) = R

v

.

1. (Divisor en mo d A b er e chnen) Ber e chne den Divisor D :=

P

s

i =1

v

i

D

i

, wob ei

die v

i

die Ko e�zienten von v sind. Ber e chne die Divisor en D

0

i

:= D + iD

0

f

•

ur i := 0 ; : : : ; deg ( A ) = deg ( D

0

) � 1 .

2. (R e duzierte Divisor en) Ber e chne mit A lgorithmus 2.21 und Bemerkung 2.24

al le entlang A deg ( A ) -minimalr e duzierten Divisor en

e

D

i;j

mit D

0

i

:=

e

D

i;j

+

r

i;j

A � ( a

i;j

) .

3. (Glattheit) Ber e chne die Menge J der Indizes ( i; j ) , f

•

ur die

e

D

i;j

ein S -glatter

Divisor ist. Setze R

v

:= f v � �

S;A

(

e

D

i;j

) j ( i; j ) 2 J g .

4. (Ende) A usgab e von R

v

. T erminier e.
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5.10. Bemerkung. Die Anzahl der en tlang A deg ( A )-minimalreduzierten Divi-

soren

e

D

i;j

im zw eiten Sc hritt b etr

•

agt maximal deg ( A )( q

deg ( A )

� 1) = ( q � 1) w e-

gen Bemerkung 2.24. Die ersten b eiden Sc hritte b en

•

otigen damit einen Aufw and

O (1) log

�

j j v j j

1

�

( g C

f

)

O (1)

s , nac h den V oraussetzungen an S; A; T und w egen Be-

merkung 2.22. F

•

ur die Glattheitstests ist zu b eac h ten, da� die

e

D

i;j

p ositiv e Divi-

soren eines Grads kleiner gleic h g + deg ( A ) in Idealdarstellung sind. Un ter V erw en-

dung v on F aktorisierungen der

e

D

i;j

b ezieh ungsw eise ihrer Normen und mit Hilfe

einer Ordn ung f

•

ur die un ter Stellen aus S liegenden Stellen v on k ( x ) k ann man den

Glattheitstest in einer Laufzeit v on O (1)( g C

f

)

O (1)

log( s ) durc hf

•

uhren, indem die

b erec hneten Stellen in der F aktorbasis (bin

•

ar) gesuc h t w erden, und erh

•

alt dab ei

die freie Darstellung v on

e

D

i;j

. Damit ist die Gesam tlaufzeit v on Algorithm us 5.9

O (1) log

�

j j v j j

1

�

( g C

f

)

O (1)

s (die ersten b eiden Sc hritte bleib en b estimmend f

•

ur den

s -An teil).

Nac h F estlegung der Situation f

•

ur die Relationensuc he und der Besc hreibung, wie

sie f

•

ur einzelne v 2 Z

s

durc hzuf

•

uhren ist, k ommen wir n un zur Strategie der

Erzeugung dieser V ektoren. Mit l

S;A

:= deg ( A )

2

( q

1 = 2

+ 1)

4 g

de�nieren wir hierf

•

ur

zw ei Quader Q

S;A

; Q

red

S;A

� Z

s

durc h

Q

S;A

:= [ 0 ; l

S;A

]

s

\ Z

s

;

Q

red

S;A

:=

�

� c

0

�

g + deg ( A )

�

; l

S;A

+ c

0

�

g + deg ( A )

� �

s

\ Z

s

:

Die in Algorithm us 5.5, Sc hritt 4 durc hzuf

•

uhrende Relationensuc he b esteh t n un

einfac h in der zuf

•

al ligen (und gleichverteilten ) Erzeugung v on V ektoren v 2 Q

red

S;A

als Eingab e f

•

ur Algorithm us 5.9, und zw ar solange, bis ein Erzeugendensystem

v on �

S;A

b ezieh ungsw eise P ( S ) gefunden wurde (dies k ann mit den Metho den

des Absc hnitts 5.1 getestet w erden).

5.3.2 Erfolgsw ahrsc heinlic hk eit

Durc h die sukzessiv e Berec hn ung v on u

S;A

erh

•

alt man also eine (ev en tuell leere)

F olge v on V ektoren aus �

S;A

b ezieh ungsw eise eine F olge v on Elemen ten aus P ( S ).

Wir w enden uns jetzt der F rage zu, in wiefern V ektoren aus �

S;A

n U f

•

ur ein ec h tes

T eilgitter U v on �

S;A

durc h die Berec hn ung v on u

S;A

f

•

ur V ektoren des Quaders

Q

red

S;A

erhalten w erden k

•

onnen.

5.11. Lemma. F

•

ur l ! 1 seien s = o ( l

1 = 2

) , s � 1 , und Q

l

:= [0 ; l ]

s

ein Quader

im Z

s

. F

•

ur je des Gitter � vom R ang s im Z

s

mit d (�) := ( Z

s

: �) � l

1 = 2

gilt:

j � \ Q

l

j =

1 + o (1)

d (�)

� j Q

l

j : (5.12)
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F

•

ur je des e chte T eilgitter U eines solchen Gitters � gilt:

j (� n U ) \ Q

l

j �

1 + o (1)

2 d (�)

� j Q

l

j : (5.13)

Wenn zus

•

atzlich U den R ang s hat und eine Basis in Q

l

b esitzt, so gilt:

(� : U ) � ( s

1 = 2

l )

s

=d (�) � ( s

1 = 2

l )

s

: (5.14)

Beweis. Wir b etrac h ten eine Basis v on � in Hermite-Normalformgestalt und b e-

zeic hnen mit d

i

2 Z

� 1

die Ein tr

•

age auf den Stufen. Dann hab en wir

�

�

d

i

Z \

[0 ; l ]

�

�

= b l =d

i

c + 1 und un ter Beac h tung der Stufengestalt der Basis ergibt sic h,

da� j � \ Q

l

j =

Q

s

i =1

�

b l =d

i

c + 1

�

ist. Aus dieser Gleic h ung erhalten wir w e-

gen d

i

� d (�) � l

1 = 2

:

( l + l

1 = 2

)

s

= d (�) � j � \ Q

l

j � l

s

= d (�) : (5.15)

Nun hab en wir ( l + l

1 = 2

)

s

= j Q

l

j � (1 + l

� 1 = 2

)

s

= 1 + o (1) und

•

ahnlic h l

s

= j Q

l

j =

1 + o (1) w egen s = o ( l

1 = 2

) und w eil allgemein (1 + 1 =x )

x

! e f

•

ur x ! 1 gilt.

Aus (5.15) ergibt sic h damit (5.12) .

Ist r der Rang v on U , so gibt es �

j

; w

�

j

2 Z

� 1

, so da� die Stufenelemen te v on U

durc h w

�

j

d

�

j

gegeb en w erden und j U \ Q

l

j �

Q

r

j =1

�

b l = ( w

�

j

d

�

j

) c + 1

�

gilt. Hieraus

erhalten wir f

•

ur r < s

j U \ Q

l

j � ( l + 1)

s � 1

(5.16)

und f

•

ur r = s w egen j U \ Q

l

j � d (�)

� 1

Q

s

j =1

�

l =w

�

j

+ d

�

j

�

und w eil mindestens

ein w

�

j

� 2 ist:

j U \ Q

l

j �

�

l + 2 l

1 = 2

�

s

=

�

2 d (�)

�

: (5.17)

Hat U nic h t v ollen Rang, so gilt nac h (5.15) und (5.16)

j (� n U ) \ Q

l

j � l

s

=d (�) � ( l + 1)

s � 1

=

�

(1 + 1 =l )

� s

� d (�) = ( l + 1)

�

j Q

l

j = d (�)

=

�

1 + o (1)

�

j Q

l

j = d (�) :

Hat U Rang s , so gilt nac h (5.15) und (5.17)

j (� n U ) \ Q

l

j � l

s

=d (�) � ( l + 2 l

1 = 2

)

s

=

�

2 d (�)

�

= l

s

�

2 � (1 + 2 l

� 1 = 2

)

s

�

=

�

2 d (�)

�

= l

s

�

1 + o (1)

�

=

�

2 d (�)

�

:

Mit l

s

= j Q

l

j = 1 + o (1) ergibt sic h die Ungleic h ung (5.13) in b eiden F

•

allen.

Die letzte Aussage (5.14)

•

ub er den Index v on U folgt mit der Absc h

•

atzung der

Determinan te einer aus s unabh

•

angigen V ektoren v on U in Q

l

gebildeten Matrix

mit Hilfe der Hadamard-Sc hrank e.
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5.18. Lemma. F

•

ur g ! 1 sei s = o

�

l

1 = 2

S;A

�

, s � 1 . Mit R

0

v

:= �

red

S;A

�

�

�

S;A

\ Q

S;A

�

gilt:

r

S;A

( R

0

v

) � Q

red

S;A

;

�

�

r

S;A

( R

0

v

)

�

�

�

�

1 + o (1)

�

N

deg ( A )

red

( S; A )

deg ( A )

2

h ( F =k )

�

�

�

Q

red

S;A

�

�

:

Beweis. Die Aussage r

S;A

( R

0

v

) � Q

red

S;A

folgt aus Bemerkung 5.7. Wir b eac h ten

n un drei Aussagen: Erstens, h ( F =k ) � ( q

1 = 2

+ 1)

2 g

nac h Korollar 3.13; zw eitens,

r

S;A

ist in jedem Argumen t injektiv; drittens, w egen s = o ( l

1 = 2

S;A

) gilt j Q

S;A

j =

(1 + o (1)) j Q

red

S;A

j . Mit Lemma 5.11, (5.12) angew endet auf �

S;A

und den Quader

Q

S;A

erhalten wir damit, da� das Bild r

S;A

( R

0

v

) f

•

ur jede feste W ahl eines v

1

2 �

red

S;A

(1 + o (1)) j Q

red

S;A

j = (deg( A ) h ( F =k )) Elemen te en th

•

alt. W egen Bemerkung 5.7 v er-

vielf

•

altigt sic h diese Anzahl um mindestens N

deg ( A )

red

( S; A ) = deg ( A ), w enn man

v

1

2 �

red

S;A

v ariiert, und daraus ergibt sic h die obige Absc h

•

atzung.

5.19. Lemma. Es seien � ; � 2 (0 ; 1) und n := g + deg ( A ) � 1 . F

•

ur g ! 1

gilt b ei Wahl der sp eziel len F aktorb asis S := P l

� m

( F =k ) mit n

�

� m � n

�

und

u := n=m sowie unter der Glattheitsannahme 4.19:

N

deg ( A )

red

( S; A )

deg ( A )

2

h ( F =k )

� exp

�

� u log( u )

�

(1+ o (1))

:

Beweis. Der F aktor deg ( A )

2

wird v on dem (1 + o (1)) aufgenommen, so da� man

sic h auf die Betrac h tung des Quotien ten N

deg ( A )

red

( S; A ) = h ( F =k ) b esc hr

•

ank en k ann.

W egen Satz 3.22 mit den V oraussetzungen an F =k

•

ub er die Existenz eines ratio-

nalen T eilk

•

orp ers und der Glattheitsannahme 4.19 ergibt sic h die Behauptung f

•

ur

N

deg ( A )

red

( S; A ) = h ( F =k ), indem man b eac h tet, da� die F ehlerterme eb enfalls in den

(1 + o (1))-Ausdruc k aufgenommen w erden k

•

onnen.

5.20. Prop osition. Es seien p

0

; p

1

2 R

> 0

mit p

0

+ p

1

= 1 und b ezeichne V

einen A lgorithmus, der mit einer Wahrscheinlichkeit von p

1

das Er gebnis

"

wahr \

liefert.

( i ) Die erwartete Mindestanzahl von A usf

•

uhrungen von V , um genau r -mal das

Er gebnis

"

wahr \ zu erhalten, b etr

•

agt r =p

1

.

( ii ) Die Wahrscheinlichkeit, in b p

� 1

1

c A usf

•

uhrungen von V mindestens einmal

das Er gebnis

"

wahr \ zu erhalten, str ebt mit p

1

! 0 ge gen 1 � 1 =e .

( iii ) Es gibt ein k

0

= k

0

( p

1

) 2 R

� 2

, so da� die Wahrscheinlichkeit, nach k

0

r

A usf

•

uhrungen von V mindestens r -mal das Er gebnis

"

wahr \ zu erhalten,

mit r ! 1 ge gen 1 str ebt.
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Beweis. Wir b ezeic hnen mit X

r

die Mindestanzahl v on Ausf

•

uhrungen v on V ,

w elc he genau r -mal

"

w ahr \ liefern. Es gilt also X

r

= w , w enn die letzte und

da v or b eliebige r � 1 v on insgesam t w Ausf

•

uhrungen v on V den

"

w ahr \ -W ert

ergeb en. Dies tritt folglic h mit einer W ahrsc heinlic hk eit v on

p ( X

r

= w ) =

�

w � 1

r � 1

�

p

r

1

p

w � r

0

ein. F

•

ur den Erw artungsw ert v on X

r

ergibt sic h damit

E ( X

r

) =

1

X

w =0

w p ( X

r

= w ) =

1

X

w = r

w

�

w � 1

r � 1

�

p

r

1

p

w � r

0

=

p

r

1

( r � 1)!

1

X

w = r

w ( w � 1) � � � ( w � r + 1) p

w � r

0

=

p

r

1

( r � 1)!

�

d

r

dx

r

(1 � x )

� 1

�

�

x = p

0

=

p

r

1

( r � 1)!

�

r !

(1 � p

0

)

r +1

= r =p

1

;

w omit T eil ( i ) b ewiesen w

•

are. F

•

ur T eil ( ii ) b eac h tet man, da� die W ahrsc hein-

lic hk eit, k einmal den W ert

"

w ahr \ zu erhalten, (1 � p

1

)

b p

� 1

1

c

b etr

•

agt, w elc hes f

•

ur

p

1

! 0 gegen 1 =e strebt.

Zum Bew eis v on T eil ( iii ) wird ein k

0

2 R

� 2

mit p

k

0

� 1

0

ek

0

< 1 gew

•

ahlt und w :=

k

0

r gesetzt. Wir b etrac h ten die W ahrsc heinlic hk eit p ( X

r

� w ), in w Ausf

•

uhrungen

v on V mindestens r -mal den W ert

"

w ahr \ zu erhalten:

p ( X

r

� w ) =

w

X

j = r

�

w

j

�

p

j

1

p

w � j

0

:

F

•

ur die Komplemen t

•

arw ahrsc heinlic hk eit folgt un ter V erw endung der Stirling-

sc hen F ormel in der F orm log( n !) = n (log ( n ) � 1 + o (1))

p ( X

r

> w ) =

r � 1

X

j =0

�

k

0

r

j

�

(1 � p

0

)

j

p

k

0

r � j

0

� r p

( k

0

� 1) r

0

�

k

0

r

r

�

� r p

( k

0

� 1) r

0

( k

0

r )

r

=r !

�

�

p

k

0

� 1

0

ek

0

�

r

e

o ( r )

w elc hes f

•

ur w ac hsendes r nac h W ahl v on k

0

gegen n ull strebt.

5.21. Lemma. F

•

ur g ! 1 b er e chnet man mit den V or aussetzungen von L em-

ma 5.19 ein Erzeugendensystem von �

S;A

, b estehend aus q

m + o (1)

Elementen,
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nach erwartungsgem

•

a� u

u (1+ o (1))

q

m

A nwendungen von A lgorithmus 5.9 auf zu-

f

•

al lig (und gleichverteilt) gew

•

ahlte V ektor en aus Q

red

S;A

mit ge gen 1 str eb ender

Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Wir stellen die Beobac h tung v oran, da� die Gr

•

o�e s der F aktorbasis S

nac h Lemma 3.12 durc h q

m + o (1)

b esc hr

•

ankt wird. W egen Lemma 5.18 und 5.19

k ann daher u

� u (1+ o (1))

als un tere Sc hrank e f

•

ur die W ahrsc heinlic hk eit aufgefa�t

w erden, ein Elemen t v on �

S;A

durc h zuf

•

allige W ahl eines V ektors aus Q

red

S;A

und

An w endung v on Algorithm us 5.9 zu erhalten. Mit Prop osition 5.20, ( ii ) erhal-

ten wir daher f

•

ur ausreic hend gro�es g nac h u

u (1+ o (1))

V ersuc hen eine Relation

mit einer W ahrsc heinlic hk eit gr

•

o�er 1 = 2. Bezeic hne U ein (v on bisher gefunde-

nen Relationen aufgespann tes) ec h tes T eilgitter v on �

S;A

. W enn eine Relation v

gefunden wird, so k

•

onnen wir w egen Lemma 5.11, (5.13) mit einer W ahrsc hein-

lic hk eit v on b eispielsw eise mindestens 1 = 3 da v on ausgehen, da� v 2 �

S;A

n U ist.

W enn der Rang v on U kleiner als s ist, k ann man f

•

ur die W ahrsc heinlic hk eit

v 2 �

S;A

n Q � U sogar die gleic he un tere Sc hrank e annehmen. Wir w enden Pro-

p osition 5.20, ( i ) ; ( iii ) mit dem Algorithm us V :=

"

u

u (1+ o (1))

-malige An w endung

v on Algorithm us 5.9 auf zuf

•

allige V ektoren aus Q

red

S;A

\ an, w ob ei

"

w ahr \ b edeuten

soll, da� eine neue, ggf. den Rang v ergr

•

o�ernde Relation gefunden wurde. Die

W ahrsc heinlic hk eit p

1

b etr

•

agt dann en tsprec hend obigem mindestens 1 = 6. Nac h

erw artungsgem

•

a� 6 s An w endungen v on V erh

•

alt man ein U mit endlic hem Index

in �

S;A

und nac h w eiteren, erw artungsgem

•

a� O ( sg ) An w endungen w egen Lem-

ma 5.11, (5.14) sogar ein Erzeugendensystem v on �

S;A

, denn der Index v erringert

sic h immer um einen F aktor v on mindestens 2. W eil die k onstan ten F aktoren und

selbst g in den o (1)-Ausdruc k im Exp onen ten

•

ub ernommen w erden k

•

onnen, ergibt

sic h die Aussage des Lemmas mit Prop osition 5.20.

5.3.3 Komplexit

•

at

Zur Minimierung der An w endungen v on Algorithm us 5.9 in Lemma 5.21 gilt es

n un m = m ( n ) so zu b estimmen, da� der Aufw and asymptotisc h m

•

oglic hst klein

wird. Im Exp onen ten �ndet sic h hier bis auf den (1 + o (1))-F aktor ein Ausdruc k

der F orm ( n=m ) log( n=m ) + cm . Man k ann sic h

•

ub erlegen, da� dieser Ausdruc k

asymptotisc h f

•

ur m =

�

� + o (1)

�

p

n log( n ) mit einem geeigneten, festen � 2 R

> 0

minimiert wird und dort den W ert

�

(2 � )

� 1

+ c� + o (1)

�

p

n log( n ) b esitzt. Hieraus

ergibt sic h un ter Minimierung des V orfaktors � = 1 =

p

2 c und (2 � )

� 1

+ c� =

p

2 c .

Wir sto�en somit auf die f

•

ur k omplexit

•

atstheoretisc he Aussagen h

•

au�g b en

•

otigte

F unktion

L ( a; x ) := exp

�

p

x log( x )

�

a

:
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5.22. Satz. Mit der Glattheitsannahme 4.19 und unter V erwendung einer ge eig-

neten F aktorb asis b estehend aus

L

�

1 =

p

2 log( q ) + o (1) ; g

�

Stel len b er e chnet man ein Erzeugendensystem des Gitters �

S;A

asymptotisch der-

selb en Gr

•

o�e

L

�

1 =

p

2 log( q ) + o (1) ; g

�

dur ch

L

�

p

2 log ( q ) + o (1) ; g

�

A nwendungen von A lgorithmus 5.9 auf zuf

•

al lig und gleichverteilt gew

•

ahlte V ekto-

r en aus Q

red

S;A

mit ge gen 1 str eb ender Wahrscheinlichkeit.

Beweis. F olgt mittels der obigen Minimierung des F aktors (2 � )

� 1

+ c� und c =

log( q ), Lemma 5.21 und un ter Beac h tung v on deg ( A ) = O (1).

Bei diesem Satz handelt es sic h im Prinzip um die k omplexit

•

atsb estimmende

Kernaussage

•

ub er das V erhalten der probabilistisc hen Relationensuc he.

Nac h der Berec hn ung des (w ahrsc heinlic hen) Erzeugendensystems in Sc hritt 4

v on Algorithm us 5.5 mit der b esc hrieb enen Metho de m

•

ussen allerdings no c h die

Struktur und Erzeugende der Klassengrupp e mit Lemma 5.2 in Sc hritt 5 b estimm t

w erden, w ob ei sic h dieser und der v on Algorithm us 5.9 gelieferte An teil an der Ge-

sam tk omplexit

•

at als nic h t unerheblic h erw eist. Der Aufw and f

•

ur die Berec hn ung

der F aktorbasis in Sc hritt 3 leistet hingegen k einen b esonderen Beitrag.

5.23. Satz. F

•

ur festes k = F

q

dur chlaufe F =k eine F olge glob aler F unktionenk

•

or-

p er des Geschle chts g mit g ! 1 , die dur ch in y normierte und sep ar able, ir-

r e duzible Polynome f ( x; y ) 2 k [ x; y ] mit deg

y

( f ) = O (1) ge geb en wer den. Die

Klassengrupp e kann dann unter der Glattheitsannahme 4.19 in einer erwarteten

L aufzeit von

C

O (1)

f

� L

�

5

p

log( q ) = 6 + o (1) ; g

�

mit ge gen 1 str eb ender Wahrscheinlichkeit b er e chnet wer den.

Beweis. Die V orb erec hn ungen der Sc hritte 1 und 2 in Algorithm us 5.5 sind nac h

Bemerkung 5.6 p olynomial in C

f

und g . W eil die Sc hrank e m v ergleic hsw eise

gro� gew

•

ahlt wird, ist Sc hritt 1 in diesem F all sogar

•

ub er


•

ussig. Wir setzen

m := �

p

g log( g ) mit einem no c h zu b estimmenden � 2 R

> 0

. F

•

ur die Gr

•

o�e s der

F aktorbasis S = P l

� m

( F =k ) gilt damit s = q

m + o (1)

, und diese Anzahl in C

f

p o-

lynomialer Op erationen wird f

•

ur ihre Berec hn ung b en

•

otigt. Die V erw endung v on

Lemma 5.21 erfordert danac h u

u (1+ o (1))

q

m

Aufrufe v on Algorithm us 5.9, w as eine
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Laufzeit v on ( C

f

)

O (1)

u

u (1+ o (1))

q

2 m

en tsprec hend Bemerkung 5.10 ergibt. Sc hlie�-

lic h gilt es Lemma 5.2 nac h Umrec hn ung der gefundenen Relationen aus �

S;A

in

Divisoren anzu w enden. Hierin dominiert die Berec hn ung der Smith-Normalform,

analog wie in [53, S. 202] setzen wir einen Aufw and v on q

5( m + o (1))

f

•

ur die q

m + o (1)

Relationen an (der W ert f

•

ur die F aktorbasiserzeugung v ersc h windet gegen

•

ub er

diesen Gr

•

o�en). W enn der Rang nic h t s ist o der die Determinan te nic h t in dem In-

terv all I (

�

h ) liegt, endet der Algorithm us ergebnislos, w as ab er w egen Lemma 5.21

n ur mit gegen n ull gehender W ahrsc heinlic hk eit ein tritt.

Mit der Berec hn ung der Smith-Normalform erh

•

alt man auc h die die Klassengrup-

p e zyklisc h erzeugenden Divisoren. Zur V ermeidung v on Ko e�zien tenexplosion in

ihren Exp onen ten b eac h tet man die folgende Reduktionsm

•

oglic hk eit: Ohne Ein-

sc hr

•

ankung k ann deg ( A ) = 1 und deg ( D

i

) = 0 f

•

ur 1 � i � s , Bemerkung 5.6 und

Sc hritt 1 in Algorithm us 5.5, gew

•

ahlt w erden. A ist dann an den Relationen nic h t

b eteiligt, w eil diese als Hauptdivisoren den Grad n ull hab en, und die Exp onen ten

v on in den D

i

dargestellten Divisoren k

•

onnen mo dulo h ( F =k ) reduziert w erden.

F

•

ur den Gesam taufw and ergibt sic h insgesam t

( C

f

)

O (1)

L

�

1 = (2 � ) + 2 log ( q ) � + o (1) ; g

�

+ L

�

5 � log( q ) + o (1) ; g

�

;

w elc hes f

•

ur � := 1 =

p

6 log( q ) (b ei nic h t zu stark w ac hsendem C

f

) minimiert

wird.

Dieses Laufzeitergebnis stimm t mit dem f

•

ur reell-quadratisc he F unktionenk

•

orp er

aus [53]

•

ub erein.

5.4 Praktisc he V orgehensw eise

Nac h den v orangegangenen, theoretisc hen Ausf

•

uhrungen soll in diesem Absc hnitt

auf die praktisc he Durc hf

•

uhrung der Klassengrupp en b erec hn ung eingegangen w er-

den, w ob ei wir f

•

ur die Relationensuc he die probabilistisc he Metho de v erw enden. In

den Algorithmen w erden n un insb esondere auc h praktisc he Erfahrungen b er

•

uc k-

sic h tigt.

5.4.1 Erzeugung der F aktorbasis

Die W ahl der F aktorbasis spielt eine en tsc heidende Rolle f

•

ur die Relationensu-

c he. Bei den b esc hrieb enen, deterministisc hen Metho den sollte sie v ollst

•

andig und

m

•

oglic hst klein sein, w ohingegen f

•

ur die probabilistisc he Metho de ein ausgew o-

genes V erh

•

altnis v on Gr

•

o�e und Glattheitsw ahrsc heinlic hk eit wie in Satz 5.22
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b en

•

otigt wird und sic h die V ollst

•

andigk eit aufgrund der Sc hrank en b ei ausrei-

c hend gro�em Gesc hlec h t v on selbst einstellt.

Bei der probabilistisc hen Metho de ist man genauer am Minim um des Pro dukts

der Anzahl der Stellen der F aktorbasis und dem In v ersen der Glattheitsw ahr-

sc heinlic hk eit in teressiert, um die Anzahl der V ersuc he der Relationensuc he zu

minimieren. Zus

•

atzlic h gilt es auc h no c h die Kosten f

•

ur die Smith-Normalform-

Berec hn ung in Lemma 5.2 zu b er

•

uc ksic h tigen.

F

•

ur die Divisorreduktion b en utzen wir standardm

•

a�ig A = ( x )

1

, da diese dann

b esonders e�zien t ausgef

•

uhrt w erden k ann. Die W ahl eines anderen Divisor A in

Sc hritt 3 : 1 un ten mit kleinem Grad bleibt jedo c h m

•

oglic h und ist b eispielsw eise

b ei relativ gro�em [ F : k ( x )] im V erh

•

altnis zu g sinn v oll, w eil damit reduzierte

Divisoren zu gro�er Dimension b ei der Relationensuc he ausgesc hlossen w erden.

F

•

ur die Praxis hat sic h insgesam t das folgende V orgehen als brauc h bar erwie-

sen (Sc hritt 3 in Algorithm us 5.5 wird ersetzt):

: : :

3.1. (R e duktionsdivisor) W

•

ahle A = ( x )

1

und setze n := g + deg ( A ) � 1 .

3.2. (Stel lenzahl exakt) Es sei r

1

das Maximum der Schr anken f

•

ur die Erzeugung

der Klassengrupp e m

E

und f

•

ur die Appr oximation der Klassenzahl m

P

aus

Schritt 1 und 2 . Ber e chne e�

r

:= �

r

( F =k ) f

•

ur 1 � r � r

1

.

3.3. (Stel lenzahl appr oximiert) Setze e�

r

:= q

r

=r f

•

ur r

1

< r � n

0 : 7

.

3.4. (Minimum �nden) Finde 1 � m

H

� n

0 : 7

, f

•

ur welches der Wert

g

2

[ F : k ( x )]

5

�

	

F =k

( n; n ) = 	

F =k

( n; m

H

)

�

�

m

H

X

r =1

e�

r

�

+

�

m

H

X

r =1

e�

r

�

3

minimal, ab er ungleich nul l wir d. Die Ber e chnung der 	

F =k

-Werte erfolgt

mit Satz 4.2, ( ii ) und mit den e�

r

anstel le der exakten, ab er unb ekann-

ten �

r

( F =k ) .

3.5. (Schr anke anp assen) Setze m

B

:= max f m

H

; m

E

g .

3.6. (F aktorb asis erzeugen) Ber e chne

S := P l

� m

B

( F =k ) [ supp ( A

1

) [ supp

�

( x )

1

�

[ supp ( A ) :

Wir erwarten eine Glattheitswahrscheinlichkeit von p

S;A

:= 	

F =k

( n; m

B

) =

	

F =k

( n; n ) .

: : :
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Der W ert in Sc hritt 3 : 4 stellt k eine exakte Angab e der b en

•

otigten Kosten dar,

liefert ab er in der Praxis im Bereic h q < 10 und g < 10 ganz brauc h bare Sc hran-

k en m

B

. F

•

ur gr

•

o�ere q und g m u� man meist kleinere m

B

v erw enden, so da� un ter

Umst

•

anden auc h W urzeltests, wie nac h Algorithm us 5.5 b esc hrieb en, not w endig

w erden. F

•

ur Beispiele sei auf Kapitel 7 v erwiesen.

5.4.2 Relationensuc he

Bei der probabilistisc hen Relationensuc he v erzic h ten wir gegen

•

ub er der Besc hrei-

bung in Absc hnitt 5.3.1 auf die V erw endung der D

i

, deren Nutzen eher theoretisc h

w ar, und arb eiten direkt mit den Stellen P

i

der F aktorbasis (in Algorithm us 5.24

wird die Bezeic hn ung D

i

f

•

ur andere Divisoren v erw endet).

F

•

ur die Praxis hat sic h insgesam t das folgende V orgehen als brauc h bar erwiesen,

w ob ei Sc hritt 4 in Algorithm us 5.5 ersetzt wird:

5.24. Algorithm us. (R elationensuche)

Eingab e: Ein glob aler F unktionenk

•

orp er F =k des Geschle chts g > 0

•

ub er dem

end lichen K

•

orp er k mit q Elementen, eine F aktorb asis S , ein S -glatter

Divisor A mit deg ( A ) > 0 , eine Appr oximation

�

h der Klassenzahl

wie in A lgorithmus 5.5, sowie die erwartete Glattheitswahrscheinlich-

keit p

S;A

.

A usgab e: Ein Erzeugendensystem einer Unter grupp e U von P ( S ) mit dem In-

dex ( D

0

( S ) : U ) 2 I (

�

h ) .

1. (Initialisierung) Schr eib e S := f P

0

; : : : ; P

s

g und setze W := 1 . W

•

ahle f

•

ur

je des 0 � i � s ein zuf

•

al liges P 2 S und de�nier e D

i

:= � P

i

+ P � r A

mit einem maximalen r 2 Z , so da� dim ( D

i

) > 0 ist. Setze weiter R V := 0

(A nzahl R elationenversuche), R := 0 (A nzahl der gefundenen R elationen),

R V

0

:= 0 , R

0

:= 0 , � R V := max f 10 d p

� 1

S;A

e ; 20 g , � R := max fdj S j = 10 e ; 10 g ,

S

R

:= 1 (R angzuwachs pr o R elationenzuwachs), R

RV

:= 1 (R elationen pr o

R elationenversuche), i := 0 .

2. (Schleife

•

ub er i ) Nach Schritt 8 wir d zu Schritt 2 gesprungen.

3. (N

•

achstes Element) Wenn L ( D

i

) multiplikativ mo dulo k

�

kein bisher nicht

verwendetes Element enth

•

alt, wir d ein neues D

i

erzeugt: Setze D

i

:= � P

i

+

( Summe von W zuf

•

al lig gew

•

ahlten Stel len aus S mit zuf

•

al ligen Exp onenten

in [1 ; W ] ) � r A , mit einem maximalen r 2 Z , so da� dim ( D

i

) > 0 ist.

W

•

ahle f

•

ur a ein bisher nicht verwendetes Element von L ( D

i

) und set-

ze R V := R V + 1 .
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4. (R elation gefunden?)

•

Ub erpr

•

ufe, ob mit a eine R elation gefunden wur de.

Wenn ja, sp eicher e a f

•

ur die sp

•

ater e A uswertung und setze R := R + 1 .

5. (Glattheitstest) Wenn R V � R V

0

� � R V ist, so wer den die folgenden T eil-

schritte ausgef

•

uhrt:

5.1. Setze R

RV

:= R =R V .

5.2. (F aktorb asis ver gr

•

o�ern?) Wenn R

RV

� p

S;A

= 100 ist, wir d die F ak-

torb asis um die Stel len des n

•

achsth

•

oher en Gr ads, als wie bisher ver-

wendet, erweitert, p

S;A

wir d angep a�t und die neu dazugekommenen

D

j

und � R V wer den wie in der Initialisierung b er e chnet. A ndernfal ls

wir d � R V := max f 10 d 1 =R

RV

e ; 20 g gesetzt.

5.3. Setze R V

0

:= R V .

6. (R elationen-T est) Wenn R � R

0

� � R ist, so wer den die folgenden T eil-

schritte ausgef

•

uhrt:

6.1. (R elationen auswerten) Die R elationen wer den wie in L emma 5.2 aus-

gewertet und U als das von ihnen erzeugte T eilgitter gesetzt.

6.2. (End licher Index) F olgendes wir d f

•

ur end lichen Index ( D

0

( S ) : U ) ge-

tan: Wenn ( D

0

( S ) : U ) 2 I (

�

h ) ist, so wir d die Schleife 2 verlassen.

Wenn der Index und W mit den letzten max fdj S j = 10 e ; 10 g R elatio-

nen unver

•

andert geblieb en ist, wir d W := min f W + 1 ; j S j ; 10 g gesetzt

und al le D

j

wer den wie in Schritt 3 neu b er e chnet. Schlie�lich wir d

� R := d 2 R

RV

j S j = [ F : k ( x )] e gesetzt.

6.3. (Nicht end licher Index) Wenn der Index no ch nicht end lich war, so

wir d das folgende getan: Es sei � r der R angzuwachs mit den letz-

ten � R R elationen. Setze S

R

:= (� r = � R + S

R

) = 2 . Wenn S

R

< 0 : 2

ist und der R ang und W mit den letzten max fj S j = 10 ; 10 g R elatio-

nen unver

•

andert geblieb en ist, dann sei W := min f W + 1 ; j S j ; 10 g ,

al le D

j

wer den wie in Schritt 3 neu b er e chnet, und es wir d � R :=

max fdj S j = 10 e ; 10 ge gesetzt. A ndernfal ls sei

� R := d min f 3 S

R

� R ; 2 R

RV

j S j ( j S j � rank ( U )) = ( S

R

[ F : k ( x )]) ge :

7. (N

•

achstes i ) Wenn in Schritt 4 eine R elation gefunden wur de, setze i :=

i + 1 . Wenn i > s ist, dann setze i := 0 .

8. (Ende Schleife

•

ub er i ) Gehe zu Schritt 2 .

9. (Ende) Die R elationensuche ist ab geschlossen. A usgab e der gefundenen R e-

lationen und U . T erminier e.
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Bemerkungen:

W egen der b esc hr

•

ankten Gr

•

o�e der in Sc hritt 1 und 3 erzeugten Divisoren D

i

tre�en die Komplexit

•

ats

•

ub erlegungen der v orangegangenen Absc hnitte streng ge-

nommen nic h t mehr auf Algorithm us 5.24 zu. In der Praxis erw eist sic h dieses V or-

gehen jedo c h als g

•

unstig, w eil die Berec hn ung der Riemann-Ro c h-R

•

aume z

•

ugiger

v onstatten geh t und die auftretenden Relationen eb enfalls eine b esc hr

•

ankte Gr

•

o�e

b esitzen.

W enn A 6= ( x )

1

ist, v erw endet man statt der Maximalreduktion in Sc hritt 1

und 3 praktisc herw eise n ur die Gradreduktion aus Absc hnitt 2.6, w elc he sc hneller

zu b estimmen ist und in der Regel dasselb e Ergebnis liefert.

F

•

ur die Ausf

•

uhrung v on Sc hritt 4 bietet es sic h an, die Norm N

F =k ( x )

( a ) zu b e-

trac h ten. Der Nenner ist nac h den V oraussetzungen an S und A S -glatt. Eine

gute V orausw ahl S -glatter Elemen te a erh

•

alt man daher, falls S = P l

� m

B

( F =k )

ist, w enn zuerst getestet wird, ob der Z

•

ahler der Norm n ur aus Primp olynomen

eines Grads � m

B

b esteh t. Dies k ann e�zien t durc hgef

•

uhrt w erden.

Die Sc hritte 5 : 1-5 : 3 b eruhen auf der Erfahrung, da� die Relationensuc he mitun ter

f

•

ur sehr kleine F aktorbasen b ezieh ungsw eise sehr kleines q und g nic h t gen

•

ugend

Relationen �nden k ann, so da� eine V ergr

•

o�erung not w endig ist. Dies tritt al-

lerdings n ur selten ein. Will man die Relationensuc he b ei gro�em g mit fester

F aktorbasisgr

•

o�e durc hf

•

uhren, sollte man diese Sc hritte nic h t b er

•

uc ksic h tigen.

Das V orgehen der Sc hritte 6 : 1-6 : 3 realisiert die folgende Strategie: Die Relationen

w erden, durc h � R gesteuert, zu Beginn der Relationensuc he h

•

au�g und sp

•

ater

immer seltener ausgew ertet, sofern das Rangw ac hstum ausreic hend gut ausf

•

allt.

Hierdurc h spart man sic h die allzu h

•

au�ge Berec hn ung der Smith-Normalform

in Lemma 5.2, die b ei gr

•

o�eren F aktorbasen ziemlic h teuer wird. Sc hlie�lic h er-

folgt die Ausw ertung der Relationen dann auc h, w enn aufgrund des bisherigen

Rangw ac hstums ein v oller Rang erw artet w erden k ann. W enn das Rangw ac hs-

tum jedo c h sc hlec h t ist, w erden die Relationen immer h

•

au�ger ausgew ertet und

gegeb enenfalls dann W erh

•

oh t. In die Anzahl � R der zu �ndenden Relationen

bis zur n

•

ac hsten Ausw ertung geh t zus

•

atzlic h das V erh

•

altnis des Aufw ands, ei-

ne Relation zu �nden, zum Aufw and der Smith-Normalform-Berec hn ung ein: Ist

die Smith-Normalform-Berec hn ung v erh

•

altnism

•

a�ig teuer, so w erden relativ viele

Relationen bis zur n

•

ac hsten Ausw ertung gesuc h t, und umgek ehrt.

F

•

ur Beispiele sei auf das Kapitel 7 v erwiesen.
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Kapitel 6

An w endungen

In diesem Kapitel wird auf An w endungen der Klassengrupp en b erec hn ung globa-

ler F unktionenk

•

orp er eingegangen: Wir b esc hreib en die Berec hn ung v on Bildern

und Urbildern un ter der Isomorphie der Divisorenklassengrupp e zur b erec hneten,

endlic h erzeugten, ab elsc hen Grupp e und die sic h daraus ergeb ende M

•

oglic hk eit

zur Berec hn ung diskreter Logarithmen, S -Einheiten und Idealklassengrupp en der

Dedekindringe o

S

, f

•

ur b eliebige, nic h t-leere endlic he Stellenmengen S .

Die V oraussetzungen v on Kapitel 5 w erden

•

ub ernommen.

6.1 Eindeutige Klassendarstellung

Wie b esc hrieb en liegt die Struktur der Klassengrupp e nac h der Klassengrupp en-

b erec hn ung als endlic he ab elsc he Grupp e in Elemen tarteilergestalt C l

0

( F =k )

�

=

Z =c

1

Z � � � � � Z =c

m

Z v or. Urbilder un ter diesem Isomorphism us sind leic h t zu

b erec hnen, w eil zus

•

atzlic h k onkrete, den zyklisc hen F aktoren en tsprec hende Di-

visoren gegeb en sind. Es stellt sic h n un die F rage, wie das Bild einer b eliebigen

Divisorenklasse [ D ] 2 C l

0

( F =k ) un ter diesem Isomorphism us zu b estimmen ist.

Gesuc h t ist also eine eindeutige Darstellung v on [ D ] in den erzeugenden Divisoren.

W enn dies gekl

•

art ist, erh

•

alt man un ter Hinzunahme eines Divisors v om Grad eins

mit Prop osition 1.1 dann auc h die in b eiden Ric h tungen b erec hen bare Isomorphie

der ganzen Divisorenklassengrupp e C l ( F =k )

�

=

Z � Z =c

1

Z � � � � � Z =c

m

Z .

Wir gehen v on einer freien Darstellung (S. 16) v on D mit deg ( D ) = 0 aus. Um

die eindeutige Klassendarstellung zu �nden, geh t man sehr

•

ahnlic h wie b ei der

Relationensuc he v or. Un ter V erw endung der F aktorbasis S aus der Klassengrup-

p en b erec hn ung b estimm t man zuf

•

allig gew

•

ahlte S -glatte Divisoren D

0

(nic h t zu

gro�er H

•

ohe) und b etrac h tet die Maximalreduktionen v on D + D

0

en tlang A , also

D + D

0

=

e

D + r A � ( a ). W enn eines dieser

e

D S -glatt ist, hat man eine Darstellung

79
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v on D durc h einen S -glatten Divisor

e

D + r A � D

0

mo dulo einem Hauptdivisor

gefunden. W egen [

e

D + r A � D

0

] 2

�

D

0

( S ) + P ( F =k )

�

= P ( F =k )

�

=

D

0

( S ) = P ( S )

b erec hnet man dann leic h t die gesuc h te Darstellung mit Lemma 5.2. Die Er-

folgsw ahrsc heinlic hk eit dieses probabilistisc hen V orgehens stimm t mit der W ahr-

sc heinlic hk eit

•

ub erein, b ei der probabilistisc hen Relationensuc he eine Relation zu

�nden, so da� ein sub exp onen tieller Aufw and erw artet w erden k ann.

Mit der Klassendarstellung lassen sic h F ragestellungen b ez

•

uglic h der Divisoren-

klassengrupp e in den Kon text explizit gegeb ener, endlic h erzeugter ab elsc her

Grupp en

•

ub ersetzen. Im folgenden nehmen wir an, da� die erforderlic hen Algo-

rithmen f

•

ur endlic h erzeugte ab elsc he Grupp en und Homomorphismen zwisc hen

ihnen zur V erf

•

ugung stehen.

6.2 Diskreter Logarithm us

F

•

ur zw ei Divisorenklassen [ D

1

] ; [ D

2

] v om Grad n ull ist der diskrete Logarithm us

v on [ D

1

] b ez

•

uglic h [ D

2

] eine mo dulo der Ordn ung v on [ D

2

] b estimm te Zahl r 2 Z ,

f

•

ur die [ D

1

] = r [ D

2

] gilt. Indem man n un die Klassendarstellung v on [ D

1

] und [ D

2

]

b estimm t, l

•

a�t sic h das Problem der Berec hn ung des diskreten Logarithm us v on

[ D

1

] b ez

•

uglic h [ D

2

] in das analoge Problem in Z =c

1

Z � � � � � Z =c

m

Z

•

ub ersetzen,

w o es leic h t w egen der b ekannten Gr

•

o�en c

i

gel

•

ost w erden k ann.

6.3 Einheiten und Idealklassengrupp e des

Dedekindrings o

S

S sei eine b eliebige, nic h t-leere endlic he Menge v on s + 1 Stellen v on F =k . Es

stellt sic h die F rage nac h der Berec hn ung der Einheitengrupp e und der Idealklas-

sengrupp e des Rings der au�erhalb S ganzen Elemen te o

S

. Auc h dieses k ann mit

Hilfe der Klassendarstellung in die Situation endlic h erzeugter ab elsc her Grupp en

•

ub ertragen w erden.

Wir v erw enden dazu den Homomorphism us �

S

: D ( S ) � ! C l ( F =k ), f

•

ur den

n

•

amlic h k er �

S

= P ( S ) und cok er �

S

= C l ( F =k ) =�

S

�

D ( S )

�

�

=

C l ( o

S

) gilt (man

v ergleic he mit dem Bew eis v on Korollar 1.3). Mit Hilfe der Klassendarstellung

erhalten wir f

•

ur �

S

einen explizit gegeb enen Homomorphism us �

0

S

: Z

s +1

� !

Z � Z =c

1

Z � � � � � Z =c

m

Z und k

•

onnen dessen Kern und Kok ern b erec hnen. Aus

den Hauptdivisoren P ( S ) lassen sic h mittels Riemann-Ro c h-Raum-Berec hn ung

sc hlie�lic h fundamen tale S -Einheiten v on ( o

S

)

�

in P otenzpro duktdarstellung ge-

winnen.



Kapitel 7

Beispiele

Wir b etrac h ten n un Beispiele f

•

ur die Berec hn ung v on Klassengrupp en globaler

F unktionenk

•

orp er F =k . Im ersten Absc hnitt b erec hnen wir neb en der Divisoren-

klassengrupp e auc h die Einheiten- und Idealklassengrupp e v on o

S

= Cl ( k [ x ] ; F )

f

•

ur die Beispiele zur Einheiten b erec hn ung aus [50] und f

•

ur einige w eitere Beispie-

le. In den darauf folgenden Absc hnitten b etrac h ten wir zuf

•

allig gew

•

ahlte F unktio-

nenk

•

orp er mit en t w eder gro�er Elemen tanzahl q des exakten Konstan tenk

•

orp ers

o der gro�em Gesc hlec h t g , eine T ab elle mit h yp erelliptisc hen F unktionenk

•

orp ern

und sp eziell k onstruierte F unktionenk

•

orp er mit vielen Stellen v om Grad eins. Den

Absc hlu� bildet ein Beispiel zur Bestimm ung des p -Rangs der Klassengrupp e so-

wie der Hasse-Witt-In v arian te v on F =k .

Alle Berec hn ungen wurden mit dem Computeralgebrasystem KASH , [25], auf einer

SGI Origin 2000 durc hgef

•

uhrt.

Die T ab ellenein tr

•

age gliedern sic h in K

•

asten des folgenden Inhalts:

Der erste Kasten en th

•

alt immer die W erte q und g , die laufende Nummer des

Beispiels, die Klassenzahl h ( F = F

q

) und die Struktur der Klassengrupp e C l

0

( F = F

q

),

so wie die Berec hn ungszeit T in Sekunden.

In den Absc hnitten 7.1 und 7.5 folgen zus

•

atzlic h der S

0

-Regulator R ( S

0

), die Ideal-

klassenzahl h ( S

0

) und die Struktur der Idealklassengrupp e C l ( o

S

0

) des Rings o

S

0

f

•

ur S

0

:= supp

�

( x )

1

�

.

Danac h wird die de�nierende Gleic h ung f ( x; � ) = 0 des F unktionenk

•

orp ers, der

Grad n und die Konstan te C

f

zur Ko e�zien tengr

•

o�e angegeb en.

Im letzten Kasten w erden die w esen tlic hen P arameter des Klassengrupp en v er-

fahrens aufgelistet. F

•

ur einen Divisor A =

P

r

i =1

c

i

P

i

sc hreib en wir hier A �

�

c

1

; deg ( P

1

); : : : ; c

r

; deg ( P

r

)

�

. Die anderen W erte en tsprec hen b ei gleic her Bezeic h-

n ung den W erten aus Algorithm us 5.5 und den Algorithmen in Absc hnitt 5.4: m

E

81
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ist die Sc hrank e f

•

ur die Erzeugung der F aktorbasis, m

P

ist die Sc hrank e f

•

ur die

Appro ximation der Klassenzahl, m

H

ist die Sc hrank e, f

•

ur die die k

•

urzeste Lauf-

zeit erw artet wird. m

B

ist die dann tats

•

ac hlic h f

•

ur die F aktorbasis S v erw endete

Sc hrank e. F

•

ur die Anzahl R V der V ersuc he, eine Relation zu �nden, geb en wir

den erw arteten (=

?

) und den tats

•

ac hlic hen W ert an. R R b ezeic hnet die Anzahl

der b en

•

otigten Riemann-Ro c h-Raum-Berec hn ungen, R die Anzahl der gefundenen

Relationen. W ist sc hlie�lic h die Exp onen tensc hrank e f

•

ur die zuf

•

allig gew

•

ahlten

Divisoren der Relationensuc he.

F

•

ur k eines der Beispiele ist eine V ergr

•

o�erung der F aktorbasis w

•

ahrend der Be-

rec hn ung erforderlic h. Au�erdem gilt immer supp ( A

1

) � S .

Auf die Angab e v on Divisoren, Idealen und S -Einheiten v erzic h ten wir aus Platz-

gr

•

unden.

7.1 V ergleic h mit Beispielen aus der Einheiten-

b erec hn ung

Die folgenden Beispiele sind [50, S. 64�.] en tnommen. Man b eac h te, da� dort die

Grade der

"

unendlic hen \ Stellen mit in den Regulator aufgenommen w erden. Die

Laufzeiten hab en sic h teilw eise erheblic h v erb essert.

q = 3 ; g = 3 1

h ( F = F

3

) = 76 ; C l

0

( F = F

3

)

�

=

2 � 38 : T = 1 : 4 s

R ( S

0

) = 19 ; h ( S

0

) = 4 ; C l ( o

S

0

)

�

=

2 � 2 :

F := F

3

( x; � ) : �

3

+ (2 x + 1) �

2

+ (2 x

3

+ x

2

+ x + 1) � + x

2

+ 2 = 0 :

n = 3 ; C

f

= 2

A = ( x )

1

� (1 ; 1; 2 ; 1) :

m

E

= 2 ; m

P

= 4 ; m

H

= 2 � ! m

B

:= 2 ; j S j = 11 ; R V =

?

16 :

R R = 26 ; R V = 47 ; R = 36 � ! R =R V = 0 : 77 ; j S j =R = 0 : 31 :

W = 1.

q = 3 ; g = 2 2

h ( F = F

3

) = 16 ; C l

0

( F = F

3

)

�

=

2 � 8 : T = 0 : 7 s

R ( S

0

) = 4 ; h ( S

0

) = 4 ; C l ( o

S

0

)

�

=

4 :

F := F

3

( x; � ) : �

3

+ ( x

2

+ 2) �

2

+ (2 x

2

+ 2) � + 2 = 0 : n = 3 ; C

f

= 2

A = ( x )

1

� (1 ; 1; 1 ; 1; 1 ; 1) :

m

E

= 1 ; m

P

= 3 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 5 ; R V =

?

12 :

R R = 7 ; R V = 14 ; R = 10 � ! R =R V = 0 : 71 ; j S j =R = 0 : 5 :

W = 1.
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q = 5 ; g = 1 3

h ( F = F

5

) = 3 ; C l

0

( F = F

5

)

�

=

3 : T = 0 : 6 s

R ( S

0

) = 1 ; h ( S

0

) = 3 ; C l ( o

S

0

)

�

=

3 :

F := F

5

( x; � ) : �

3

+ ( x

2

+ 2 x + 2) �

2

+ ( x + 2) � + 2 = 0 : n = 3 ; C

f

= 2

A = ( x )

1

� (1 ; 1; 1 ; 2) :

m

E

= 1 ; m

P

= 2 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 4 ; R V =

?

17 :

R R = 5 ; R V = 31 ; R = 10 � ! R =R V = 0 : 32 ; j S j =R = 0 : 4 :

W = 1.

q = 25 ; g = 0 4

h ( F = F

2 5

) = 1 ; C l

0

( F = F

2 5

)

�

=

1 : T = 1 : 5 s

R ( S

0

) = 1 ; h ( S

0

) = 1 ; C l ( o

S

0

)

�

=

1 :

F := F

25

( x; � ) : �

3

+ (3 x + 4) �

2

+ 2 � + 1 = 0 : n = 3 ; C

f

= 1

A = ( x )

1

� (1 ; 1; 2 ; 1) :

m

E

= 1 ; m

P

= 0 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 26 ; R V =

?

124 :

R R = 39 ; R V = 39 ; R = 39 � ! R =R V = 1 ; j S j =R = 0 : 67 :

W = 1.

q = 7 ; g = 0 5

h ( F = F

7

) = 1 ; C l

0

( F = F

7

)

�

=

1 : T = 0 : 6 s

R ( S

0

) = 1 ; h ( S

0

) = 1 ; C l ( o

S

0

)

�

=

1 :

F := F

7

( x; � ) : �

3

+ (2 x + 3) �

2

+ 1 = 0 : n = 3 ; C

f

= 1

A = ( x )

1

� (1 ; 1; 2 ; 1) :

m

E

= 1 ; m

P

= 0 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 8 ; R V =

?

25 :

R R = 17 ; R V = 17 ; R = 17 � ! R =R V = 1 ; j S j =R = 0 : 47 :

W = 1.

q = 49 ; g = 2 6

h ( F = F

4 9

) = 3600 ; C l

0

( F = F

49

)

�

=

2 � 2 � 30 � 30 : T = 15 s

R ( S

0

) = 2 ; h ( S

0

) = 1800 ; C l ( o

S

0

)

�

=

2 � 30 � 30 :

F := F

49

( x; � ) : �

4

+ 2 �

3

+ (2 x

2

+ 3 x + 4) � + 1 = 0 : n = 4 ; C

f

= 1

A = ( x )

1

� (1 ; 1; 3 ; 1) :

m

E

= 1 ; m

P

= 1 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 70 ; R V =

?

1823 :

R R = 71 ; R V = 787 ; R = 124 � ! R =R V = 0 : 16 ; j S j =R = 0 : 56 :

W = 1.
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q = 11 ; g = 2 7

h ( F = F

11

) = 268 ; C l

0

( F = F

11

)

�

=

2 � 134 : T = 2 : 5 s

R ( S

0

) = 268 ; h ( S

0

) = 1 ; C l ( o

S

0

)

�

=

1 :

F := F

11

( x; � ) : �

3

+ (8 x

2

+ x ) �

2

+ (6 x

2

+ 3 x + 3) � + 8 = 0 : n = 3 ; C

f

= 2

A = ( x )

1

� (1 ; 1; 1 ; 1; 1 ; 1) :

m

E

= 1 ; m

P

= 1 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 21 ; R V =

?

66 :

R R = 21 ; R V = 81 ; R = 40 � ! R =R V = 0 : 49 ; j S j =R = 0 : 53 :

W = 1.

q = 13 ; g = 1 8

h ( F = F

13

) = 16 ; C l

0

( F = F

13

)

�

=

4 � 4 : T = 2 s

R ( S

0

) = 4 ; h ( S

0

) = 4 ; C l ( o

S

0

)

�

=

4 :

F := F

13

( x; � ) : �

3

+ (10 x

2

+ 7 x + 1) �

2

+ (2 x

2

+ 8 x + 5) � + 7 = 0 :

n = 3 ; C

f

= 2

A = ( x )

1

� (1 ; 1; 1 ; 1; 1 ; 1) :

m

E

= 1 ; m

P

= 1 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 16 ; R V =

?

52 :

R R = 16 ; R V = 101 ; R = 21 � ! R =R V = 0 : 21 ; j S j =R = 0 : 76 :

W = 1.

q = 17 ; g = 1 9

h ( F = F

17

) = 16 ; C l

0

( F = F

17

)

�

=

16 : T = 1 : 8 s

R ( S

0

) = 16 ; h ( S

0

) = 1 ; C l ( o

S

0

)

�

=

1 :

F := F

17

( x; � ) : �

3

+ 2 �

2

+ (6 x

2

+ 14 x + 6) � + 10 x

2

+ 10 x + 1 = 0 :

n = 3 ; C

f

= 1

A = ( x )

1

� (1 ; 1; 1 ; 2) :

m

E

= 1 ; m

P

= 1 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 17 ; R V =

?

84 :

R R = 19 ; R V = 162 ; R = 40 � ! R =R V = 0 : 25 ; j S j =R = 0 : 43 :

W = 1.

q = 9 ; g = 0 10

h ( F = F

9

) = 1 ; C l

0

( F = F

9

)

�

=

1 : T = 1 : 2 s

R ( S

0

) = 1 ; h ( S

0

) = 1 ; C l ( o

S

0

)

�

=

1 :

F := F

9

( x; � ) : �

4

+ 2 �

3

+ (2 x + 1) �

2

+ 2 � + 1 = 0 : n = 4 ; C

f

= 1

A = ( x )

1

� (2 ; 1; 2 ; 1) :

m

E

= 1 ; m

P

= 0 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 10 ; R V =

?

89 :

R R = 16 ; R V = 16 ; R = 16 � ! R =R V = 1 ; j S j =R = 0 : 63 :

W = 1.
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q = 5 ; g = 0 11

h ( F = F

5

) = 1 ; C l

0

( F = F

5

)

�

=

1 : T = 1 : 2 s

R ( S

0

) = 1 ; h ( S

0

) = 1 ; C l ( o

S

0

)

�

=

1 :

F := F

5

( x; � ) : �

4

+ (2 x + 3) �

3

+ �

2

+ (3 x + 2) � + 1 = 0 : n = 4 ; C

f

= 1

A = ( x )

1

� (1 ; 1; 1 ; 1; 1 ; 1; 1 ; 1) :

m

E

= 1 ; m

P

= 0 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 6 ; R V =

?

32 :

R R = 10 ; R V = 10 ; R = 10 � ! R =R V = 1 ; j S j =R = 0 : 6 :

W = 1.

q = 25 ; g = 0 12

h ( F = F

2 5

) = 1 ; C l

0

( F = F

2 5

)

�

=

1 : T = 2 : 9 s

R ( S

0

) = 1 ; h ( S

0

) = 1 ; C l ( o

S

0

)

�

=

1 :

F := F

25

( x; � ) : �

4

+ 2 �

3

+ (3 x + 2) �

2

+ � + 2 = 0 : n = 4 ; C

f

= 1

A = ( x )

1

� (2 ; 1; 2 ; 1) :

m

E

= 1 ; m

P

= 0 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 26 ; R V =

?

411 :

R R = 54 ; R V = 54 ; R = 54 � ! R =R V = 1 ; j S j =R = 0 : 48 :

W = 1.

q = 25 ; g = 0 13

h ( F = F

2 5

) = 1 ; C l

0

( F = F

2 5

)

�

=

1 : T = 2 : 8 s

R ( S

0

) = 1 ; h ( S

0

) = 1 ; C l ( o

S

0

)

�

=

1 :

F := F

25

( x; � ) : �

4

+ (2 x + 3) �

3

+ �

2

+ 1 = 0 : n = 4 ; C

f

= 1

A = ( x )

1

� (1 ; 1; 3 ; 1) :

m

E

= 1 ; m

P

= 0 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 26 ; R V =

?

411 :

R R = 40 ; R V = 40 ; R = 40 � ! R =R V = 1 ; j S j =R = 0 : 65 :

W = 1.

q = 25 ; g = 0 14

h ( F = F

2 5

) = 1 ; C l

0

( F = F

2 5

)

�

=

1 : T = 3 : 8 s

R ( S

0

) = 1 ; h ( S

0

) = 1 ; C l ( o

S

0

)

�

=

1 :

F := F

25

( x; � ) : �

4

+ (2 x + 3) �

3

+ ( x + 1) �

2

+ (4 x + 3) � + 1 = 0 :

n = 4 ; C

f

= 1

A = ( x )

1

� (1 ; 1; 1 ; 1; 1 ; 1; 1 ; 1) :

m

E

= 1 ; m

P

= 0 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 26 ; R V =

?

411 :

R R = 39 ; R V = 39 ; R = 39 � ! R =R V = 1 ; j S j =R = 0 : 67 :

W = 1.
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q = 49 ; g = 0 15

h ( F = F

49

) = 1 ; C l

0

( F = F

49

)

�

=

1 : T = 11 s

R ( S

0

) = 1 ; h ( S

0

) = 1 ; C l ( o

S

0

)

�

=

1 :

F := F

49

( x; � ) : �

4

+ (2 x + 3) �

3

+ (3 x + 2) �

2

+ (4 x + 5) � + 1 = 0 :

n = 4 ; C

f

= 1

A = ( x )

1

� (1 ; 1; 1 ; 1; 1 ; 1; 1 ; 1) :

m

E

= 1 ; m

P

= 0 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 50 ; R V =

?

960 :

R R = 129 ; R V = 129 ; R = 129 � ! R =R V = 1 ; j S j =R = 0 : 39 :

W = 1.

q = 5 ; g = 0 16

h ( F = F

5

) = 1 ; C l

0

( F = F

5

)

�

=

1 : T = 1 : 3 s

R ( S

0

) = 1 ; h ( S

0

) = 1 ; C l ( o

S

0

)

�

=

1 :

F := F

5

( x; � ) : �

5

+ (2 x + 3) �

2

+ 3 � + 1 = 0 : n = 5 ; C

f

= 1

A = ( x )

1

� (2 ; 1; 3 ; 1) :

m

E

= 1 ; m

P

= 0 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 6 ; R V =

?

72 :

R R = 19 ; R V = 19 ; R = 19 � ! R =R V = 1 ; j S j =R = 0 : 32 :

W = 1.

Die folgendenen Beispiele hab en gr

•

o�eres Gesc hlec h t und b en

•

otigen wie zuv or n ur

eine relativ geringe Laufzeit:

q = 3 ; g = 10 17

h ( F = F

3

) = 52584 ; C l

0

( F = F

3

)

�

=

2 � 2 � 13146 : T = 44 s

R ( S

0

) = 1 ; h ( S

0

) = 52584 ; C l ( o

S

0

)

�

=

2 � 2 � 13146 :

F := F

3

( x; � ) : �

5

+ x� + x

6

+ x + 1 = 0 : n = 5 ; C

f

= 2

A = ( x )

1

� (5 ; 1) :

m

E

= 6 ; m

P

= 5 ; m

H

= 4 � ! m

B

:= 6 ; j S j = 192 ; R V =

?

697 :

R R = 265 ; R V = 495 ; R = 238 � ! R =R V = 0 : 48 ; j S j =R = 0 : 81 :

W = 1.

q = 11 ; g = 6 18

h ( F = F

11

) = 1847040 ; C l

0

( F = F

11

)

�

=

2 � 923520 : T = 25 s

R ( S

0

) = 1 ; h ( S

0

) = 1847040 ; C l ( o

S

0

)

�

=

2 � 923520 :

F := F

11

( x; � ) : �

4

+ x

2

� + x

5

+ x + 1 = 0 : n = 4 ; C

f

= 2

A = ( x )

1

� (4 ; 1) :

m

E

= 2 ; m

P

= 2 ; m

H

= 2 � ! m

B

:= 2 ; j S j = 71 ; R V =

?

5583 :

R R = 362 ; R V = 2701 ; R = 109 � ! R =R V = 0 : 04 ; j S j =R = 0 : 65 :

W = 1.
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q = 19 ; g = 7 19

h ( F = F

1 9

) = 1336199119 ; C l

0

( F = F

1 9

)

�

=

1336199119 : T = 62 s

R ( S

0

) = 1 ; h ( S

0

) = 2672398238 ; C l ( o

S

0

)

�

=

2672398238 :

F := F

19

( x; � ) : �

4

+ �

3

+ x

2

� + x

6

+ x + 1 = 0 : n = 4 ; C

f

= 2

A = ( x )

1

� (2 ; 2) :

m

E

= 2 ; m

P

= 2 ; m

H

= 2 � ! m

B

:= 2 ; j S j = 224 ; R V =

?

11112 :

R R = 679 ; R V = 4018 ; R = 436 � ! R =R V = 0 : 11 ; j S j =R = 0 : 51 :

W = 1.

q = 9 ; g = 6 20

h ( F = F

9

) = 417956 ; C l

0

( F = F

9

)

�

=

2 � 208978 : T = 234 s

R ( S

0

) = 417956 ; h ( S

0

) = 1 ; C l ( o

S

0

)

�

=

1 :

F := F

9

( x; � ) : �

5

+ x�

3

+ x

5

+ x

2

+ 1 = 0 : n = 5 ; C

f

= 1

A = ( x )

1

� (1 ; 1; 1 ; 2; 1 ; 2) :

m

E

= 3 ; m

P

= 2 ; m

H

= 3 � ! m

B

:= 3 ; j S j = 327 ; R V =

?

3150 :

R R = 450 ; R V = 8599 ; R = 700 � ! R =R V = 0 : 081 ; j S j =R = 0 : 47 :

W = 1.

7.2 Gro�es Gesc hlec h t

Es folgen Beispiele, in denen das Gesc hlec h t f

•

ur jeden Konstan tenk

•

orp er so gro�

gew

•

ahlt wird, da� wir eine ungef

•

ahre V orstellung

•

ub er die Grenzen des V erfahrens

b ezieh ungsw eise der v erw endeten Implemen tierung erhalten k

•

onnen.

Bis auf die ersten b eiden und das vierte Beispiel wurde durc h w eg A = A

1

f

•

ur ei-

ne gute Glattheitsw ahrsc heinlic hk eit v erw endet. Als Sc hrank e f

•

ur die F aktorbasis

wurde h

•

au�g ein kleinerer W ert als m

E

gew

•

ahlt, so da� am Ende der Klassen-

grupp en b erec hn ung W urzeltests erforderlic h w aren. W egen der Strukturen der

Klassengrupp en b en

•

otigten diese n ur einen Bruc h teil der gesam ten Berec hn ungs-

zeit.

q = 2 ; g = 50 21

h ( F = F

2

) = 17432715853809 88 ; C l

0

( F = F

2

)

�

=

174327158538098 8 : T = 8749 s

F := F

2

( x; � ) : �

2

+ ( x + 1) � + x

101

+ x + 1 = 0 : n = 2 ; C

f

= 51

A = ( x )

1

� (2 ; 1) :

m

E

= 14 ; m

P

= 12 ; m

H

= 12 � ! m

B

:= 10 ; j S j = 250 ; R V =

?

83985 :

R R = 79940 ; R V = 98342 ; R = 1057 � ! R =R V = 0 : 011 ; j S j =R = 0 : 24 :

W = 5 :
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q = 3 ; g = 30 22

h ( F = F

3

) = 20521725950365 2 ; C l

0

( F = F

3

)

�

=

2 � 102608629751826 : T = 13450 s

F := F

3

( x; � ) : �

2

+ ( x + 1) � + x

62

+ x + 1 = 0 : n = 2 ; C

f

= 31

A = ( x )

1

� (1 ; 2) :

m

E

= 8 ; m

P

= 7 ; m

H

= 7 � ! m

B

:= 6 ; j S j = 230 ; R V =

?

74270 :

R R = 80377 ; R V = 130973 ; R = 1127 � ! R =R V = 0 : 0086 ; j S j =R = 0 : 2 :

W = 5.

q = 5 ; g = 19 23

h ( F = F

5

) = 16563730252090 ; C l

0

( F = F

5

)

�

=

16563730252090 : T = 6234 s

F := F

5

( x; � ) : �

3

+ x� + x

21

+ x + 1 = 0 : n = 3 ; C

f

= 7

A � (1 ; 1) :

m

E

= 5 ; m

P

= 4 ; m

H

= 5 � ! m

B

:= 4 ; j S j = 219 ; R V =

?

63731 :

R R = 106132 ; R V = 126754 ; R = 909 � ! R =R V = 0 : 0072 ; j S j =R = 0 : 24 :

W = 4 :

q = 7 ; g = 14 24

h ( F = F

7

) = 1322299613348 ; C l

0

( F = F

7

)

�

=

2 � 661149806674 : T = 1461 s

F := F

7

( x; � ) : �

5

+ ( x + 1) � + x

8

+ x + 1 = 0 : n = 5 ; C

f

= 2

A = ( x )

1

� (5 ; 1) :

m

E

= 4 ; m

P

= 3 ; m

H

= 4 � ! m

B

:= 3 ; j S j = 148 ; R V =

?

102364 :

R R = 14923 ; R V = 90844 ; R = 468 � ! R =R V = 0 : 0052 ; j S j =R = 0 : 32 :

W = 2 :

q = 13 ; g = 10 25

h ( F = F

13

) = 206665304791 ; C l

0

( F = F

13

)

�

=

206665304791 : T = 1888 s

F := F

13

( x; � ) : �

5

+ ( x + 1) � + x

6

+ x + 1 = 0 : n = 5 ; C

f

= 2

A � (1 ; 1) :

m

E

= 3 ; m

P

= 2 ; m

H

= 2 � ! m

B

:= 2 ; j S j = 111 ; R V =

?

10848 :

R R = 19116 ; R V = 20802 ; R = 395 � ! R =R V = 0 : 019 ; j S j =R = 0 : 28 :

W = 2 :

q = 17 ; g = 10 26

h ( F = F

17

) = 2231475497166 ; C l

0

( F = F

17

)

�

=

2231475497166 : T = 17771 s

F := F

17

( x; � ) : �

5

+ ( x + 1) � + x

6

+ x + 1 = 0 : n = 5 ; C

f

= 2

A � (1 ; 1) :

m

E

= 2 ; m

P

= 2 ; m

H

= 2 � ! m

B

:= 2 ; j S j = 168 ; R V =

?

33990 :

R R = 49690 ; R V = 52399 ; R = 666 � ! R =R V = 0 : 013 ; j S j =R = 0 : 25 :

W = 2 :
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q = 23 ; g = 10 27

h ( F = F

2 3

) = 37953554676269 ; C l

0

( F = F

23

)

�

=

37953554676269 : T = 11602 s

F := F

23

( x; � ) : �

5

+ ( x + 1) � + x

6

+ x + 1 = 0 : n = 5 ; C

f

= 2

A � (1 ; 1) :

m

E

= 2 ; m

P

= 2 ; m

H

= 2 � ! m

B

:= 2 ; j S j = 322 ; R V =

?

81501 :

R R = 148690 ; R V = 154883 ; R = 1113 � ! R =R V = 0 : 0072 ; j S j =R = 0 : 29 :

W = 2 :

q = 25 ; g = 10 28

h ( F = F

2 5

) = 147510773172045 ; C l

0

( F = F

25

)

�

=

3 � 3 � 3 � 5463361969335 : T = 69 k s

F := F

25

( x; � ) : �

5

+ ( x + 1) � + x

6

+ x + 1 = 0 : n = 5 ; C

f

= 2

A � (1 ; 1) :

m

E

= 2 ; m

P

= 2 ; m

H

= 2 � ! m

B

:= 2 ; j S j = 375 ; R V =

?

47170 :

R R = 93274 ; R V = 1544153 ; R = 1053 � ! R =R V = 0 : 00068 ; j S j =R = 0 : 36 :

W = 5 :

7.3 Gro�er Konstan tenk

•

orp er

In den folgenden Beispielen b etrac h ten wir einen festen F unktionenk

•

orp er und

nehmen Konstan tenk

•

orp ererw eiterungen v or. Wir b eobac h ten, da� die Gr

•

o�e der

F aktorbasis exp onen tiell im Grad der Konstan tenk

•

orp ererw eiterung zunimm t, so

da� dem V erfahren hier sc hnell Grenzen gesetzt w erden.

q = 2 ; g = 4 29

h ( F = F

2

) = 10 ; C l

0

( F = F

2

)

�

=

10 : T = 1 s

F := F

2

( x; � ) : �

2

+ ( x + 1) � + x

9

+ x

3

+ 1 = 0 : n = 2 ; C

f

= 5

A = ( x )

1

� (2 ; 1) :

m

E

= 5 ; m

P

= 6 ; m

H

= 2 � ! m

B

:= 5 ; j S j = 18 ; R V =

?

18 :

R R = 37 ; R V = 40 ; R = 40 � ! R =R V = 1 ; j S j =R = 0 : 45 :

W = 1.

q = 4 ; g = 4 30

h ( F = F

4

) = 280 ; C l

0

( F = F

4

)

�

=

280 : T = 2 : 6 s

F := F

4

( x; � ) : �

2

+ ( x + 1) � + x

9

+ x

3

+ 1 = 0 : n = 2 ; C

f

= 5

A = ( x )

1

� (2 ; 1) :

m

E

= 3 ; m

P

= 3 ; m

H

= 2 � ! m

B

:= 3 ; j S j = 38 ; R V =

?

55 :

R R = 98 ; R V = 148 ; R = 111 � ! R =R V = 0 : 75 ; j S j =R = 0 : 34 :

W = 1.
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q = 8 ; g = 4 31

h ( F = F

8

) = 4090 ; C l

0

( F = F

8

)

�

=

4090 : T = 3 : 5 s

F := F

8

( x; � ) : �

2

+ ( x + 1) � + x

9

+ x

3

+ 1 = 0 : n = 2 ; C

f

= 5

A = ( x )

1

� (2 ; 1) :

m

E

= 2 ; m

P

= 2 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 2 ; j S j = 42 ; R V =

?

147 :

R R = 214 ; R V = 251 ; R = 186 � ! R =R V = 0 : 74 ; j S j =R = 0 : 23 :

W = 2.

q = 16 ; g = 4 32

h ( F = F

16

) = 114800 ; C l

0

( F = F

1 6

)

�

=

5 � 22960 : T = 19 s

F := F

16

( x; � ) : �

2

+ ( x + 1) � + x

9

+ x

3

+ 1 = 0 : n = 2 ; C

f

= 5

A = ( x )

1

� (2 ; 1) :

m

E

= 2 ; m

P

= 1 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 2 ; j S j = 172 ; R V =

?

436 :

R R = 680 ; R V = 703 ; R = 575 � ! R =R V = 0 : 82 ; j S j =R = 0 : 3 :

W = 2.

q = 64 ; g = 4 33

h ( F = F

64

) = 20041000 ; C l

0

( F = F

6 4

)

�

=

5 � 35 � 114520 : T = 15 s

F := F

64

( x; � ) : �

2

+ ( x + 1) � + x

9

+ x

3

+ 1 = 0 : n = 2 ; C

f

= 5

A = ( x )

1

� (2 ; 1) :

m

E

= 1 ; m

P

= 1 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 76 ; R V =

?

3919 :

R R = 428 ; R V = 2399 ; R = 302 � ! R =R V = 0 : 13 ; j S j =R = 0 : 25 :

W = 3.

q = 256 ; g = 4 34

h ( F = F

25 6

) = 5470220000 ; C l

0

( F = F

256

)

�

=

5 � 5 � 5 � 43761760 : T = 111 s

F := F

256

( x; � ) : �

2

+ ( x + 1) � + x

9

+ x

3

+ 1 = 0 : n = 2 ; C

f

= 5

A = ( x )

1

� (2 ; 1) :

m

E

= 1 ; m

P

= 1 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 320 ; R V =

?

15520 :

R R = 1181 ; R V = 7868 ; R = 1230 � ! R =R V = 0 : 16 ; j S j =R = 0 : 26 :

W = 2.

q = 512 ; g = 4 35

h ( F = F

51 2

) = 76440901630 ; C l

0

( F = F

51 2

)

�

=

76440901630 : T = 562 s

F := F

512

( x; � ) : �

2

+ ( x + 1) � + x

9

+ x

3

+ 1 = 0 : n = 2 ; C

f

= 5

A = ( x )

1

� (2 ; 1) :

m

E

= 1 ; m

P

= 1 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 1 ; j S j = 566 ; R V =

?

44660 :

R R = 2163 ; R V = 25730 ; R = 2279 � ! R =R V = 0 : 089 ; j S j =R = 0 : 25 :

W = 2.
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7.4 Hyp erelliptisc he F unktionenk

•

orp er

Wir b etrac h ten eine F amilie v on h yp erelliptisc hen F unktionenk

•

orp ern F =k f

•

ur

k = F

3

, w elc he durc h

y

2

= f ( x )

mit einem normierten, irreduziblen P olynom f ( x ) 2 k [ x ], deg

�

f ( x )

�

� 13 gege-

b en w erden. Ist deg

�

f ( x )

�

gerade, so erhalten wir reell-quadratisc he, andernfalls

imagin

•

ar-quadratisc he Erw eiterungen F =k ( x ) mit

"

Primdiskriminan te \ .

Die T ab elle gliedert sic h wie folgt: d b ezeic hnet den Grad v on f ( x ). In der mit

f ( x )

•

ub ersc hrieb enen Spalte stehen die Anzahlen der Primp olynome f ( x ) des

Grads d . Danac h folgen das Gesc hlec h t g , das Minim um h

min

, Maxim um h

max

und

arithmetisc he Mittel h

0

der Klassenzahlen. Die Spalte C l : f ( x ) b einhaltet Ein tr

•

age

a : b , w ob ei a die Anzahl der Isomorphiet yp en der nic h t zyklisc hen Klassengrupp en

C l

0

( F =k ) und b die Anzahl der zugeh

•

origen f ( x ) b edeutet. Bis auf Grad 12 sind die

nic h t zyklisc hen Klassengrupp en das Pro dukt zw eier zyklisc her F aktoren, w ob ei

der erste F aktor in den meisten F

•

allen Z = 3 Z ist. Die Berec hn ung der einzelnen

Klassengrupp en nahm durc hsc hnittlic h 4 : 5 s in Anspruc h.

d f ( x ) g h

min

h

max

h

0

C l : f ( x )

1 3 0 1 1 1 : 0 0 : 0

2 3 0 1 1 1 : 0 0 : 0

3 8 1 1 7 4 : 0 0 : 0

4 18 1 2 6 4 : 0 0 : 0

5 48 2 3 29 14 : 1 0 : 0

6 116 2 3 35 15 : 0 0 : 0

7 312 3 9 111 50 : 4 0 : 0

8 810 3 12 136 58 : 5 1 : 6 (3 � 12)

9 2184 4 21 387 172 : 2 10 : 43

10 5880 4 33 513 200 : 6 5 : 78

11 16104 5 49 1291 607 : 3 41 : 198

12 44220 5 86 1714 711 : 8 41 : 838

1 : 3 (3 � 3 � 18)

13 122640 6 155 4217 2029 : 9 186 : 1722

7.5 Viele Stellen v om Grad eins

Wir b etrac h ten n un sp eziell k onstruierte F unkionenk

•

orp er, w elc he viele Stellen

v om Grad eins b esitzen. Die ersten b eiden Beispiele wurden uns v on R. Auer

und G. Pirsic mitgeteilt und w eisen die maximal m

•

oglic he Anzahl N

1

( F =k ) auf,
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das dritte Beispiel hab en wir einer T ab elle v on [19] en tnommen. Ein b esonders

auf

•

alliges V erhalten des Klassengrupp en v erfahren l

•

a�t sic h hier nic h t b eobac h ten.

q = 4 ; g = 13 ; N

1

( F =k ) = 33 36

h ( F = F

4

) = 96486886125 ; C l

0

( F = F

4

)

�

=

3 � 3 � 21 � 21 � 21 � 105 � 105 � 105 :

T = 1178 s

R ( S

0

) = 1 ; h ( S

0

) = 96486886125,

C l ( o

S

)

�

=

3 � 3 � 21 � 21 � 21 � 105 � 105 � 105 :

F := F

4

( x; � ) : �

8

+ ( x

8

+ x

6

+ x

5

+ x

4

+ x

3

+ x

2

+ 1) �

4

+ ( x

10

+ x

9

+ x

3

+ x

2

) �

2

+

( x

10

+ x

9

+ x

8

+ x

6

+ x

5

+ x

4

) � + x

22

+ w x

20

+ w x

18

+ w x

16

+ x

15

+

w

2

x

12

+ x

11

+ w x

10

+ x

9

+ w x

8

+ x

6

+ x

5

+ x

4

= 0 ;

w

2

+ w + 1 = 0 : n = 8 ; C

f

= 3

A = ( x )

1

� (8 ; 1) :

m

E

= 5 ; m

P

= 4 ; m

H

= 1 � ! m

B

:= 5 ; j S j = 345 ; R V =

?

1286 :

R R = 397 ; R V = 1051 ; R = 644 � ! R =R V = 0 : 61 ; j S j =R = 0 : 54 :

W = 1.

q = 2 ; g = 9 ; N

1

( F =k ) = 12 37

h ( F = F

2

) = 135200 ; C l

0

( F = F

2

)

�

=

260 � 520 : T = 997 s

R ( S

0

) = 135200 ; h ( S

0

) = 1 ; C l ( o

S

)

�

=

1 :

F := F

2

( x; � ) : �

12

+ ( x

2

+ x + 1) �

10

+ ( x

2

+ x + 1) �

9

+ ( x

4

+ x

2

+ 1) �

8

+ ( x

6

+ x

5

+ x

4

+

x

3

+ x

2

+ x ) �

6

+ ( x

6

+ x

5

+ x

3

+ x + 1) �

5

+ ( x

6

+ x

5

+ x

3

+ x

2

) �

4

+ ( x

6

+

x

5

+ x

3

+ x + 1) �

3

+ ( x

4

+ x

2

+ 1) �

2

+ ( x

4

+ x

2

+ 1) � + x

2

+ x + 1 = 0 :

n = 12 ; C

f

= 1

A = ( x )

1

� (1 ; 1; 1 ; 1; 1 ; 1; 1 ; 1; 1 ; 1 ; 1 ; 1 ; 1 ; 1; 1 ; 1; 1 ; 1 ; 1 ; 1 ; 1 ; 1; 1 ; 1) :

m

E

= 8 ; m

P

= 8 ; m

H

= 2 � ! m

B

:= 8 ; j S j = 83 ; R V =

?

112 :

R R = 249 ; R V = 252 ; R = 196 � ! R =R V = 0 : 78 ; j S j =R = 0 : 42 :

W = 3.

q = 9 ; g = 7 ; N

1

( F =k ) = 36 38

h ( F = F

9

) = 86704128 ; C l

0

( F = F

9

)

�

=

16 � 48 � 336 � 336 : T = 88 s

R ( S

0

) = 48 ; h ( S

0

) = 1806336 ; C l ( o

S

)

�

=

16 � 336 � 336 :

F := F

9

( x; � ) : �

4

+ ( � x

5

+ x

4

� x

3

+ x

2

) �

2

+ x

8

� x

6

+ x

5

+ x

4

+ x

3

+ x

2

= 0 :

n = 4 ; C

f

= 3

A = ( x )

1

� (2 ; 1; 2 ; 1) :

m

E

= 3 ; m

P

= 2 ; m

H

= 2 � ! m

B

:= 3 ; j S j = 256 ; R V =

?

834 :

R R = 314 ; R V = 792 ; R = 470 � ! R =R V = 0 : 59 ; j S j =R = 0 : 54 :

W = 1.
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7.6 p -Rang der Klassengrupp e und Hasse-Witt-

In v arian te

Zum Absc hlu� b etrac h ten wir ein Beispiel f

•

ur die Berec hn ung des p -Rangs der

Klassengrupp e und der Hasse-Witt-In v arian te eines globalen F unktionenk

•

orp ers

mit Hilfe des Cartier-Op erators, wie in Absc hnitt 3.4 b esc hrieb en.

Es sei k = F

q

mit q = 5

12

= 244140625 und F =k der durc h

f ( x; y ) = y

4

� x

2

y + 3 x

18

+ 2

de�nierte globale F unktionenk

•

orp er v om Gesc hlec h t g = 23.

Die Berec hn ung der k -Basis der holomorphen Di�eren tiale 


1

( F =k ) b en

•

otigt 17 s .

Danac h wird die Darstellungsmatrix ( d

i;j

)

i;j

2 k

g � g

des Cartier-Op erators wie in

Satz 3.26 in 82 s b erec hnet.

F

•

ur den p -Rang der Klassengrupp e gilt

dim

F

p

C l

0

( F =k )[ p ] = 4 ;

die Hasse-Witt-In v arian te b etr

•

agt

� ( F =k ) = 15 :

Hierf

•

ur wurde sc hlie�lic h eine Zeit v on 1 : 3 s b ezieh unsgw eise 1 : 8 s in Anspruc h

genommen.

Wir b emerk en, da� dieses Beispiel sic herlic h au�erhalb der Reic h w eite des all-

gemeinen V erfahrens der Klassengrupp en b erec hn ung liegt. Au�erdem wird klar,

da� die Berec h ung diskreter Logarithmen in C l

0

( F =k )[ p ] in der T at sehr e�zien t

durc hgef

•

uhrt w erden k ann.
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Sym b olv erzeic hnis

( a ) Hauptdivisor v on a 2 F

�

2

( a )

0

Nullstellendivisor des Hauptdivisors ( a ) 2

( a )

1

P olstellendivisor des Hauptdivisors ( a ) 2

[ D ] Divisorenklasse v on D 3

( D )

0

Nullstellendivisor des Divisors D 2

( D )

1

P olstellendivisor des Divisors D 2

h M i Un tergrupp e v on D ( F =k ) , die v on einer Menge M v on Divi-

soren erzeugt wird

2

_

+ Innere direkte Summe 32

A Divisor 56, 62

A

1

Divisor v om Grad eins 44

� Charakter endlic her Ordn ung der Divisorenklassengrupp e 39

con t ( h ) Inhalt einer rationalen F unktion h 2 k ( x ) 30

C Cartier-Op erator 49

C

f

Ko e�zien tengr

•

o�e des F =k erzeugenden P olynoms f ( x; y ) 5

C l ( F =k ) Divisorenklassengrupp e v on F =k 3

C l

n

( F =k ) Menge der Divisorenklassen v om Grad n v on F =k 3

C l ( o

S

) Idealklassengrupp e v on o

S

4

Cl ( A; B ) Ring der

•

ub er A ganzalgebraisc hen Elemen te v on B 5

c

0

c

0

= O (1) mit c

� 1

0

j j v j j

1

� j j T v j j

1

� c

0

j j v j j

1

65

deg Grad eines Divisors

•

ub er dem exakten Konstan tenk

•

orp er k

0

1

deg

~

k

Grad eines Divisors

•

ub er dem Konstan tenk

•

orp er

~

k 1

dim ( D ) Dimension des Riemann-Ro c h-Raums L ( D )

•

ub er dem exak-

ten Konstan tenk

•

orp er k

0

2

95
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dim

~

k

( D ) Dimension des Riemann-Ro c h-Raums L ( D )

•

ub er dem

Konstan tenk

•

orp er

~

k

2

D , D

i

Divisoren 2, 65

D

�

( k ; x )-dualer Divisor zu D 18, 20

j D j

i

k [ x ]-In v arian ten des Divisors D 12

D

F =k ( x )

Di�eren tendivisor der Erw eiterung F =k ( x ) 19

D ( F =k ) Grupp e der Divisoren v on F =k 2

D

n

( F =k ) Menge der Divisoren v om Grad n v on F =k 2

D ( S ) Grupp e der S -glatten Divisoren 3

D

m

( S ) Menge der S -glatten Divisoren v om Grad m 3

D

S

Das dem Divisor D zugeordnete Ideal v on I

S

12

D

S

Das dem Divisor D zugeordnete Ideal v on I

S

12

D

max

red

( F =k ; A ) Menge der en tlang A maximalreduzierten Divisoren

v on F =k

23

D

m

red

( F =k ; A ) Menge der en tlang A m -minimalreduzierten Divisoren

v on F =k

23

D

max

red

( S; A ) Menge der en tlang A maximalreduzierten S -glatten

Divisoren

56

D

m

red

( S; A ) Menge der en tlang A m -minimalreduzierten S -glatten

Divisoren

56

e

i

V erzw eigungsindex einer Stelle P

i

•

ub er 1 22

�

F Algebraisc her Absc hlu� v on F 39

F =k Algebraisc her F unktionenk

•

orp er 1

F

r

=k

r

Konstan tenk

•

orp ererw eiterung v om Grad r 7, 39

g Gesc hlec h t eines F unktionenk

•

orp ers F =k 2, 14, 20

h ( D ) H

•

ohe des Divisors D 15

h ( F =k ) Klassenzahl v on F =k 3

h ( S ) Ordn ung der Idealklassengrupp e v on o

S

4

I (

�

h ) In terv all um eine Appro ximation der Klassenzahl 59

I

S

Idealgrupp e v on o

S

3

I

S

Idealgrupp e v on o

S

3

k Konstan tenk

•

orp er 1

k

0

Exakter Konstan tenk

•

orp er 1

k

r

Erw eiterung des endlic hen Konstan tenk

•

orp ers k v om

Grad r

7, 39

�

k Algebraisc her Absc hlu� v on k in

�

F 43
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�

S;A

Divisorabbildung 65

�

S;A

Relationengitter 65

l

S;A

Quaderk an tenl

•

ange 67

�

red

S;A

Bild v on D

deg ( A )

red

( S; A ) un ter �

S;A

65

L ( �; t ) L -Reihe v on � 39

L ( D ) Riemann-Ro c h-Raum des Divisors D 2

md

�

[ D ]

�

Minimalgrad v on [ D ] 44

m

B

V erw endete Sc hrank e f

•

ur die F aktorbasis 74

m

E

Sc hrank e f

•

ur die Erzeugung der F aktorbasis 60

m

H

Heuristisc he Sc hrank e f

•

ur die F aktorbasis 74

m

P

Sc hrank e f

•

ur die Appro ximation der Klassenzahl 60

n Erw eiterungsgrad [ F : k ( x )] o der Sc hrank e f

•

ur Stellen 5, 11, 51,

69, 74

N

F =k ( x )

Norm v on F nac h k ( x ) 5

N

F

r

=F

Norm v on F

r

nac h F 41

N

max

red

( S; A ) Anzahl der en tlang A maximalreduzierten S -glatten Di-

visoren

56

N

m

red

( S; A ) Anzahl der en tlang A m -minimalreduzierten S -glatten

Divisoren

56

N

r

( � ) Charaktersumme r -ten Grads 40

N

r

( F =k ) Charaktersumme r -ten Grads f

•

ur den Hauptc harakter

� = 1

7, 41

!

i

( � ) Reziprok e Nullstellen v on L ( �; t ) 40

!

i

( F =k ) Reziprok e Nullstellen v on �

F =k

( t ) 41


( F =k ) Raum aller Di�eren tiale v on F =k 2


( D ) Di�eren tialraum des Divisors D 2

O (), o () Landau-Sym b ole 7

o

S

Ring der an allen Stellen aus S ganzen Elemen te 3

o

S

Ring der an allen Stellen au�erhalb S ganzen Elemen te 3

( o

S

)

�

Einheitengrupp e v on o

S

, die S -Einheiten 4

�

r

( F =k ) Anzahl der Stellen des Grads r v on F =k 42

	

F =k

( n; m ) Anzahl aller ( n; m )-glatten Divisoren 51

p Endlic he Charakteristik des K

•

orp ers k 39, 48

p

S;A

Glattheitsw ahrsc heinlic hk eit 74

P , P

i

Stellen v on F =k 1, 21
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P ( F =k ) Grupp e der Hauptdivisoren v on F =k 2

P l ( F =k ) Menge aller Stellen v on F =k 1

P l

n

( F =k ) Menge der Stellen v om Grad n v on F =k 1

P l

� n

( F =k ) Menge der Stellen v om Grad kleiner gleic h n v on F =k 1

P ( S ) Grupp e der Hauptdivisoren v on S -Einheiten 3

q Elemen tanzahl des endlic hen K

•

orp ers k 39, 48

Q

S;A

Quader in Z

s

67

Q

red

S;A

Quader in Z

s

67

r

S;A

Relationenabbildung 66

R Dedekindring 30

R ( S ) S -Regulator 4

R h x i Ring der rationalen F unktionen mit ganzem Inhalt 30

� ( F =k ) Hasse-Witt-In v arian te v on F =k 44

supp ( D ) T r

•

ager des Divisors D 2

S Nic h t-leere Menge v on Stellen v on F =k . 5, 11, 59

v

P

Exp onen tielle, surjektiv e Bew ertung v on F � ! Z [ f1g

an der Stelle P

1

v

P

( D ) Exp onen t der Stelle P im Divisor D 2

x Separierendes Elemen t 1

�

F =k

( t ) Zeta-F unktion des F unktionenk

•

orp ers F =k 39
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Zusammenfassung

Es sei F =k ein algebraisc her F unktionenk

•

orp er, gegeb en durc h

F = k ( x; � ) mit f ( x; � ) = 0

f

•

ur ein in y normiertes und separables, irreduzibles P olynom f ( x; y ) 2 k [ x; y ].

Wir b esc hreib en eine k onstruktiv e F assung der Riemann-Ro c h-Theorie, die es

uns gestattet, das Gesc hlec h t g v on F =k und Riemann-Ro c h-R

•

aume L ( D ) v on

Divisoren D mit T ec hnik en der algorithmisc hen algebraisc hen Zahlen theorie zu

b erec hnen. Wir geb en ferner einen wic h tigen Algorithm us zur Divisorreduktion

an und en t wic k eln Metho den, mit denen zus

•

atzlic h diskrete Bew ertungen v on k

b er

•

uc ksic h tigt w erden k

•

onnen.

Es sei k = F

q

der exakte Konstan tenk

•

orp er des globalen F unktionenk

•

orp ers F =k .

Die Divisorenklassengrupp e ist die Grupp e aller Divisorenklassen v on F =k . Die

Klassengrupp e C l

0

( F =k ) ist die endlic he Grupp e der Divisorenklassen v om Grad

n ull. Ihre Ordn ung ist die Klassenzahl h ( F =k ).

F

•

ur eine Menge S v on Stellen P v on F =k mit deg ( P ) � m b ew eisen wir mit

Hilfe des Satzes v on Hasse-W eil un tere Sc hrank en f

•

ur m , so da� C l

0

( F =k ) durc h

die Klassen der Divisoren v om Grad n ull mit T r

•

ager in S erzeugt wird. Diese

Sc hrank en sind v on der F orm O

�

log( g )

�

b ei festem q . W eiter geb en wir eine

F ormel f

•

ur die Appro ximation v on h ( F =k ) bis auf einen festen, m ultiplik ativ en

F ehler an, f

•

ur w elc he die Anzahlen der Stellen eines Grads eb enfalls O

�

log( g )

�

b en

•

otigt w erden, und form ulieren eine V ersion des Satzes v on Brauer-Siegel f

•

ur

globale F unktionenk

•

orp er.

Wir b etrac h ten Glattheitseigensc haften. Ein Divisor D ist ( n; m )-glatt, w enn

deg ( D ) � n gilt und sein T r

•

ager n ur aus Stellen eines Grads � m b esteh t. Wir b e-

w eisen v ersc hiedene Aussagen

•

ub er die Anzahl solc her Divisoren und form ulieren

eine Glattheitsannahme.

Das Hauptergebnis ist das Klassengrupp en v erfahren zur Berec hn ung der Klassen-

grupp e b ezieh ungsw eise Divisorenklassengrupp e v on F =k . Dieses st

•

utzt sic h auf

die Relationenmetho de, f

•

ur die wir b ei festem q deterministisc he, in g ab er exp o-

nen tielle T ec hnik en und eine probabilistisc he, un ter der Glattheitsannahme in g

sub exp onen tielle T ec hnik en t wic k eln. Die v orhergehenden Ergebnisse w erden hier

eingesetzt. Wir b esc hreib en An w endungen dieses V erfahrens zur Einheiten- und

Idealklassengrupp en b erec hn ung und zur Bestimm ung diskreter Logarithmen.

Den Absc hlu� bilden einige illustrativ e Beispiele, die das Laufzeitv erhalten und

die An w endbark eit des V erfahrens un ter V ariation der w esen tlic hen P arameter q

und g demonstrieren.


