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Einleitung

Eine der

•

altesten Diophan tisc hen Gleic h ungen ist die Normgleic h ung; f

•

ur Zahl-

k

•

orp er F = E = Q so wie eine Zahl � 2 E := Q ( � ) wird eine Zahl x 2 F := E ( � )

mit

N

F = E

( x ) = �

gesuc h t o der der Nac h w eis, da� es k eine solc he gibt. An w endungen hierv on gibt

es z.B. in der Algebren Theorie ([1, Chapter 7] und [44, Lemmata 6.1, 6.2]).

In sp eziellen Situationen ist sc hon lange b ek ann t, da� obiges Problem in endlic h

vielen Sc hritten gel

•

ost w erden k ann; z.B. f

•

uhrt dies f

•

ur F reell quadratisc h

•

ub er

Q auf P ell'sc he Gleic h ungen, die sc hon Gauss b ehandelt hat.

F

•

u r (relativ-) Galois'sc he Erw eiterungen F = E hat Siegel [48 ] Sc hrank en f

•

ur den

Nenner und alle Ko e�zien ten einer L

•

osung angegeb en und damit gezeigt, da� die

Gleic h ung k onstruktiv gel

•

ost w erden k ann. Sp

•

ater hat Bartels [3] diese Ergebnisse

auf b eliebige Erw eiterungen v erallgemeinert. Mit anderen Metho den als Siegel hat

Garbanati [25 ] f

•

ur (absolut) Ab el'sc he K

•

orp er eb enfalls Sc hrank en erhalten. Allen

drei Arb eiten ist jedo c h gemeinsam, da� die Sc hrank en viel zu gro� sind, um damit

in der Praxis L

•

osungen zu �nden.

Bei diesen drei Ans

•

atzen wird zun

•

ac hst der Nenner einer m

•

oglic hen L

•

o sung b e-

sc hr

•

a nkt. In einem zw eiten Sc hritt w erden dann (endlic h viele) Normgleic h ungen

in den ganzen algebraisc hen Zahlen gel

•

ost. Der Sp ezialfall, Normgleic h ungen in

Ordn ungen | o der allgemeiner in Mo duln | zu l

•

osen, ist jedo c h auc h aus anderen

Gr

•

u nden v on In teresse: Um Th ue-Gleic h ungen zu l

•

osen, sind wir an den L

•

osun-

gen in teressiert, die in der Gleic h ungsordn ung o

E

[ � ]

•

ub er der Maximalordn ung o

E

v on E liegen [5], genauer gesagt an einer P arametrisierung all dieser L

•

osungen.

F

•

u r Hauptidealtests (im F alle E = Q ) m u� x ein Elemen t des zu testenden Ideals

1



2 EINLEITUNG

sein [20, (1.7) Lemma]. Hier ist es ausreic hend,

"

bis auf V orzeic hen \ zu l

•

o sen |

N

F = E

( x ) = � � ist auc h zul

•

a ssig; auc h reic h t es hier, eine L

•

osung zu �nden.

W eitere Sp ezialf

•

a lle ergeb en sic h aus Einsc hr

•

a nkungen an � , i.allg. wird � ganz

algebraisc h sein. W enn � eine T orsionseinheit ist, ist das L

•

osen der Normgleic h ung

•

a quiv alen t zum Bestimmen der Relativ-Einheiten.

In dieser Arb eit ist der v on Finc k e im Rahmen seiner Dissertation en t wic k elte Al-

gorithm us zum L

•

osen v on Normgleic h ungen in Ordn ungen absoluter Zahlk

•

orp er

( E = Q , [20]) v erallgemeinert, w ob ei die Arb eit v on Jurk [31] fortgesetzt und er-

w eitert wird. F erner w erden Metho den v on Garbanati [24 ] v erallgemeinert, um im

F all v on relativ Galois'sc hen K

•

orp ern einen Algorithm us zu erhalten, der Norm-

gleic h ungen in K

•

orp ern l

•

ost.

Nac hdem im ersten Kapitel zun

•

a c hst einige Notationen v erein bart w erden, un-

tersuc hen wir im zw eiten Kapitel die Wirkung der Normabbildung auf die Ein-

heitengrupp e. Die hier gew onnenen Ergebnisse w erden einerseits f

•

ur die P arame-

trisierung der L

•

osungsmenge b en

•

o tigt und andererseits, um das Problem auf ein

endlic hes zu reduzieren. F erner wird dort eine f

•

ur die Komplexit

•

a t des V erfahrens

wic h tige In v arian te, der relativ e Regulator, eingef

•

uhrt.

Im dritten Kapitel wird die n

•

otige Gittertheorie f

•

ur Gitter

•

ub er Zahlk

•

orp ern ein-

gef

•

uhrt, die b en

•

otigt wird, um das Ellipsoidv erfahren en t wic k eln zu k

•

onnen. Sp e-

ziell stellen wir eine V erallgemeinerung des LLL-Algorithm us zur Gitterreduktion

und des Finc k e-P ohst-Algorithm us zum Ausz

•

a hlen v on Ellipsoiden v or.

Im vierten Kapitel w erden dann die in den letzten b eiden Kapiteln gew onnenen Er-

gebnisse dazu b en utzt, das Ellipsoid-V erfahren zur L

•

osung v on Normgleic h ungen

auf Relativ erw eiterungen zu v erallgemeinern. F

•

ur relativ Galois'sc he Erw eiterun-

gen en t wic k eln wir dann ein V erfahren, um die L

•

o sbark eit im K

•

orp er zu en tsc hei-

den und ggf. eine L

•

osung zu �nden. Zus

•

atzlic h geb en wir dort ein V erfahren an,

w elc hes nic h t auf dem Ausz

•

a hlalgorithm us b eruh t, um Normgleic h ungen mittels

S -Einheiten zu l

•

osen.

Zum Sc hlu� geb en wir einige Beispiele an, die so w ohl die M

•

ac h tigk eit der v orge-

stellten V erfahren als auc h deren Grenzen demonstrieren.

A n dieser Stel le m

•

o chte ich mich b ei Herrn Pr ofessor Dr. M. E. Pohst herzlich

f

•

ur die Betr euung w

•

ahr end der A rb eit danken. F erner b e danke ich mich b ei Herrn

Pr ofessor Dr. G. M. Zie gler f

•

u r die

•

U b ernahme des Kor efer ats sowie b ei Mar-

tin, Klaus und J

•

ur gen f

•

u r die Dur chsicht einer vorl

•

au�gen F assung dieser A rb eit.

Schlie�lich m

•

ochte ich mich an dieser Stel le auch b ei al len Mitglie dern der Kant-

Grupp e b e danken, ohne der en Ko op er ation eine A rb eit wie diese nicht entstehen

kann.



KAPITEL I

Grundlagen

Hier w erden wir zun

•

ac hst die (wic h tigsten) in dieser Arb eit v erw endeten Bezeic h-

n ungen festlegen und einige theoretisc he V orb emerkungen mac hen.

1. Bezeic hn ungen

Wir w ollen Normgleic h ungen in Relativ erw eiterungen algebraisc her Zahlk

•

orp er un-

tersuc hen, dazu b etrac h ten wir die folgende Situation (alle angegeb enen Eigen-

sc haften k

•

o nnen z.B. in [10, 35, 42 , 46 ] nac hgelesen w erden).

Q

m

E = Q ( � )

n

F = E ( � )
Es sei f 2 Z [ t ] ein normiertes, irreduzibles P olynom v om Grad

m und � eine Nullstelle hierv on in einem geeigneten Erw eite-

rungsk

•

o rp er. Dann ist E := Q ( � ) ein algebraisc her Zahlk

•

orp er

v om Grad m

•

ub er Q . Den Ring der ganzen Zahlen v on E b e-

zeic hnen wir mit o

E

. F erner sei n un g 2 o

E

[ t ] normiert, irreduzi-

b el v om Grad n und � eine Nullstelle v on g in einem passenden

Erw eiterungsk

•

o rp er, dann setzen wir F := E ( � ). Bezeic hne o

F

den Ring der ganzen Zahlen, o

E

ist dann ein Dedekindring und

freier Z -Mo dul v om Rang m , o

F

ist eb enfalls Dedekind'sc h und

ein o

E

-Mo dul v on Rang n . F alls die Klassenzahl v on o

E

gr

•

o �er als 1 ist, ist o

F

jedo c h i.allg. nic h t mehr frei

•

u b er o

E

. Sp

•

ater w erden wir Kriterien angeb en, um

en tsc heiden zu k

•

onnen, ob o

F

frei

•

ub er o

E

ist. Analoges gilt auc h f

•

ur die (gebro-

c henen) Ideale v on E und F : Ideale a v on E sind frei v om Rang m

•

ub er Z , Ideale

b v on F sind i.allg. nic h t frei

•

ub er o

E

. Hier, wie auc h in der ganzen Arb eit, sind

Ideale stets v on f 0 g v ersc hieden.

3



4 I. GR UNDLA GEN

N

F = E

: F ! E : x 7! N

F = E

( x ) sei die gew

•

o hnlic he Normabbildung, eb enfalls mit

N

F = E

sei die Idealnorm b ezeic hnet. Es gilt dann

( N

F = E

( x )) := N

F = E

( x ) o

E

= N

F = E

( xo

F

) =: N

F = E

(( x )) :

N

F = Q

und N

E = Q

seien die en tsprec henden Normabbildungen nac h Q , es gilt N

F = Q

=

N

E = Q

� N

F = E

.

Seien n un �

(1)

; : : : ; �

( r

1

)

2 R die reellen Nullstellen v on f und �

( r

1

+1)

= �

( r

1

+ r

2

+1)

,

: : : , �

( r

1

+ r

2

)

= �

( r

1

+2 r

2

)

2 C n R die k omplexen Nullstellen ( r

1

, r

2

2 N

0

geeignet).

Die F ortsetzungen der Abbildungen ( : )

( i )

: � 7! �

( i )

auf E liefern dann Ein b ettun-

gen v on E nac h E

( i )

:= ( E )

( i )

� C in die Konjugiertenk

•

o rp er v on E . Nun setzen wir

die Abbildungen no c h auf den zugeh

•

origen P olynomring E [ t ] fort, indem wir sie

auf den Ko e�zien ten op erieren lassen. Die Nullstellen der P olynome g

( i )

2 E

( i )

[ t ]

seien �

( i;j )

mit 1 � j � n . Da g

( i )

2 R [ t ] f

•

ur 1 � i � r

1

gilt, k

•

o nnen wir �

( i;j )

2 R

f

•

ur 1 � j � s

i

und �

( i;j )

= �

( i;j + t

i

)

2 C mit n = s

i

+ 2 t

i

, s

i

< j � s

i

+ t

i

an-

nehmen ( s

i

, t

i

2 N

0

geeignet). W egen f

( i )

= f

( i + r

2

)

k

•

o nnen wir zus

•

a tzlic h no c h

�

( i;j )

= �

( i + r

2

;j )

f

•

ur r

1

< i � r

1

+ r

2

und 1 � j � n erreic hen. Nac h Jurk [31 ,

Bemerkung 3.4] nennen wir ( s

i

; t

i

)

1 � i � r

1

die relativ e Signatur v on F = E .

In [49] ist ein Algorithm us angegeb en, um ein P olynom g

Z

2 Z [ t ] mit L :=

Q [ t ] =g

Z

Q [ t ]

�

=

F zu b estimmen, so da� wir F auc h als einfac he Erw eiterung v on

Q zur V erf

•

ugung hab en. F erner liefert dieser Algorithm us auc h Ein b ettungen v on

E nac h L , v on F nac h L und v on L nac h F , so da� wir b eide Darstellungen ( L

und F ) b en utzen k

•

o nnen, um b ei Bedarf die geeignetere zu w

•

ahlen.

Dieser Algorithm us, so wie Algorithmen f

•

ur Op erationen mit Ordn ungen, Idealen,

Zahlk

•

o rp ern, algebraisc hen Zahlen und alle in dieser Arb eit v orgestellten und b e-

n utzten Algorithmen sind in KANT implemen tiert und k

•

o nnen

•

u b er KASH [32 ]

aufgerufen w erden.

2. Bew ertungen und Primideale

Sei V

Q

= V

�n.

Q

_

[ V

1

Q

die k anonisc he Menge exp onen tieller Bew ertungen auf Q , d.h.,

zu jeder Primzahl p 2 P

Q

gibt es genau ein v = v

p

2 V

�n.

Q

mit v

p

( p ) = 1. F

•

ur jedes

V

�n.

Q

3 v 6= v

p

ist v ( p ) = 0, und es gilt V

1

Q

= f� log j � jg .

F

•

u r einen b eliebigen Zahlk

•

orp er k sei V

�n.

k

die Menge der diskreten Bew ertungen

auf k , die eine Bew ertung aus V

�n.

Q

fortsetzen, d.h., f

•

ur jedes V 2 V

�n.

k

gibt es

genau ein v 2 V

�n.

Q

mit V j

Q

= v . Analog sei V

1

k

die Menge der Bew ertungen, die

V

1

Q

fortsetzen. F

•

ur jedes v 2 V

�n.

k

de�nieren wir den folgenden p-adisc hen Betrag:
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Sei p 2 P

Q

diejenige Primzahl mit v ( p ) 6= 0, dann setzen wir j � j

v

:= p

� v ( � )

. F

•

ur

v 2 V

1

k

sei j � j

v

:= exp ( � v ( � )), ferner sei j 0 j

v

:= 0 f

•

ur jedes v 2 V

k

.

Sei n un K eine endlic he Erw eiterung v on k . Aufgrund unserer Normierung b esteh t

V

K

aussc hlie�lic h aus F ortsetzungen v on Elemen ten aus V

k

. Wir sc hreib en V j v falls

V 2 V

K

eine F ortsetzung v on v 2 V

k

ist. In diesem F all sei

n

V j v

:= n

V ;k

:= [ K

V

: k

v

] =

n

V ; Q

n

v ; Q

;

w ob ei K

V

wie V erv ollst

•

a ndigung v on K bzgl. der v on V induzierten T op ologie ist

und k

v

die V erv ollst

•

a ndigung v on k bzgl. v . Es gilt der f

•

ur diese Arb eit wic h tige

Zusammenhang zwisc hen den Betr

•

agen, ihren F ortsetzungen und der Norm:

j N

K =k

( x ) j

v

= (

Y

V 2 V

K

V j v

j x j

n

V ; Q

V

)

1 =n

v ; Q

=

Y

V 2 V

K

V j v

j x j

n

V ;k

V

o der (additiv gesc hrieb en)

v ( N

K =k

( x )) =

X

V 2 V

K

V j v

n

V ;k

V ( x )(1-1)

f

•

ur x 2 K und v 2 V

k

.

F erner gilt die Pro duktformel:

Y

v 2 V

k

j x j

n

v ; Q

v

= 1 :

3. Matrizen

Da wir im n

•

ac hsten Absc hnitt viel mit Matrizen arb eiten w erden, w ollen wir einige

Abk

•

u rzungen und Sc hreib w eisen v erein baren.

Sei R ein Ring. F

•

u r eine b eliebige Matrix M 2 R

n

0

� m

0

ist M

i;j

das j -te Elemen t

der i -ten Zeile, es gilt M = ( M

i;j

)

1 � i � n

0

1 � j � m

0

. M

tr

:= ( M

0

i;j

)

1 � i � m

0

1 � j � n

0

mit M

0

i;j

= M

j;i

.

F

•

u r ein Ringelemen t r 2 R sei R

n

0

� n

0

3 r

n

0

:= ( r )

1 � i � n

0

1 � j � n

0

die Matrix, b ei der alle

Ein tr

•

age gleic h r sind, f

•

ur R unit

•

ar b ezeic hne I

n

0

2 R

n

0

� n

0

die Einheitsmatrix, d.h.

( I

n

0

)

i;j

= �

i;j

:=

8

<

:

1 i = j

0 sonst.

. Sei n un N 2 R

n

0

� m

0 0

eine w eitere Matrix. Mit ( M j N )

b ezeic hnen wir die Matrix aus R

n

0

� ( m

0

+ m

00

)

, deren Spalten durc h Anh

•

a ngen der
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Spalten v on N an die v on M en tstehen, ( M j N )

i;j

=

8

<

:

M

i;j

j � m

0

N

i;j � m

0

sonst.

. Analog

ist

 

M

tr

N

tr

!

= ( M j N )

tr

. F

•

ur Matrizen M

i

2 R

n

i

� m

i

(1 � i � o ) ist

diag ( M

1

; : : : ; M

o

) :=

0

B

B

B

B

B

@

M

1

0 � � � 0

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

0 � � � 0 M

o

1

C

C

C

C

C

A

2 R

P

o

i =1

n

i

�

P

o

i =1

m

i

:



KAPITEL I I

Einheiten in Relativ erw eiterungen

Ob w ohl Relativ erw eiterungen sc hon l

•

a nger un tersuc h t w erden, gibt es bisher k aum

Ans

•

atze, die b esondere Struktur dieser K

•

orp er b ei der Berec hn ung der Einheiten

auszun utzen. Im Gegensatz zu z.B. der Berec hn ung der Maximalordn ung o der

der Galoisgrupp e gibt es hier k aum Eigensc haften, die sic h mit relativ en Metho-

den un tersuc hen lassen. Die w esen tlic he Sc h wierigk eit liegt darin b egr

•

undet, da�

die Eigensc haft einer Zahl x 2 o

F

, eine Einheit zu sein, nic h t v on der Struktur

v on o

F

als o

E

-Mo dul o der Z -Mo dul abh

•

angt und, da� es im w esen tlic hen diese

Strukturinformation ist, die wir zus

•

a tzlic h b en utzen w ollen.

F

•

u r die Struktur der Einheitengrupp e U

k

in b eliebigen Zahlk

•

orp ern k gilt zun

•

ac hst

einmal der Diric hlet'sc he Einheitensatz:

Sa tz 2.1 . Sei k ein Zahlk

•

o rp er. Dann gibt es Einheiten �

i

2 o

k

( 1 � i � # V

1

k

�

1 =: r ) und � 2 o

k

mit

U

k

= h � i � h �

1

i � � � � � h �

r

i ;

wob ei das Pr o dukt dir ekt ist und h �

i

i unend liche zyklische Grupp en sind. F

•

ur die

Grupp e der T orsionseinheiten T U

k

von k gilt: T U

k

= h � i .

Hieraus erhalten wir eine Darstellung v on U

F

, die v

•

ollig unabh

•

a ngig v on der Struk-

tur v on o

F

als o

E

-Mo dul ist. In diesem Kapitel w erden wir eine andere Darstellung

v on U

F

�nden, die die zus

•

atzlic he Strukturinformation b er

•

u c ksic h tigt. Sp eziell

die Einheiten, deren Norm T orsionseinheiten sind, w erden dort eine en tsc heidende

Rolle spielen. Diese Einheiten sind auc h f

•

ur das L

•

osen v on Normgleic h ungen wic h-

tig.

Sc hon sehr fr

•

uh hat sic h Artin [2] mit Einheiten der Norm 1 in relativ-galoissc hen

Zahlk

•

o rp ern b esc h

•

a ftigt. Er zeigte, da� ein maximales unabh

•

a ngiges Einheitensy-

stem im w esen tlic hen durc h die An w endung der Galois-Automorphismen auf eine

7



8 I I. EINHEITEN

kleine Menge v on Einheiten aus E erhalten w erden k ann. In diesem Sp ezialfall

erh

•

alt er so auc h den nac hfolgenden Satz 2.5.

Es gibt v ersc hiedene Ans

•

a tze, die Einheitengrupp e U

k

| o der w enigstens eine

Un tergrupp e U � U

k

v on endlic hem Index ( U

k

: U ) | dadurc h zu erhalten,

da� die Einheiten geeigneter T eilk

•

o rp er en tsprec hend

"

geliftet \ w erden. F

•

ur b e-

stimm te T yp en v on Ab el'sc hen Zahlk

•

orp ern hat z.B. Leop oldt [37 , 38] ein maxi-

males System unabh

•

a ngiger Einheiten aus zyklisc hen T eilk

•

o rp ern b estimm t. F

•

ur

den F all, da� F die Galois'sc he H

•

ulle eines nic h t Ab el'sc hen quartisc hen K

•

orp ers

ist, hat Holzb erg [27 ] gezeigt, da� eine Un tergrupp e v on endlic hem Index immer

aus den Einheiten der T eilk

•

o rp er erhalten w erden k ann. In diesem F all gibt es

auc h Absc h

•

a tzungen f

•

ur den Index.

F

•

u r CM-K

•

orp er ist sc hon lange b ek ann t, da� die Einheitengrupp e einfac h aus der

Einheitengrupp e des maximalen reellen T eilk

•

o rp ers k onstruiert w erden k ann, da

die Einheitenr

•

a nge iden tisc h sind. W eiter ist b ek ann t, da� der Index (im w esen t-

lic hen) maximal 2 ist [52 , Theorem 4.12]. Im F all v on Kreisteilungsk

•

o rp ern gibt

es auc h Kriterien, um den Index zu b estimmen.

Hier w erden wir genauer un tersuc hen, wie die Einheitengrupp e v on F v on der

v on E b eein
u�t wird. Die hier v orgestellten Ergebnisse sind v on zen traler Be-

deutung f

•

ur das L

•

osen v on Normgleic h ungen in Relativ erw eiterungen.

•

Ahnlic he

Konstruktionen sind v on Kleb el [33] zum L

•

osen v on b estimm ten Einheitenglei-

c h ungen b en utzt w orden. Es ist zu erw arten, da� mit Hilfe dieser Ergebnisse sic h

zumindest die Theorie zum L

•

osen v on Th ue-Gleic h ungen auf den relativ en F all

•

ub ertragen l

•

a�t.

Der nac hfolgend de�nierte relativ e Regulator un tersc heidet sic h v on der in [14 ]

gegeb enen De�nition dadurc h, da� hier k eine absoluten In v arian ten v on F = Q in

der De�nition b en utzt w erden. In der hier gegeb enen De�nition 2.8 w erden aus-

sc hlie�lic h

"

relativ e In v arian ten \ b en utzt. In [4] wird eine V arian te v on Satz 2.9

als De�nition v erw endet.

1. Struktur der Einheitengrupp e in Relativ erw eiterungen

F

•

u r das L

•

o sen v on Normgleic h ungen ist die Kenn tnis der Einheiten aus F , deren

Normen b estimm te Eigensc haften hab en, wic h tig. Im folgenden w erden wir daher

die Op eration der Normabbildung auf der Einheitengrupp e un tersuc hen.

F

•

u r das ganze Kapitel �xieren wir eine endlic he Menge V

1

E

� S

E

� V

E

und setzen

S

F

:= f V 2 V

F

j 9 v 2 S

E

: V j v g :(2-1)
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F

•

u r jedes v 2 V

E

sei

P

v

:= f V 2 V

F

j V j v g :

Fixiere n un ein b eliebiges V

v

2 P

v

( 8 v 2 V

E

) und setze

_

P

v

:= P

v

n f V

v

g ; r

v

:= # P

v

:(2-2)

F erner seien r

E

:= # S

E

, r

F

:= # S

F

und

_

S

F

:=

S

v 2 S

E

_

P

v

.

Definition 2.2 . Seien S

E

und S

F

wie ob en ge geb en. Dann nennen wir die Ele-

mente von

U

E ;S

E

:= f x 2 E j 8 v 2 V

E

n S

E

: v ( x ) = 0 g

bzw.

U

F ;S

F

:= f x 2 F j 8 V 2 V

F

n S

F

: V ( x ) = 0 g

die S

E

-Einheiten von E bzw. S

F

-Einheiten von F .

F

•

u r eine Unter grupp e A � U

E ;S

E

de�nier en wir U

A

F ;S

F

:= N

F = E

� 1

( A ) \ U

F ;S

F

.

Bemerkung 2.3 . (1) F

•

ur S

E

= V

1

E

(und S

F

= V

1

F

) gilt U

E

= U

E ;S

E

und

U

F

= U

F ;S

F

.

(2) Es gilt der Dirichlet'sche Einheitensatz: U

E ;S

E

= h � i � h �

1

i � � � � � h �

r

E

� 1

i [35 ,

V, x 1] , wob ei � eine ge eignete Einheitswurzel ist (es gilt T U

E

= T U

E ;S

E

=

h � i ) und �

1

; : : : ; �

r

E

� 1

Grundeinheiten sind (d.h., sie hab en unend liche Or d-

nung, das Pr o dukt ist dir ekt und sie erzeugen die ganze Grupp e).

(3) Nach (2-1) und (1-1) gelten N

F = E

( U

F ;S

F

) � U

E ;S

E

und U

E ;S

E

� U

F ;S

F

.

(4) O�enb ar gilt A � U

A

F ;S

F

, da N

F = E

( A ) = A

n

ist.

Als n

•

ac hstes w ollen wir die Struktur v on U

A

F ;S

F

b estimmen. Dazu b en

•

otigen wir

folgendes Lemma:

Lemma 2.4 . F

•

ur A � T U

E

gilt: U

A

F ;S

F

=T U

F

ist fr ei vom R ang r

F

� r

E

.

Beweis. Nac h Bemerkung 2.3.(2) sind U

F ;S

F

=T U

F

und daher auc h jede Un ter-

grupp e hierv on frei. Es bleibt daher no c h die Dimensionsaussage zu zeigen: Da

~

N

F = E

: U

F ;S

F

=T U

F

! U

E ;S

E

=T U

E

: xT U

F

7! N

F = E

( x ) T U

E

ein Mo dulhomomorphism us ist, folgt aus dem Isomorphiesatz f

•

ur freie Z -Mo duln

und aus N

F = E

( x ) = x

n

f

•

ur jedes x 2 E : ( � b ezeic hnet hier Z -Mo dulisomorphien)

U

E ;S

E

=

T U

E

� Bild

~

N

F = E

�

U

F

=T U

F

=

Kern

~

N

F = E

;

und daher rg Kern

~

N

F = E

= r

F

� r

E

. Mit T U

s

E

� A f

•

ur ein geeignetes s 2 N folgt

dann die Behauptung.



10 I I. EINHEITEN

Sa tz 2.5 . Sei U � U

A

F ;S

F

eine Unter grupp e von end lichem Index. Dann gibt es

unabh

•

a ngige Einheiten �

i

2 U ( 1 � i � r

F

� r

E

+ rg A =: r ) sowie eine T orsions-

einheit � , so da�

U = h � i � h �

1

i � � � � � h �

r

i :

Seien A � T U

E

b eliebig, U � U

F ;S

F

von end lichem Index. Dann gibt es Einheiten

�

i

2 U ( 1 � i � r

F

� r

E

), ~�

i

2 U ( 1 � i � r

E

� 1 ) sowie eine T orsionseinheit � , so

da�

U

A

F ;S

F

\ U = h � i � h �

1

i � � � � � h �

r

F

� r

E

i

und

U

F ;S

F

\ U = ( U

A

F ;S

F

\ U ) � h ~�

1

i � � � � � h ~�

r

E

� 1

i

gelten.

Beweis. Direkte Konsequenz aus Bemerkung 2.3.(4) und Lemma 2.4.

F

•

u r den F all E = Q und A = f� 1 g = T U

Q

erhalten wir wieder den Diric hlet'sc hen

Einheitensatz als Sp ezialfall.

Im w eiteren seien A � T U

E

b eliebig und U � U

F ;S

F

, v on endlic hem Index �xiert.

Wir w erden im folgenden einen Regulator f

•

ur U

A

F ;S

F

\ U erkl

•

aren, der die klassisc he

De�nition erw eitert. Dies erm

•

oglic h t uns dann, Absc h

•

a tzungen f

•

ur den Index

( U

T U

E

F ;S

F

: ( U

T U

E

F ;S

F

\ U )) anzugeb en, um U

T U

E

F ;S

F

auszurec hnen, ohne zun

•

ac hst U

F ;S

F

zu b estimmen, w as sp eziell im letzten Sc hritt (Aufstieg zu F undamen taleinheiten)

w egen der hohen K

•

o rp ergrade sehr aufw endig ist [55 ]. F erner wird dieser Regulator

ein Ma� f

•

ur die Komplexit

•

a t des sp

•

a ter v orgestellten Algorithm us zum L

•

osen v on

Normgleic h ungen darstellen.

Seien n un

L

F

: U

F ;S

F

! R

S

F

: � 7! ( n

V ; E

V ( � ))

V 2 S

F

;(2-3)

_

L

F

: U

F ;S

F

! R

_

S

F

: � 7! ( n

V ; E

V ( � ))

V 2

_

S

F

(2-4)

de�niert. Nac h [35 , V, x 1] ist L

F

( U

F ;S

F

) ein Gitter v om Rang r

F

� 1 im R

S

F

;

daher ist dann L

F

( U

A

F ;S

F

) ein Gitter v om Rang r

F

� r

E

.

Lemma 2.6 . (1) Sei B 2 R

n

0

� n

0

mit B

i;j

= a + �

i;j

b

i

, a; b

i

2 R . Dann gilt

det B = (

n

0

Y

i =1

b

i

)( a

n

0

X

i =1

1

b

i

+ 1) :
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(2) Seien B 2 R

n

0

� n

0

, C 2 R

m

0

� n

0

b eliebig. F

•

ur B

0

:=

�

B

C B

�

gelten dann

B

0

tr

B

0

= B

tr

( I

n

0

+ C

tr

C ) B und det ( B

0

tr

B

0

) = det

2

B det( I

n

0

+ C

tr

C ) .

Sp eziel l gilt f

•

ur m

0

= 1 , d.h. C = ( c

1

; : : : ; c

n

0

) :

det ( I

n

0

+ C

tr

C ) = 1 +

n

0

X

i =1

c

2

i

:

Beweis. (1): Siehe [46 , 5.6 Exercise 1].

(2): Es gilt:

( B

0

tr

B

0

)

i;j

=

n

0

+ m

0

X

l =1

B

0

l ;i

B

0

l ;j

=

n

0

X

l =1

B

l ;i

B

l ;j

+

m

0

X

l =1

( C B )

l ;i

( C B )

l ;j

= ( B

tr

B )

i;j

+ (( C B )

tr

( C B ))

i;j

= ( B

tr

( I

n

0

+ C

tr

C ) B )

i;j

Da alle Matrizen quadratisc h sind, folgt die Aussage

•

ub er die Determinan ten.

Sei n un m

0

= 1 und D := diag ( c

1

; : : : ; c

n

0

). Wir erhalten:

I

n

0

+ C

tr

C = I

n

0

+ ((1 ; : : : ; 1) D )

tr

(1 ; : : : ; 1) D

= D ( D

� 2

+ 1

n

0

) D :

Mit (1) angew endet auf a = 1, b

i

= c

� 2

i

folgt daher:

det ( I

n

0

+ C

tr

C ) = det

2

( D )

n

0

Y

i =1

c

� 2

i

(

n

0

X

i =1

c

2

i

+ 1)

=

n

0

X

i =1

c

2

i

+ 1 :

Wir �xieren n un ein maximales unabh

•

a ngiges Einheitensystem �

i

2 U

T U

E

F ;S

F

\ U

(1 � i � r

F

� r

E

), ~�

i

2 U (1 � i � r

E

� 1) und � 2 T U

F

mit

U = h � i � h �

1

i � � � � � h �

r

F

� r

E

i � h ~�

1

i � � � � � h ~�

r

E

� 1

i :

Nac h Satz 2.5 gibt es solc he Einheiten. De�niere

� : U

T U

E

F ;S

F

\ U ! Z

r

F

� r

E

: � = �

r

F

� r

E

Y

i =1

�

n

i

i

7! ( n

i

)

1 � i � r

F

� r

E

;
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so wie mit f v

1

; : : : ; v

r

E

g = S

E

, f V

1

; : : : ; V

r

v

� 1

g =

_

P

v

eine Anordn ung

� : S

F

! N : V 7!

8

<

:

P

i � 1

l =1

( r

v

l

� 1) + j � 1 f

•

ur V = V

j

2

_

P

v

i

r

F

� r

E

+ i f

•

ur V = V

v

i

wie in (2-2)

:

Damit ist � ( S

F

) = [ [1 ; r

F

] ] und � (

_

S

F

) = [ [ 1 ; r

F

� r

E

] ] . F

•

u r x 2 R

S

F

sei R

r

F

3

� ( x ) := ( x

� ( i )

)

1 � i � r

F

. Mit

L := ( n

�

� 1

( i ) ; E

�

� 1

( i )( �

j

))

1 � i � r

F

1 � j � r

F

� r

E

2 R

r

F

� ( r

F

� r

E

)

und

_

L := ( n

�

� 1

( i ) ; E

�

� 1

( i )( �

j

))

1 � i � r

F

� r

E

1 � j � r

F

� r

E

2 R

( r

F

� r

E

) � ( r

F

� r

E

)

erhalten wir dann die b eiden k omm utativ en Diagramme:

U

T U

E

F ;S

F

\ U

L

F

� � � ! R

S

F

�

?

?

?

y

?

?

?

y

�

Z

r

F

� r

E

L

� � � ! R

r

F

und

U

T U

E

F ;S

F

\ U

_

L

F

� � � ! R

_

S

F

�

?

?

?

y

?

?

?

y

�

Z

r

F

� r

E

_

L

� � � ! R

r

F

� r

E

:

Lemma 2.7 . Sei � := [0 ; 1]

r

F

� r

E

. Dann gelten:

(1) v ol

r

F

� r

E

( L �) =

q

Q

v 2 S

E

r

v

v ol (

_

L �)

(2) v ol(

_

L �) ist unabh

•

a ngig von der A nor dnung der Bewertungen und dem sp e-

ziel l gew

•

a hlten Einheitensystem.

Beweis. (1): Sei

C :=

0

@

r

v

1

� 1

z }| {

� 1 ;::: ; � 1

0

r

v

2

� 1

z }| {

0

� 1 ;::: ; � 1

0

:::

r

v

r

E

� 1

z }| {

0

� 1 ;::: ; � 1

1

A

:(2-5)

Dann gilt:

C

tr

C = diag (1

r

v

1

� 1

; : : : ; 1

r

v

r

E

� 1

) :

Nac h Lemma 2.6.(1) und [23, x 5 (67)] gilt dann:

det ( I

r

F

� r

E

+ C

tr

C ) =

Y

v 2 S

E

r

v

:(2-6)
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Aus (1-1) zusammen mit De�nition 2.2 und Bemerkung 2.3.(3) folgt f

•

ur jedes

v 2 S

E

und jedes � 2 U

T U

E

F ;S

F

:

X

V 2 P

v

n

V ; E

V ( � ) = v ( N

F = E

( � )) = 0 :(2-7)

Aus L =

 

_

L

C

_

L

!

, (2-6) und Lemma 2.6.(2) erhalten wir daher

det ( L

tr

L ) = det(

_

L

tr

_

L )

Y

v 2 S

E

r

v

:

W egen v ol

2

r

F

� r

E

( L �) = det( L

tr

L ) [34, App endix I I] und v ol

2

(

_

L �) = det(

_

L

tr

_

L ) =

det

2

(

_

L ) ist dann (1) b ewiesen.

(2): Da die en tsprec henden T ransformationen unimo dular bzw. unit

•

ar sind, folgt

die Behauptung.

Definition 2.8 . Wir nennen

reg

F =E

( U ) := v ol (

_

L �)

den ( S

F

-)R egulator von U (b ez

•

uglich F = E ).

F erner sei reg

F = E

( F ) := reg

F = E

( U

T U

E

F ;S

F

) .

Sa tz 2.9 . Es gilt:

reg

F = Q

( U ) = (

r

E

Y

i =1

n

r

v

i

� 1

v

i

; Q

) reg

F = E

( U ) reg

E = Q

( N

F = E

( U )) :

Beweis. Setze

~

L := ( L j � L

F

( ~ �

1

) ; : : : ; � L

F

( ~ �

r

E

� 1

)). Da rg

_

L = r

F

� r

E

gilt, gibt

es ein S 2 GL ( r

F

� 1 ; R ) mit

~

L =

 

0

r

F

� r

E

L

B

!

S;

w ob ei (wie in (2-7) ) f

•

ur jedes v 2 S

E

X

V 2 P

v

n

V ; E

V ( �

i

) = v ( N

F = E

( �

i

)) = 0

und

X

V 2 P

v

n

V ; E

V ( ~ �

i

) = v ( N

F = E

( ~ �

i

))

gelten und daher o.B.d.A. B v on folgender F orm ist:

B = ( v

i

( N

F = E

( ~ �

j

)))

1 � i � r

E

1 � j � r

E

� 1

:
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Seien L

0

,

~

L

0

und B

0

durc h Streic hen der letzten Zeile v on L ,

~

L und B de�niert.

Dann gelten:

~

L

0

=

 

0

L

0

B

0

!

S =

0

@

_

L 0

*

*

*

B

0

1

A

S:

Sei

D

1

:= diag (

n

�

� 1

(1) ; Q

n

�

� 1

(1) ; E

; : : : ;

n

�

� 1

( r

F

� 1) ; Q

n

�

� 1

( r

F

� 1) ; E

) 2 R

r

F

� 1 � r

F

� 1

so wie

D

2

:= diag ( n

v

1

; Q

; : : : ; n

v

r

E

� 1

; Q

) 2 R

r

E

� 1 � r

E

� 1

:

Dann sind de�nitionsgem

•

a �

det( D

2

B

0

) = reg

E = Q

( N

F = E

( U ))

und

det( D

1

~

L

0

) = reg

F = Q

( U ) :

Daher folgt:

reg

F = Q

( U ) = det( D

1

) det(

~

L

0

)

= det( D

1

) det(

_

L ) det( B

0

)

=

det( D

1

)

det( D

2

)

reg

F = E

( U ) reg

E = Q

( N

F = E

( U ))

=

r

F

� 1

Y

i =1

n

�

� 1

( i ) ; Q

n

�

� 1

( i ) ; E

r

E

� 1

Y

i =1

1

n

v

i

; Q

reg

F = E

( U ) reg

E = Q

( N

F = E

( U )) ;

und mit

n

V ; Q

n

V ; E

= n

v ; Q

f

•

ur jedes V j v k

•

o nnen wir w eiter sc hlie�en:

=

r

E

Y

i =1

n

r

v

i

� 1

v

i

; Q

n

v

r

E

n

�

� 1

( r

F

) ; E

n

�

� 1

( r

F

) ; Q

reg

F = E

( U ) reg

E = Q

( N

F = E

( U ))

=

r

E

Y

i =1

n

r

v

i

� 1

v

i

; Q

reg

F = E

( U ) reg

E = Q

( N

F = E

( U )) :

Bemerkung 2.10 . (1) F

•

ur E = Q und S

E

= V

1

E

erhalten wir wie der die alte

De�nition des R e gulators, d.h., es gilt:

reg ( U ) = reg

F = Q

( U ) :

(2) F

•

u r S

E

= V

1

E

gilt

reg ( U ) = 2

r

2

( n � 1)

reg

F = E

( U ) reg

E = Q

( N

F = E

( U ))

= 2

r

2

( n � 1)

reg

F = E

( U )( U

E

: T U

E

N

F = E

( U )) reg ( U

E

) :
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(3) Bei der in [14] ge geb enen De�nition entf

•

al lt der F aktor 2

r

2

( n � 1)

. Die dort

ge geb ene De�nition unterscheidet sich von unser er in der Normierung der

F unktion L

F

(2-3) ; dort wir d statt mit n

V ; E

mit n

V ; Q

multipliziert. F erner

wir d dort nur der F al l S

E

= V

1

E

b etr achtet.

2. Eine un tere Regulatorabsc h

•

a tzung

In diesem Absc hnitt seien A := T U

E

und S

E

:= V

1

E

. Wir w ollen eine un tere

Absc h

•

a tzung f

•

ur reg

F = E

( F ) herleiten, die es uns erm

•

oglic h t, mit den in [55] darge-

stellten Metho den, ausgehend v on einer Un tergrupp e v on endlic hem Index, zu der

v ollen Einheitengrupp e

"

aufzusteigen \ . Im Gegensatz zu un teren Sc hrank en wie

z.B. in [22, 14 ] w erden wir k eine a-priori-Sc hrank en erhalten; daf

•

ur wird unsere

i.allg. gr

•

o �er, d.h. sc h

•

a rfer, sein.

Lemma 2.11 . Die A bbildung:

q : U

T U

E

F

! R

� 0

: � 7!

m

X

i =1

n

X

j =1

j log( j �

( i;j )

j ) j

2

ist eine p ositiv de�nite quadr atische F orm mit Determinante

d

q

= 2

r

2

( n � 1) �

P

r

1

i =1

t

i

n

r

1

+ r

2

reg

2

F = E

( F ) :

Beweis. Sei �

1

; : : : ; �

r

F

� r

E

ein unabh

•

angiges Erzeugendensystem f

•

ur U

T U

E

F

. Dann

gilt f

•

ur x 2 U

T U

E

F

mit x = �

�

0

Q

r

F

� r

E

i =1

�

�

i

i

:

q ( x ) = q (

r

F

� r

E

Y

l =1

�

�

l

l

)

=

m

X

i =1

n

X

j =1

(

r

F

� r

E

X

l =1

�

l

log j �

( i;j )

l

j )

2

=

r

F

� r

E

X

k ;l =1

�

k

�

l

(

m

X

i =1

n

X

j =1

log j �

( i;j )

k

j log j �

( i;j )

l

j )

= ( �

l

)

tr

1 � l � r

F

� r

E

(log j �

( i;j )

k

j )

tr

1 � i � m; 1 � j � n

1 � k � r

F

� r

E

(log j �

( i;j )

k

j )

1 � i � m; 1 � j � n

1 � k � r

F

� r

E

( �

l

)

1 � l � r

F

� r

E

=: ( �

l

)

tr

1 � l � r

F

� r

E

B

0

tr

B

0

( �

l

)

1 � l � r

F

� r

E

:
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Da q ( x ) als Summe nic h t negativ er Zahlen nic h t negativ ist, hab en wir q als p ositiv-

semide�nit nac hgewiesen. Da q ( x ) = 0

•

a quiv alen t zu x 2 T U

F

ist, ist der erste

T eil der Aussage gezeigt.

W eil de�nitionsgem

•

a �

det ( B

0

tr

B

0

) = d

q

gilt, m

•

ussen wir n un det B

0

tr

B

0

b erec hnen. Um die Lemmata 2.6.(1) und 2.6.(2)

an w enden zu k

•

onnen, b en

•

otigen wir zun

•

ac hst einige Hilfsmatrizen: F

•

ur 1 � i � r

1

b etrac h ten wir die folgenden Matrizen:

B

0

i

:=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

log j �

( i; 1)

1

j ::: log j �

( i; 1)

r

F

� r

E

j

.

.

.

.

.

.

log j �

( i;s

i

+ t

i

)

1

j ::: log j �

( i;s

i

+ t

i

)

r

F

� r

E

j

log j �

( i;s

i

+2 t

i

)

1

j ::: log j �

( i;s

i

+2 t

i

)

r

F

� r

E

j

log j �

( i;s

i

+ t

i

+1)

1

j ::: log j �

( i;s

i

+ t

i

+1)

r

F

� r

E

j

.

.

.

.

.

.

log j �

( i;s

i

+2 t

i

� 1)

1

j ::: log j �

( i;s

i

+2 t

i

� 1)

r

F

� r

E

j

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

=:

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

B

i

log j �

( i;s

i

+ t

i

)

1

j ::: log j �

( i;s

i

+ t

i

)

r

F

� r

E

j

log j �

( i;s

i

+2 t

i

)

1

j ::: log j �

( i;s

i

+2 t

i

)

r

F

� r

E

j

log j �

( i;s

i

+ t

i

+1)

1

j ::: log j �

( i;s

i

+ t

i

+1)

r

F

� r

E

j

.

.

.

.

.

.

log j �

( i;s

i

+2 t

i

� 1)

1

j ::: log j �

( i;s

i

+2 t

i

� 1)

r

F

� r

E

j

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

und

C

i

:=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

0

B

B

@

s

i

z }| {

� 1 = 2 ::: � 1 = 2

� 1 = 2 ::: � 1 = 2

0

t

i

� 1

z }| {

� 1 ::: � 1

� 1 ::: � 1

I

t

i

� 1

1

C

C

A

t

i

> 0

�

� 1 : : : � 1

| {z }

n � 1

�

t

i

= 0

:

F

•

u r r

1

< i � r

1

+ r

2

de�nieren wir analog:

B

0

i

:=

0

B

B

B

@

log j �

( i; 1)

1

j ::: log j �

( i; 1)

r

F

� r

E

j

.

.

.

.

.

.

log j �

( i;n )

1

j ::: log j �

( i;n )

r

F

� r

E

j

1

C

C

C

A

=:

0

@

B

i

log j �

( i;n )

1

j ::: log j �

( i;n )

r

F

� r

E

j

1

A

und

C

i

:=

�

n � 1

z }| {

� 1 : : : � 1

�

:

Damit gilt f

•

ur 1 � i � r

1

+ r

2

:

B

0

i

=

�

B

i

C

i

B

i

�
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und

B

0

= S

0

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

B

0

1

.

.

.

B

0

r

1

+ r

2

B

0

r

1

+1

.

.

.

B

0

r

1

+ r

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

= S

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

B

1

.

.

.

B

r

1

+ r

2

C

1

B

1

.

.

.

C

r

1

+ r

2

B

r

1

+ r

2

B

r

1

+1

.

.

.

B

r

1

+ r

2

C

r

1

+1

B

r

1

+1

.

.

.

C

r

1

+ r

2

B

r

1

+ r

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

;

w ob ei S

0

, S die not w endigen Zeilen v ertausc h ungen darstellen und desw egen unit

•

a r

sind. Sc hlie�lic h seien no c h

B :=

0

B

@

B

1

.

.

.

B

r

1

+ r

2

1

C

A

und C :=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

C

1

0 ::: 0

0 C

2

0 ::: 0

.

.

.

0 ::: 0 C

r

1

+1

0 ::: 0

.

.

.

0 ::: 0 C

r

1

+ r

2

0 ::: 0 I

n � 1

0 ::: 0

.

.

.

0 ::: 0 I

n � 1

0 ::: 0 C

r

1

+1

0 ::: 0

.

.

.

0 ::: 0 C

r

1

+ r

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

:

Damit folgt

B

0

= S

�

B

C B

�

:

Nac h Lemma 2.6.(2) gilt det ( B

0

tr

B

0

) = det

2

( B ) det( I + C

tr

C ). O�ensic h tlic h

hab en wir

r

1

Y

i =1

2

max (0 ;t

i

� 1)

det( B ) = reg

F = E

( F )

und (mit [23, x 5 (67)])

det ( I + C

tr

C ) =

r

1

Y

i =1

( I

s

i

+ t

1

� 1

+ C

tr

i

C

i

)

r

1

+ r

2

Y

i = r

1

+1

( I

n � 1

+ 2 C

tr

i

C

i

+ I

n � 1

) :
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Es v erbleibt also n ur no c h det ( I

s

i

+ t

i

� 1

+ C

tr

i

C

i

) bzw. det (2 I

n � 1

+ 2 C

tr

i

C

i

) zu

b estimmen. F

•

ur 1 � r

1

; t

i

= 0 folgt aus Lemma 2.6.(2):

det ( I

s

i

+ t

i

� 1

+ c

tr

i

c

i

) =

n � 1

X

l =1

( c

i

)

2

l

+ 1 = n:

Mir Lemma 2.6.(1) folgt:

det(2 I + 2 c

tr

i

c

i

) = 2

n � 1

(

n � 1

X

l =1

1 + 1) = 2

n � 1

n:

Sc hlie�lic h sei 1 � i � r

1

und t

i

> 0. Mit

D := diag (

s

i

z }| {

1

2

; : : : ;

1

2

;

t

i

� 1

z }| {

1 ; : : : ; 1)

und

~

C

i

=

 

� 1 : : : � 1

0 I

t

i

� 1

!

folgt dann

det( I

s

i

+ t

i

� 1

+ C

tr

i

c ) = det

2

( D ) det ( D

� 2

+

~

C

tr

i

~

C

i

)

=

�

1

4

�

s

i

4

s

i

2

t

i

� 1

(2

s

i

X

l =1

1

4

+ 2

s

i

+ t

i

� 1

X

l = s

i

+1

1

2

+ 1)

= 2

t

i

(

s

i

4

+

t

i

� 1

2

+

1

2

)

= 2

t

i

n

4

aus

~

C

tr

i

~

C

i

= diag (

s

i

z }| {

0 ; : : : ; 0 ;

t

i

� 1

z }| {

1 ; : : : ; 1 ) + 2

s

i

+ t

i

� 1

:

Insgesam t gilt

d

q

=

r

1

Y

i =1

4

� max (0 ;t

i

� 1)

reg

2

F = E

( F )

r

1

Y

i =1

t

i

=0

n

r

1

Y

i =1

t

i

> 0

2

t

i

� 2

n

r

1

+ r

2

Y

i = r

1

+1

2

n � 1

n

= 2

�

P

r

1

i =1

t

i

n

r

1

2

( n � 1) r

2

n

r

2

reg

2

F = E

( F )

= 2

r

2

( n � 1) �

P

r

1

i =1

t

i

n

r

1

+ r

2

reg

2

F = E

( F )

und die Behauptung folgt.
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Lemma 2.12 . F

•

ur

h

1

: R

� 0

! R : x 7! cosh(

p

x ) � 1 ;

x , y 2 R

� 0

, � � 1 gelten:

(1) h

1

( x + y ) � h

1

( x ) + h

1

( y ) ,

(2) h

1

( �x ) � �h

1

( x ) ,

(3) h

1

ist str eng monoton wachsend.

Beweis. (1): Es gilt cosh( x ) =

P

1

k =0

x

2 k

(2 k )!

und daher:

h

1

( x + y ) =

1

X

k =1

1

(2 k )!

( x + y )

k

�

1

X

k =1

1

(2 k )!

( x

k

+ y

k

)

= h

1

( x ) + h

1

( y ) :

(2): Da � � �

k

gilt, folgt die Behauptung wie in (1).

(3): Da so w ohl cosh ( � ) als auc h

p

� streng monoton w ac hsend sind, folgt die Aus-

sage unmittelbar.

Lemma 2.13 . Seien n

0

2 N , n

0

� K 2 R und

h

2

: R

n

0

! R : x = ( x

1

; : : : ; x

n

0

) 7!

n

0

X

i =1

x

2

i

ge geb en. F

•

ur das Minimum M von h

2

unter den Neb enb e dingungen

(1)

P

n

0

i =1

e

2 x

i

� K ,

(2)

P

n

0

i =1

e

� 2 x

i

� K

gilt:

M �

1

4

arcosh

2

( K � n

0

+ 1) :

Beweis. Durc h Addition der Bedingungen (1) und (2) erhalten wir (cosh( x ) =

1

2

( e

x

+ e

� x

)):

(3)

P

n

0

i =1

cosh (2 x

i

) � K .
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Nac h Lemma 2.12.(3) reic h t es, das Minim um v on cosh (

p

4 h

2

) abzusc h

•

a tzen. Mit

Lemma 2.12.(1) gilt:

cosh

q

4 h

2

( x ) � 1 = cosh (

v

u

u

t

n

0

X

i =1

(2 x

i

)

2

) � 1

�

n

0

X

i =1

(cosh( j 2 x

i

j ) � 1)

=

n

0

X

i =1

(cosh(2 x

i

) � 1) � K � n

0

;

w oraus die Behauptung dann unmittelbar folgt.

Lemma 2.14 . Sei U � U

F

eine Unter grupp e von end lichem Index mit U

E

< U .

Dann gilt:

( U

E

: T U

E

N

F = E

( U

F

)) j ( U

E

: T U

E

N

F = E

( U )) j n

r

1

+ r

2

:

Beweis. Unmittelbare F olge aus N

F = E

( U

E

) = U

n

E

und dem Satz v on Lagrange [40 ,

Satz 1.7.7.].

Analog [55, Kapitel 2] erhalten wir n un aus Lemma 2.11 und Lemma 2.13 eine

un tere Sc hrank e f

•

ur reg

F = E

( F ): Seien r :=

P

r

1

i =1

( s

i

+ t

i

) + r

2

n � 1, M

1

; : : : ; M

r

die

sukzessiv en Minima v on q und 


r

r

die r -te Hermitesc he Konstan te. Dann gilt:

v

u

u

t

2

P

r

1

i =1

t

i

� r

2

( n � 1)

Q

r

i =1

M

i

n

r

1

+ r

2




r

r

� reg

F = E

( F ) :(2-8)

Nun k

•

onnen wir mit Hilfe einer mo di�zierten V ersion v on [55, Algorithm us 2.7]

eine un tere Regulatorsc hrank e b estimmen. Dort w erden | mittels des Ausz

•

a hl-

Algorithm us 3.6 | die sukzessiv en Minima teilw eise b estimm t und gleic hzeitig eine

un tere Sc hrank e f

•

ur die fehlenden Minima ermittelt. Alternativ hierzu k

•

onnen wir

auc h den unge

•

anderten Algorithm us v erw enden, um eine Sc hrank e f

•

ur reg

F

( F )

zu erhalten. Nac hdem wir die n -maximale Ob ergrupp e (d.h. p -maximal f

•

ur jedes

p 2 P

Q

mit p j n ) v on U

E

in U

F

b estimm t hab en, k

•

onnen wir mit Hilfe v on Satz 2.9

eine un tere Sc hrank e erhalten.

In der Praxis sollten b eide Sc hrank en parallel b erec hnet w erden, w as einfac h zu

implemen tieren ist, da die Hauptarb eit im Ausz

•

a hlen und T esten einer gro�en

Menge v on algebraisc hen Zahlen liegt.
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Bemerkung 2.15 . In [45] wir d das Minimum von R

n

0

3 x 7!

P

n

0

i =1

x

2

i

zus

•

atzlich

zu den in Lemma 2.13 ge geb enen Neb enb e dingungen no ch unter

n

0

X

i =1

x

i

= 0

ab gesch

•

a tzt. Die dort ange geb ene unter e Schr anke erfor dert i.al lg. no ch das L

•

osen

mehr er er algebr aischer Gleichungssysteme. F

•

ur den F al l n

0

= 5 ist die Schr anke

explizit, es gilt

h

2

�

1

2

arcosh

2

(

K � 5 + 2

2

) :

We gen arcosh

0

( x ) ! 0 f

•

ur x ! 1 gilt

arcosh

2

(

K � n +2

2

)

arcosh

2

( K � n + 1)

! 1 ;

d.h., unser e R e gulatorschr anke ist f

•

ur gr o�e K etwa halb so gr o� wie die in [45] .

Im Ge gensatz zu der in [45 ] ist unser e Schr anke je do ch explizit ge geb en.

3. Konstruktion v on Einheiten

Hier w ollen wir kurz darauf eingehen, wie die in den letzten Absc hnitten v orge-

stellten Ergebnisse f

•

ur praktisc he Berec hn ungen gen utzt w erden k

•

o nnen. Zun

•

ac hst

b en

•

otigen wir jedo c h no c h ein

Lemma 2.16 . (1) F

•

ur je des x 2 o

F

gilt:

N

F = E

( x )

x

2 o

F

.

(2) Seien c > 0 und

M

c

:= f x 2 o

F

j 8 v 2 V

1

E

: v ( N

F = E

( x )) � c g :

Dann enth

•

a lt M

c

nur end lich viele b ez

•

uglich U

1

F

nicht assoziierte Elemente.

Beweis. (1): Konsequenz aus (1-1) .

(2): Analog [46, 5 (2.3)]: Setze

~

M

c

:= f x 2 o

E

j 8 v 2 V

1

E

: v ( x ) � c g :

Dann ist o�ensic h tlic h #

~

M

c

< 1 , und es reic h t zu zeigen, da� f

•

ur jedes � 2

~

M

c

die Menge N

�

:= f x 2 o

F

j 8 v 2 V

1

E

: N

F = E

( x ) = � g n ur endlic h viele nic h t

assoziierte Elemen te en th

•

alt. Wir �xieren ein � 2

~

M

c

und setze T := o

F

= ( � ). Wir

zeigen n un, da� � =� 2 U

1

F

aus � � � mo d � folgt. Seien dazu � � � mo d �

b eliebig aus N

�

gegeb en und 
 2 o

F

mit � � � = 
 � . Dann gilt:

�

�

= 1 + 


�

�

2 o

F
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nac h (1). Analog folgt

�

�

2 o

F

. W egen N

F = E

( � ) = N

F = E

( � ) folgt dann

�

�

2 U

1

F

,

mit # T = N

F = Q

( � ) = N

E = Q

( � )

n

< 1 w as die Behauptung impliziert.

Mit Hilfe dieses Lemmas ist es m

•

oglic h, die in [55 , Kapitel 3] v orgestellten Metho-

den | un ter Zuhilfenahme der im n

•

ac hsten Kapitel v orgestellten Ideen | auc h

in Relativ erw eiterungen zu b en utzen. Jedo c h sind diese

"

relativ en Metho den \ viel

aufw endiger als die en tsprec henden

"

absoluten \ . Daher lohnen sie sic h n ur, w enn

die relativ e Struktur eine w esen tlic he Rolle spielt. Es sc hein t sinn v oll zu sein, zu-

erst ein maximales unabh

•

angiges Einheitensystem (d.h. U � U

F

mit endlic hem

Index) in dem en tsprec henden absoluten Zahlk

•

orp er auszurec hnen.

Sei n un U � U

F

mit endlic hem Index gegeb en, ferner sei r

E

� 1 der Einheiten-

rang v on E und r

F

� 1 der v on F . Wir �xieren in U

E

=T U

E

ein unabh

•

a ngiges

Erzeugendensystem �

1

; : : : ; �

r

E

� 1

und de�nieren einen Z -Mo dulisomorphism us

�

E

: U

E

=T U

E

! Z

r

E

� 1

: � =

r

E

� 1

Y

i =1

�

n

i

i

7! ( n

i

)

r

E

� 1

i =1

:

Analog de�nieren wir �

F

: U =T U

F

! Z

r

F

� 1

f

•

ur ein b eliebiges festes System v on un-

abh

•

a ngigen Erzeugern v on U =T U

F

. F erner sei N 2 Z

r

E

� 1 � r

F

� 1

�

=

Hom( Z

r

F

� 1

; Z

r

E

� 1

)

so gew

•

a hlt, da� das folgende Diagramm k omm utativ ist:

U =T U

F

N

F = E

� � � ! U

E

=T U

E

�

F

?

?

?

y

?

?

?

y

�

E

Z

r

F

� 1

N

� � � ! Z

r

E

� 1

:

W enn wir n un die spaltenreduzierte Hermite-Normalform HNF( N ) ausrec hnen,

erhalten wir eine Basis v on Z

r

F

� 1

und ein System v on Einheiten wie in Satz 2.5.

Die Matrix N k ann dadurc h erhalten w erden, da� wir die Normen der Erzeuger

v on U als P otenzpro dukt der �

i

(1 � i � r

E

� 1) darstellen. Diese Metho de l

•

a�t

sic h nat

•

u rlic h auc h an w enden, w enn S

E

� V

1

E

gilt.

Als letzter Sc hritt in der Berec hn ung der Einheitengrupp e bleibt no c h der Aufstieg

zu den F undamen taleinheiten bzw. der Nac h w eis, da� ( U

F

: U ) = 1 gilt. O.B.d.A.

nehmen wir v on n un U

E

� U an (ggf. m

•

ussen wir U en tsprec hend erw eitern).

Mit [55, Algorithm us 4.10] v ergr

•

o �ern wir n un U so, da� U p -maximal f

•

ur p j n

wird. Mit obigem Algorithm us b erec hnen wir U

T U

E

F

\ U . Wie im letzten Absc hnitt

erkl

•

art, k

•

onnen wir n un U

T U

E

F

b estimmen. Ein V orteil dieser Metho de ist, da� b ei

den erforderlic hen W urzeltests [55, Algorithm us 4.20] nic h t alle Erzeuger v on U

b er

•

uc ksic h tigt w erden m

•

u ssen, sondern

"

n ur \ die v on U

T U

E

F

\ U .
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W enn wir statt U

T U

E

F

, U

T U

E

F

\ o f

•

ur eine b eliebige Ordn ung o � o

F

b estimmen w ollen

o der an einem V ertretersystem f

•

ur U

T U

E

F

=U

T U

E

F

\ o in teressiert sind, so k

•

onnen wir

b eides mit [55, Algorithm us 4.22] erhalten.
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KAPITEL I I I

Gitter

•

ub er Zahlk

•

o rp ern

F

•

u r das L

•

osen v on Normgleic h ungen (wie auc h f

•

ur die algorithmisc he Behandlung

zahlreic her anderer zahlen theoretisc her Probleme) sind Z -Gitter, d.h. diskrete

additiv e Un tergrupp en des R

n

, v on gro�er Bedeutung. V erm

•

o ge der Mink o wski-

abbildung [46, 6 (2.6)]

' : E ! R

m

: x 7!

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

x

(1)

.

.

.

x

( r

1

)

p

2 Re( x

( r

1

+1)

)

.

.

.

p

2 Re( x

( r

1

+ r

2

)

)

p

2 Im( x

( r

1

+1)

)

.

.

.

p

2 Im( x

( r

1

+ r

2

)

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

wird der Z -Mo dul o

E

isomorph zu einem Gitter im R

m

v om Rang m .

Auf E b etrac h ten wir die v on

T

2

: E ! R

� 0

: x 7!

m

X

i =1

j x

( i )

j

2

induzierte Metrik und auf � := ' ( o

E

) die v on dem Sk alarpro dukt des R

m

induzierte

euklidisc he. V erm

•

oge dieser Abbildung ' k ann die v on Mink o wski b egr

•

undete

"

Geometrie der Zahlen \ [41] auf Zahlk

•

orp er angew endet w erden.

Sp eziell f

•

ur das L

•

o sen v on Normgleic h ungen ist es wic h tig, da� es sehr e�zien te

Metho den gibt, um alle x 2 � mit x

tr

x � c (0 < c 2 R ) zu b estimmen [20, (2.15)

Algorithm us].

25
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Im folgenden w erden wir n un die Gitterde�nition so v erallgemeinern, da� auc h

Relativ ordn ungen k anonisc h mit Gittern iden ti�ziert w erden k

•

onnen. Ob w ohl es

v ersc hiedene theoretisc he Ans

•

atze in der Literatur gibt, Gitter

•

ub er anderen Struk-

turen als Z zu b etrac h ten [8, 11 , 17, 29, 39, 47, 54] und geometrisc he Metho den

auf Relativ erw eiterungen zu

•

u b ertragen [6], gibt es bisher k aum algorithmisc he

Betrac h tungen. Jurk [31] hat in seiner Dissertation eine erste V arian te f

•

ur einen

Ausz

•

ahlalgorithm us f

•

ur Gitter

•

ub er Zahlk

•

orp ern gegeb en.

F

•

u r diese neuen Gitter w erden wir dann geeignete Ausz

•

a hl- und Reduktionsalgo-

rithmen en t wic k eln. T eile dieses Kapitels sind b ereits in den ANTS-I I Pro ceedings

[19 ] ersc hienen.

1. Gitter

•

ub er Z

Wir geb en hier einen kurzen

•

Ub erblic k

•

ub er sp

•

ater v erw endete Eigensc haften und

Algorithmen f

•

ur Gitter

•

ub er Z .

Definition 3.1 . Ein Z -Gitter � ist eine diskr ete additive Unter grupp e des R

n

0

.

Im w eiteren w erden wir no c h zus

•

a tzlic h [�]

R

= R

n

0

fordern, d.h., Z -Gitter sollen

v ollen Rang hab en. Dann gilt der folgende

Sa tz 3.2 . Sei � ein Z -Gitter. Dann gibt es �

i

2 � ( 1 � i � n

0

) so, da� � =

P

n

0

i =1

Z �

i

gilt. Die Elemente �

1

; : : : ; �

n

0

bilden eine Gitterb asis f

•

ur � .

Sei n un B ein Sk alarpro dukt auf dem R

n

0

, Q ( x ) := B ( x; x ) die zugeh

•

o rige qua-

dratisc he F orm. W enn wir n un eine Gitterbasis �

1

; : : : ; �

n

0

�xieren, gibt es eine

p ositiv de�nite Matrix G 2 R

n

0

� n

0

mit B ( x; y ) = ( x

1

; : : : ; x

n

0

)

tr

G ( y

1

; : : : ; y

n

0

)

( x =

P

n

0

i =1

x

i

�

i

, y =

P

n

0

i =1

y

i

�

i

), G hei�t die Gram-Matrix zu der Gitterbasis �

i

(1 � i � n

0

). d

Z

(�) :=

q

det ( G ) ist die Gitterdiskriminan te v on �, sie h

•

angt nic h t

v on der W ahl der sp eziellen Basis ab.

Seien �

1

; : : : ; �

n

0

2 � linear unabh

•

a ngig, dann gilt

n

0

Y

i =1

Q ( �

i

) � d

2

Z

(�) :

Definition 3.3 . Die Zahlen

M

i

:= inf f � 2 R

> 0

j 9 x

1

; : : : ; x

i

2 � Z -lin. unabh. mit Q ( x

j

) � � (1 � j � i ) g

( 1 � i � n

0

) hei�en die sukzessiven Minima von � .

F

•

u r die Minima v on � gilt der folgende
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Sa tz 3.4 . Seien M

i

( 1 � i � n

0

) die sukzessiven Minima von � . Dann gilt

n

0

Y

i =1

M

i

� 


n

0

n

0

d

2

Z

(�) :

W enn wir Berec hn ungen in einem Gitter anstellen, sind wir normalerw eise daran

in teressiert, eine Gitterbasis aus m

•

oglic hst kurzen V ektoren (bzgl. Q ) zu erhalten.

I.allg. ist es nic h t m

•

oglic h, eine Basis aus V ektoren �

i

mit Q ( �

i

) = M

i

(1 � i �

n

0

) zu erhalten [46, 3 (3.21)], und es ist sehr aufw endig, eine minimale Basis zu

k onstruieren. Es gibt jedo c h einen in der Praxis sehr sc hnellen Algorithm us [36 ,

Seite 521] der eine Basis aus

"

kurzen \ V ektoren errec hnet, w ob ei

"

kurz \ hei�t:

Q ( �

i

) � 2

n

0

M

i

(1 � i � n

0

). Meist ist die so erhaltene Basis jedo c h viel b esser als

diese Absc h

•

a tzung v erm uten l

•

a�t, oft gilt sogar Q ( �

i

) = M

i

f

•

ur i = 1 ; 2.

Algorithmus 3.5 ( LLL-Algorithmus ) .

(Input): Ein Gitter � =

P

n

0

i =1

Z �

i

.

(Output): Eine LLL-r e duzierte Basis �

i

( 1 � i � n

0

)

(Initialisierung): Setze �

i

 �

i

( 1 � i � n

0

) und b er e chne f

•

u r ( 1 � i � n

0

)

verm

•

oge

�

i;j

 B ( �

i

; �

�

j

) ( 1 � j < i )

�

�

i

 �

i

�

i � 1

X

j =1

�

i;j

B

j

�

�

j

, B

i

 B ( �

�

i

; �

�

i

)

die zugeh

•

o rige Ortho gonalb asis.

Setze k  2 .

(Reduktion): F

•

ur 1 � i � k setze x  b �

k ;i

e , �

k

 �

k

� x�

i

und

•

ander e die �

k ;j

( 1 � j � i ) entspr e chend.

(LLL-Bedingung): F al ls

B

k

+ �

2

k ;k � 1

B

k � 1

�

3

4

B

k � 1

ist:
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(T ausc h): V ertausche �

k

und �

k � 1

und

•

ander e die �

j;l

( j 2 f k � 1 ; k g ; 1 � l < j )

und B

j

( j 2 f k � 1 ; k g ) entspr e chend.

Setze k  max f k � 1 ; 2 g und gehe nach (Reduktion) .

sonst: Setze k  k + 1 . F al ls k � n

0

ist, gehe nach (Reduktion) , andernfal ls

terminier e.

Am Ende dieses Algorithm us gilt:

�

2

i;j

�

1

4

f

•

ur 1 � j < i � n

0

(3-1)

und

Q ( �

�

i

) + �

i;i � 1

Q ( �

�

i � 1

) �

3

4

Q ( �

�

i � 1

)(3-2)

(2 � i � n

0

).

Die Menge E := f x 2 R

n

0

j Q ( x ) � c g f

•

ur ein c > 0 ist ein Ellipsoid mit

dem V olumen v ol E = C

n

0

c

n

0

d

Z

(�), w ob ei C

n

0

das V olumen der n

0

-dimensionalen

Einheitskugel ist. Die Menge der Gitterpunkte v on E , d.h. E \ �, k ann mit dem

Ausz

•

ahlalgorithm us v on Finc k e und P ohst [20, 21 ] e�ektiv b estimm t w erden.

Algorithmus 3.6 ( A usz

•

ahlen ) .

(Input): Ein Gitter � =

P

n

0

i =1

Z �

i

, eine Gr ammatrix G und ein c 2 R

> 0

.

(Output): A l le x 2 � mit Q ( x ) � c .

(Reduktion): Ber e chne eine r e duzierte Basis ~�

i

( 1 � i � n

0

) f

•

ur � , tr ansformier e

G entspr e chend.

(Initialisierung): Ber e chne q

i;j

2 R mit

Q ( x ) = Q ( x

1

; : : : x

n

0

) =

n

0

X

i =1

q

i;i

( x

i

+

n

0

X

j = i +1

q

i;j

x

j

)

2

mittels einer mo di�zierten Cholesky-Zerle gung von G [20, (2.5) Algorithm us] .

Setze i  n

0

, T

i

 c und M

i

= 0 .

(Sc hleife): F

•

ur al le x

i

2 Z mit j x

i

� M

i

j �

q

T

i

q

i;i

f

•

uhr e den folgenden Schritt aus:
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F al ls i = 1 ist, geb e x =

P

n

0

j =1

x

j

~�

j

aus, andernfal ls setze i  i � 1 , M

i

 

P

n

0

j = i

q

i;j

x

j

, T

i

 T

i +1

� q

i +1 ;i +1

j x

i +1

+ M

i +1

j

2

und gehe zu (Sc hleife) .

F al ls i < n

0

ist, setze i  i + 1 und gehe nach (Sc hleife) , andernfal ls terminier e.

Finc k e hat in [20, 2.15, 5.3] v ersc hiedene V erfahren und Reduktionskriterien f

•

ur

den Sc hritt (Reduktion) implemen tiert und v erglic hen. Als optimal (im Sinne

v on kurzer Laufzeit) hat sic h der LLL-Algorithm us 3.5, angew endet auf die duale

Basis, herausgestellt.

F

•

u r w eitere An w endungen notieren wir no c h die folgende De�nition: Ein Simplex

S � R

n

0

ist eine Menge, die durc h endlic h viele lineare Ungleic h ungen de�niert

wird, d.h. sei A 2 R

n

0

� k

eine Matrix, und b 2 R

k

ein V ektor, dann ist

S := f x 2 R

n

0

j 8 1 � j � k :

n

0

X

i =1

a

i;j

x

i

� b

j

g

ein Simplex. Sp

•

ater w erden n ur b esc hr

•

a nkte Simplizes in teressieren.

2. Gitter

•

ub er o

E

W enn wir statt Z als Ko e�zien ten b ereic h eine Ordn ung o � E zulassen w ollen,

en tsteh t das Problem, da� o = o

(1)

aufgefa�t als T eilmenge v on E

(1)

� C nic h t

mehr diskret ist.

Im folgenden w erden wir uns o und E daher immer als T eilmenge v on E 


Q

R

�

=

R

r

1

� C

r

2

=: K v orstellen. O.B.d.A. sei ( x 
 1)

i

= x

( i )

f

•

ur (1 � i � r

1

+ r

2

).

Auf K w erden alle Op erationen (+, � , � , = , ( � )) k omp onen ten w eise durc hgef

•

u hrt.

F erner de�nieren wir die b eiden folgenden F unktionen:

� : K ! R : x = ( x

1

; : : : ; x

r

1

+ r

2

) 7!

r

1

X

i =1

x

i

+ 2

r

2

X

i =1

Re( x

r

1

+ i

)

und

� : K ! R : x 7!

r

1

Y

i =1

j x

i

j

r

1

+ r

2

Y

i = r

1

+1

j x

i

j

2

:

Damit ist ' ( o ) = � isometrisc h zu o 
 1 mit der v on x 7! � ( x 
 1 � x 
 1) induzierten

Metrik.

Wir sc hreib en K 3 x > 0, falls x

i

> 0 (1 � i � r

1

+ r

2

) gilt.
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F

•

u r � und � b esteh t die Ungleic h ung zwisc hen geometrisc hem und arithmetisc hem

Mittel: Sei 0 < x 2 K , dann gilt:

m

q

� ( x ) �

� ( x )

m

:(3-3)

Definition 3.7 . Sei G = ( g

k ;l

)

1 � k � n

0

1 � l � m

0

2 K

n

0

� m

0

eine Matrix. Wir de�nier en

G

�

:= ( g

�

k ;l

)

1 � k � n

0

1 � l � m

0

:=

8

>

>

<

>

>

:

(( g

l ;k

)

i

)

1 � l � m

0

1 � k � n

0

1 � i � r

1

( ( g

l ;k

)

i

)

1 � l � m

0

1 � k � n

0

r

1

+ 1 � i � r

1

+ r

2

:

G hei�t symmetrisch, wenn G = G

�

gilt. Die Matrix G 2 K

n

0

� n

0

hei�t p ositiv

de�nit, wenn f

•

ur je des x 2 K

n

0

n f 0 g

x

�

Gx > 0

gilt.

F

•

u r Matrizen G 2 K

n

0

� n

0

gilt eine V erallgemeinerung des Mink o wski'sc hen Line-

arformensatzes [29]:

Sa tz 3.8 . Sei G 2 K

n

0

� n

0

. Dann gibt es ein 0 6= x 2 o

n

0

E

so, da�

j G ( x 
 1) j �

n

0

m

q

� � det( G )

2 m

q

j d

E

j

gilt.

Jede symmetrisc he, p ositiv de�nite Matrix G 2 K

n

0

� n

0

de�niert eine anti-hermi-

te'sc he und eine quadratisc he F orm auf K

n

0

mittels:

B := B

G

: K

n

0

� K

n

0

! K : ( x; y ) 7! x

�

Gy

und

Q := Q

G

: K

n

0

! R

r

1

+ r

2

� 0

� K : x 7! B ( x; x ) :

F

•

u r x; y 2 E

n

0

setzen wir zur Abk

•

u rzung B ( x; y ) := B ( x 
 1 ; y 
 1) und Q ( x ) :=

Q ( x 
 1).

Nun sind wir in der Lage, Gitter

•

ub er E zu de�nieren:

Definition 3.9 . Sei o � E eine Or dnung. Ein o -Mo dul � � E

n

0

mit [�]

E

= E

n

0

zusammen mit einer symmetrischen, p ositiv de�niten Matrix G 2 K

n

0

� n

0

hei�t

Gitter vom R ang n

0

•

ub er o (kurz: Gitter), wenn � in der von � � Q

G

induzierten

Metrik diskr et ist.
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Beispiel 3.10 . (1) Das wichtigste Beispiel f

•

ur Gitter ist o

F

zusammen mit der

(gewichteten) r elativen T

F = E

2

-Norm

T

F = E

2

: F ! R

r

1

+ r

2

� 0

: x 7! (

n

X

j =1

w

i;j

j x

( i;j )

j

2

)

1 � i � r

1

+ r

2

(mit w

i;j

> 0 ). In [31 , Absc hnitt 3.1] hat Jurk nachgewiesen, da� T

F = E

2

eine p ositiv de�nite quadr atische F orm ist, mit der o

F

zu einem o

E

-Gitter

wir d.

(2) Je des Ide al b � F bildet zusammen mit T

F = E

2

ein o

E

-Gitter.

Wie im F all v on Z -Gittern liefert die P arallelogrammgleic h ung die

•

Aquiv alenz

v on p ositiv de�niten quadratisc hen F ormen und p ositiv de�niten symmetrisc hen

Bilinearformen.

F

•

u r Gitter

•

ub er der Maximalordn ung o

E

gibt es die folgende Darstellung:

Sa tz 3.11 . Sei � ein Gitter vom R ang n

0

•

ub er o

E

mit quadr atischer F orm Q .

Dann existier en (gebr o chene) Ide ale a

1

; : : : ; a

n

0

von o

E

, �

1

; : : : ; �

n

0

2 E

n

0

sowie

G 2 K

n

0

� n

0

so, da�

� =

n

0

X

i =1

a

i

�

i

und Q = Q

G

gelten.

Beweis. [43 , 81:3] o der [47 , Theorem 1].

Analog zu [13 ] nennen wir ( a

i

; �

i

)

i � i � n

0

eine Pseudobasis f

•

ur �.

Bemerkung 3.12 . (1) Je des Gitter

•

ub er o ist in kanonischer Weise ein Gitter

•

ub er Z vom R ang mn

0

mit � � Q

G

als quadr atischer F orm.

(2) Unser e De�nition f

•

u r Gitter ist identisch mit der in [54] ge geb enen. Sie

unterscheidet sich je do ch von der in [47] , da unser e Gitter nicht notwendig

fr ei sind, wie wir sp

•

ater sehen wer den.

(3) In [47 ] zeigen R o gers und Swinnerton-Dyer so gar eine st

•

arker e A ussage als

die in Satz 3.11 ange geb ene. Sie zeigen, da� je des Gitter eine

"

fast fr eie \

Darstel lung hat, d.h., es ist m

•

o glich a

1

= : : : = a

n

0

� 1

= o

E

zu w

•

a hlen. Wir

wer den sp

•

a ter no chmals hier auf eingehen.

(4) I.al lg. k

•

onnen wir entwe der die Ide ale als ganze Ide ale w

•

a hlen o der for dern,

da� �

i

2 � ( 1 � i � n

0

) gilt.

(5) F

•

u r je de Pseudob asis ( a

i

; �

i

)

1 � i � n

0

bildet die Menge f �

i

j 1 � i � n

0

g eine

Basis des E

n

0

.
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(6) Es gibt e�ziente A lgorithmen, die aus einem o

E

-Erzeugendensystem eine

Pseudob asis ausr e chnen [7, 13, 28] .

Im folgenden w erden wir uns aussc hlie�lic h mit Gittern

•

ub er der Maximalordn ung

b esc h

•

a ftigen. Die meisten Ergebnisse gelten jedo c h f

•

ur jedes Gitter (jeden o -

Mo dul), mit einer Pseudobasis.

•

Ub er das T ransformationsv erhalten der Pseudobasen gibt der folgende Satz ([43 ,

81:7,81:8]) Auskunft:

Sa tz 3.13 . Seien ( a

i

; �

i

)

1 � i � n

0

und ( b

i

; �

i

)

1 � i � n

0

Pseudob asen f

•

ur die Gitter � und

�

0

. F

•

ur die T r ansformationsmatrix T = ( t

l ;k

)

1 � l � n

0

1 � k � n

0

2 GL( n

0

; E ) mit �

i

T = �

i

( 1 � i � n

0

) gilt:

t

l ;k

2 a

l

b

� 1

k

( ) �

0

� � :

F

•

u r �

0

� � gilt zus

•

a tzlich:

n

0

Y

i =1

a

i

= det ( T )

n

0

Y

i =1

b

i

( ) �

0

= � :

Definition 3.14 . Seien � ein Gitter und ( a

i

; �

i

)

1 � i � n

0

eine Pseudob asis. Die nach

Satz 3.13 eindeutig b estimmte Ide alklasse

Q

n

0

i =1

a

i

hei�t die Steinitzklasse St (�) von

� .

Im folgenden w erden wir einige Eigensc haften der Pseudobasen au
isten, die wir

sp

•

ater b en

•

otigen w erden:

Lemma 3.15 . Sei � ein Gitter. Dann gelten:

(1) Sei ( a

i

; �

i

)

1 � i � n

0

eine Pseudob asis f

•

u r � sowie x =

P

n

0

i =1

�

i

�

i

ein b eliebiger

V ektor des E

n

0

. Setze

a

x; �

:= f � 2 E j �x 2 � g :

Dann ist a

x; �

ein Ide al, und es gilt:

a

x; �

=

\

1 � i � n

0

�

i

6=0

a

i

�

i

:

a

x; �

hei�t das Ko e�zientenide al zu x in � .

(2) Sei �

1

; : : : ; �

n

0

eine Basis des E

n

0

. Dann gibt es eine hierzu adaptierte

Pseudob asis ( a

i

; �

i

)

1 � i � n

0

, d.h. �

i

2 [ �

1

; : : : ; �

i

]

E

.

Beweis. [43 , 81:4,81:3]
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Die in einer Pseudobasis auftretenden Ideale sind in (fast) k einer W eise eindeutig,

wie der n

•

ac hste Satz zeigt:

Lemma 3.16 . (1) Seien a ; b ; c Ide ale von o

E

. Dann gibt es � ; � 2 E so, da�

c = � a + � b gilt.

(2) Sei � = b

1

�

1

+ b

2

�

2

� E

n

mit Ide alen a , b � E und �

1

, �

2

2 E

n

0

. F erner

seien Ide ale a

1

und a

2

� E mit cl( a

1

a

2

) = cl( b

1

b

2

) ge geb en. Dann gibt es �

1

und �

2

2 E

n

so, da� � = a

1

�

1

+ a

2

�

2

gilt.

Beweis. (1): Konsequenz aus dem sc h w ac hem Appro ximationssatz [43 , 22:5].

(2): Zun

•

ac hst k

•

o nnen wir o.B.d.A. annehmen, da� cl( b

1

) 6= cl( a

1

) 6= cl( b

2

) gilt,

da andernfalls die Aussage trivial ist. Nac h (1) gibt es �

1

; �

2

2 E mit a

� 1

1

=

�

1

b

� 1

1

+ �

2

b

� 1

2

. Setze �

1

:= �

1

�

1

+ �

2

�

2

. F

•

ur das zugeh

•

o rige Ko e�zien tenideal gilt

dann nac h Lemma 3.15.(1):

a

�

1

; �

=

b

1

�

1

\

b

2

�

2

= ( �

1

b

� 1

1

+ �

2

b

� 1

2

)

� 1

= ( a

� 1

1

)

� 1

:

Nun erg

•

anzen wir f �

1

g mit einem b eliebigen E -linear unabh

•

a ngigen �

0

2

2 E

n

zu einer Basis v on E �

1

+ E �

2

. Nac h Lemma 3.15.(2) gibt es eine Pseudobasis

(( a

0

1

; �

0

1

) ; ( a

0

2

; �

0 0

2

)). W egen �

0

1

= ��

1

und der Eindeutigk eit der Darstellung gilt

a

0

1

= a

1

=� , w omit

cl( a

1

a

0

2

) = cl( a

0

1

a

0

2

) = cl ( b

1

b

2

) = cl ( a

1

a

2

)

und sc hlie�lic h a

0

2

= �

0

a

2

folgen. Somit gilt � = a

1

�

1

+ a

2

�

2

mit �

2

:= �

00

2

=�

0

.

Sa tz 3.17 . Seien � ein Gitter

•

ub er o

E

und a

1

; : : : ; a

n

0

Ide ale von o

E

mit

cl (

n

0

Y

i =1

a

i

) = St(�) :

Dann gibt es eine Basis �

1

; : : : ; �

n

0

von E

n

0

so, da� ( a

i

; �

i

)

1 � i � n

0

eine Pseudob asis

von � ist.

Beweis. Der Bew eis v erl

•

a uft analog [43, 81 C]:

Sei ( b

i

; �

i

)

1 � i � n

0

eine Pseudobasis. In einem ersten Sc hritt

•

andern wir die Ideale

sukzessiv e zu einer fast freien Darstellung; in einem zw eiten Sc hritt erhalten wir
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dann die gew

•

unsc h te Darstellung:

� = b

1

�

1

+ � � � + b

n

0

�

n

0

3 : 16 : (2 )

= o

E

�

0

1

+ b

1

b

2

�

0

2

+

n

0

X

i =2

b

i

�

i

= : : :

=

n

0

� 1

X

i =1

o

E

�

0 0

i

+

n

0

Y

i =1

b

i

�

0 0

n

0

3 : 16 : (2 )

=

n

0

� 2

X

i =1

o

E

�

0 0

i

+

n

0

Y

i =1

b

i

a

� 1

n

0

�

000

n

0

� 1

+ a

n

0

�

000

n

0

=

n

0

Y

i =1

b

i

n

0

� 1

Y

i =1

a

� 1

i

�

000

1

+

n

0

X

i =2

a

i

�

000

i

:

Da cl (

Q

n

0

i =1

b

i

) = cl (

Q

n

0

i =1

a

i

) gilt, gibt es ein � 2 E mit:

� = � a

1

�

000

1

+

n

0

X

i =2

a

i

�

0 00

i

:

Da mit Hilfe v on [13, Prop osition 1.1.] Lemma 3.16.(1) k onstruktiv b ewiesen

w erden k ann, hab en wir einen Algorithm us, der eine b eliebige Pseudobasis in eine

Pseudobasis mit v on uns v orgegeb enen Idealen

•

ub erf

•

uhrt. In der Praxis hat die

fast freie Darstellung jedo c h k eine V orteile gegen

•

u b er einer b eliebigen Pseudobasis,

da die Erzeuger i.allg. w esen tlic h sc hlec h ter k onditioniert sind.

Der Satz zeigt au�er der Existenz einer fast freien Darstellung auc h no c h, da� ein

Gitter genau dann frei (

•

ub er o

E

) ist, w enn St(�) trivial ist.

Definition 3.18 . Sei � ein Gitter mit zugeh

•

origer Matrix G 2 K

n

0

� n

0

. Die Zahl

d (�) :=

q

� � det( G )

n

0

Y

i =1

N

E = Q

( a

i

) j d

E

j

n

0

= 2

hei�t (Gitter-)Diskriminante von � .

Lemma 3.19 . Wenn wir � wie in Bemerkung 3.12.(1) als Gitter

•

ub er Z au�assen,

gilt d

Z

(�) = d (�) .
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Beweis. Mit Hilfe der P arallelogrammgleic h ung folgt zun

•

a c hst B

Z

= � � B . Sei

� =

P

n

0

i =1

a

i

�

i

, E � a

i

=

P

m

j =1

a

i

j

Z und a

i

j

=

P

m

k =1

a

i

j;k

!

k

mit einer Z -Basis

!

1

; : : : ; !

m

f

•

ur o

E

und a

i

j;k

2 Q (1 � i � n

0

, 1 � j; k � m ). Eine Z -Basis f

•

ur �

erhalten wir daher mit

f a

i

j

�

i

j 1 � i � n

0

; 1 � j � m g :

Bei geeigneter Anordn ung der Basiselemen te hat die ( Z -)Grammatrix daher die

folgende Gestalt:

G

Z

=

0

B

B

B

B

B

B

B

@

� � B ( a

1

1

�

1

;a

1

1

�

1

) ::: � � B ( a

1

m

�

1

;a

1

1

�

1

) � � B ( a

2

1

�

2

;a

1

1

�

1

) ::: � � B ( a

n

0

m

�

n

0

;a

1

1

�

1

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

� � B ( a

1

1

�

1

;a

1

m

�

1

) ::: � � B ( a

1

m

�

1

;a

1

m

�

1

) � � B ( a

2

1

�

2

;a

1

m

�

1

) ::: � � B ( a

n

0

m

�

n

0

;a

1

m

�

1

)

� � B ( a

1

1

�

1

;a

2

1

�

2

) ::: � � B ( a

1

m

�

1

;a

2

1

�

2

) � � B ( a

2

1

�

2

;a

2

1

�

2

) ::: � � B ( a

n

0

m

�

n

0

;a

2

1

�

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

� � B ( a

1

1

�

1

;a

n

0

m

�

n

0

) ::: � � B ( a

1

m

�

1

;a

n

0

m

�

n

0

) � � B ( a

2

1

�

2

;a

n

0

m

�

n

0

) ::: � � B ( a

n

0

m

�

n

0

;a

n

0

m

�

n

0

)

1

C

C

C

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

� ( a

1

1

a

1

1

G

1 ; 1

) ::: � ( a

1

m

a

1

1

G

1 ; 1

) � ( a

2

1

a

1

1

G

2 ; 1

) ::: � ( a

n

0

m

a

1

1

G

n

0

; 1

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

� ( a

1

1

a

1

m

G

1 ; 1

) ::: � ( a

1

m

a

1

m

G

1 ; 1

) � ( a

2

1

a

1

m

G

2 ; 1

) ::: � ( a

n

0

m

a

1

m

G

n

0

; 1

)

� ( a

1

1

a

2

1

G

1 ; 2

) ::: � ( a

1

m

a

2

1

G

1 ; 2

) � ( a

2

1

a

2

1

G

2 ; 2

) ::: � ( a

n

0

m

a

2

1

G

n

0

; 2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

� ( a

1

1

a

n

0

m

G

1 ;n

0

) ::: � ( a

1

m

a

n

0

m

G

1 ;n

0

) � ( a

2

1

a

n

0

m

G

2 ;n

0

) ::: � ( a

n

0

m

a

n

0

m

G

n

0

;n

0

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

:

Sei n un A

1

2 K

n

0

� n

0

b eliebig mit G = A

�

1

A

1

. Dann gilt:

A

2

:=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

( a

1

1

( A

1

)

1 ; 1

)

1

::: ( a

1

m

( A

1

)

1 ; 1

)

1

( a

2

1

( A

1

)

1 ; 2

)

1

::: ( a

n

0

m

( A

1

)

1 ;n

0

)

1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

( a

1

1

( A

1

)

1 ; 1

)

r

1

+ r

2

::: ( a

1

m

( A

1

)

1 ; 1

)

r

1

+ r

2

( a

2

1

( A

1

)

1 ; 2

)

r

1

+ r

2

::: ( a

n

0

m

( A

1

)

1 ;n

0

)

r

1

+ r

2

( a

1

1

( A

1

)

2 ; 1

)

r

1

+ r

2

::: ( a

1

m

( A

1

)

2 ; 1

)

r

1

+ r

2

( a

2

1

( A

1

)

2 ; 2

)

r

1

+ r

2

::: ( a

n

0

m

( A

1

)

2 ;n

0

)

r

1

+ r

2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

( a

1

1

( A

1

)

n

0

; 1

)

r

1

+ r

2

::: ( a

1

m

( A

1

)

n

0

; 1

)

r

1

+ r

2

( a

2

1

( A

1

)

n

0

; 2

)

r

1

+ r

2

::: ( a

n

0

m

( A

1

)

n

0

;n

)

r

1

+ r

2

( a

1

1

( A

1

)

1 ; 1

)

r

1

+1

::: ( a

1

m

( A

1

)

1 ; 1

)

r

1

+1

( a

2

1

( A

1

)

1 ; 2

)

r

1

+1

::: ( a

n

0

m

( A

1

)

1 ;n

0

)

r

1

+1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

( a

1

1

( A

1

)

n

0

; 1

)

r

1

+ r

2

::: ( a

1

m

( A

1

)

n

0

; 1

)

r

1

+ r

2

( a

2

1

( A

1

)

n

0

; 2

)

r

1

+ r

2

::: ( a

n

0

m

( A

1

)

n

0

;n

)

r

1

+ r

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A
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=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

( !

1

( A

1

)

1 ; 1

)

1

::: ( !

m

( A

1

)

1 ; 1

)

1

( !

1

( A

1

)

1 ; 2

)

1

::: ( !

m

( A

1

)

1 ;n

0

)

1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

( !

1

( A

1

)

1 ; 1

)

r

1

+ r

2

::: ( !

m

( A

1

)

1 ; 1

)

r

1

+ r

2

( !

1

( A

1

)

1 ; 2

)

r

1

+ r

2

::: ( !

m

( A

1

)

1 ;n

0

)

r

1

+ r

2

( !

1

( A

1

)

2 ; 1

)

r

1

+ r

2

::: ( !

m

( A

1

)

2 ; 1

)

r

1

+ r

2

( !

1

( A

1

)

2 ; 2

)

r

1

+ r

2

::: ( !

m

( A

1

)

2 ;n

0

)

r

1

+ r

2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

( !

1

( A

1

)

n

0

; 1

)

r

1

+ r

2

::: ( !

m

( A

1

)

n

0

; 1

)

r

1

+ r

2

( !

1

( A

1

)

n

0

; 2

)

r

1

+ r

2

::: ( !

m

( A

1

)

n

0

;n

)

r

1

+ r

2

( !

1

( A

1

)

1 ; 1

)

r

1

+1

::: ( !

m

( A

1

)

1 ; 1

)

r

1

+1

( !

1

( A

1

)

1 ; 2

)

r

1

+1

::: ( !

m

( A

1

)

1 ;n

0

)

r

1

+1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

( !

1

( A

1

)

n

0

; 1

)

r

1

+ r

2

::: ( !

m

( A

1

)

n

0

; 1

)

r

1

+ r

2

( !

1

( A

1

)

n

0

; 2

)

r

1

+ r

2

::: ( !

m

( A

1

)

n

0

;n

0

)

r

1

+ r

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

a

1

1 ; 1

::: a

1

m; 1

.

.

.

.

.

.

a

1

1 ;m

::: a

1

m;m

.

.

.

a

n

0

1 ; 1

::: a

n

0

m; 1

.

.

.

.

.

.

a

n

0

1 ;m

::: a

n

0

m;m

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

=: A

3

A

4

Analog [29, Seite 277] folgt n un: det( A

3

) = � � det( A

1

) j d

E

j

n

0

. O�en bar gilt

det( A

4

) =

Q

n

0

i =1

N

E = Q

( a

i

). Aus d

Z

(�) =

q

det( G

Z

) und G

Z

= A

�

2

A

2

folgt n un

die Behauptung.

Definition 3.20 . Seien � ein Gitter und G 2 K

n

0

� n

0

die zugeh

•

o rige Matrix. Die

Zahlen

�

i

:= min f � 2 R

> 0

j 9 x

1

; : : : ; x

i

2 � E -lin. unabh

•

a ngig : � � Q

G

( x

i

) � � g

( 1 � i � n

0

) hei�en die sukzessiven Minima von � .

Es gilt der folgende Satz (vgl. [46, 3 (3.34),(3.37)], [39 , Theorem 5, 6]):

Sa tz 3.21 . Sei � ein Gitter, G 2 K

n � n

die zugeh

•

orige Matrix und �

1

� : : : � �

n

0

die sukzessiven Minima. Dann gilt:

m

m

� � det( G )

n

0

Y

i =1

N

E = Q

( a

i

) � (

n

0

Y

i =1

�

i

)

m

� 2

mn

0

d

�

d

n

0

E

:

Beweis. Seien x

1

; : : : ; x

n

0

2 � unabh

•

angig mit � � Q ( x

i

) = �

i

. F

•

u r das hierv on

aufgespann te freie T eilgitter �

0

=

P

n

0

i =1

o

E

x

i

v on � gilt d

0

�

� d

�

. Mit Hilfe der
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Hadamard'sc hen Ungleic h ung det G

i

�

Q

n

0

j =1

Q ( x

j

)

i

folgt dann:

� � det( G

0

) � �

n

0

Y

j =1

Q

0

( x

j

)

i

� (

1

m

n

0

Y

j =1

� � Q

0

( x

j

))

m

und damit die b ehauptete un tere Sc hrank e.

Die ob ere Sc hrank e folgt aus [39, Seite 19].

3. Ausz

•

ahlalgorithmen f

•

u r o

E

-Gitter

F

•

u r Z -Gitter sind zw ei der wic h tigsten Algorithmen die Bestimm ung aller Punkte

in einer Ellipse (Algorithm us 3.6) und LLL-Reduktion (Algorithm us 3.5) der Git-

terbasis. Diese w erden in diesem und dem n

•

ac hsten Absc hnitt auf Gitter

•

ub er

Zahlk

•

o rp ern v erallgemeinert.

Zun

•

a c hst w erden wir uns mit dem

"

Ausz

•

a hlen \ b esc h

•

a ftigen. Gegeb en ist das

folgende Problem: Sei � ein Gitter

•

ub er o

E

, Q = Q

G

die zugeh

•

o rige quadratisc he

F orm. F

•

ur ein b eliebiges c 2 R

r

1

+ r

2

> 0

b estimme alle x 2 � mit Q ( x ) � c . Im

F alle v on Gittern

•

ub er Z wird dies i.allg. mit dem v on Finc k e [20] en t wic k elten

Ausz

•

ahlalgorithm us 3.6 gel

•

ost; f

•

ur freie Gitter

•

ub er Zahlk

•

orp ern hat Jurk [31 ]

diesen Algorithm us

•

ub ertragen. Um ihn angeb en zu k

•

onnen, b en

•

otigen wir ein

v orb ereitendes Lemma:

Lemma 3.22 . Sei A 2 R

n

0

� n

0

( A 2 C

n

0

� n

0

) eine symmetrische (hermitesche) p o-

sitiv de�nite Matrix. Dann existier en 0 < q

i;i

2 R ( 1 � i � n

0

) sowie q

i;j

2 R

( q

i;j

2 C ) ( 1 � i < j � n

0

) so, da� f

•

u r je des x 2 R

n

0

( x 2 C

n

0

)

x

�

Ax =

n

0

X

i =1

q

i;i

j x

i

+

n

0

X

j = i +1

q

i;j

x

j

j

2

gilt.

Beweis. F

•

ur den reellen F all siehe [20 , (2.5) Algorithm us], f

•

ur den k omplexen:

[31 , Satz 3.6].

Der Bew eis liefert in b eiden F

•

a llen einen elemen taren Algorithm us, der die

"

qua-

dratisc he Erg

•

a nzung \ durc hf

•

u hrt. Wir erhalten so auc h leic h t eine Zerlegung v on

A = R

�

R als Pro dukt zw eier Dreiec ksmatrizen, die Cholesky-Zerlegung.

Nun k

•

onnen wir den Ausz

•

ahlalgorithm us form ulieren:

Algorithmus 3.23 ( A usz

•

ahlen ) .
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(Input): Ein mittels einer Pseudob asis ( a

i

; �

i

)

1 � i � n

0

ge geb enes Gitter mit quadr a-

tischer F orm Q = Q

G

sowie ein c 2 R

r

1

+ r

2

> 0

.

(Output): A l le x 2 � mit Q ( x ) � c .

(Quadratisc he Erg

•

anzung): Ber e chne q

i;i

2 R

r

1

+ r

2

> 0

( 1 � i � n

0

) und q

i;j

2 K

( 1 � i < j � n

0

) gem

•

a� Lemma 3.22 .

(Initialisierung): Setze i  n

0

, T

i

 c und M

i

 0 2 K .

(Ausz• ahlen eines Ko e�zien ten): Setze

K

i

 f x 2 a

i

j j ( x 
 1) � M

i

j �

s

T

i

q

i;i

g :

(Sc hleife): F al ls K

i

6= ; , gehe zu (N• ac hstes Elemen t) , andernfal ls setze i  i + 1 .

F al ls i = n

0

ist, b e ende den A lgorithmus, andernfal ls setze i  i + 1 und gehe zu

(Sc hleife) .

(N• ac hstes Elemen t): W

•

ahle ein b eliebiges x

i

2 K

i

und entferne es aus K

i

.

F al ls i = 1 ist, geb e ( x

1

; : : : ; x

n

0

) aus und gehe zu (Sc hleife) , andernfal ls setze

i  i � 1 , M

i

 

P

n

0

l = i +1

q

i;l

( x

l


 1) , T

i

 T

i +1

� q

i +1 ;i +1

j ( x

i +1


 1) + M

i +1

j

2

und

gehe zu (Ausz• ahlen eines Ko e�zien ten) .

Die Korrektheit dieses Algorithm us folgt sofort aus Lemma 3.22. Der Algorith-

m us k ann auf dieselb e Art b esc hleunigt w erden wie im absoluten F all: Da die

gesuc h te Menge, eingeb ettet in den K

n

0

, symmetrisc h zu allen Ac hsen liegt, k ann

der Algorithm us so ge

•

andert w erden, da� n ur die H

•

alfte der Punkte tats

•

ac hlic h

ausgez

•

ahlt wird. Im Un tersc hied zum absoluten Ausz

•

a hlen m

•

u ssen dann jedo c h

die Mengen K

i

ric h tig angeordnet w erden. Eb enfalls wie b eim absoluten V erfah-

ren k

•

onnen die W erte Q ( x ) leic h t mitb erec hnet w erden, es gilt Q ( x

1

; : : : ; x

n

0

) =

c � T

1

+ q

1 ; 1

j ( x

1


 1) + M

1

j

2

.

Es bleibt no c h zu zeigen, wie der Sc hritt (Ausz• ahlen eines Ko e�zien ten) e�ektiv

algorithmisc h zu l

•

osen ist. Da a

i


 1 in k anonisc her W eise ein Gitter ist, k

•

o nnen wir

zw ei Metho den sofort angeb en: Wir k

•

onnen, wie v on Jurk v orgesc hlagen, mittels

dualer Gitterbasen die Ko e�zien ten b esc hr

•

a nk en, w as b edeutet, statt K

i

einen

gen

•

ugend gro�en ac hsenparallelen Quader auszuz

•

a hlen. Oder wir k

•

onnen K

i

in

eine um M

i

zen trierte Ellipse ein b etten. Es b esteh t jedo c h, wie wir zeigen w erden,
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die M

•

oglic hk eit, K

i

direkt auszuz

•

a hlen, o der einen gen

•

u gend gro�en Simplex zu

b etrac h ten.

Bev or wir n un fortfahren, die einzelnen Metho den detailliert darzustellen, �xieren

wir zun

•

a c hst einmal das Problem. Wir mac hen dies in einem et w as allgemeineren

Rahmen als f

•

ur Algorithm us 3.23.(Ausz• ahlen eines Ko e�zien ten) b en

•

otigt. Seien

v

i

2 K (1 � i � m ) R -linear unabh

•

angig, c 2 R

r

1

+ r

2

> 0

und M 2 C

r

1

+ r

2

gegeb en.

Gesuc h t sind n un alle x 2 Z

m

mit

j

m

X

i =1

x

i

v

i

+ M j � c:(3-4)

F erner sei f v

�

i

2 K j 1 � i � m g die zu f v

i

j 1 � i � m g duale Basis, d.h.

b ( v

�

i

; v

j

) :=

r

1

X

l =1

v

�

i;l

v

j;l

+

r

2

X

l =1

v

�

i;r

1

+ l

v

j;r

1

+ l

= �

i;j

:

Wir de�nieren

~

M := (Re M

1

; : : : ; Re M

r

1

; M

r

1

+1

; : : : ; M

r

1

+ r

2

) 2 K , m

i

:= b (

~

M ; v

�

i

)

(1 � i � m ) so wie

~c := (

q

c

2

1

+ Im

2

M

1

; : : : ;

q

c

2

r

1

+ Im

2

M

r

1

; c

r

1

+1

; : : : ; c

r

1

+ r

2

) :

Damit ist (3-4)

•

aquiv alen t zu

j

m

X

i =1

( x

i

+ m

i

) v

i

j � ~c:(3-5)

3.1. Duale Basis. W egen b (

P

m

i =1

x

i

v

i

; v

�

j

) = x

j

gilt f

•

ur jede L

•

osung x v on (3-5)

und jedes 1 � j � m :

j x

j

+ m

j

j

2

= j b (

m

X

i =1

( x

i

+ m

i

) v

i

; v

�

j

) j

2

Cauc h y-Sc h w arz

� j b (

m

X

i =1

( x

i

+ m

i

) v

i

;

m

X

i =1

( x

i

+ m

i

) v

i

) jj b ( v

�

j

; v

�

j

) j

� � ( ~ c

2

) j b ( v

�

j

; v

�

j

) j :

Daher reic h t es, die Menge

m

�

i =1

[ [ �

q

� ( ~ c

2

) j b ( v

�

j

; v

�

j

) j � m

j

;

q

� ( ~ c

2

) j b ( v

�

j

; v

�

j

) j � m

j

] ]

auszuz

•

a hlen.
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3.2. Ellipse. Aus (3-5) folgt sofort

r

1

+ r

2

X

i =1

j (

m

X

j =1

( x

j

+ m

j

) v

j

)

i

j

2

�

r

1

+ r

2

X

i =1

~c

2

i

:(3-6)

Da

P

m

i =1

v

i

Z in k anonisc her W eise ein Gitter v om Rang m

•

ub er Z ist, en tspric h t

dies dem Ausz

•

a hlen aller ganzen Punkte in einer Ellipse mit dem Mittelpunkt

~

M , w as mit dem Finc k e-P ohst V erfahren ([46 , 3.17c] o der [30 , Algorithm us 11])

gesc hehen k ann.

In der Praxis sollte jedo c h statt (3-6)

r

1

+ r

2

X

i =1

1

~c

2

i

j (

m

X

j =1

( x

j

+ m

j

) v

j

)

i

j

2

� r

1

+ r

2

(3-7)

ausgez

•

ahlt w erden. Denn es hat sic h gezeigt, da� (3-7) viel w eniger

"

unzul

•

assige \

L

•

o sungen x f

•

ur (3-4) liefert (d.h., x l

•

ost (3-7) , ab er nic h t (3-4) ) als (3-6) , w as sic h

auc h geometrisc h erkl

•

a ren l

•

a�t:

Da die Anzahl der Punkte, die (3-6) bzw. (3-7) erf

•

ullen, im w esen tlic hen v on den

V olumina der b etrac h teten Ellipsen (und der Gitterdiskriminan te) abh

•

angt, w ollen

wir diese n un ausrec hnen. F

•

ur das V olumen V

1

der durc h (3-6) b esc hrieb enen

Ellipse ergibt sic h:

V

1

=

C

m

2

r

2

d

E

(

r

1

+ r

2

X

i =1

~c

i

)

m= 2

und f

•

ur (3-7)

V

2

=

C

m

2

r

2

d

E

( r

1

+ r

2

)

m= 2

r

1

Y

i =1

~c

i

r

1

+ r

2

Y

i = r

1

+1

~c

2

i

;

w o C

m

das V olumen der m -dimensionalen Einheitskugel im R

m

b ezeic hnet. Analog

der Ungleic h ung zwisc hen dem arithmetisc hen und dem geometrisc hen Mittel folgt,

da� V

2

=V

1

b eliebig klein w erden k ann, falls die ~c

i

v ersc hieden sind.

3.3. Simplex. F

•

ur 1 � i � r

1

ist (3-5)

•

aquiv alen t zu den linearen Ungleic h ungen:

� ~c

i

�

m

X

l =1

( x

l

+ m

l

)( v

l

)

i

� ~c

i

(3-8)

bzw.

�

m

X

l =1

x

l

( v

l

)

i

� ~c

i

�

~

M

i

:(3-9)



3. A USZ

•

A
HLEN 41

F

•

u r r

1

+ 1 � i � r

1

+ r

2

erhalten wir not w endige Bedingungen

�

m

X

l =1

x

l

Re( v

l

)

i

� ~c

i

� Re

~

M

i

(3-10)

und

�

m

X

l =1

x

l

Im ( v

l

)

i

� ~c

i

� Im

~

M

i

;(3-11)

da j Re z j � j z j und j Im z j � j z j f

•

ur jedes z 2 C gilt.

Insgesam t sind daher alle L

•

osungen v on (3-4) in dem durc h die 2 m Ungleic h ungen

(3-9) bis (3-11) de�nierten Simplex en thalten. Sie k

•

onnen mit einer V arian te des

F ourier-Motzkin Eliminationsv erfahrens [50] b estimm t w erden.

Im folgenden w erden wir eine solc he V arian te en t wic k eln, d.h., wir w ollen alle

x 2 Z

m

mit

Ax � b(3-12)

f

•

ur eine Matrix A 2 R

k � m

und b 2 R

k

b estimmen o der feststellen, da� der Sim-

plex un b esc hr

•

a nkt ist. Analog dem Gau�-Algorithm us w erden wir dieses System

zun

•

ac hst in eine Dreiec ksgestalt transformieren. Um Sc h wierigk eiten b ei der No-

tation zu v ermeiden, b en

•

otigen wir zun

•

a c hst no c h einige Bezeic hn ungen:

Bezeichnung 3.24 . Ein x 2 Z

m

mit m � l erf

•

ul lt eine

"

line ar e Be dingung a \

( a 2 R

l +1

) genau dann, wenn

l

X

i =1

x

m � l + i

a

i

� a

l +1

gilt. Den Wert

b ound( a )( x ) :=

1

a

1

( a

l +1

�

l

X

i =2

x

m � l + i

a

i

)

nennen wir die von a und x induzierte Schr anke.

F

•

u r eine line ar e Be dingung a nennen wir lc( a ) := a

1

den L eitko e�zienten von a .

Der Sinn dieser Sc hreib w eisen wird im folgenden Algorithm us unmittelbar klar:

Algorithmus 3.25 ( F ourier-Motzkin Elimina tion ) .

(Input): Eine Matrix A 2 R

k � m

und ein V ektor b 2 R

k

.
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(Output): Ein end liches System B

i

� R

m � i +2

von line ar en Be dingungen so, da�

x = ( x

1

; : : : ; x

m

)

tr

2 Z

m

genau dann eine L

•

osung zu (3-12) ist, wenn x je des

a 2 B

i

erf

•

u l lt ( 1 � i < m ).

(Initialisierung): Setze i  1 , B

i

 f ( A

i; 1

; : : : ; A

i;m

; b

i

) j 1 � i � k g und geb e

B

1

aus.

(Sc hleife): Solange i < m � 1 ist, f

•

uhr e die folgenden Schritte dur ch

(T rennen): Setze

P  f a 2 B

i

j lc( a ) > 0 g ,

M  f a 2 B

i

j lc( a ) < 0 g

und

N  f a 2 B

i

j lc( a ) = 0 g .

F al ls P o der M le er sind, geb e die F ehlermeldung

"

Simplex ist unb eschr

•

ankt \

aus und terminier e.

Setze i  i + 1 und B

i

 ; .

(Kopieren): F

•

ur je des a 2 N f

•

uge in B

i

die folgende Be dingung ein:

( a

2

; : : : ; a

m +2 � i

) :

(Kom binieren): F

•

ur je des Paar ( a; ~a ) 2 P � M er g

•

anze B

i

um die folgende

Be dingung:

1

lc( a )

( a

2

; : : : ; a

m +2 � i

) �

1

lc( ~ a )

( ~ a

2

; : : : ; ~a

m +2 � i

) :

Geb e B

i

aus.

(Ende der Sc hleife): T erminier e.

Beweis. Zu b ew eisen ist n ur die Korrektheit des Sc hritts (Kom binieren), da (Ko-

pieren) die L

•

osungsmenge o�ensic h tlic h nic h t

•

andert und w egen A

�

=

B

1

die

L

•

o sungsmenge des neuen Systems h

•

oc hstens kleiner ist.

Seien daher o.B.d.A. i = 1, P ; M wie in (T rennen), ( a; ~a ) 2 P � M und ein x 2 Z

m

,
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w elc hes a und ~a erf

•

u llt, gegeb en. Dann gelten

x

1

� b ound( a )( x ) =

1

a

1

( a

m +1

�

m

X

i =2

a

i

x

i

)(3-13)

und

1

~a

1

( ~ a

m +1

�

m

X

i =2

~a

i

x

i

) = b ound ( ~ a )( x ) � x

1

;(3-14)

da lc( ~ a ) < 0 ist. Aus (3-13) und (3-14) folgt dann (als not w endige Bedingung):

b ound( ~ a )( x ) � x

1

� b ound( a )( x )

( )

1

a

1

(

m

X

i =2

a

i

x

i

) �

1

~a

1

(

m

X

i =2

~a

i

x

i

) �

a

m +1

a

1

�

~a

m +1

~a

1

Jetzt sind wir in der Lage, einen Algorithm us zum L

•

osen v on (3-4) anzugeb en:

Algorithmus 3.26 ( Simplex-Enumera tion ) .

(Input): Eine Matrix A 2 R

k � m

und ein V ektor b 2 R

k

.

(Output): A l le x 2 Z

m

mit Ax � b o der die A usgab e

"

Simplex ist unb eschr

•

a nkt \ .

(Initialisierung): Ber e chne Mengen B

i

� R

m +2 � i

mit Algorithm us 3.25 . Setze

i  m .

(Sc hrank en): Setze

max

i

 b min f b ound( a )( x ) j a 2 B

i

und lc( a ) > 0 gc ;

min

i

 d max f b ound( a )( x ) j a 2 B

i

und lc ( a ) < 0 ge

und x

i

 min

i

� 1 .

(Erh• ohe x ): Setze x

i

 x

i

+ 1 . F al ls x

i

� max

i

ist, gehe nach (V ermindere i ) .

(Erh• ohe i ): Setze i  i + 1 . F al ls i < m ist, gehe nach (Erh• ohe x ) , andernfal ls

terminier e.

(V ermindere i ): F al ls i = 1 ist, geb e x aus und gehe nach (Erh• ohe x ) .

Setze i  i � 1 und gehe nach (Sc hrank en) .



44 I I I. GITTER

Beweis. Da im i -ten Durc hlauf v on (Sc hrank en) n ur x

i +1

; : : : ; x

m

b en

•

otigt w er-

den, um die Sc hrank en zu b estimmen, w erden n ur b ereits de�nierte Komp onen ten

zur Berec hn ung v on b ound ( a )( x ) b en utzt. Im ersten Durc hlauf ( i = m ) w erden

k eine x -Komp onen ten b en

•

o tigt.

Die Korrektheit folgt jetzt sofort aus der v on Algorithm us 3.25.

Bemerkung 3.27 . (1) Algorithm us 3.26 ist analo g dem A lgorithmus zum A us-

z

•

a hlen von El lipsoiden 3.6 .

(2) Es ist b ekannt, da� Algorithm us 3.26 in m dopp elt exp onentiel le L aufzeit

b esitzt. Der Grund hierf

•

ur lie gt zum einem darin, da� in einem Simplex

exp onentiel l viele Punkte lie gen k

•

onnen (z.B. � 1 � x

i

� 1 hat 3

m

viele

L

•

o sungen); zum ander en lie gt dies dar an, da� im Schritt (Kom binieren) von

Algorithm us 3.25 dopp elt exp onentiel l viele Ungleichungen erzeugt wer den.

F

•

u r die Pr axis ist daher Algorithm us 3.26 f

•

ur m > 7 unbr auchb ar, da der

Sp eicherb e darf f

•

ur die B

i

in Algorithm us 3.25 zu stark w

•

achst.

F

•

u r total-reelle K

•

orp er E ist Algorithm us 3.26 in dem Sinne optimal zur L

•

osung

v on (3-4) , da� tats

•

ac hlic h n ur Punkte gefunden w erden, die (3-4) erf

•

ullen. F

•

ur

K

•

o rp er mit gemisc h ter Signatur (und total k omplexe K

•

orp er) �ndet auc h dieser

Algorithm us zu viele Punkte, da der

•

Ub ergang v on (3-9) zu (3-10) bzw. (3-11)

n ur not w endige Bedingungen liefert und dort Informationen v erloren gehen.

3.4. Misc hformen. Als w eitere Metho de w ollen wir no c h eine Misc hform aus

Algorithm us 3.26 und 3.2 v orsc hlagen. Die Ursac he f

•

ur das relativ sc hlec h te Lauf-

zeitv erhalten v on 3.2 liegt im w esen tlic hen darin, da� viel zu viele Punkte b etrac h-

tet w erden und erst sehr sp

•

a t, d.h. zum Sc hlu�, en tsc hieden w erden k ann, ob ein

Punkt (3-4) erf

•

ullt o der nic h t. Bei Algorithm us 3.26 w erden viele

"

unzul

•

assige \

Punkte sc hon fr

•

uher en tdec kt. Hier ist das Problem die stark w ac hsende Anzahl

v on Bedingungen. Als Kompromi� k

•

o nnen wir Algorithm us 3.25 bis zu einer b e-

stimm ten Stufe i

0

< m durc hf

•

u hren und die dann no c h freien V ariablen mit 3.2

b esc hr

•

a nk en.

4. Ein Reduktionsalgorithm us f

•

ur o

E

-Gitter

Der w esen tlic he Un tersc hied zwisc hen Algorithm us 3.23 und dem Finc k e-P ohst

Algorithm us ist das F ehlen eines Reduktionsalgorithm us f

•

ur die Pseudobasis des

Gitters �, in dem ausgez

•

a hlt w erden soll. Im absoluten F all ist die W ahl einer

geeigneten Reduktionsmetho de en tsc heidend f

•

ur die Gesam tlaufzeit. Durc h die

Reduktion wird die Anzahl der zu durc hlaufenden

"

toten

•

Aste \ , d.h. die Anzahl

der x

i

, die im Sc hritt Algorithm us 3.23.(Ausz• ahlen eines Ko e�zien ten) gefunden
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w erden und sic h nic h t zu einer L

•

osung erg

•

anzen lassen, stark reduziert. Im Anhang

w erden wir dazu einige Beispiele angeb en, die dies un terstreic hen w erden.

Wir w erden n un eine LLL-V arian te f

•

ur Gitter

•

ub er Zahlk

•

orp ern en t wic k eln und

ihren Ein
u� auf das Ausz

•

a hlen n umerisc h un tersuc hen.

Bezeichnung 3.28 . Sei � :=

P

n

0

i =1

a

i

�

i

mit einer symmetrischen, p ositiv de�niten

Matrix G 2 K

n

0

� n

0

ein Gitter mit Pseudob asis ( a

i

; �

i

)

1 � i � n

0

.

Induktiv de�nier en wir die zugeh

•

orige Ortho gonal-Basis

�

�

i

:= �

i

�

i � 1

X

j =1

�

i;j

�

�

j

;

B

i

:= Q

G

( �

�

i

) ; �

i;j

:= B

G

( �

�

i

; a

j

) und �

i;j

:=

�

i;j

B

i

( 1 � i � n

0

, 1 � j < i ).

Der LLL-Algorithm us v ersuc h t n un, die Ausgangsbasis zu v erb essern, d.h. (f

•

ur

E = Q und a

i

= Z )

�

i;j

�

1

2

f

•

ur 1 � j < i � n

0

(3-15)

und

Q ( �

�

i

+ �

i;i � 1

�

�

i � 1

) �

3

4

Q ( �

�

i � 1

)(3-16)

zu erreic hen. Die erste Bedingung (3-15) b ewirkt, da� die reduzierte Basis an-

n

•

a hernd orthogonal ist. Erreic h t wird dies im Algorithm us dadurc h, da� die �

i;j

's

ganzzahlig appro ximiert w erden.

Die andere Bedingung (3-16) , die sog. Lo v� asz-Bedingung, wird algorithmisc h er-

reic h t, indem die Basisv ektoren, an denen sie nic h t gilt, v ertausc h t w erden. Mit

dieser Bedingung wird v ersuc h t, die Diskriminan ten b estimm ter T eilgitter zu k on-

trollieren. Zus

•

atzlic h ist sie v on Bedeutung, um die Endlic hk eit des Algorithm us

zu zeigen.

Wir w erden n un zun

•

a c hst die V arian te f

•

ur Gitter

•

ub er b eliebigen Ordn ungen an-

geb en und dann analysieren:

Algorithmus 3.29 ( rLLL ) .

(Input): Ein Gitter � :=

P

n

0

i =1

a

i

�

i

mit einer symmetrischen, p ositiv de�niten

Matrix G 2 K

n

0

� n

0

.

(Output): Eine r e duzierte Pseudob asis ( b

i

; �

i

) .
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(Initialisierung): Setzte b

i

 a

i

und �

i

 �

i

. Ber e chne die zu ( b

i

; �

i

) geh

•

o rige

Ortho gonalb asis �

�

i

wie in Bezeic hn ung 3.28 .

Setze k  2 .

(Reduktion): F

•

ur 1 � i < k b estimme

x 2 a

i

a

� 1

k

so, da� � (( �

k ;i

� x )( �

k ;i

� x )) minimal wir d.

Ersetze �

k

dur ch �

k

� x�

i

und

•

ander e die �

k ;j

( 1 � j � i ) entspr e chend.

(rLLL-Bedingung): F al ls

� ( B

k

+ j �

k ;k � 1

j

2

B

k � 1

) N

E = Q

( b

k

)

2

�

3

4

� ( B

k � 1

) N

E = Q

( b

k � 1

)

2

(3-17)

ist:

(T ausc h): V ertausche �

k

und �

k � 1

sowie b

k

und b

k � 1

.

•

A nder e die � 's und B 's entspr e chend.

Setze k  max( k � 1 ; 2) und gehe nach (Reduktion) .

sonst: Setze k  k + 1 . F al ls k � n

0

ist, gehe nach (Reduktion) , andernfal ls

terminier e.

Beweis. Nac h Satz 3.13

•

andert die in (Reduktion) durc hgef

•

u hrte T ransformation

das Gitter nic h t. Es bleibt daher no c h die Endlic hk eit des Algorithm us zu zeigen.

Dies erfolgt analog [36, (1.23)]:

Sei �

k

:=

P

k

i =1

b

i

�

i

. Dann gilt d

2

(�

k

) =

Q

k

i =1

� � Q ( �

�

i

) N

E = Q

( b

i

)

2

(analog Lemma

3.19). Nac h Satz 3.21 gibt es ein 0 6= x 2 �

k

� � mit � � Q ( x ) �

mn

0

p




mn

0

mn

0

d

�

k

.

Andererseits gilt � � Q ( x ) � �

1

f

•

ur das erste sukzessiv e Minim um v on �. Da �

k

b ei jedem Durc hlauf v on (T ausc h) um einen F aktor v on mindestens 3 = 4 kleiner

wird, k ann dieser Sc hritt n ur endlic h oft durc hgef

•

u hrt w erden.

O�en bar liefert obiger Algorithm us eine Basis, die reduziert in dem folgenden

Sinne ist:

�

i;j

ist � � Q minimal in �

i;j

+ b

i

b

� 1

j

(3-18)

(1 � i � n

0

, 1 � j < i ) und

� � Q ( �

�

i

+ �

i;i � 1

�

�

i � 1

) �

3

4

� � Q ( �

�

i � 1

)(3-19)
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(2 � i � n

0

). Im Un tersc hied zu (3-15) liefert (3-18) jedo c h nic h t gen ug Informa-

tion, um eine Absc h

•

a tzung f

•

ur die G

•

ute der reduzierten Basis zu erhalten. Der

Bew eis aus [36] l

•

a�t sic h leider nic h t v erallgemeinern.

Ein w eiterer Nac h teil dieses Algorithm us ist, da� b ei den T ransformationen, die wir

zulassen w ollen, die Ideale nic h t ge

•

andert w erden. W enn sie anf

•

a nglic h

"

sc hlec h t

k onditioniert \ sind, wird der Algorithm us die Basis daher nic h t allzu stark v er-

b essern k

•

o nnen. Wir w erden v ersc hiedene Ans

•

a tze v orstellen, um die Ideale zu

•

a ndern.

En tgegen allen Erw artungen hat sic h das Finden v on x in (Reduktion) in der

Praxis als harmlos erwiesen. Sc hon in [19 ] hab en wir v orgesc hlagen, statt x als

dic h testgelegenen Gitterpunkt auszuz

•

a hlen [46, 3 (3.17)], w as in [51] als NP-hart

nac hgewiesen w orden ist, sic h mit Appro ximationen zu b egn

•

ugen, wie sie zum

Beispiel durc h den LLL-Algorithm us gefunden w erden k

•

onnen. Beim Rec hnen

v on umfangreic hen Beispielen hab en sic h dab ei zw ei E�ekte herausgestellt:

(1) Das Ausrec hnen einer LLL-reduzierten Basis f

•

ur a

i

a

� 1

j

, w as auc h dem Aus-

z

•

ahlen v orangeh t, ist f

•

ur die b etrac h teten Beispiele (deg E � 12) viel auf-

w endiger als das ansc hlie�ende Ausz

•

a hlen.

(2) Der Algorithm us liefert i.allg. b essere Ergebnisse, w enn wir uns mit Appro-

ximationen b egn

•

u gen. Die dic h testgelegenen Gitterpunkte w aren b ei fast

allen Beispielen sc hlec h ter k onditioniert als die Appro ximationen, d.h. sie

f

•

uhrten in der Regel zu Basen aus l

•

angeren V ektoren.

Um die Ideale zu

•

andern hab en wir im w esen tlic hen zw ei V erfahren implemen tiert:

(1) Jedes 1-dimensionale Gitter b

i

�

i

wird zu

~

b

i

~

�

i

reduziert, w ob ei � � Q (

~

�

i

) das

erste sukzessiv e Minim um in b

i

�

i

darstellt. Erreic h t wird dies durc h LLL-

Reduktion, bzw. Ausz

•

a hlen in dem Z -Gitter b

i

�

i

mit der quadratisc hen

F orm x 7! � � Q ( x�

i

). Auc h hier hab en wir wieder die W ahl zwisc hen kurzen

und k

•

u rzesten Elemen ten. Hier jedo c h sc heinen die k

•

u rzesten Elemen te

b esser k onditioniert zu sein als b ei Algorithm us 3.29.(Reduktion).

(2) In dem Reduktionssc hritt

•

andern wir b eide Basiselemen te. Dadurc h hab en

wir die M

•

oglic hk eit, die Idealklassen zu

•

andern. Hier gibt es dann wieder

zw ei M

•

oglic hk eiten: Zum einen k

•

onnen wir in dem 2-dimensionalen Gitter

b

i

�

i

+ b

l

�

l

ein k

•

urzestes Elemen t b estimmen (dies en tspric h t im w esen tlic hen

einer P aarreduktion) und zu einer Basis erg

•

anzen; zum anderen k

•

onnen wir

v ersuc hen, die L

•

ange v on �

�

i

(und damit die Diskriminan te v on �

i

) klein zu

halten. Implemen tiert ist dies als V ariation in Algorithm us 3.29.(T ausc h),

da es an dieser Stelle k eine Rolle spielt, w enn wir �

k

•

a ndern. Solange wir

garan tieren, da� �

k � 1

o der �

�

k � 1

k

•

urzer w erden, terminiert der Algorithm us.
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In b eiden F

•

a llen b en

•

otigen wir jedo c h eine k onstruktiv e Basiserg

•

a nzung:

Lemma 3.30 . (1) Seien Ide ale b

1

, b

2

� E , sowie Elemente x

1

; x

2

2 E ge geb en.

Die Kongruenzen

x � x

i

(mo d b

i

) ( i = 1 ; 2 )(3-20)

sind genau dann simultan l

•

osb ar, wenn

x

1

� x

2

(mo d b

1

+ b

2

) :(3-21)

gilt. In diesem F al l k

•

onnen wir eine L

•

osung x konstruktiv b estimmen, sie

ist (mo d b

1

\ b

2

) eindeutig.

(2) Seien � = �

1

a

1

+ �

2

a

2

sowie 0 6= �

1

2 � . Dann k

•

onnen wir konstruktiv ein

�

2

sowie Ide ale b

1

; b

2

�nden, so da� � = �

1

b

1

+ �

2

b

2

gilt.

Beweis. (1): Zun

•

a c hst halten wir fest, da� (3-21) eine not w endige Bedingung ist:

Angenommen x ist eine L

•

osung v on (3-20) . Dann gilt x

1

� x

2

= x � x

2

� ( x � x

1

) 2

b

1

+ b

2

.

Sei n un c := b

1

+ b

2

so wie

~

b

i

:= b

i

c

� 1

. Da

~

b

1

und

~

b

2

n un k oprim sind, k

•

o nnen

wir k onstruktiv Elemen te y

i

2

~

b

i

mit y

1

+ y

2

= 1 �nden [13, Prop osition 1.1.].

x := y

2

x

1

+ y

1

x

2

ist n un eine L

•

o sung v on (3-20) :

x � x

1

= y

2

x

1

+ y

1

x

2

� x

1

= (1 � y

1

) x

1

+ y

1

x

2

� x

1

= y

1

( x

2

� x

1

) 2

~

b

1

c = b

1

(Analog f

•

ur b

2

).

(2): Sei n un �

1

= u�

1

+ v �

2

2 � b eliebig, w ob ei o.B.d.A uv 6= 0 gilt. Wir setzen

n un b

1

:=

a

1

u

\

a

2

v

und b

2

:=

a

1

a

2

u b

1

; gem

•

a � Lemma 3.15.(1) gilt dann b

1

�

1

� �.

Nac h Lemma 3.15.(2) gibt es ein �

2

= t�

1

+ �

2

mit � = b

1

�

1

+ b

2

�

2

. Lemma

3.15.(1) liefert dann f

•

ur die Ideale die folgenden Bedingungen:

a

1

tu

\

a

2

tv + 1

= b

2

=

a

1

a

2

u b

1

;

w as

u b

1

= ( tu ) a

2

+ ( tv + 1) a

1

(3-22)

impliziert; im F alle v on tv + 1 = 0 setzen wir

a

2

tv +1

= E . O�en bar m u� t daher die

folgenden Kongruenzen l

•

osen:

t � 0 (mo d

b

1

a

2

) und t � �

1

v

(mo d

u b

1

v a

1

) :(3-23)

Nac h (1) k

•

onnen wir ein solc hes t �nden. Mit Hilfe v on Satz 3.13 folgt andererseits,

da� jede L

•

osung v on (3-23) eine Pseudobasis ( b

i

; �

i

) ( i = 1 ; 2) liefert.
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W eitere V arian ten ergeb en sic h aus der Bedingung (3-17) , die in k einer W eise

eindeutig ist. Hier gibt es zun

•

ac hst einmal die V arian te, statt � die F unktion � zu

v erw enden, um den V ergleic h durc hf

•

u hren zu k

•

onnen: T ausc he, falls

� ( B

k

+ j �

k ;k � 1

j

2

B

k � 1

) N

E = Q

( b

k

)

2 =m

�

3

4

� ( B

k � 1

) N

E = Q

( b

k � 1

)

2 =m

(3-24)

gilt. Hier folgt aus (3-3) die Existenz einer gegen 0 fallenden Ma joran te f

•

ur d (�

k

).

Da wir in Algorithm us 3.29 die Ideale nic h t

•

andern, k

•

onnen wir den T est auc h

ohne die N

E = Q

( b

k

)

2

F aktoren durc hf

•

u hren. Cohen hat in [12 ] v orgesc hlagen, statt

der Norm das Minim um zu b en utzen.

Bei dieser V arian te bleibt jedo c h, wie b ei Algorithm us 3.29, als Hauptnac h teil, da�

die Ideale im Prinzip nic h t b er

•

uc ksic h tigt w erden, und es daher nic h t m

•

oglic h ist,

sie zu

"

v erb essern \ .

Analog zu [20, (2.15)] bietet es sic h nat

•

urlic h an, v or dem Ausz

•

a hlen nic h t das

Gitter selbst, sondern das duale Gitter zu reduzieren.
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KAPITEL IV

Normgleic h ungen in Relativ erw eiterungen

1. Grundlagen

Die Bezeic hn ungen seien wie in Kapitel I I, Absc hnitt 1; ferner sei A � T U

E

.

Sa tz 4.1 . Seien unabh

•

angige Einheiten �

i

2 U

A

F ;S

F

( 1 � i � r

F

� r

E

) ge geb en.

Setze

� := f

r

F

� r

E

X

i =1

x

i

L

F

( �

i

) j x

i

2 [ �

1

2

;

1

2

] g

und

�

0

:= (

n

V ; E

n

V ( � ))

V 2 S

F

:

Zu je dem � 2 F mit N

F = E

( � ) =: � gibt es dann ein ~� 2 U

A

F ;S

F

so, da� L

F

( ~ � � ) =


 + �

0

mit 
 2 � gilt.

Beweis. Sei � 2 F mit N

F = E

( � ) = � gegeb en. Wir de�nieren eine Abbildung

N : R

S

F

7! R

S

E

: x = ( x

V

)

V 2 S

F

7! (

X

V j v

x

V

)

v 2 S

E

:

Dann ist das Diagramm

F

N

F = E

� � � ! E

L

F

:=( n

V ; E

j : j

V

)

V 2 S

F

?

?

?

y

?

?

?

y

( j : j

v

)

v 2 S

E

=: L

E

R

S

F

N

� � � ! R

S

E

k omm utativ. W egen N

F = E

( �

i

) 2 A gilt N L

F

( �

i

) = 0 mit (1-1) . Wir de�nieren f

•

ur

v 2 S

E

:

c

v

:=

0

@

8

<

:

(

n

V ; E

n

~v ( � ))

V 2 P

v

2 R

P

v

f

•

ur v = ~v ,

0 2 R

P

~v

sonst.

1

A

~v 2 S

E

2 R

S

F

:

51
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Dann gilt

N ( c

v

) =

0

@

8

<

:

P

V 2 P

~v

n

V ; E

n

~v ( � ) = ~v ( � ) f

•

ur v = ~v ,

0 sonst.

1

A

~v 2 S

E

6= 0 :

O�ensic h tlic h bildet f L

F

( �

i

) j 1 � i � r

F

� r

E

g [ f c

v

j v 2 S

E

g eine Basis des R

S

F

.

Daher gibt es x

i

, y

v

2 R (1 � i � r

F

� r

E

, v 2 S

E

) mit

L

F

( � ) =

r

F

� r

E

X

i =1

x

i

L

F

( �

i

) +

X

v 2 S

E

y

v

c

v

:

An w enden v on N liefert:

N ( L

F

( � )) = ( y

v

v ( � ))

v 2 S

E

und daher y

v

= 1. Damit b esitzt ~� :=

Q

r

F

� r

E

i =1

�

�b x

i

e

i

n un alle gew

•

u nsc h ten Eigen-

sc haften.

Bemerkung 4.2 . Sei S

E

= V

1

E

und A = T U

E

.

(1) Es gilt � = N

F = E

( � ) � N

F = E

( ~ �� ) mo d T U

E

.

(2) We gen

� � f

r

F

� r

E

X

i =1

x

i

j L

F

( �

i

) j j x

i

2 [ �

1

2

;

1

2

] g

erhalten wir aus Satz 4.1 sofort Schr anken f

•

ur die Konjugierten einer L

•

o-

sungsmenge von j N

F = E

( x ) j = � , die f

•

ur E = Q denen in [20, (6.3) Lemma]

entspr e chen und sonst [31, Lemma 4.1] verb essern.

Lemma 4.3 . Setze

h : R

> 1

! ]0 ; 1[ : x 7!

x

x � 1

�

1

log ( x )

und

g : [0 ; 1] � R

> 1

! R

> 1

: ( x; t ) 7! (1 � x ) t

x

+ xt

x � 1

:

F

•

u r � > 1 und 
 := g ( h ( � ) ; � ) gilt dann

sup

a 2 [0 ; 1]

g ( a; � ) = 
 :(4-1)

Umgekehrt gibt es zu je dem 
 > 1 ein � > 1 so, da� (4-1) gilt.
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Beweis. Um die Satzaussage auf die en tsprec hende Aussage in [20] zur

•

uc kzu-

f

•

uhren, b en

•

o tigen wir eine Hilfsv ariable. F

•

ur K � 1 b eliebig �xiert, b etrac h ten

wir die folgende Bijektion:

� : R

> 1

! R

> 0

: x 7! K ( x

n= 2

� 1) :

In [20, (6.23)] ist die Satzaussage f

•

ur � ( 
 ) gezeigt.

Lemma 4.4 . Seien � 2 F mit N

F = E

( � ) =: � und v 2 V

E

. Seien j : j

1

; : : : ; j : j

d

, die

F ortsetzungen von j : j

v

, n

i

:= n

V

i

; E

, wob ei o.B.d.A. 1 � n

1

� n

2

� : : : � n

d

gelte.

Setze I :=

S

d

i =1

f i g � [ [1 ; n

i

] ] . Seien � , 
 2 R

> 1

so gew

•

a hlt, da� (4-1) gilt. Dann

gibt es ein r = ( r

i;j

)

( i;j ) 2 I

2 Z

I

mit:

(1) n j � j

2 =n

v

�

P

( i;j ) 2 I

�

r

i;j

j � j

2

i

� n
 j � j

2 =n

v

.

(2)

P

( i;j ) 2 I

r

i;j

= 0 .

(3) F

•

u r je des ( i; j ) 2 I gilt j r

i;j

� log

�

( j � j

2

i

j � j

� 2 =n

v

) j < 1 .

(4) Sei M := f i 2 [ [1 ; d ] ] j # f r

i;j

j 1 � j � n

i

g > 1 g . Dann gilt

# M �

8

<

:

0 n

1

= : : : = n

d

1 sonst.

F

•

u r i 2 M gibt es j 2 [ [1 ; n

i

] ] mit r

i; 1

= : : : = r

i;j

= r

i;j +1

+ 1 = : : : = r

i;d

+ 1 .

Beweis. F

•

ur d = 1 ist die Aussage trivial ( d = 1 impliziert j � j

V

=

n

q

j � j

v

). Sei

daher o.B.d.A. d > 1. Setze

�

i

:= log

�

j � j

2

i

j � j

� 2 =n

v

:(4-2)

Dann gilt

d

X

i =1

n

i

�

i

= 0 :

F

•

u r 2 � i � d und 1 � j � n

i

setze r

i;j

:= b �

i

e , e

i;j

:= �

i;j

� r

i;j

2 ] �

1

2

;

1

2

], ~m :=

b�

P

d

i =2

n

i

r

i; 1

e und j

0

:= ~m � n

1

b ~m =n

1

c . F

•

u r 1 � j � j

0

setze r

1 ;j

:= b ~m =n

1

c + 1,

f

•

ur j

0

< j � n

1

setze r

1 ;j

:= b ~m=n

1

c .

Nun gelten (2) und (4), da n

1

j ~m f

•

ur n

1

= : : : = n

d

gilt. Sc hlie�lic h seien s :=

�

P

d

i =2

n

i

e

i; 1

= �

P

d

i =2

P

n

i

j =1

e

i;j

, m := b s e , � := s � m , e

1 ;j

:=

�

n

1

2 ] �

1

2

;

1

2

].

Wir w erden n un analog dem Bew eis v on [31 , Satz 4.4] die r

i;j

sukzessiv so ab

•

andern,

da� (1){(5) gelten. Hier sei ( : ) mo d n

1

: Z ! [ [ 1 ; n

1

] ].

Solange m > 0 ist, f

•

uhre die folgenden Sc hritte durc h:
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Bestimme ein i 2 [2 ; d ] mit minimalem e

i; 1

. Hierf

•

u r gelten � 1 < e

i; 1

< 0 und

r

i; 1

> �

i

.

F alls e

1 ; 1

< e

i; 1

:

F

•

ur 1 � h � min ( m; n

1

) setze e

1 ; ( h + j

0

) mo d n

1

 e

1 ; ( h + j

0

) mo d n

1

+ 1.

Sc hlie�lic h setze m  m � min( m; n

1

) und j

0

 ( j

0

+ min ( m; n

1

)) mo d n

1

.

sonst:

F

•

ur 1 � h � min ( m; n

i

) setze e

i;h

 e

i;h

+1, r

i;h

 r

i;h

� 1 und r

1 ; ( j

0

+ h ) mo d n

1

 

r

1 ; ( j

0

+ h ) mo d n

1

+ 1.

Sc hlie�lic h setze no c h j

0

 ( j

0

+ min( m; n

i

)) mo d n

1

und m  m � min ( m; n

i

).

F alls m < 0 ist, v erfahre analog.

F

•

u r die Menge M aus (4) gilt n un # M � 2, w ob ei # M = 2 h

•

oc hstens dann gilt,

w enn im letzten

"

sonst \ -Sc hritt min ( m; n

i

) = m < n

i

galt. In diesem F all hab en

wir M = f 1 ; i g und m

•

ussen no c h die folgenden Sc hritte durc hf

•

u hren, um # M � 1

zu erhalten.

Finde j

1

so, da� r

i; 1

= : : : = r

i;j

1

= r

i;j

1

+1

+ 1 = : : : = r

i;n

i

+ 1 gilt.

F

•

ur j

1

< j � n

i

setze r

i;j

 r

i;j

+ 1, e

i;j

 e

i;j

� 1, r

1 ; ( j + j

0

) mo d n

1

 

r

1 ; ( j + j

0

) mo d n

1

� 1 und e

1 ; ( j

0

� j ) mo d n

1

 e

1 ; ( j

0

� j ) mo d n

1

� 1.

Sc hlie�lic h setze no c h j

0

 ( j

0

� n

i

+ j ) mo d n

1

, falls j

0

= n

1

gilt, setze j

0

 0.

O�en bar gelten nac h wie v or (2) und (4). Bedingung (3) zeigen wir n un so: Es gilt

P

n

1

j =1

( r

1 ;j

� �

1

) = �

P

d

i =2

P

n

i

j =1

( r

i;j

� �

i

) = �

P

d

i =2

P

n

i

j =1

e

i;j

= m + � . W egen m = 0

folgt daher: � 1 <

P

d

i =2

P

n

i

j =1

e

i;j

< 1 und � 1 <

P

n

1

j =1

( r

1 ;j

� �

1

) < 1. Aus (4) folgt

P

n

1

j =1

( r

1 ;j

i�

i

) = j

0

+ n

1

( r

1 ;n

1

� �

1

) und sc hlie�lic h � 1 � �

1+ j

0

n

1

< r

1 ;n

1

� �

1

<

1 � j

0

n

1

<

1. F

•

ur j

0

= 0 ist damit (3) gezeigt. Sei also j

0

> 0. Dann gilt jedo c h r

1 ;n

1

� �

1

< 0,

w egen 1 > r

1 ;n

1

+ 1 = r

1 ; 1

gilt (3) daher

•

u b erall.

Um (1) zu erhalten, zeigen wir, da� r no c h eine w eitere Bedingung erf

•

ullt:

(5) F

•

u r a := max

d

i =2

e

i; 1

, gelten 0 < a < 1 und e

i;j

2 [ a � 1 ; a ] f

•

ur jedes ( i; j ) 2 I .
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F

•

u r a := max

d

i =2

e

i; 1

und i > 1 gilt e

i;j

2 [ a � 1 ; a ]. Um n un no c h �

i

� r

1 ;j

2 [ a � 1 ; a ]

zu erhalten, m

•

ussen wir r

1 ;j

ggf. w eiter ab

•

andern: Sei e

1 ;j

:= �

1

� r

1 ;j

2 ] � 1 ; 1[

(1 � j � n

1

).

F alls e

1 ; 1

> a � 0 gilt: Finde i

0

mit e

i

0

; 1

= a und setze f

•

ur 1 � h � j

0

mo d n

1

:

r

1 ;h

 r

1 ;h

� 1, e

1 ;h

 e

1 ;h

� 1, r

i;h

 r

i

0

;h

+ 1 und e

i;h

 e

i

0

;h

� 1.

j

0

 0.

F

•

ur e

1 ;n

1

< a � 1 � 0 v erfahre analog: Finde i

0

mit min

d

i =2

e

i; 1

= e

i

0

; 1

und setze

f

•

ur j

0

< h � n

1

r

1 ;h

 r

1 ;h

� 1, e

1 ;h

 e

1 ;h

+ 1, r

i;h

 r

i;h

+ 1 und e

i;h

 e

i;h

� 1.

j

0

 0.

Da die letzten

•

Anderungen die Eigensc haften (2){(4) nic h t b eein
ussen, gelten sie

nac h wie v or. Damit folgt a 2 [0 ; 1] n un aus einer genaueren Analyse: Zu Beginn

unserer Umform ungen galt e

i; 1

2 [ � 1 = 2 ; 1 = 2] f

•

ur 2 � i � d , d.h., f

•

ur a = 1 = 2 und

2 � i galt (5). Da wir n ur die jew eils Extremalen e

i;j

's ge

•

andert hab en, gilt (5)

f

•

ur 2 � i immer no c h. F

•

ur i = 1 hab en wir es gerade nac hgewiesen.

Es bleibt no c h (1) zu zeigen. Da j � j

v

=

Q

d

i =1

j � j

n

i

i

nac h V oraussetzung und (1-1)

gilt, folgt aus (2) und der Ungleic h ung zwisc hen geometrisc hem und arithmeti-

sc hem Mittel:

j � j

2 =n

v

= (

d

Y

i =1

j � j

2 n

i

i

)

1 =n

= (

d

Y

i =1

n

i

Y

j =1

�

r

i

;j

j � j

2

i

)

1 =n

�

1

n

d

X

i =1

n

i

X

j =1

�

r

i

;j

j � j

2

i

:

Die andere Absc h

•

a tzung erhalten wir aus:

d

X

i =1

n

i

X

j =1

�

r

i

;j

j � j

2

i

(4-2)

= j � j

2 =n

v

d

X

i =1

n

i

X

j =1

�

e

i;j

(4-3)

= j � j

2 =n

v

d

X

i =1

n

i

X

j =1

�

(1 � ( a � e

i;j

)) a +( a � e

i;j

)( a � 1)

:

Da x 7! �

x

k on v ex ist ( � > 1), folgt:
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� j � j

2 =n

v

d

X

i =1

n

i

X

j =1

(1 � ( a � e

i;j

)) �

a

+ ( a � e

i;j

) �

a � 1

:

Mit

P

( i;j ) 2 I

e

i;j

= 0 und (4-1) erhalten wir:

(4-4)

� j � j

2 =n

v

d

X

i =1

n

i

X

j =1




= n
 j � j

2 =n

v

:(4-5)

Bemerkung 4.5 . (1) In (4-3) k

•

onnen wir trivialerweise e

i;j

2 [ � 1 ; 1] mit

j � j

2 =n

v

d

X

i =1

n

i

X

j =1

� � n� j � j

2 =n

v

absch

•

a tzen. We gen 
 � � ist Lemma 4.4.(1) je do ch sch

•

a rfer.

(2) Wenn wir auf Lemma 4.4.(2) verzichten, k

•

o nnen wir immer # M = 0 ,

e

i;j

2 [ �

1

2

;

1

2

] und

P

d

i =1

n

i

�

r

i

; 1

j � j

2

i

� n

p

� j � j

2 =n

v

err eichen, indem wir r

i;j

:=

b �

i

e setzen. In diesem F al l erhalten wir je do ch keine unter e A bsch

•

a tzung

in 4.4.(1) , da wir hierf

•

ur 4.4.(2) b en

•

o tigen. Zus

•

a tzlich ist dann die A nzahl

der r 2 Z

I

die 4.4.(3) erf

•

ul len viel gr

•

o �er.

(3) A nalo g Beispiel 3.10.(1) ist Lemma 4.4.(1) eine gewichtete quadr atische

F orm auf dem o

E

-Gitter o

F

.

(4) Satz 4.1 zusammen mit Lemma 4.4 ver al lgemeinern die entspr e chenden

R esultate von [20 , (6.3) Satz] und [31, Satz 4.4] .

2. Nenner v on nic h t ganzen L

•

o sungen

Im letzten Kapitel hab en wir die Bestimm ung v on

� 2 o

F

: N

F = E

( � ) = �(4-6)

f

•

ur � 2 o

E

auf ein endlic hes Problem reduziert, und mit Satz 4.1 k

•

onnen wir

Sc hrank en f

•

ur hinreic hend viele Bew ertungen einer m

•

o glic hen L

•

osung erhalten.

Im n

•

ac hsten Absc hnitt w erden wir zeigen, wie diese Information e�zien t gen utzt

w erden k ann. W enn wir jedo c h statt (4-6)

� 2 F : N

F = E

( � ) = �(4-7)

l

•

o sen w ollen, m

•

ussen wir Sc hrank en f

•

ur die auftretenden Nenner �nden. Wir w er-

den uns dab ei auf den F all F = E Galois'sc h b esc hr

•

a nk en. Die Sc hrank en, die es im

allgemeinen F all gibt (siehe z. B. [3, Satz 2]) | und die mit den gleic hen Metho den
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gew onnen w erden k

•

onnen | sind f

•

ur die praktisc he L

•

o sung v on Normgleic h ungen

ungeeignet, da sie viel zu gro� sind. Sie h

•

angen i.allg. v on der Mink o wski-Sc hrank e

der Galois'sc hen H

•

ulle v on F ab. Im F all einer Galois'sc hen K

•

o rp ererw eiterung

w erden wir den Bew eis v on [25 , Theorem 1] genauer analysieren, um e�ektiv e

Sc hrank en zu erhalten:

Lemma 4.6 . Seien F = E Galois'sch und � 2 F mit N

F = E

( � ) = � 2 o

E

. Dann gibt

es ein ganzes Ide al a � o

F

mit N

F = E

( a ) = N

F = E

( � ) o

E

.

Beweis. Sei ( � ) =

Q

p 2 P

E

Q

P

F

3 P j p

P

e

P j p

v

P

( � )

. Dann gilt

( � ) = ( N

F = E

( � )) =

Y

p 2 P

E

Y

P j p

p

e

P j p

f

P j p

v

P

( � )

=

Y

p 2 P

E

p

e

p

f

p

P

P j p

v

P

( � )

:

(Mit f

p

:= f

P j p

und e

p

:= e

P j p

f

•

ur ein b eliebiges (und damit alle) P j p .) Da � 2 o

E

ist, folgt

P

P

F

3 P j p

v

P

( � ) � 0 f

•

ur alle p 2 P

E

. Wir �xieren n un f

•

ur jedes p 2 P

E

ein

P

p

j p . Dann ist a :=

Q

p 2 P

E

P

e

p

P

P j p

v

P

( � )

p

ein ganzes Ideal mit

N

F = E

( a ) =

Y

p 2 P

E

p

e

p

f

p

P

P j p

v

P

( � )

= ( N

F = E

( � )) :

Sa tz 4.7 . Seien F = E Galois'sch und M � P

F

so ge geb en, da� es zu je dem Ide al a

von F ein Ide al P 2 M mit cl( a ) = cl ( P ) gibt. F erner sei � 2 F mit N

F = E

( � ) =:

� 2 o

E

ge geb en.

Dann gibt es c 2 o

E

und � 2 F mit

(1) P

E

3 p j ( c ) impliziert, die Existenz eines P 2 M mit p j N

F = E

( P ) ,

(2) N

F = E

( � ) = � ,

(3) c� 2 o

F

.

Beweis. Sei Gal ( F = E ) = f �

1

; : : : ; �

n

g .

Nac h Lemma 4.6 gibt es ein Ideal a � o

F

mit N

F = E

( a ) = � . W egen N

F = E

(

a

�

) = o

E

gibt es nac h [24 , Lemma 6] Ideale b

0

i

(1 � i � n ) mit

a

�

=

n

Y

i =1

�

i

b

0

i

b

0

i

:(4-8)
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Nac h V oraussetzung gibt es �

i

2 F und b

i

2 M mit b

0

i

= �

i

b

i

(1 � i � n ). Dann

existieren k

i

2 N so wie

~

�

i

2 o

E

mit N

F = E

k

i

( b

i

) = (

~

�

i

). Setzen wir n un

� := �

n

Y

i =1

�

i

�

i

�

i

;(4-9)

so erf

•

u llt � (1) { (3):

W egen N

F = E

( � �

i

) = N

F = E

( �

i

) folgt N

F = E

( � ) = � . Um n un Aussagen

•

u b er den

Nenner v on � tre�en zu k

•

onnen, sc hreib en wir (4-9) mit Hilfe v on (4-8) um:

( � ) = ( � )

n

Y

i =1

�

i

�

i

�

i

= a

n

Y

i =1

b

0

i

�

i

b

0

i

�

i

�

i

�

i

= a

n

Y

i =1

b

i

�

i

b

i

= a

n

Y

i =1

b

i

Q

n

j =1

i 6= j

�

j

b

i

Q

n

j =1

�

j

b

i

[35, I x 7]

= a

n

Y

i =1

b

i

Q

n

j =1

i 6= j

�

j

b

i

N

F = E

( b

i

)

= a

n

Y

i =1

b

i

(

Q

n

j =1

i 6= j

�

j

b

i

) N

F = E

k

i

� 1

( b

i

)

N

F = E

n

i

( b

i

)

= a

n

Y

i =1

b

i

(

Q

n

j =1

i 6= j

�

j

b

i

) N

F = E

k

i

� 1

( b

i

)

~

�

i

=:

1

c

a

n

Y

i =1

b

i

(

n

Y

j =1

i 6= j

�

j

b

i

) N

F = E

k

i

� 1

( b

i

)

Da alle Ideale ganz sind, folgen (1) { (3) sofort.

3. L

•

osen v on Normgleic h ungen (in Relativ erw eiterungen)

In diesem Absc hnitt w erden wir die in den letzten Kapiteln gew onnenen Infor-

mationen zu einem v ollst

•

a ndigen Algorithm us zum L

•

osen v on Normgleic h ungen

zusammensetzen.

Zun

•

a c hst w ollen wir eines der b eiden folgenden Probleme b etrac h ten: F

•

ur ein

� 2 o

E

b estimme eine endlic he Menge L � o

F

so, da� f

•

ur jedes x 2 o

F

mit

N

F = E

( x ) = �(4-10)

bzw.

N

F = E

( x ) � � (mo d T U

E

)(4-11)

ein ~x 2 L mit N

F = E

( ~ x ) = N

F = E

( x ) bzw. N

F = E

( ~ x ) = N

F = E

( x ) (mo d T U

E

) und

x

~x

2 U

F

gilt, d.h., wir w ollen (4-10) bzw. (4-11) bis auf Assoziierte v ollst

•

a ndig
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l

•

o sen. Wir geb en hier zun

•

a c hst einen Algorithm us zum L

•

o sen v on (4-10) an, dazu

�xieren wir folgende Situation: Sei S

E

= V

1

E

, S

F

= V

1

F

und u := r

F

� r

E

. Wir

de�nieren

I

1

:= [ [1 ; r

1

+ r

2

] ] � [ [ 1 ; n ] ] und I

2

:=

r

1

+ r

2

[

i =1

f i g � [ [1 ; s

i

+ t

i

] ] ;

w ob ei wir (um die Notation zu v ereinfac hen) s

i

:= n , t

i

:= 0 f

•

ur r

1

< i � r

1

+ r

2

setzen, n

i;j

:= 2 f

•

ur r

1

< i � r

1

+ r

2

und s

i

< j � s

i

+ t

i

. F

•

ur alle anderen

( i; j ) 2 I

1

sei n

i;j

:= 1.

F

•

u r c

i

> 0 (1 � i � r

1

+ r

2

) seien

D

1

( c ) := diag (

n

z }| {

c

1

; : : : ; c

1

; : : : ;

n

z }| {

c

r

1

+ r

2

; : : : ; c

r

1

+ r

2

)

und

D

2

( c ) := diag (

s

1

+ t

1

z }| {

c

1

; : : : ; c

1

; : : : ;

s

r

1

+ r

2

+ t

r

1

+ r

2

z }| {

c

r

1

+ r

2

; : : : ; c

r

1

+ r

2

) :

Sc hlie�lic h b etrac h ten wir no c h folgende Abbildungen:

L

1

: F ! R

I

1

: x 7! (log j x

( i;j )

j )

( i;j ) 2 I

1

und

L

2

: F ! R

I

2

: x 7! ( n

i;j

log j x

( i;j )

j )

( i;j ) 2 I

2

:

F

•

u r ein r > 0 seien

B

2

r

:= f x 2 R

n

0

j

n

0

X

i =1

x

2

i

� r

2

g

und

B

1

r

:= f x 2 R

n

0

j

n

0

max

i =1

j x

i

j � r g :

Bei passender Anordn ung der Bew ertungen gilt dann L

F

= � L

1

.

Algorithmus 4.8 ( L

•

osen v on exakten Normgleichungen ) .

(Input): Zahlk

•

o rp er F = E und � 2 o

E

.

(Output): Eine Menge L wie ob en b eschrieb en.

(Einheiten): Bestimme ein maximales unabh

•

angiges Einheitensystem �

i

2 U :=

U

1

F

( 1 � i � u ).

(Lam b da): F

•

ur 1 � i � r

1

+ r

2

w

•

a hle �

i

> 1 und b estimme 


i

hierzu so, da�

(4-1) gilt.
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(Ceiling): Seien

�

j

:= f

u

X

i =1

�

i

L

j

( �

i

) j �

i

2 [ �

1

2

;

1

2

] g j 2 f 1 ; 2 g

und

R := f r 2 Z

I

1

\ (2 D

1

((log

� 1

�

i

)

1 � i � r

1

+ r

2

) (�

1

+

1

n

L

1

( � )) + B

1

1

) j

r erf

•

ul lt Lemma 4.4.(2) und (4) g :

Setze L := ; .

F

•

ur je des r 2 R f

•

uhr e die folgenden Schritte dur ch:

(Ausz

•

a hlen): Bestimme

X

r

:= f � 2 o

F

j

n

X

j =1

�

r

i;j

i

j x

( i;j )

j

2

� n


i

j �

( i )

j

2 =n

f

•

u r 1 � i � r

1

+ r

2

g :

(T esten): Setze L := L [ f � 2 X

r

j N

F = E

( � ) = � g mo d U .

Gib L aus und terminier e.

Beweis. Wir m

•

u ssen zeigen, da� der Algorithm us

"

alle \ L

•

osungen v on (4-10)

�ndet. Das V erfahren ist o�ensic h tlic h endlic h. Sei � eine L

•

osung v on (4-10) .

Nac h Satz 4.1 gibt es dann eine Einheit � 2 U so, da� L ( � � ) 2 � + �

0

gilt, d.h., es

gilt

L

2

( � � ) 2 �

2

+

1

n

L

2

( � ) :

Hierf

•

ur folgt:

( n

i;j

log

�

i

( j �

( i;j )

�

( i;j )

j

2

j �

( i )

j

� 2 =n

)

( i;j ) 2 I

2

2 2 D

2

((log

� 1

�

i

)

1 � i � r

1

+ r

2

) (�

2

+

1

n

L

2

( � )) :

Nac h Lemma 4.4 gibt es dann ein r 2 R so, da� � � 2 X

r

gilt.

Um (4-11) statt (4-10) zu l

•

osen, m u� lediglic h im Sc hritt (Einheiten) U

T U

E

F

anstelle

v on U

1

F

b erec hnet w erden. Die Menge R aus (Ceiling) k ann z.B. mit einer V arian te

v on Algorithm us 3.26 erhalten w erden. Nac h Beispiel 3.10.(1) erhalten wir X

r

aus

(Ausz

•

ahlen) mit Hilfe v on Algorithm us 3.23.

Es bleibt no c h Sc hritt (Lam b da) zu erl

•

autern, d.h. Kriterien f

•

ur die W ahl v on �

anzugeb en. In den n

•

ac hsten b eiden Lemmata w erden wir den Ein
u� v on � (und


 ) auf die (zu erw artende) Laufzeit un tersuc hen:



3. PRAXIS 61

Lemma 4.9 . Seien �

i

2 U ( 1 � i � u ) wie in (Einheiten) ge geb en, c

i

> 0 ( 1 � i �

r

1

+ r

2

) und

�

j

( c ) := D

j

( c )�

j

j 2 f 1 ; 2 g :

Dann gelten:

(1) v ol

u

(�

2

( c )) =

r

1

+ r

2

Y

i =1

c

s

i

+ t

i

� 1

i

v ol

u

(�

2

)

und

v ol

u

(�

2

) =

r

1

+ r

2

Y

i =1

( s

i

+ t

i

) reg

F = E

( U ) :

(2) Sei

S

c

:= #( Z

I

2

\ D

2

( c )(�

2

+

1

n

L

2

( � )) + B

1

1

) :

Dann gibt es ein � 2 R

r

1

+ r

2

� 0

, welches nur von �

2

abh

•

angt, so da� f

•

ur ~c :=

� + c

S

c

�

r

1

+ r

2

Y

i =1

~c

s

i

+ t

i

� 1

i

reg

F = E

( U )(2

p

n )

r

1

+ r

2

gilt.

(3) # R � S

c

r

1

Y

i =1

( t

i

+ 1)

f

•

ur c

i

:= 2 log

� 1

�

i

.

Beweis. (1): Der Bew eis v on Lemma 2.7.(1) k ann unge

•

andert

•

ub ernommen w er-

den, da dort n ur

P

s

i

+ t

i

j =1

log j x

( i;j )

j = 0 (1 � i � r

1

+ r

2

) ausgen utzt wurde.

(2): Sei H := f x 2 R

I

2

j

P

s

i

+ t

i

j =1

n

i;j

x

i;j

= 0 g . Dann gilt:

S

c

= # Z

I

2

\ ( D

2

( c )(�

2

+

1

n

L

2

( � )) + B

1

1

)

� v ol ( D

2

( c )(�

2

+

1

n

L

2

( � )) + B

1

2

)

= v ol ( D

2

( c )�

2

+ B

1

2

)

� v ol

u

( D

2

( c )�

2

+ H \ B

1

2

) diam ( B

1

2

)

r

1

+ r

2

:

Da v ol

u

(�

2

) > 0 gilt und �

2

so w ohl k on v ex als auc h 0-symmetrisc h ist, gibt es

� 2 R

r

1

+ r

2

> 0

so, da� H \ B

1

2

� D

2

( � )�

2

gilt. Dann folgt:

� v ol

u

( D

2

( c + � )�

2

)

p

2 n

r

1

+ r

2

:

Nac h (1) folgt dann:
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=

r

1

+ r

2

Y

i =1

~c

s

i

+ t

i

� 1

i

reg

F = E

( U )

p

2 n

r

1

+ r

2

:

(3): Sei r 2 R b eliebig. Wir de�nieren ~r := ( n

i;j

r

i;j

)

( i;j ) 2 I

2

2 D

2

( c )(�

2

+

1

n

L

2

( � )).

Sei n un ein w eiteres s 2 R mit ~s = ~r gegeb en. W egen Lemma 4.4.(4) k ann es

hierv on h

•

oc hstens

Q

r

1

i =1

( t

i

+ 1) viele geb en, daher folgt (3) aus (2).

Lemma 4.10 . Die V or aussetzungen seien wie b ei Algorithm us 4.8.(Ausz

•

a hlen) .

F erner sei f

•

ur b eliebiges r 2 Z

I

2

mit

P

s

i

+ t

i

j =1

n

i;j

r

i;j

= 0 ( 1 � i � r

1

+ r

2

):

X

r

(( �

i

; 


i

)

1 � i � r

1

+ r

2

) :=

f x 2 C

I

2

j

s

i

+ t

i

X

i =1

n

i;j

�

r

i;j

i

j x

i;j

j

2

� n


i

j �

( i )

j

2 =n

f

•

ur 1 � i � r

1

+ r

2

g :

Dann gelten:

(1) Seien �

i

, 


i

b eliebig �xiert und r wie ob en. Dann gilt:

# X

r

\ ( o

F


 1) =

v ol( B

2

1

) n

n= 2

j N

E = Q

( � ) j

Q

r

1

+ r

2

i =1




n= 2

i

q

j d

F = Q

j

+ O ( j N

E = Q

( � ) j

1 � 1 =n

)

f

•

ur N

E = Q

( � ) ! 1 .

(2) Sei nun � �xiert. Im folgenden b etr achten wir nur Paar e ( �

i

; 


i

) , f

•

ur

die (4-1) gilt. In diesem F al l schr eib en wir �

i

= � ( 


i

) , dann w

•

achst

# X

r

(( � ( 


i

) ; 


i

)

1 � i � r

1

+ r

2

) \ ( o

F


 1) mindestens so stark wie (

Q

r

1

+ r

2

i =1




n= 2

i

)

f

•

ur 


i

! 1 .

Beweis. Zun

•

ac hst gilt:

v ol ( X

r

(( �

i

; 


i

)

1 � i � r

1

+ r

2

)) = v ol ( B

2

1

)

r

1

+ r

2

Y

i =1




n= 2

i

j N

F = Q

( � ) j n

n= 2

;(4-12)

da

P

n

j =1

r

i;j

= 0 f

•

ur alle i gilt.

(1): Direkte F olge v on [35, VI, x 2].

(2): Mit [46 , 3 (4.3)] und (4-12) .
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W enn wir n un da v on ausgehen, da� die Gesam tlaufzeit T v on Algorithm us 4.8 f

•

ur

ein festes � im w esen tlic hen v on der Anzahl der zu un tersuc henden algebraisc hen

Zahlen abh

•

angt, erhalten wir aus Lemma 4.9.(3) zusammen mit Lemma 4.10.(2)

f

•

ur festes � :

T �

X

r 2 R

# X

r

\ ( o

F


 1) � # R # X

r

\ ( o

F


 1) �

r

1

+ r

2

Y

i =1




n= 2

i

log

s

i

+ t

i

� 1

�

i

;(4-13)

d.h., wir m

•

ussen �

i

; 


i

so w

•

ahlen, da� (4-13) minimal wird. Mit Lemma 4.3 k

•

o nnen

wir 


i

als F unktion v on �

i

au�assen. Da die �

i

's f

•

ur v ersc hiedene 1 � i � r

1

+ r

2

o�en bar unabh

•

a ngig v oneinander sind, erhalten wir r

1

+ r

2

viele 1-dimensionale

Minimierungsprobleme: Wir b estimmen �

i

so, da�

g ( h ( �

i

) ; �

i

)

n= 2

log

s

i

+ t

i

�

i

(4-14)

minimal wird.

Bemerkung 4.11 . (1) Das Minimierungspr oblem (4-14) ist identisch mit dem

von Fincke in [20, (9.6)] b etr achteten. Obige

•

Ub erle gungen ver al lgemeinern

daher dir ekt die von Fincke erhaltenen Er gebnisse.

(2) F

•

u r

"

kleine \ � sind die so erhaltenen �

i

nicht optimal. Hier ist das Pr o-

blem, da� das Initialisier en eines neuen A usz

•

a hlpr ozesses ( Algorithm us

3.23 ) verh

•

a ltnism

•

a �ig aufwendig ist. Hier sol lten gr

•

o �er e Werte f

•

u r �

i

b enutzt wer den, um die A nzahl der quadr atischen F ormen klein zu halten.

(3) � in Lemma 4.9.(2) kann | b ei �xem K

•

orp er gr ad mn | unabh

•

angig von �

2

gew

•

a hlt wer den, da es eine nur von mn abh

•

a ngige Schr anke f

•

ur das erste

sukzessive Minimum im Einheitengitter gibt.

Seien n un �

i

und 


i

�xiert. Nac h Lemma 4.9.(2), Lemma 4.10.(1) und Bemerkung

4.11.(3) gilt f

•

ur die Anzahl P

rel

der v on Algorithm us 4.8 zu b etrac h tenden Punkte:

P

rel

= O ( n

( m + n ) = 2

j N

E = Q

( � ) j

reg

F = E

( F )

q

j d

F = Q

j

) :(4-15)

Mit Satz 2.9 und dem Satz v on Brauer-Siegel [35, XVI, App. Theorem 5] folgt

dann:

P

rel

= O ( n

( m + n ) = 2

j N

E = Q

( � ) j

1

h

F

reg

E = Q

( N

F = E

( U

F

))

) :(4-16)

Als Alternativ e zu Algorithm us 4.8 k

•

onnen wir eine absolute V arian te des Ausz

•

a h-

lens b en utzen ([31, Algorithm us 4.10]), in dem wir in dem en tsprec henden Z -Gitter
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(Bemerkung 3.12.(1)) mit der Sc hrank e

n

r

1

+ r

2

X

i =1




i

j �

( i )

j

2 =n

ausz

•

ahlen. F

•

ur die b ei diesem Algorithm us zu b etrac h tende Anzahl v on Punkten

P

rel-abs

gilt un ter der zus

•

a tzlic hen Annahme: �

1

= : : : = �

r

1

+ r

2

:

P

rel-abs

= O ( n

mn= 2+ m

T

2

( � )

m= 2

reg

F = E

( F )

q

j d

F = Q

j

) :(4-17)

W enn wir Lemma 4.9.(2) und 4.10.(1) f

•

ur E = Q an w enden, erhalten wir als

Absc h

•

a tzung f

•

ur die Anzahl P

abs

der b eim L

•

osen v on absoluten Normgleic h ungen

mit dem V erfahren v on Finc k e zu b etrac h tenden Punkte:

P

abs

= O (( nm )

nm= 2+ nm

j � j

reg

F = Q

( F )

q

j d

F = Q

j

) :(4-18)

Wie b ei (4-16) erhalten wir hier

P

abs

= O (( nm )

nm= 2+ nm

j � j

1

h

F

) :(4-19)

Als n

•

ac hstes w ollen wir das f

•

ur das L

•

osen v on Th ue-Gleic h ungen wic h tige Be-

stimmen v on L

•

osungen in der Gleic h ungsordn ung un tersuc hen. Im Prinzip ist es

m

•

oglic h, Algorithm us 4.8 direkt zu b en utzen: im Sc hritt (Einheiten) m u� lediglic h

ein unabh

•

a ngiges Einheitensystem v on U \ o

E

[ � ] b estimm t w erden. Algorithm us

3.23 w

•

urde sic h in diesem F all sogar v ereinfac hen, da o

E

[ � ] freier o

E

-Mo dul ist. Bei

der Berec hn ung v on Einheiten hat es sic h jedo c h gezeigt, da� es i.allg. einfac her

ist, die Einheiten in der Maximalordn ung auszurec hnen, da dort e�zien tere Algo-

rithmen, die z.B. die Dedekindring-Eigensc haften v on o

F

ausn

•

u tzen, b ek ann t sind.

Sp eziell b ei den Normgleic h ungen k

•

onnen wir diese Eigensc haften z.B. dazu aus-

n utzen, um die Anzahl der nic h t assoziierten L

•

osungen v orher abzusc h

•

a tzen o der

ggf. sogar auszurec hnen. W enn die Anzahl der L

•

osungen v on (4-11) b ek ann t ist,

reduziert sic h die Laufzeit drastisc h, da wir Algorithm us 4.8 en tsprec hend fr

•

uher

b eenden k

•

onnen. Wie wir diese Informationen auc h f

•

ur das L

•

osen in Gleic h ungs-

ordn ungen b en utzen k

•

o nnen, zeigt

Algorithmus 4.12 ( Normgleichungen in beliebigen Ordnungen ) .

(Input): Zahlk

•

o rp er F = E , o eine Or dnung von F und � 2 o

E

.

(Output): Eine vol lst

•

a ndige Menge L � o von L

•

osungen, d.h., f

•

u r je des x 2 o

mit N

F = E

( x ) = � existiert ein ~x 2 L mit N

F = E

( ~ x ) = � und ~x=x 2 o .
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Bestimme mit Hilfe von Algorithm us 4.8 eine vol lst

•

andige Menge

~

L von L

•

osun-

gen in der Maximalor dnung.

Bestimme mit Hilfe von [55, Algorithm us 4.22] eine Menge U

o

� U

1

F

so, da�

U

o

=

U

1

F

=

U

1

F

\ o

gilt.

Setze

L  f �x j x 2

~

L und � 2 U

o

g \ o

und terminier e.

Beweis. Zu zeigen ist n ur, da� die Menge L v ollst

•

a ndig ist: Sei x 2 o mit

N

F = E

( x ) = � b eliebig. Nac h Konstruktion gibt es dann ein ~x 2

~

L mit N

F = E

( ~ x ) = �

und ~x =x 2 U

1

F

. Daher gibt es ein � 2 U

o

mit � ~x =x 2 o ; hierf

•

ur gilt ab er � ~x 2 L .

W enn wir uns n un ansc hauen, wieviele Punkte wir b etrac h ten m

•

ussen |

P

2

= O ( n

( m + n ) = 2

j N

E = Q

( � ) j

reg

F = E

( F ))

d

F

) + # U

o

#

~

L(4-20)

f

•

ur Algorithm us 4.12 und

P

2

= O ( n

( m + n ) = 2

j N

E = Q

( � ) j

reg

F = E

( U \ o ))

d

o

)(4-21)

b ei Algorithm us 4.8 | so sc hein t sic h dieses V orgehen n ur zu lohnen, w enn

( o

F

: o )

# U

o

<

1 gilt. In der Praxis hat sic h dagegen Algorithm us 4.12 als

•

u b erlegen herausgestellt.

Hier w erden i.allg. viel w eniger quadratisc he F ormen b etrac h tet.

Mit dem n

•

ac hsten Algorithm us w erden wir n un die L

•

osbark eit v on (4-10) in F

un tersuc hen. Hier w erden wir n ur eine L

•

o sung suc hen, da es nic h t klar ist, w as

"

assoziiert \ f

•

ur nic h t ganze Elemen te b edeuten soll.

Im folgenden sei

F = E Galois'sc h.

Algorithmus 4.13 ( Normgleichungen in K

•

o rpern ) .

(Input): Zahlk

•

o rp er F = E Galois'sch sowie � 2 o

E

.

(Output): Ein x 2 F mit N

F = E

( x ) = � o der

"

Gleichung hat keine L

•

osung \

Bestimme eine Menge M wie in Satz 4.7 .
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F

•

ur S

E

:= V

1

E

[ f v

p

j 9 a 2 M : v

p

( N

F = E

( a )) > 0 g und S

F

wie in (2-1) b er e chne

U := U

1

F ;S

F

= � � h �

1

i � � � � � h �

r

F

� r

E

i :

Setze

b :=

Y

P 2 M

P

b

P

r

F

� r

E

i =1

1

2

j V

P

( �

i

) jc

:

Benutze Algorithm us 4.8 um eine L

•

o sung x 2 b von (4-10) zu �nden, d.h., b e ende

den A lgorithmus, fal ls L 6= ; gilt.

Gib entwe der eine L

•

osung x o der

"

Gleichung hat keine L

•

osung \ aus.

Beweis. Sei x 2 F eine L

•

osung v on (4-10) . Nac h Satz 4.7 gibt es ein x

1

2 F mit

V

P

( x

1

) � 0 f

•

ur P 2 V

F

n S

F

, d.h. x

1

2 o

S

F

. Mit Satz 4.1 folgt dann die Existenz

v on x

2

2 b .

Es bleibt no c h das Problem, eine geeignete Menge M zu �nden. Gute Sc hrank en

b ek ommen wir, falls die Menge M klein ist, d.h. m

•

oglic hst n ur aus den Erzeugern

der zyklisc hen F aktoren der Klassengrupp e b esteh t. Da wir im n

•

ac hsten Sc hritt

dann S

F

-Einheiten b erec hnen m

•

u ssen, bietet es sic h an, die Klassengrupp e zu

b estimmen, da es sehr sc hnelle k om binierte Algorithmen gibt, mit denen zuerst die

Klassengrupp e b estimm t w erden k ann und dann, mit den so gew onnenen Daten,

die S

F

-Einheiten [26 ].

Andererseits, w enn wir ohnehin die S

F

-Einheiten Grupp e f

•

ur eine gen

•

ugend gro�e

Menge S

F

b estimm t hab en, k

•

o nnen wir sie auc h n utzen, um die Normgleic h ung

direkt zu l

•

o sen. Jede L

•

osung v on (4-11) ist eine S

F

-Einheit, w enn S

E

alle zur

F aktorisierung v on � b en

•

otigten Primideale en th

•

alt:

Algorithmus 4.14 ( Normgleichungen mit S

F

-Einheiten ) .

(Input): Zahlk

•

o rp er F = E sowie � 2 o

E

.

(Output): Eine vol lst

•

andige Menge L � o

F

von L

•

osungen, d.h., f

•

ur je des x 2 o

F

mit N

F = E

( x ) � � mo d T U

E

existiert ein ~x 2 L mit N

F = E

( ~ x ) � � mo d T U

E

und

~x =x 2 o

F

.

(S-Einheiten): Setze S

E

 f v 2 V

�n.

E

j v ( � ) > 0 g [ V

1

E

und S

F

wie in (2-1) .

Ber e chne Einheiten �

i

( 1 � i � r

F

� r

E

) und ~�

i

( 1 � i � r

E

� 1 ) f

•

ur A = T U

E

gem

•

a� Satz 2.5 .
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(L

•

o sung in F ): Ber e chne Matrizen B 2 Z

S

E

� ( r

E

� 1)

und b 2 Z

S

E

mit B

v ;j

=

v ( N

F = E

( ~ �

j

)) und b

v

= v ( � )

Wenn das line ar e Gleichungssystem B x = b in Z nicht l

•

o sb ar ist, setze L  ;

und terminier e, andernfal ls sei x 2 Z

r

E

� 1

die L

•

osung.

Setze �

0

 

Q

r

E

� 1

i =1

~�

x

i

i

.

(L

•

o sung in o

F

): Ber e chne Einheiten �

0

i

2 U

T U

E

F ;S

F

n U

F

(1 � i � u := r

F

� r

E

�

# V

1

F

+ # V

1

E

) mit

U

T U

E

F ;S

F

=

T U

F

= U

T U

E

F

� h �

0

1

i � � � � � h �

0

u

i(4-22)

Ber e chne Matrizen B 2 Z

S

F

� u

und b 2 Z

S

F

mit B

V ;j

= V ( �

0

j

) und b

V

= V ( �

0

) .

Setze

L

0

 f x 2 Z

u

j B x + b � 0 g ;(4-23)

L  f �

0

u

Y

i =1

�

0

i

x

i

j x 2 L

0

g

und terminier e.

Beweis. Da N

F = E

( � ) � N

F = E

( �

0

) � � mo d T U

E

f

•

ur jedes � 2 L gilt, bleibt no c h

# L � 1 und die

"

V ollst

•

andigk eit \ v on L zu zeigen.

Da das Pro dukt in (4-22) direkt ist, gilt f

•

ur �

1

, �

2

2 L :

�

1

�

2

2 U

T U

E

F ;S

F

n U

F

[ f 1 g ;

d.h., �

1

und �

2

sind nic h t assoziiert. Da es n ur endlic h viele nic h t-assoziierte ganze

L

•

o sungen gibt und nac h Konstruktion L � o

F

gilt, folgt # L < 1 .

Sei n un � 2 o

F

mit N

F = E

( � ) � � mo d T U

E

b eliebig �xiert. Aus V ( � ) � 0 f

•

ur

jedes V 2 V

�n.

F

erhalten wir f V 2 V

�n.

F

j V ( � ) > 0 g � S

F

, Satz 2.5 impliziert

� =

r

F

� r

E

Y

i =1

�

x

i

i

r

E

� 1

Y

i =1

~�

~x

i

i

mit geeigneten Exp onen ten x

i

, ~x

i

2 Z . W eiter folgt aus N

F = E

( �

i

) 2 T U

E

, da�

( ~ x

i

)

1 � i � r

E

� 1

eine L

•

osung v on B x = b in Sc hritt (L

•

osung in F ) ist. Da B v on v ollem
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Rang ist, gilt

Q

r

E

� 1

i =1

~�

~x

i

i

= �

0

. Wiederum mit der Direktheit v on (4-22) folgt die

Existenz einer Einheit � 2 U

F

\ U

T U

E

F ;S

F

so wie Exp onen ten y

i

2 Z (1 � i � u ) mit

r

F

� r

E

Y

i =1

�

x

i

i

= �

u

Y

i =1

�

0

y

i

:

Mit � 2 o

F

folgt daher ( y

i

)

1 � i � u

2 L

0

.

Eine V arian te dieses Algorithm us ist o�en bar auc h geeignet, um Algorithm us 4.13

zu ersetzen. Wir m

•

u ssen lediglic h die Menge S

E

wie dort b esc hrieb en erw eitern

und dann nac h Sc hritt (L

•

osung in F ) terminieren. Der kritisc he Sc hritt in 4.14

ist (L

•

o sung in o

F

). Hier k

•

o nnen wir Algorithm us 3.26 einsetzen, hab en ab er die

in Bemerkung 3.27.(2) b esc hrieb enen Probleme, w enn u gro� wird. Sind wir n ur

daran in teressiert, die L

•

osbark eit zu

•

ub erpr

•

u fen und ggf. eine L

•

osung zu �nden,

so k

•

onnen wir mit dem Simplex-Algorithm us (z.B. [15, 6.3]) einen (extremalen)

Punkt in L

0

suc hen.

Eine w eitere V arian te v on (4-11) ergibt sic h, w enn wir statt nac h L

•

osungen in

o

F

nac h L

•

osungen in einem b eliebigen Mo dul M suc hen. Da die Einheiten i.allg.

nic h t auf M op erieren, ist es uns nic h t m

•

oglic h ohne w eitere Informationen den

Bereic h, den wir durc hsuc hen m

•

u ssen, einzugrenzen. W enn wir jedo c h Sc hrank en

f

•

ur die L

•

osung (alle L

•

o sungen) k ennen, k

•

onnen wir die Menge �

1

+

1

n

L

1

( � ) aus

Algorithm us 4.8.(Ceiling) durc h die durc h die Sc hrank en gegeb ene Menge ersetzen.

Dies erm

•

oglic h t es, die hier v orgestellten V erfahren z.B. zum L

•

osen v on Th ue-

Gleic h ungen einzusetzen. Denn dort liefert die Theorie der Th ue-Gleic h ungen

Sc hrank en f

•

ur m

•

oglic he L

•

osungen.
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Beispiele

Hier pr

•

asen tieren wir einige Beispiele, die so w ohl die V orteile der neuen Metho den

als auc h deren Grenzen demonstrieren sollen. Wir b eginnen mit dem Reduktions-

algorithm us 3.29.

1. Reduktion

Den Reduktionsalgorithm us w erden wir in zw ei An w endungen demonstrieren: zum

einen zum Besc hleunigen des Ausz

•

a hlens (analog [20, (2.15)]) und zum anderen

zum Au�nden eines

"

sc h

•

o neren \ P olynoms, um einen Zahlk

•

orp er zu erzeugen.

1.1.

"

Sc h

•

o nere \ P olynome. Bei Problemen, b ei denen das erzeugende P oly-

nom der Relativ erw eiterung ausgerec hnet o der v on einem An w ender v orgegeb en

wird, stellt sic h oft das Problem, da� dieses sp ezielle P olynom

"

sc hlec h t k ondi-

tioniert ist \ , d.h., nac hfolgende Berec hn ungen brauc hen zu viel Zeit. Oft k ann

dies dadurc h b esc hleunigt w erden, da� ein anderes P olynom mit kleineren Ko ef-

�zien ten (w eniger Stellen) o der kleinerem Index (kleinerer Norm des Indexideals)

b en utzt wird. Um ein solc hes P olynom zu �nden, gibt es auc h im absoluten F all

k einen Algorithm us, der garan tiert, da� das b estm

•

oglic he P olynom gefunden wird.

Es ist nic h t einmal klar, w as

"

ein \ b estm

•

o glic hes P olynom sein soll. Die V erfah-

ren, mit denen in der Praxis v ersuc h t wird, ein

"

b esseres \ P olynom zu �nden,

b erec hnen eine LLL-reduzierte reelle Basis der Maximalordn ung und testen dann,

ob die neuen Basiselemen te

"

b essere \ de�nierende P olynome liefern. Da es pas-

sieren k ann, da� k ein Basiselemen t primitiv ist (d.h. den K

•

o rp er erzeugt), w erden

"

kleine \ Lineark om binationen der Basiselemen te b etrac h tet. Nac h dem Satz v on

Sonn und Zassenhaus [46, 2 (12.23)] ist dies ausreic hend, da es un ter allen Linear-

k om binationen v on Basiselemen ten mit den Ko e�zien ten 0 und 1 mindestens ein

primitiv es Elemen t gibt.

69



70 V. BEISPIELE

Um n un ein

"

sc h

•

o neres \ P olynom zu �nden, gehen wir wie folgt v or: Zun

•

ac hst

b erec hnen wir eine geeignete Ob erordn ung o der Gleic h ungsordn ung; i.allg. ist

dies die Maximalordn ung. Dann erzeugen wir das zugeh

•

orige Gitter wie in Beispiel

3.10.(1), das wir mit Hilfe v on Algorithm us 3.29 reduzieren. Sei n un ( a

i

; �

i

) eine

reduzierte Pseudobasis f

•

ur o f

•

ur die o.B.d.A. �

i

2 o gelten soll. F

•

ur jedes primitiv e

x =

P

n

i =1

x

i

�

i

mit x

i

2 f� 1 ; 0 ; 1 g b erec hnen wir n un den Index der v on x erzeugten

Gleic h ungsordn ung in o . Un ter allen x mit minimalem Index w

•

ahlen wir n un eines

mit minimalem � � T

F = E

2

( x ). W enn der K

•

o rp ergrad zu gro� wird, um alle diese 3

n

Elemen te zu testen, hat es sic h b ew

•

ahrt, abzubrec hen, w enn der Minimalindex in

den letzten 20 (30, 40, : : : ) V ersuc hen nic h t mehr kleiner gew orden ist.

Im Un tersc hied zu der absoluten V arian te dieses Algorithm us hat es sic h gezeigt,

da� Algorithm us 3.29 w esen tlic h emp�ndlic her auf sc hlec h t k onditionierte Ein-

gangspseudobasen reagiert, d.h., w enn das Relativp olynom extrem sc hlec h t k on-

ditioniert ist, k ann es auf diese Art nic h t (o der n ur minimal) v erb essert w erden.

Die ersten Beispiele sind erzeugende P olynome f

•

ur Hilb ert'sc he Klassenk

•

o rp er, wie

sie mit dem in [16] b esc hrieb enen V erfahren b erec hnet w orden sind.

Wir starten mit einem kubisc hen K

•

orp er mit Klassenzahl 3:

E := Q ( � )

�

3

+ �

2

� 11 � + 37 = 0

!

1

= 1, !

2

= � , !

3

=

�

2

� 1

2

[ o

E

: Z [ � ]] = 2, d

E

= � 9748

F := E ( � )

�

3

+ (18759 !

1

� 1362 !

2

� 2256 !

3

) �

� (495907 !

1

+ 338576 !

2

+ 101840 !

3

) = 0

�

1

= 1 a

1

= o

E

�

2

= 2 !

2

+ 2 !

3

+ � a

2

=

1

3

o

E

�

3

= 5 !

1

+ 4 !

2

+ 8 !

3

+ ( !

2

+ !

3

) � + �

2

a

3

=

1

9

o

E

[ o

F

: o

E

[ � ]] = 27 o

E

, N

E = Q

([ o

F

: o

E

[ � ]]) = 19683

Wir erhalten folgende reduzierte Darstellung:
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F = E ( � )

�

3

+ (7 !

1

� !

2

+ !

3

) �

2

� (165 !

1

+ 22 !

2

� 21 !

3

) �

+ (1329 !

1

� 10 !

2

� 82 !

3

) = 0

�

1

= 1 a

1

= o

E

�

2

=

1

5

((46 !

1

� 23 !

2

+ 11 !

3

)

+ (6 !

1

� 3 !

2

+ !

3

) � )

a

2

= o

E

+

1

6

( !

1

+ 3 !

2

� 2 !

3

) o

E

�

3

=

1

25

((1223 !

1

� 489 !

2

+ 408 !

3

)

� (174 !

1

� 82 !

2

+ 54 !

3

) �

� (47 !

1

� 21 !

2

+ 12 !

3

) �

2

)

a

3

= o

E

+

1

4

( !

1

� 2 !

2

+ !

3

) o

E

[ o

F

: o

E

[ � ]] = 125 o

E

+ (61 !

1

+ !

2

� !

3

) o

E

, N

E = Q

([ o

F

: o

E

[ � ]]) = 125

Nun ein kubisc her K

•

o rp er mit V

4

als Klassengrupp e:

E := Q ( � )

�

3

+ �

2

� 92 � + 236 = 0

!

1

= 1, !

2

= � , !

3

=

2 � � + �

2

4

[ o

E

: Z [ � ]] = 4, d

E

= 76729

F := E ( � )

�

4

� (21684 !

1

� 8992 !

2

+ 3688 !

3

) �

2

+ (648910592 !

1

� 308968480 !

2

+ 134927632 !

3

) = 0

�

1

= 1 a

1

= o

E

�

2

= �
a

2

=

1

2

o

E

+

1

26

(4 !

1

+ 3 !

2

+ !

3

) o

E

�

3

= (600 !

1

+ 40 !

2

+ 4 !

3

) + 26 � + �

2

a

3

=

1

8

o

E

+

1

1352

(74 !

1

+ 10 !

2

� !

3

) o

E

�

4

= (23207296 !

1

+ 64 !

2

+ 8 !

3

)

+ (1028796 !

1

+ 40 !

2

+ 4 !

3

) �

+ �

3

a

4

=

1

16

o

E

+

1

50759488

(1353829 !

1

� 371426 !

2

� !

3

) o

E

[ o

F

: o

E

[ � ]] = 1784297522176 o

E

+ (34924894208 !

1

+ 35982444544 !

2

+ 263697664 !

3

) o

E

,

N

E = Q

([ o

F

: o

E

[ � ]]) = 19762137087852150784

Nac h der Reduktion, die wir in diesem F all in mehreren Sc hritten durc hf

•

u hren,

w ob ei wir die T eilk

•

o rp er, die den zyklisc hen Un tergrupp en en tsprec hen, b er

•

u c k-

sic h tigen, erhalten wir:
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F = E ( � )

�

4

+ (2 !

1

� 2 !

2

) �

3

� (257 !

1

� 14 !

2

� 14 !

3

) �

2

+ (354 !

1

+ 26 !

2

� 30 !

3

) � + (12309 !

1

� 592 !

2

� 666 !

3

) = 0

�

1

= 1 a

1

= o

E

�

2

= � a

2

= o

E

�

3

= 71 + 31 � + �

2

a

3

=

1

2

o

E

+

1

76

(15 !

1

� 12 !

2

� !

3

) o

E

�

4

= 15798322 + 52369461 �

+ 330469 �

2

+ �

3

a

4

=

1

2

o

E

+

1

52861876

(8982425 !

1

� 1504142 !

2

+ !

3

) o

E

[ o

F

: o

E

[ � ]] = 4017502576 o

E

+ (515467344 !

1

� 3555016 !

2

+ 1718332 !

3

) o

E

,

N

E = Q

([ o

F

: o

E

[ � ]]) = 64280041216

Das n

•

ac hste Beispiel, ein Klassenk

•

o rp er zu einem kubisc hen K

•

o rp er mit C

6

als

Klassengrupp e:

E := Q ( � )

�

3

� 26 � + 26 = 0

o

E

= Z [ � ], d

E

= 52052

F := E ( � )

�

6

� (27 � 162 � + 156 �

2

) �

4

+ (2696 � 5392 � + 2696 �

2

) �

3

+ (316611 � 474660 � + 164280 �

2

) �

2

� (15909096 � 21497904 � + 5993208 �

2

) �

+ (179567975 � 230236702 � + 55754180 �

2

) = 0

�

1

= 1 a

1

= o

E

�

2

= 1 + �
a

2

= o

E

+

1

2

� o

E

�

3

= (3 + 2 �

2

) + 2 �

2

� + �

2

a

3

=

1

6

o

E

+

1

12

�

2

o

E

�

4

= (15+4 � +7 �

2

)+(3+4 � ) � +(1+ �

2

) �

2

+ �

3

a

4

=

1

12

o

E

+

1

24

�

2

o

E

�

5

= (249+52 � +197 �

2

)+(348+128 � +67 �

2

) �

+(42+52 � +27 �

2

) �

2

+13 �

2

�

3

+ �

4

a

5

=

1

360

o

E

�

6

= (75442207413663971255+26 2 � +17 4 �

2

)

+(138979374005225977501+16 2 � +25 4 �

2

) �

+(5721673554934634426+50 � +2 2 �

2

) �

2

+(25626415070076499602+6 � +6 �

2

) �

3

+415978533546881951 �

4

+ �

5

a

6

=

1

360

o

E

+

1

3101472918460214 84 88 0

(61409109199271370 � 828137 7050 104 6977 � + �

2

) o

E

[ o

F

: o

E

[ � ]] = 16078035609297753776179200 o

E

+ (798924702156513205708800 + 37324800 � + 37324800 �

2

) o

E

,

N

E = Q

([ o

F

: o

E

[ � ]]) = 223989657036149425820570752 83591 1680 00000

Reduziert:



1. REDUKTION 73

F = E ( � )

�

6

+ (1 � � ) �

5

� (19 + � � �

2

) �

4

+ (43 � 2 � � �

2

) �

3

� (19 + � � �

2

) �

2

+ (1 � � ) � + 1 = 0

�

1

=

1

25

(1 + (15 + 9 � + 23 �

2

) �

+ (22 + � + 4 �

2

) �

2

+ (11 + 8 � + 6 �

2

) �

3

+ (7 + 16 �

2

) �

4

+ (22 + 21 � + 21 �

2

) �

5

)

a

1

= 25 o

E

+ (1 � 9 � � 3 �

2

) o

E

�

i

= �

i � 1

(2 � i � 6) a

i

= o

E

(1 � i � 6)

[ o

F

: o

E

[ � ]] = 25 o

E

+ (181 � 9 � � 6 �

2

) o

E

, N

E = Q

([ o

F

: o

E

[ � ]]) = 25

Als letztes ein Beispiel v om Gesam tgrad 12 v on Cart wrigh t und Steger ([9]): Seien

s

2

= � 23, s

0

=

s � 1

2

, u

2

= � 83 und u

0

=

u � 1

2

. Wir b etrac h ten den K

•

o rp er

E = Q ( s

0

; u

0

) und dar

•

ub er die kubisc he Erw eiterung F = E ( � ) mit

�

3

+ ( � 2 s

0

+ 6) �

2

� (18 s

0

� 18) � � (90 s

0

� 54) = 0 :

F ist zyklisc h

•

ub er E und b esitzt

•

ub er Q die Galoisgrupp e D

6

. Die Klassengrupp e

v on F ist isomorph zu C

18

� C

18

.

In einem ersten Reduktionssc hritt wird der K

•

orp er v om Grad 4 in eine sc h

•

o nere

Darstellung gebrac h t: Es gilt E

1

= Q ( s

0

) = Q ( �

1

) mit �

2

1

� �

1

+ 6 = 0, E =

Q ( s

0

; u

0

) = E

1

( �

2

) mit �

2

2

+ �

2

+ 21 = 0 und

E = Q ( � )

�

4

+ 4 �

3

+ 59 �

2

+ 110 � + 279 = 0

!

1

= 1, !

2

= � , !

3

=

1

2

(1 + � + �

2

), !

4

=

1

30

(24 + 11 � + 3 �

2

+ �

3

)

[ o

E

: Z [ � ]] = 60, d

E

= 3644281

F

•

u r s

0

und u

0

erhalten wir folgende Darstellungen: s

0

= � !

1

� !

2

� !

4

und u

0

=

� 2 !

1

� 2 !

2

� !

4

. Damit folgt f

•

ur F :

F := E ( � )

�

3

+ (8 !

1

+ 2 !

2

+ 2 !

4

) �

2

+ (36 !

1

+ 18 !

2

+ 18 !

4

) �

+ (36 !

1

+ 90 !

2

+ 90 !

4

) = 0

�

1

= 1
a

1

= o

E

�

2

= �
a

2

= o

E

+

1

6

( !

1

� !

3

� 2 !

4

) o

E

�

3

= (4680 !

1

+ 1368 !

2

)

+ (860 !

1

+ 98 !

2

+ 2 !

4

) � + �

2

a

3

=

1

3

o

E

+

1

5976

(375 !

1

� 911 !

2

+ !

4

) o

E

[ o

F

: o

E

[ � ]] = 35856 o

E

+ ( � 9480 !

1

+ 1128 !

2

+ 3 !

3

+ 3 !

4

) o

E

,

N

E = Q

([ o

F

: o

E

[ � ]]) = 11570874624, d

F

= 4 o

E
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Reduzieren:

F = E ( � )

�

3

+ (2 !

1

� !

2

� !

4

) �

2

� (6 !

1

� !

2

� !

4

) � � (18 !

1

+ 3 !

2

+ 3 !

4

) = 0

�

1

= 1 a

1

= o

E

�

2

= 1 + � a

2

=

1

2

(2 !

1

� !

2

� !

4

) o

E

+ ( !

1

� !

4

) o

E

�

3

=

1

996

((4806 !

1

+ 579 !

2

+ 180 !

3

� 129 !

4

)

+ (3256 !

1

+ 212 !

2

+ 110 !

3

� 46 !

4

) �

� (34 !

1

+ 11 !

2

+ 2 !

3

+ 5 !

4

) �

2

)

a

3

= (34 !

1

+ 11 !

2

+ 2 !

3

+ 5 !

4

) o

E

+

1

2

(75 !

1

� 5 !

2

� 2 !

3

� 21 !

4

) o

E

[ o

F

: o

E

[ � ]] = 1992 o

E

+ (420 !

1

+ 134 !

2

+ 78 !

3

+ 338 !

4

) o

E

,

N

E = Q

([ o

F

: o

E

[ � ]]) = 15872256

Hieraus erhalten wir folgende absolute Darstellung:

F = Q ( � )

�

12

+ 45 �

10

+ 172 �

9

+ 90 �

8

� 264 �

7

+ 2321 �

6

+ 5772 �

5

� 6186 �

4

+ 6668 �

3

+ 24465 �

2

� 36972 � + 13689 = 0

[ o

F

: Z [ � ]] = 22949474951138824730873088

d

F = Q

= 12390120658347991050496

1.2. Sc hnelleres Ausz

•

a hlen. Der f

•

ur die Gesam tlaufzeit v on Algorithm us 4.8

und 4.13 en tsc heidende T eil ist das Ausz

•

a hlen mit Hilfe v on Algorithm us 3.23.

Wir b etrac h ten die gewic h tete quadratisc he F orm aus Beispiel 3.10.(1), w ob ei wir

die Gewic h te v on der F orm w

i;j

= �

r

i;j

i

wie in Algorithm us 4.8.(Ausz

•

a hlen) w

•

a hlen.

Zun

•

a c hst b etrac h ten wir den folgenden K

•

o rp er:

E := Q ( � )

�

2

� � � 36 = 0

o

E

= Z [ � ], d

F

= 145

F := E ( � )

�

2

+ 3 � � 39 = 0

�

1

= 1 a

1

= o

E

�

2

= 1 � � a

2

= o

E

+

1

5

(2 + � ) o

E

[ o

F

: o

E

[ � ]] = 5 o

E

+ (2 + � ) o

E

, N

E = Q

([ o

F

: o

E

[ � ]]) = 5

d

F

= 33 o

E

Die T ab elle ist wie folgt aufgebaut: In der 1. Spalte stehen die �

i

, 1 � i � r

1

+ r

2

,

dann k ommen die Exp onen ten r

i;j

, 1 � i � n , und die ob ere Sc hrank e f

•

urs
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Ausz

•

ahlen. Mit

"

next \ ist die Gesam tzahl aller Punkte aus den Ko e�zien tenidea-

len gemein t, die un tersuc h t w erden m u�ten, insb esondere auc h die, die nic h t zu

L

•

o sungen gef

•

uhrt hab en.

"

Punkte \ b ezeic hnet die Anzahl der L

•

osungen,

"

Zeit \

die Zeit zum Ausz

•

a hlen inklusiv e der Zeit zum Reduzieren. Die Angab en in den

letzten b eiden Spalten b eziehen sic h auf Ausz

•

ahlen mit Reduktion, die b eiden

da v or auf Ausz

•

a hlen ohne Reduktion.

�

i

r

i;j

r

i;j

c

i

next

Punkte

Zeit ohne

Reduktion

next

Punkte

Zeit mit

Reduktion

8,3146

0

0

115,93

8,3146

0

0

129,50

42

39

0,21sec

42

39

0,36sec

8,3146

2

-2

115,93

8,3146

1

-1

129,50

90

59

0,68sec

66

59

0,48sec

8,3146

3

-3

115,93

8,3146

2

-2

129,50

276

29

3,41sec

42

29

0,61sec

8,3146

1

-1

879,86

8,3146

3

-3

469,15

1302

849

7,55sec

906

849

2,60sec

Als n

•

ac hstes b etrac h ten wir einen K

•

orp er v om Absolutgrad 6

•

ub er Q .

E := Q ( � )

�

2

+ 17 = 0

o

E

= Z [ � ], d

E

= � 68

F := E ( � )

�

3

+ (5 � 19 � ) �

2

+ (2 + 14 � ) � � (18 + 2 � ) = 0

�

1

= 1
a

1

= o

E

�

2

= �
a

2

= o

E

+

1

2

(1 + � ) o

E

�

3

= �

2

a

3

=

1

2

o

E

[ o

F

: o

E

[ � ]] = 4 o

E

+ (2 + 2 � ) o

E

, N

E = Q

([ o

F

: o

E

[ � ]]) = 8

d

F

= ( � 392164 + 982235 � ) o

E



76 V. BEISPIELE

12,1179

0

0

0

7324,56

10170

6614

33sec

10170

6614

34sec

12,1179

2

0

-2

7324,56

870

264

4,28sec

461

264

2,66sec

12,1179

4

0

-4

7324,56

58532

21

384sec

7387

21

22sec

An diesen b eiden Beispielen zeigt sic h, da� Algorithm us 3.29 n

•

otig ist, um sc hlec h t

gewic h tete F ormen

•

ub erhaupt ausz

•

ahlen zu k

•

o nnen. Da b ei allen Beispielen die

Ausgangsbasis reduziert ist, tritt b ei nic h t gewic h teten F ormen (Exp onen ten 0)

k ein p ositiv er E�ekt auf; die Laufzeit v erl

•

a ngert sic h um die Zeit f

•

ur die Reduktion.

2. Normgleic h ungen

Bei den Normgleic h ungen m

•

ussen wir zwisc hen v ersc hiedenen F ragestellungen un-

tersc heiden, da die Algorithmen 4.8 und 4.14 stark un tersc hiedlic h auf die v ersc hie-

denen Probleme reagieren. Ein direkter V ergleic h der Laufzeiten ist et w as proble-

matisc h, da un tersc hiedlic h viele K

•

orp erin v arian ten b en

•

otigt w erden, und sic h die

Relationen daher v ersc hieb en k

•

onnen, w enn in einem K

•

orp er mehrere Normglei-

c h ungen gel

•

ost w erden. Die Zeiten sind jew eils ohne die Zeit zum Ausrec hnen

der Maximalordn ungen und der Einheiten angegeb en. In allen Beispielen wurden

die Einheiten mit einem k om binierten Einheiten{ und Klassengrupp enalgorithm us

b erec hnet, so da� auc h die f

•

ur Algorithm us 4.14 b en

•

o tigten Informationen b ereits

v orhanden w aren.

Unabh

•

angig v on der angegeb enen Darstellung der K

•

orp er v erw enden die Algorith-

men teilw eise andere, reduzierte Darstellungen, w as sic h einerseits auf die K

•

o rp er

selbst b ezieh t (Algorithm us 4.14 z.B. rec hnet in absoluten Darstellungen, da die

en tsprec henden Daten nic h t relativ b ereitgestellt w erden k

•

o nnen. Die zugeh

•

o rigen

Probleme sind f

•

ur Relativ erw eiterungen no c h nic h t k onstruktiv gel

•

ost w orden.)

als auc h auf die Darstellung der algebraisc hen Zahlen (teilw eise wird in tern eine

Pro duktdarstellung v erw endet, d.h., alle Zahlen w erden als Exp onen ten v ektoren

f

•

ur ein geeignetes m ultiplik ativ es Erzeugendensystem gesp eic hert), so da� kurze

Laufzeiten auc h die Existenz geeigneter Datenstrukturen wiederspiegeln.

Wir b eginnen mit einem CM-K

•

o rp er [31, Beispiel 1, Seite 84]:
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E := Q ( � )

�

2

� 19 � + 86 = 0

o

E

= Z [ � ], d

E

= 17

F := E ( � )

�

2

+ (18 � 2 � ) � + � = 0

o

F

= E [ � ], d

F

= � 20 o

E

Da F ein CM-K

•

orp er ist, m

•

ussen wir in Algorithm us 4.8 n ur eine quadratisc he

F orm b etrac h ten.

� N

E = Q

( � ) # L 4.8 4.14

35 � 3 � 4 1 0,5 1,5

� 3 9 0 0,4 0,4

14 � � 16 1 0,4 1,4

130 � 11 � 136 0 0,5 0,2

(4 + 4 � ) 1696 0 1,0 0,3

� (14 � 11 � ) 7676 0 2,7 0,7

� (2 + 10 � ) 8984 2 3,2 2,1

� (8 � 15 � ) 17134 0 5,8 0,6

� (10 � 19 � ) 27536 2 8,8 2,0

� (17 + 20 � ) 41149 2 13,0 2,0

35337 � 3048 � 1233369 8 360 3,1

(In den letzten b eiden Spalten steh t die Laufzeit in Sekunden der en tsprec henden

Algorithmen.) W

•

ahrend die Laufzeit v on Algorithm us 4.8 et w a linear in N

E = Q

( � )

zu sein sc hein t, ist die v on 4.14 ann

•

ahernd k onstan t. F

•

ur kleine � , die L

•

o sungen

hab en, ist daher 4.8 v orzuziehen. Auc h w enn wir n ur an einer L

•

osung in teres-

siert sind und wissen, da� sie existiert, ist 4.8 oft v orzuziehen; im letzten Beispiel

b en

•

otigen wir n ur 1,3 sec. um die erste L

•

osung zu �nden. Bei zuf

•

a lligen rec h ten

Seiten ist Algorithm us 4.14 in jedem F all v orzuziehen, i.allg. k ann dort sc hon nac h

dem Sc hritt (L

•

osung in F ) abgebro c hen w erden.

Das n

•

ac hste Beispiel ist [18 ] en tnommen, es zeigt, da� die in den letzten Kapiteln

b ereitgestellte Theorie [18 , Algorithm 6.1] deutlic h v erb essert.

E := Q ( � )

�

3

+ 2 �

2

+ � 1 � + 2 = 0

!

1

= 1, !

2

= � , !

3

=

� + �

2

2

[ o

E

: Z [ � ]] = 2, d

E

= � 59

F := E ( � )

�

3

+ �

2

+ ( !

1

+ 2 !

2

+ 3 !

3

) � � (2 !

1

� !

3

) = 0

o

F

= o

E

[ � ], d

F

= (15 !

1

� 48 !

2

� 48 !

3

) o

E
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F

•

u r die Regulatoren gilt reg

F = Q

� 31 ; 412, reg

F = E

� 9 ; 928 und reg

E = Q

� 0 ; 791, so

da� nac h Satz 2.9 die Norm U

F

surjektiv auf U

E

abbildet. W

•

ahrend der in [18, Al-

gorithm 6.1] v orgestellte Algorithm us no c h 14289 quadratisc he F ormen ausz

•

a hlen

m u�te, k omm t Algorithm us 4.8 mit 133 aus. Da der w esen tlic he Un tersc hied dieser

Algorithmen in der V erw endung der Relativ einheiten liegt, illustriert dies deren

Wic h tigk eit.

� N

E = Q

( � ) # L 4.8 4.14

!

2

+ 2 !

3

8 1 6144 4,5

8 512 1 60 Std 11

12326391000 187287080184304139447100000000 0 320 10

23

Jahre 118

(Die Zeit f

•

ur 4.8 im letzten Beispiel ist nat

•

u rlic h n ur gesc h

•

a tzt, sie ergibt sic h

daraus, da� die Laufzeit im w esen tlic hen linear v on N

E = Q

( � ) abh

•

angt.) W enn wir

mit einer L

•

osung zufrieden sind, k

•

onnen wir die Zeit in dem ersten F all auf 2,6 sec.

und im zw eiten auf 5 sec. reduzieren, w ob ei diese Zeiten

"

zuf

•

allig \ sind, sie h

•

angen

aussc hlie�lic h v on der in Algorithm us 3.23 gew

•

a hlten Reihenfolge, die Mengen K

i

zu durc hlaufen, ab.

Der n

•

ac hste K

•

orp er ist wiederum [31 , Beispiel 5, Seite 87] en tnommen.

E := Q ( � )

�

4

� 4 �

2

+ 7 = 0

!

1

= 1, !

2

=

� 3+ �

2

2

, !

3

= � , !

4

=

� 3 � + �

3

2

[ o

E

: Z [ � ]] = 1, d

E

= 1008

F := E ( � )

�

5

� !

3

= 0

o

F

= o

E

[ � ], d

F

= (15625 !

1

+ 25000 !

2

) o

E

F

•

u r die Regulatoren gilt: reg

F

� 541829969 ; 76, reg

F = E

� 1385082 ; 90 und reg

E

�

2 ; 42. Daher ist zu erw arten, da� in Algorithm us 4.8 mehr als 10

6

quadratisc he

F ormen b etrac h tet w erden m

•

u �ten. Daher hab en wir f

•

ur Algorithm us 4.8 n ur die

Zeit zum Finden der ersten L

•

osung gemessen.

� N

E = Q

( � ) # L 4.8 4.14

� ( !

1

+ !

2

+ !

3

+ !

4

) 4 1 (45) 45

� (2 !

3

+ 3 !

4

) 343 1 1 45

8 4096 10 1 130

343 343

4

16 1 270
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Im letzten Beispiel b etrac h ten wir wieder den K

•

orp er v on Cart wrigh t und Steger

[9 ] (Seite 73); sie hab en mit dem Hasse'sc hen Normensatz nac hgewiesen, da� die

Gleic h ung N

F = E

( x ) = � f

•

ur � = 264 s

0

u

0

� 328 u

0

+ 643 s

0

+ 3369 mit N

E = Q

( � ) =

44681791589136 in F l

•

osbar ist. Wir hab en so w ohl mit Hilfe v on Algorithm us 4.13

als auc h mit einer V arian te v on Algorithm us 4.14 v ersuc h t, diese Normgleic h ung

zu l

•

osen. Die Menge M aus Algorithm us 4.13 en th

•

a lt drei Primideale: eines

•

ub er

der 2 und zw ei

•

ub er der 3. Wir erhalten damit S

E

mit eb enfalls drei Primidealen.

Aufgrund der auftretenden Zerlegung en th

•

a lt S

F

dann sieb en Ideale. Das Ideal b

errec hnet sic h dann zu

b = o

F

+

1

18

((4 !

1

� 2 !

2

� 6 !

3

� 2 !

4

) �

1

� (6 !

1

+ 6 !

2

+ 9 !

3

� 3 !

4

) �

2

+(7 !

1

+ !

3

� 6 !

4

) �

3

) o

F

;

und es gilt N

F = Q

( b ) = 1 = 531441.

Die Menge der Primideale die in Algorithm us 4.14 b etrac h tet w erden m

•

u ssen, ist

gr

•

o �er, dort geh t die Zerlegung v on � no c h mit ein. Wir erhalten # S

E

= 8 und

# S

F

= 20.

Mit Hilfe v on Algorithm us 4.14 w ar es m

•

oglic h, innerhalb v on 10 Min uten eine

L

•

o sung zu �nden, die jedo c h nic h t in b liegt. Algorithm us 4.13 hat innerhalb

v on 30 T agen 10

8

Punkte in der ersten Ellipse ausgez

•

a hlt und getestet, ohne eine

L

•

o sung zu �nden. Auc h mit 4.14 w ar es nic h t m

•

oglic h, zu en tsc heiden, ob es eine

L

•

o sung x 2 o

F

gibt. Das Problem hier ist Sc hritt (L

•

osung in o

F

). Als L

•

osung

erhalten wir

x =

1

7774

((412006 !

1

� 19672 !

2

+ 71192 !

3

+ 36364 !

4

) �

1

+(584856 !

1

� 68161 !

2

+ 28072 !

3

� 13105 !

4

) �

2

� (134124 !

1

� 88676 !

2

+ 12914 !

3

� 113648 !

4

) �

3

)

mit

N

F = E

( x ) = � :
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Sym b olv erzeic hnis

N , Z , Q , R , C nat

•

urlic he, ganze, rationale, reelle, k omplexe Zahlen

A � B ( A < B ) f

•

ur Grupp en A , B : A ist (ec h te) Un tergrupp e v on B

A � B ( A � B ) f

•

ur Mengen A , B : A ist (ec h te) T eilmenge v on B

E , F Zahlk

•

orp er, 3

K , k b eliebige Zahlk

•

orp er

f , g P olynome, 3

o

E

, o

F

Maximalordn ungen v on E und F , 3

m Grad v on E

•

ub er Q , 3

n Grad v on F

•

ub er E , 3

N

F = E

Norm v on F = E , 4

( r

1

; r

2

) Signatur v on E , 4

( s

i

; t

i

)

i

relativ e Signatur v on F = E , 4

~

V

k

; V

k

(normalisierte) Bew ertungen v on k , 4

P

k

Primideale v on k , 4

j : j Betr

•

age, 4

n

v ;k

, n

V j v

lok aler Grad, 5

S

E

, S

F

,

_

S

F

Mengen v on Bew ertungen, 8

r

E

, r

F

:= # S

E

bzw. # S

F

, 8

r

v

Anzahl der F ortsetzungen v on v , 9

M

i;j

, ( M )

i;j

M eine Matrix, das ( i; j )-te Elemen t v on M , 5

I

n

Einheitsmatrix, 5

�

i;j

Kronec k ersym b ol, 5

( M j N ) 5

U

k

Einheitengrupp e v on o

k

, 7

T U

k

T orsionseinheiten v on o

k

, 7

_

P

v

, P

v

F ortsetzungen v on v , 9

U

F ;S

F

, U

E ;S

E

S

F

bzw. S

E

-Einheiten, 9

81
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U

A

F ;S

F

:= N

F = E

� 1

( A ) \ U

F ;S

F

, 9

U

1

F ;S

F

:= N

F = E

� 1

(1) \ U

F ;S

F

L

F

,

_

L

F

Abbildungen in den

"

Logarithmenraum \ , 10

v ol ( B ) V olumen v on B

v ol

u

( B ) u -Dimensionale V olumen v on B

reg

F = E

( U ), reg

F = E

( F ) relativ er Regulator v on U bzw. v on F , 13

T

2

25

[ A ]

R

das R Erzeugnis v on A (als Mo dul o der V ektorraum)

[ [ a; b ] ] := [ a; b ] \ Z

b a e die am dic h testen an a gelegene ganze Zahl, b a e := b a +

1

2

c

Q , B Q eine quadratisc he F orm,

B die zug. bilineare F orm, 26, 30

d

Z

(�) Z -Gitterdiskriminan te v on �, 26

� , � 29, 29

K := R

r

1

� C

r

2

, 29

T

F = E

2

relativ e T

2

-Norm, 31

cl( a ) Klasse v on a in der Klassengrupp e

St(�) Steinitzklasse v on �, 32

a

x; �

Ko e�zien tenideal zu x in �, 32

d (�) Gitterdiskriminan te v on �, 34

d

k

K

•

orp erdiskriminan te v on k

e

P = p

, f

P = p

V erzw eigungsindex, T r

•

a gheitsgrad, 57

b a c := max f r 2 Z j r � a g , (

"

Flo or-F unktion \ )

d a e := min f r 2 Z j r � a g , (

"

Ceiling-F unktion \ )




r

r

hermitesc he Konstan te [46, 3 (3.35a)]

B

2

r

euklidisc he Kugel mit dem Radius r

B

1

r

Kugel in der Maxim umsnorm mit dem Radius r
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Zusammenfassung

Seien F = E = Q algebraisc he Zahlk

•

orp er, N

F = E

: F ! E die Relativnorm und o

E

die

Maximalordn ung v on E . Ziel dieser Arb eit ist es, f

•

ur eine gegeb ene Zahl � 2 o

E

,

zu en tsc heiden, ob es ein x 2 M � F mit

N

F = E

( x ) = �

gibt, w ob ei M eine Ordn ung, ein o

E

-Mo dul v on v ollem Rang o der, f

•

ur F = E Ga-

lois'sc h, ganz F sein k ann.

Zun

•

a c hst wird dazu die Einheitengrupp e U

F

v on o

F

un tersuc h t. Wir b estimmen

f

•

ur die Un tergrupp e

U

1

F

:= f x 2 o

F

j N

F = E

( x ) = 1 g

der Einheitengrupp e ein Erzeugendensystem und de�nieren ein Ma� f

•

ur die

"

Gr

•

o�e \

dieser Menge, den relativ en Regulator reg

F = E

( U

1

F

). In Analogie zur Einheiten b e-

rec hn ung in Erw eiterungen v on Q geb en wir ein V erfahren zur Berec hn ung dieser

Grupp e an.

Im n

•

ac hsten Kapitel der Arb eit en t wic k eln wir eine Theorie f

•

ur Gitter

•

ub er Zahl-

k

•

orp ern, die es uns erm

•

oglic h t, V erfahren aus der

"

Geometrie der Zahlen \ in un-

serem F all anzu w enden. Sp eziell erarb eiten wir einen Reduktionsalgorithm us, der

den b ek ann ten LLL-Algorithm us k anonisc h erw eitert und v erb essern dar

•

ub er hin-

aus das v on A. Jurk en t wic k elte V erfahren, um alle Elemen te mit b esc hr

•

a nkter

L

•

a nge in einem

"

Relativ \ -Gitter zu �nden.

Im letzten Kapitel

•

ub ertragen wir dann zun

•

a c hst das Finc k e'sc he Ellipsoidv erfah-

ren zum L

•

osen v on Normgleic h ungen in Ordn ungen auf den relativ en F all, w ob ei

wir die in den ersten Kapiteln en t wic k elten Metho den v erw enden. Dies b en utzen

wir dann, um f

•

ur relativ Galois'sc he Erw eiterungen Normgleic h ungen in K

•

o rp ern

zu l

•

osen, w ob ei wir, ausgehend v on den Metho den v on D. Garbanati, ein (gebro-

c henes) Ideal b estimmen, das die gesuc h te L

•

osung en thalten m u�. Nac h einigen

Un tersuc h ungen

•

u b er die Komplexit

•

a t der b etrac h teten V erfahren, geb en wir no c h

einen Algorithm us an, der statt geometrisc he Metho den algebraisc he v erw endet,

um Normgleic h ungen zu l

•

osen; wir v ersuc hen, eine L

•

osung als P otenzpro dukt ge-

wisser S -Einheiten zu erhalten.

Wir sc hlie�en diese Arb eit mit einigen Beispielen, die das P oten tial der v ersc hie-

denen V erfahren demonstrieren.
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